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1a Questão: (1,5 pt) Ache todas as soluções do problema

 u2
x − 2uxuy + u2

y = 1

u(s, s) = 0, s ∈ R.

2a Questão: (1,5 pt) Mostre que toda função harmônica e limitada em Rn é constante.

3a Questão: (1,5 pt) Seja f ∈ C(Rn) limitada, não-negativa em todos os pontos e não-nula em algum ponto. Mostre

que, se u ∈ C(Rn × [0,∞)) ∩ C∞(Rn × (0,∞)) é limitada e satisfaz ut = ∆xu em Rn × (0,∞)

u(x, 0) = f(x), x ∈ Rn,

então u(x, t) > 0, para todo (x, t) ∈ Rn × (0,∞).

4a Questão: (1,5 pt) Seja u uma função harmônica em R2. Mostre que, para todo (x0, y0) ∈ R2 e para todo a > 0,

|ux(x0, y0)| ≤
4
πa

sup{ |u(x, y)|; (x− x0)2 + (y − y0)2 = a2}.

5a Questão: (a) (0,5 pt) Seja S a esfera de centro x0 e raio r em R3, S = {x ∈ R3; |x−x0| = r}. Dado a > 0, mostre

que a área de S ∩ {x ∈ R3; |x| ≤ a} é menor ou igual a 4πa2.

(b) (0,5 pt) Dada f ∈ Cc(R3), mostre que existe C > 0 tal que, ∀x0 ∈ R3, ∀r > 0,
∫
|x−x0|=r

|f(x)| dSx < C.

(c) (1,5 pt) Dadas f ∈ C3
c (R3) e g ∈ C2

c (R3), seja u a solução de
utt = c2∆xu em R3 × (0,∞)

u(x, 0) = f(x), x ∈ R3

ut(x, 0) = g(x), x ∈ R3.

Mostre que existe k > 0 tal que, para todo x ∈ R3 e para todo t > 0, |u(x, t)| ≤ k/t.

6a Questão: (2 pts) Dadas a ∈ C([0, L]× [0, T ]), f ∈ C([0, L]), g1 e g2 ∈ C([0, T ]), mostre que existe no máximo uma

função u ∈ C2((0, L)× (0, T ]) ∩ C([0, L]× [0, T ]) tal que
ut = uxx + a(x, t)ux − u em (0, L)× (0, T ]

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, L]

u(0, t) = g1(t) e u(L, t) = g2(t), t ∈ [0, T ].

Sugestão: Demonstre um prinćıpio do máximo.
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