MAT 0226, Segundo Semestre de 2008, Terceira Lista

1 - Dé exemplo de uma seqiiéncia f,, € C([0,1]) tal que lim f,(z) = 0 para todo
n—oo

1
x € [0, 1], mas que néo convirja com respeito & métrica d(f, g) = / |f(z) — g(z)| du.
0

2 - Mostre que f :[0,7/2] — [0,7/2], f(z) = senx, satisfaz |f(z) — f(y)| < |z — y]
para todos z,y € [0,7/2], x # y, mas f ndo é uma contracao.

3 - Seja K C R um compacto e seja f: K — K uma funcio satisfazendo |f(z) —
f(y)| < |z —y| para todos z,y € K, x # y. Mostre que f possui um tnico ponto
fixo. Dica: O que aconteceria se o minimo de g(z) = |f(x) — x| fosse positivo?

4 - (a) Seja f(x) { \/117 : zig . Mostre que |f'(z)| < 1 para todo z e
que f nao tem ponto fixo.

(b) Mostre que, se g : R — R é derivdvel e |¢'(x)| < 1 para todo = € R, entéo g
tem no maximo um ponto fixo. Dica: TVM.

5 - Seja f:[0,1] — [0, 1] uma fungdo continua nao-decrescente.

(a) Dé um exemplo para mostrar que uma tal fungdo pode nao ser uma contragao.
(b) Dado arbitrariamente z; € [0, 1], defina z, = f(x,—1), n > 2. Mostre que z,
converge para um ponto fixo de f.

(c) Dé um exemplo para mostrar que este ponto fixo nao tem de ser tnico.

6 - Mostre que f(z,y) = y*/3 ndo é uma funcdo de Lipschitz em nenhum aberto de
R? que contenha algum ponto da forma (z,0), z € R.

7 - (a) Mostre que f(z,y) = 2%|y| é uma funcio de Lipschitz em |z| < 1, |y| < 1.
(b) Mostre que df/dy nao existe em (x,0) se x # 0.

8 - Considere o problema de valor inicial y' = zy, y(0) = 1. Defina yo(z) =1 e

xT

Yrt1(2) =1+ /0 tyr(t) dt.
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(a) Verifique por inducao que yi(z) =1+ % + a1 (2) +o 4+ i (2) .

(b) Calcule y(z) = klim yr(z) e mostre que y satisfaz o problema de valor inicial

em (—o0,400).

9 - Considere o problema de valor inicial 4’ = 1+ 4%, y(0) = 0. Defina yo(z) =0 e

x

yk+1(:c)=/ [1+ yr(t)?] dt.

0
(a) Resolva o problema de valor inicial por separacdo de varidveis.
(b) Calcule explicitamente yo, y1, Y2 € Y3 € compare-0s com 0s quatro primeiros
termos da expansao em série de poténcias da solu¢ao encontrada no item (a).



