FORMULA DE TAYLOR
USP - MAT 2110 — 2015

SEVERINO TOSCANO DO REGO MELO

1. PoLiINOMIOS DE TAYLOR

A reta tangente ao grafico de uma funcao f derivavel em um ponto a define a fungdo de primeiro grau
que melhor aproxima a fungdo em pontos préximos de a. Vamos dar uma defini¢do precisa do significado da

palavra“melhor” nesta frase e generalizar os conceitos e resultados para polindomios de grau arbitrério.

1.1. Polinémio de Taylor de ordem 1.

Seja f uma funcao derivavel em a e suponha que P; seja um polindmio de grau menor ou igual a 1 satisfazendo

a seguinte condicao:

— P,

(1) lim L@ =0 _

r—a Tr—a
Entao, temos:

: o f@) = P@)] _ . L f@) = b))
@ i) - R =i |- T2 = (e - )t B2~ 0000
Como f e P; sao fungoes continuas em a, temos
f(a) = lim f(2) = lim Py(x) = Py(a).

Sendo P; um polinémio de grau menor ou igual a 1 que vale f(a) em = = a, ele pode ser escrito como

Pi(z) = A(x — a) + f(a), para alguma constante A. Vamos agora determinar o valor de A. Para tanto,

re-escrevemos o limite em (1) como

o T =P@) L f@) = f@) - Aw—a) [ f@) - @)

z—a r—a z—a r—a T—a r—a

Logo, para que (1) seja satisfeita, necessariamente A = f/(a).

Vemos assim que o tnico polinémio de grau menor ou igual a 1 que satisfaz (1) é
Py(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Note que P;(a) = f(a) e P{(a) = f'(a) e que y = Pi(z) é a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto

(a, f(a))-

Dizemos que P; é o “polinomio de Taylor de ordem 1 da fungao f em torno de a”. Uma maneira de indicar
que P; depende de f e de a seria denotar P; por Plf’a. Embora mais precisa, essa notacao, de tao pesada,
acabaria dificultando a leitura. Vamos usar a notacao mais simples, indicando no contexto qual é a fungao que

é aproximada por P; e em torno de qual ponto se da essa aproximacao.
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1.2. Polinémio de Taylor de ordem 2.

Supondo que a derivada de f esteja definida em um intervalo contendo a e que a segunda derivada de f exista

em a, vamos agora procurar um polinéomio de grau menor ou igual a 2 que satisfaca

=0
z—a (x — a)2

Ou seja, queremos que, quando x tende a a, a diferenca f(x) — P2(z) tenda a zero tao rapidamente que continue
indo a zero mesmo se dividida por (z —a)?. O polindémio P, serd chamado de “polinomio de Taylor de ordem 2
da fungao f em torno de a”. Pode ser tentador dar um nome para a pardbola y = P»(x) (algo como “a pardbola

grudadissima” ao grafico de f no ponto (a, f(a)) ), mas ninguém faz isso.

Qualquer polinémio de grau menor ou igual a 2, Py(z) = az? + S + 7, pode ser escrito como
Py(x) = Az —a)>+ Bz —a)+C (A=a, B=2aa+ B, C =d’a+aB+7).

Vamos determinar os valores de A, B e C que tornam a afirmagao (3) verdadeira.

Se P; satisfaz (3), entdo P, satisfaz também (1) (isso decorre de um calculo semelhante ao que fizemos em
(2)). Dal, temos

o o 1@ = Po(@)

T—a Tr—a T—a

— 04 lim f(x)— Bz —a)-C

T —a T —a Tz—a Tr—a

{_A(x ~a)? | J(@) - Blx—a) - C}

logo, Py (z) = B(z — a) + C satisfaz (1) e, portanto, P, = Py, ou seja, C = f(a) e B = f'(a). Dai, vem:
LSS )y, STy S0

lim M — lim
2 (z —a)? z—a  2(r —a) 2

T—a (,r — a) T—a

ou seja, A = f”(a)/2 (na segunda passagem, usamos a regra de L’Hospital).

Vemos assim que, para um polinémio P, satisfazer (3), é necessério que

(@) Pafa) = f(a) + ') )+ LD a2

Também é verdade que este P, de fato satisfaz (3). Isso pode ser verificado por meio de um cdlculo direto.
Alternativamente, refletindo sobre os argumentos que usamos para mostrar que (3) implica (4), vemos que (4)

também implica (3).

Em resumo, mostramos que o polinémio P, definido em (4) é o tnico polinémio de grau menor ou igual a 2
que satisfaz (3). Note que Py(a) = f(a), Pi(a) = f'(a) e Py (a) = f"(a)

1.3. Polinémio de Taylor de ordem 3.

Vamos agora, supondo que a segunda derivada de f esteja definida em um intervalo contendo a e que a terceira

derivada de f exista em a, procurar um polinémio de grau menor ou igual a 3 que satisfaca

5 i (@) = Po(a)

=0
T—a (x — a)3

Ou seja, queremos que, quando z tende a a, a diferenca f(x) — P3(z) tenda a zero tdo rapidamente que continue
indo a zero mesmo se dividida por (z — a)®. O polinémio Ps serd chamado de “polinomio de Taylor de ordem

3 da fungao f em torno de a”.



Qualquer polinémio de grau menor ou igual a 3, P3(x) = ax3 + Bz? + yx + §, pode ser escrito como
Py(z) = A(z—a)*+B(z—a)?*+C(z—a)+D (A= a, B =3aa+p, C =3d’a+2aB+v, D = a*a+a*B+ay+9).

Vamos determinar os valores de A, B, C e D que tornam a afirmagao (5) verdadeira.

Se P satisfaz (5), entdo Ps satisfaz também (3) (isso decorre de um célculo semelhante ao que fizemos em
(2)). Dal, temos

.
by (r—a z—a (x — a)? (x —a)?

logo, Py(z) = B(x — a)? + C(x — a) + D satisfaz (3) e, portanto, P, = Py, ou seja, D = f(a), C = f'(a) e
B = f"(a)/2. Dai, vem:

f@) =P _ [f(w) —f(a) = (@)@ —a) = T (@ — a)?
3

(@~ aP -4

P P ) -

o L@ =L@ = @@ =) P =)@

z—a 3(z —a)? e—a  6(x —a) 6

ou seja, A = f"'(a)/6 (em duas passagens, usamos a regra de L’Hdospital).

Vemos assim que, para um polinémio P satisfazer (5), é necessdrio que

f"(a) f"(a)
5 (x —a)? + T(m —a).

Também é verdade que este P; de fato satisfaz (5). Isso pode ser verificado por meio de um cdlculo direto.

(6) Py(x) = f(a) + f'(a)(z — a) +

Alternativamente, refletindo sobre os argumentos que usamos para mostrar que (5) implica (6), vemos que (6)
também implica (5).

Em resumo, mostramos que o polindémio P; definido em (6) é o tinico polindmio de grau menor ou igual a 3

que satisfaz (5). Note que P3(a) = f(a), Pi(a) = f'(a), P§(a) = f"(a) e P{'(a) = f"(a).

1.4. Polinémio de Taylor de ordem n.

Queremos agora generalizar os trés casos acima para um inteiro arbitrario n. Relendo o que fizemos, dd para

notar que provamos um pouco mais do que afirmamos explicitamente. Provamos, para n < 3:

(7) i L@ = Pa@) @) = Paa@) M)

z—a  (z—a)® z—a (x—a)” n!

Teorema 1. Suponha que f € uma funcdo possuindo as derivadas de ordem menor do que n definidas em um
intervalo I que contém o ponto a e que a n-ésima derivada f(”)(a) existe. Entdo

"(a "ig (") (a n ) (q
Pue) = f(a) + F@)e—a)+ T @ e DO g T e S T e
| | | >

(convencionamos que O = f e 0! = 1) € o tnico polinémio de grau menor ou igual a n satisfazendo

- P,
(8) fim L&) = Pale)
T—a (x — a)”
O polindémio P, é chamado de “polindmio de Taylor de ordem n da funcao f em torno de a”. Note que
P (a) = f®(a), 0 < k < n.



O Teorema 1 se demonstra por indugao sobre n, incluindo na hipdtese de inducao que também a segunda das
duas equagoes em (7) é satisfeita para cada n. Isso serd usado para a fungao f’, no célculo do coeficiente do
termo de maior grau de P, (assim, basta aplicar uma vez a Regra de L’Hospital; poderfamos ter usado esse
argumento ja no caso n = 3, em vez de ter aplicado duas vezes a Regra).

Outro ingrediente importante é que qualquer polinémio de grau menor ou igual a n pode ser escrito, de
maneira tnica, como A, (r —a)" + A,_1(z —a)" L+ + Ay (z — a) + Ao.

2. ESTIMATIVA DO ERRO

Sabemos que P,,, o polindomio de Taylor de ordem n de f em torno de a, é o polinémio de grau menor ou igual
a n que melhor aproxima f numa vizinhanca de a, no sentido de ser ele o tinico polinémio de grau menor ou
igual a n que satisfaz (8), ou seja, que a diferenca entre ele e f tende a zero, quando z tende a a, mais rdpido
do que (z —a)™. Esta é a chamada “forma infinitesimal”de estimar o “erro” f — P,,. Para algumas aplicagoes,
esta informacao ja é suficientemente ttil. Mas as vezes é necesséario obter mais precisas “estimativas globais”,
validas em todos os pontos de um intervalo que contenha a.

Os teoremas desta segdo exigem hipdteses mais fortes do que as do Teorema 1. Pedimos que a (n + 1)-ésima
derivada de f esteja definida e seja continua em todos os pontos de um intervalo I contendo o ponto a. Diz-se
de uma tal funcao que ela é “de classe C"t! em I”.

Teorema 2. Seja f uma fungio de classe C"' em wm intervalo I que contém o ponto a. Suponha que f(+1)
seja limitada em I, isto é, suponha que existe uma constante M > 0 tal que |V (2)| < M para todo x € 1.
Seja P,, o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de a. Entdo a estimativa

M

o _ n+1
e

(9) /() = Pa(2)] <

€ satisfeita por todo x € I.

Usaremos o Teorema 2 em exemplos na préxima se¢ao. Ele é consequéncia do (mais preciso) teorema seguinte.

Teorema 3. Seja f uma funcdo de classe C™ ' em um intervalo I que contém o ponto a. Seja P, o polinémio

de Taylor de ordem n de f em torno de a. Entdo a igualdade

(10) f@) - Palo) = = “(@— &) (s ds

Tl

€ verdadeira para todo x € I.

Demonstracio: Para n = 0, a férmula (10) se reduz ao Teorema Fundamental do Célculo:

@) - 1@ = [ " (@) de.

Para provar (10) para n = 1 aplicamos ao lado direito da igualdade a férmula de integracdo por partes

x

(11) /x u(s)v'(s)ds = u(s)v(s)| — /1 u'(s)v(s) ds,

fazendo u(s) =z — s, v'(s) = f"(s), v'(s) = —1 e v(s) = f'(s):

/ @ ) () ds = (z— )'(s)

+ [ " P(s)ds = —fa)x—a) + f(z) — f(a).

a

Isto prova (10) para n = 1.



O caso geral demonstra-se por inducao sobre n. Suponhamos que (10) foi demonstrada para n—1 e apliquemos
(11) ao lado direito de (10), fazendo u(s) = (x — s)™, v'(s) = fPFV(s), W/ (s) = —n(z — )"t e v(s) = f(M)(s).
Isso e a hipo6tese de indugao fornecem:

% /ax(.’L' - S)"f(n+1)(5) ds = %(SE _ S)nf(n)(s)
") (q N oy
A O ﬁ / (@ =510y ds = LD oy 4 @)~ Bus (@) = 1(@) — Pue),

n!
como queriamos demonstrar.

€T

e 2 [ ) ds =

a

O Teorema 2 segue do Teorema 3 e do seguinte lema, aplicado a g = f(*+1),

Lema 1. Seja g uma fungao continua definida em um intervalo I satisfazendo |g(x)| < M para alguma constante

M e para todo x € I. Dados a e x em I e um inteiro n > 0, temos

[ @ 9rats)as

M
< |z — a|™t.
n

Demonstragio: Suponhamos primeiro que x > a. Entao, para todo s no dominio de integracao, (x — s)™ > 0.
Dali, vem:

[ @ orats)as

como queriamos.

(x — s)" 1" (r —a)"tt

§/a (xfs)"|g(s)|ds§M/a (xfs)”ds:—Mniﬂa:MniH,

No caso em que a > z, fazendo a mudanga de variavel ¢ = x + a — s na integral, vem:

/:(a: —5)"g(s)ds = (=1)"* /:(a —0)"g(x +a—o0)do.

Agora podemos aplicar o caso ja demonstrado do Lema a fungéo g(o) = g(x + a — ¢), com a no lugar de x e x

no lugar de a. Isso conclui a demonstracao.

3. EXEMPLOS

Todos os exemplos desta segao serdo de polinomios de Taylor em torno de 0 (ou seja, o “a”das duas segoes
anteriores serd igual a zero). Esta escolha nao se caracteriza como uma perda grave de generalidade, pois uma
mudanga de variveis transforma o caso geral no caso a = 0. O exemplo mais canonico é o da fungao g(z) = Inz,
z > 0. E facil determinar as derivadas de todas as ordens de gem x = 1 e assim escrever os polinomios de
Taylor de g em torno de 1. Em vez disso, encontraremos os polinémios de Taylor de f(z) = In(z + 1) em torno
de z = 0.

Exemplo 1. Seja f(z) =In(1 + z), z > 0. Para cada inteiro positivo n, temos

a) 1 1 2 2.3

_ Mip) = — M) = — = ().23:—7
_1+x’f() (1+x)2’f (@) (1+x)3’f4() (1+z)%

— 1!
e, dai, f("(0) = (=1)"*'(n —1)!. Assim, usando que %

n de f em torno de 0 é dado por:

(—1)™+(n—1)!

oo F () () =
/ )() (1+x)»

1
= —, temos que o polindmio de Taylor de ordem
n

2?2 a3

P, N T H _1n+1£.
() == 2+3+ + (-1) -

Para todo z > 0, | f("+1)(z)| < n!l. Segue entdo do Teorema 2 aplicado ao ponto a = 0 e ao intervalo I = [0, +00):
2 3

" ! 1
(12)  |In(1+z) - [95 — T Tt (—1)"“%} ’ < ni|;1c|”+1 = ——z""! paratodo x> 0.

2 3 n | =+ nt1




Fazendo, por exemplo, = 1 nesta férmula, vem

1 1 1 (—1)ntl . o
n2—|l—=-+-—-+--- , para todo inteiro positivo n.
(13) In2 1 2+3 4+ + 1 todo int t
n
O
O lado direito de (13) tende a zero quando n tende a infinito. Logo, a soma Z fica tao préxima de
k=0

In 2 quanto se queira, desde que n seja suficientemente grande. Isso se denota por
n o]
) (71)k‘+1 (71)k+1
In2 = 1 AN — AV
w2 = )

k=0 &
Esta férmula pode ser belissima, mas a estimativa (13) ndo é uma ferramenta eficiente para se aproximar In 2
por numeros racionais. Se a gente quiser, por exemplo, trés casas decimais corretas, é preciso calcular uma
soma de mil parcelas. Uma maneira mais rapida de se obter aproximagoes racionais do logaritmo de nimeros

positivos é sugerida abaixo, em um exercicio logo apés o Exemplo 7

Exemplo 2. Para cada inteiro [ > 0, os polinémios de Taylor de ordem 2] + 1 e de ordem 2! + 2 da funcao
f(x) =senz, x € R, em torno de 0 sdo iguais:

. B 221 ! 22k+1
P P SRS I UL
Usando o Teorema 2 com n = 2 4 2, e lembrando que |f(")(z)| < 1 para todo n e para todo z, vem:
I B g | [20+3
sen — {x— 37 + = +-- 4 (-1 O 1)!H S TFE para todo [ € N, paratodo z € R.

Compare o que obtivemos aqui com o Problema 10d da Lista 2 da Poli (http://www.ime.usp.br/mat/2453-
2015/2015L2.pdf).

Exemplo 3. Para cada inteiro [ > 0, os polinémios de Taylor de ordem 2/ e de ordem 2! + 1 da funcao
f(x) =cosz, z € R, em torno de 0 sdo iguais:

l
$2 .%4 21 2k

Pyy(z) = Pyqa(x) =1 - o + T +t (fl)lx—. = Z(fl)k sc

Seguindo uma linha de argumentos muito parecida com a do Exemplo 2, pode-se mostrar que

- , a2 H || 2+2
—(

Cosx_[1_21+zu+"'+(_1) @ = @ror

para todo | € N, paratodo z € R.

Exemplo 4. Seja f(x) = (1 +x)Y/2, > —1. O polinémio de Taylor de ordem 4 de f em torno de 0 é
1 5,

1 1

Mais geralmente, para cada inteiro n > 0, usando que

P = 5atah @ =g (3-1) @t @ -5 (5-1) (5-2) 0ot

(14) ,fm)(x):;(;q) (;_2)...(;_71_,_1) At a)in

vemos que o polindmio de Taylor de ordem n de f em torno de 0 é dado pela expressao

1 1/1 22 11 1 z’ i e
Po@)=1+za+-(>-1) 2 +-(z-1)(z-2)Z 4. 4 (2)an=3" (2
(@) =1+30+3 (2 > ST <2 > (2 ) TR <n>$ 2 (k:

>‘mk:7



em que (%), 0 < k < n, denota o chamado “coefiiciente binomial”
i 1[1/1 1 1
2 = —-— —_ —_ 1 - 2 A - 1 .
()=l G G2 (o))

Exercicio: (a) Encontre o polinémio de Taylor de ordem n de f(x) = (14 z)*/* em torno de x = 0.

(b) Sem usar calculadora, encontre inteiros p e ¢ tais que |[v/80 — p‘ < 1073, Confira o resultado com a ajuda
q

de uma maéquina de calcular.

Exemplo 5. O polinémio de Taylor de ordem n da fungio f(z) = e® em torno de x =0 é
2 $3 f
P()—1+x+f—|—§+ o

Usando que 0 < f(x) < 1 para todo < 0 e aplicando o Teorema 2 para o intervalo I = (—o0, 0], segue que

.132 .133 mn ‘ |n+1
1—|—x+—+§+ —I—H Sm, para todo n € N, para todo = <0.

Usando que 0 < f(x) < eM para todo < M e M > 0, e aplicando o Teorema 2 para o intervalo I = [0, M],

segue que

.%'2 .’L'3 " M |m|n+1
1+x+—+——|— 4+ — )| <e¥———, paratodo n €N, paratodo z < M.
3! n! (n+1)!

Fazendo M =1 e x = 1 nesta desigualdade e usando que e < 3, vem:
3

1
1+1 — _—
(**@ﬁ3+ +m)<m+m

Esta desigualdade permite aproximar e por racionais com precisao arbitrariamente pequena, por exemplo,
94 1 n Y| 8 1
2 6/

—| < —.
Exercicio: Sem usar calculadora, encontre inteiros p e ¢ tais que b <e< b +107°. Use méquina de calcular
q

3] 8

para conferir o resultado.

Nos préximos exemplos, vamos usar as seguintes propriedades da integral (que, na verdade, j& usamos na

demonstracdo do Lema 1):

b b
e Se f e g sao fungdes continuas em [a, b e f(z) < g(z) para todo z € [a, b], entéo/ flz)de < / g(x) de.

/abf(t) at| < /abf(t)ldt-

A motivagdo para estudar o exemplo seguinte vem da teoria das probabilidades. A “densidade de probabili-

e Se f é uma fungao continua em [a, b], entdo

dade”de uma “distribuicdo normal” (para certos valores dos paramétros que a definem) é dada pela funcao

1 _7}2
flz) = e 7, zeR

z 2
Exemplo 6. Nosso objetivo agora é calcular valores aproximados de / e T dt, x € R. Vimos no Exemplo 5
0
que, para todo inteiro postivo n e para todo x < 0,

2 $3

v _q T " >
trd o g T+ Ea(o),



|x|n+1

sendo que o “erro” E, (z) satistaz |E, (x)| < CES Substituindo ¢ = 7””—22 nestas afirmagcoes, vem:
n !
42 t2 t4 t6 th _ ~ t2’n+2
T =1t == — == 4 (=D)" E,(t), |Ent)| = |E,(—t%/2 —_—
daf
x 42 x t2 t4 t6 ) N t2n d TE d
T dt = e — — - t (1) di
/0 ¢ /0 { 3 Yo o Tt (Y 2%!} +/0 ®)
QLI Loy " +en()
=(1—-— — e en().
3-2 5.22.20 7.23.3! (2n+1)-27-n!
71 2 r 2
Supondo x > 0 para facilitar (ndo se perde nada com essa restrigao, pois / e 2 dt=— / e~ 7 dt), podemos
0 0

estimar o erro €, (z) por

x t2n+2 x2n+3
n( = t)dt E )| dt < —_—— dt = .
en(@)l = ’/ ’ / [En(®)] /0 2nt+1l(p 4 1)! (2n +3) - 27t (n+1)!

Fazendo, por exemplo, z =1 e n = 2, vem:

L op 1 1 103
/06 5ot a0 0 O=el)

sendo
1 1

0 < —f— = —.
||*7-23~3! 336
1
Podemos conferir o resultado usando o WolframAlpha, que dé / e” 2 dxr =0,855624.... A diferenga entre este
0

valor e 193 = 0,858333... 6 menor do que 0,00271, que é menor do que 55, 0 que confirma nossa estimativa.

Exemplo 7. (Exemplo 1 revisitado.) Seja n um inteiro positivo. Substituindo a = —t na identidade 11’_“5 =
l1+a+a%2+ --4+a"', a#1, obtém-se:
1 (—1)ngn

—— =1—t4t2 - gt 2 2 todo t # —1.

11t +t7 4+ (1) +1+t,paraoo #
Integrando esta identidadade de 0 a x, vem

fE2 (ES " T yn

15 In(1 =0 — 4 (=) ()" dt, todo = > —1.
(15) n(l+z)==z 5ttt +(-1) nJr( )/()1+t para todo x

Para cada = > 0, 0 “erro” In(1+ ) — [z — & + & + -+ + (=1)""1Z"] & positivo se n é par e negativo se n é

x tn x xn-{-l
/ dt</ t"dx =
o 1+t 0 n+1

impar, seu valor absoluto satisfaz

e, portanto,
IQ I3 n+1 z" n: n+1 1 n+1
(16) |In(1+z)— x75+?+~~~+(71) . S(n+1)!|x| =7 para todo x > 0.
(re-obtivemos assim (12)).
Para —1 < x < 0, fazendo a mudancga de varidavel s = —t na integral, vem

T yn T 4\ —z n |z| n
(71)”/ dt:/ (=%) dt:f/ i ds:f/ 5 ds
0 1+t 0 1+t 0 1—s 0 1—s

e, dai, o “erro”é negativo para todo n, seu valor absoluto satisfaz
T gn le|  gn || ||+
_1n/ dt:/ ds < / s = e
‘( ) o 1+t ‘ o 1-— _1f|x| (1I—=]z])(n+1)

.TQ .’L‘S " ‘mln—i-l
In(1 ()
a(l +e) [”” g Ty T ”—<1|x><n+1>’

e, dai,

(17) se —1l<z<0.

n




Segue de (16) e de (17), por confronto,:
In(1+z)— x—%+gj+...+(f1)n+1£

lim =0.
r—0 xn

Assim re-encontramos, sem usar a férmula de Taylor, o Uinico polinémio de grau menor ou igual a n que satisfaz
(8) para f(x) =In(l4+2) ea=0.

n

1-1¢

Exercicio: (a) Usando que 1= lL4+t4+t2+--+t" 14 , para todo t # 1, mostre que

IQ 3?3 xn Itn+1
—In(l—2z) = LT 4y dt
n(l—x) T+t +n+/01—t’

para todo z < 1. (b) Fazendo n = 2I, [ inteiro positivo, e somando a equagdo (15) & equagao obtida no item

anterior, mostre que

In

1+x 1‘3 le—l T t2l+2
Y L A dt, —1<uwz<1.
-2 <x+3+ AT /0 1—¢2 v

escolha [ tal que fom % dt fique menor do que 1072 (Dica: se 0 <t < %, entao ﬁ < %).

1
3
(d) Sem usar maquina, encontre inteiros p e ¢ tais que % <ln2< % +1073.

(c) Fazendo = =

2

Exemplo 8. Seja n um inteiro positivo. Substituindo a = —¢

a # 1, obtém-se:

na identidade 1*1‘1":1 =1l4+a+a’+---+a",
1

1+¢2

Integrando esta identidadade de 0 a x, vem

(_1)n+1t2n+2

:1—t2 t4 _1nt2n
e+ (-D)M + e

, para todo t e R.

R R p2nt1 T 42042
arctant = — — + — +---+ (—=1)" + (—1)"+1/ dt, paratodo z €R.
0

3 5 2n+1 1+¢2
Defina
J)S 5 x2n+1
Py, =xr——+— 1"
ont1(T) = @ 3+ + -4 ( )Qn—i-l
Dai, para cada =z > 0,
x t2n+2 x Int2 x2n+3
— Py, = | ——dt< | t*"Fdx =
@) = Prn@)l = [ Tt < [ £ e = S
e, portanto,
‘x|2n+3
7(@) = Poasa(@) < 5 paratodo v € R
Segue que
(18) lim arctan  — Popy1() _o.

x—0 $2”+2

Pelo Teorema 1, existe um tnico polinémio de grau menor ou igual 2n+ 2 satisfazendo (18). E ele o polinémio
de Taylor de ordem 2n 4 2 de f(x) = arctanz em torno de 0 (que, sendo ele um polinémio de grau 2n + 1, é
igual também ao polindémio de Taylor de ordem 2n + 1 de f em torno de 0). Isto é, temos a seguinte igualdade
de polinomios:

I?’ $5 .’L‘2"+1 f”(O)
T 4 (=1 = f(0 (0 24 ...
oty b A Y g S SO Oz e e 4 T (2n + 2)!

Decorre, entéo, que todas as derivadas de ordem par de f(z) = arctan z sdo nulas em 2z = 0 (o que néo é novidade,

f(2n+1) (0) x2"+1 f(2n+2) (0) m2n+2 .

pois toda fungao fmpar tem esta propriedade) e, para todo inteiro positivo n, fZ"+1(0) = (—1)"(2n)!.



