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s Comatg 'x = 0 parax = 0,a integral no

Exernplo 5 pode ser interpretada como a
drea da regiio mostrada na Figura 2.

FIGURA 2

® A Equaciio / é chamada [drmula de
reducdo porque o expocente n fol
reduzido para n — L en — 2.

7. ‘ EXERCICIOS

;7 AR 2 - .

Para caleular essa integral, usamos a substiluigio 1 = | -+ x" (jd que u tem outro signili-
= i |

cado nesse exemplo). Entiio df = 2x dx ¢, assim, x dx = dt. Quando.x = 0,1 = I quandg

x = 1,t= 2} portanto

Wl x "2 et ! 2
— —_" | | = =g In |’|‘I|
VO 4 ¢ hY g
=4(n2—Inl)=7In2
. Ml =1 a i X ™ In 2
Assim, |n g xdx= =— — e dx= = — —
. o 0 ] Fox ‘2

EXEMPLO & Demonstre a formula de redugio

" ] I =1 n . a n—2
| 7] sen'xdx = —— cosxsen' x + — | sen” xdx

’ n no
em que 7 = 2 é um inteiro,
SOLUCRD Seja

=1
u=sen" x elv = sen x dx

Entio, du = (n — 1ysen” “x cos x dx U= —Cosx

de modo que a integragiio por partes resulta em

s i " 2 2

| sen'x dy = —cos xsen” x4+ (n— 1) \ sen’ x cos X dx
4 2 2
Como cos’x = | — sen'x, temos

| sen’y dx = —cos xsen” 'x + (n — 1) ‘ sen" xdx —(n—1) ‘ sen’x dx

Como no Exemplo 4, nessa equagiio isolamos a integral desejada, levando o dltimo termo

do lado direito para o lado esquerdo, Entio, lemos

. i v 2
n [ sen’xdy = —cosxsen” 'x + (n = 1) | sen” “xdx

H

i H.,__] N.\..”‘,___”_l TR
ou | sen’x dx - — cosxsen lacn X dx

I n

A férmula de redugiio (7) € (til porque usando-a repetidas vezes podemos eventual-
. A . P " 1]
mente expressar | sen’x dx em termos de | sen x dx (se n for impar) ou | (sen x) dx =

[ dx (se n for par).

1-2 Caleule a integral usando a integragiio por parles com as esco- 7. |‘ ¥ cos 3x dy g. I + Snia
Thas de 1 e dv indicadas, % g

. 9. | In(2x + 1) 10. | sen 'y ey
I |2Xlnxdg  w=lIny, do= X dx W B oy

i 11 | arctg 4t ot 12. | p"Inpdp
2. |Ocosddd) ;  wu=40, dv=cosd) ¥ i

= : = = 13, | rsec’ 2¢dt 14, | 52" ds
3-32 Calcule a integral. i °

. o 15. | (Inx) dx 16. | 1 senh mi dt
3. | xcosSvdy 4. | xetdy N 0

G & 17. | & sen 30 d0 18. | ¢ cos 20 do
5. | redr 6. | 1sen2tdl g ;-

' 19. ‘|“ r sen 3 di 20, _\n (o + De tdx




A

i

.l wlny
21, | frcoshrdr 22. | —=dy
[l s
2lny T3
23. |I — dx 24. 1:1 X cos xdx
.1 \ W3
25. |“ — dy 26, i“ aretg( 1/x)dy
Jo A
72 | -2 (In .\')?
vy O , o5 X dx 28, ‘|| ; oy
Al Ij
29. | cos .x In(sen x) dx 30. | —_—dr
! o ir r
31. |: A 0" ey 32. |:) ¢ sen(r — &) ds

23-38 Primeiro faga uma substituicio e entio use integragiio por par-

tes para calcular a integral.

33, | cos Vx dx 34, | fe’dr
35. [ 0" cos(0) do 36, 7™ sen 2t
7. ‘I' xIn(l + x) dx 18, J' sen(In x) dx

39-42 Calcule a integral indefinida. Hustre e verifique se sua resposta

é razodavel usando o grifico da fungio e de sua primitiva (C = 0).
39. | (2 + 3" dx

| SV + ey

e r
40. |.\' In x ey
:

41. 42, [+ sen 2vdx

43. (a) Use a formula de redugiio do Exemplo 6 para mostrar que

c X sen 2x 2
| senxdy = — + C

4

- 4 4
(b) Use a parte (a) e a formula de redugiio para caleular | sen’x dx.

44, (a) Demonstre a formula de redugiio

n—1

' | i B 2
| cos'x dy = — cos” 'vsenx + | cos" " dx

n n

(b) Use a parte (a) para calcular ‘l‘l.JUH].\' dx,
() Use as partes (a) e (b) para calcular _|‘Cu.~\"lv\' dx.

45, (a) Use a formula de redugiio do Exemplo 6 para mostrar que

warf n—1 ‘

“ 0 n

em que 7 = 2 ¢ um inteiro,

i

5 1
sen'x dx = sen" “x dx

a2 3 il 5
(b) Use a parte (a) para caleular | . senxdy e ‘\ , senx dx.
(¢) Use a parte (a) para mostrar que, para as poténcias impares
de seno,
|‘mz 2:d4:6 -+ 2n
w9 357 (2n+ 1)

Int
et

Xy =

46, Demonsire que, para as poléncias pares de seno,

3:5:7--(2n _—i ks
20460020 2

el n
sen” v dy =

f

=
1
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47-50 Use integragiio por partes para demonstrar a formula de redugiio,

47. [ (Inx)"dx = x(Inx)' — n t (Inx)" ey

48, | Ke'dy = x"e"—n ; Xty
nol

falme T R E

g ey

. 1 =

n -

49. gy

p n-2
1g.x sec o L 2
n— 1 n—1

50. | sec'y dy | sec’ xdy (1)

51. Use o Exercicio 47 para encontrar | (In .r)“c!..'.'.

- e A
52. Use o Exercicio 48 para encontrar | x'¢'dx.

53-54 Encontre a drea da regifo delimitada pelas curvas dadas,

Dy

83. y=xe 7, y=0, x=15

54, y=5Inx, y=xlnx

55-56 Use um griifico para encontrar as coordenadas aproximadas
x dos pontos de intersecgio das curvas dadas, A seguir, ache (apro-

ximadamente) a drea da regido delimitada pelas curvas,

§5. y=xseny, y=(x—2)

56. y = arctg 3x, ¥ f., X

57-60 Use o método das cascas cilindricas para encontrar o volume

gerado pela rotagiio da regifio delimitada pelas curvas dadas ao redor

o

dos eixos especificados.

57. vy =cos(my/2), y=10, 0=x=1; emtomodoeixoy

58. yv=¢', y=e ', x=1; emtornodoeixoy

59. x=—1, x=0; emtornodex = 1

60. y=¢', x=0, y=1; emtornodoeixox

61. Encontre o valor médio de f(x) = +In x no intervalo [1:3]:

62. Um foguete acelera pela queima do tombustivel a bordo; assim,
sua massa diminui com o tempo, Suponha que a massa inicial do
[oguete no langamento (incluindo o combustivel) seja m, que o
combustivel seja consumido a uma taxa r, ¢ que os gases de
exaustio scjam ejetados a uma velocidade constante v, (relativa
ao foguete), Um modelo para a velocidade do foguete no ins-

tante ¢ ¢ dado pela seguinte equagio;

v(f) = —gt — v _In AL

' m

em que g ¢ a aceleragio da gravidade ¢ 1 ndo é muito grande. Se
g =98 m/s’, m = 30 000 kg, r = 160 kg/s e v_ = 3000 m/s,

ache a altitude do foguete 1 minuto apos o langamento.

63. Uma particula que se move ao longo de uma reta tem veloci-
R ‘ S

dade igual o v() = e "metros por segundo apds ¢ segundos.,

Qual a distiincia que essa particula percorrerd durante os pri-

meiros t segundos?
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64, Scf(0) = g() = 0ef"ey" sio continuas, mostie que
J ") dx = £ @' (@) — S @gla) + 7 g d.

65. Suponhaque f(1) =2,f(4) =7./'(1)=5,/"(4) = Ieque/"
it
seja continua, Determine o valor de | ; X[ dx,

66. (a) Use integraglio por partes para mostrar que
_|'_/'(,.\') dy = xf(x) — ‘I‘ XS dx
(b) Se fe g sio fungoes inversas ¢ [ ¢ continua, demonstre que
ph i S ! [l
) “_/ (x) dx = Bf(BY — af () — ~‘nm g(yv) dy

[Sugestio: Use a parte (a) e faga a substituicio y = f(x).]
(¢) Mo caso em que f¢ g sio fungdes positivas e b = a = 0, de-
senhe um diagrama para dar uma interpretagio geométrica i
parte (h),
() Use a parte (b) para calcular ll In x ely.

h
67, Chegamos & Formula 6.3.2,V = | 2y f(x) dy, utilizando cas-

cas cilindricas, mas agora podemos usar integragio por partes

f /2
68, Sejal = | sen'vely,
I

(a) Mostre que !?u'? 2 e Iln 1 = "!n'
() Use o Exercicio 46 para mostrar que
Ly, _ 2n+1
I 2n+2
{c) Utilize as partes (a) e (b) para mostrar que
i+l = D =1
210+ 2 Ly
e deduza que lim /1, /M, = 1.

(<) Use a parte (¢) e 0s Exercicios 45 e 40 para mostrar que

i 2 2 4 4 6 6 2n 2n T
im — === — = =
aee ] 3 3 5 5 7 -1 2n+1 2

Essa formula geralmente € escrita como um produto infinito:
T 2 2 4 4 6 6
2 E3 7378 i T |
que ¢ chamado produto de Wallis.
(e) Construimos retingulos como a seguir, Comece com um gua-

drado de drea | e coloque retingulos de drea | allernadamente

para demonstrd-la usando o método das fatias da Se¢iio 6.2, ao a0 lado ou no topo do retingulo anterior (veja a figura), Fn-
menos para o caso e que [¢ injetora e, portanto, tem uma fun- contre o limite da relaciio largura/altura desses retingulos.
cao inversa g. Use a figura para mostrar que
5 3 il 3
V= ahd — wate — | arlg(n)] dy I
‘ |
Faga a substituigiio y = [(x) e entiio use integragiio por partes na I
integral resultante para demonstrar que
b .
V= | 2ax f(x) dx |
~a
¥ : LT TR T e PO T T
x = g(y) y =f(x) | | I
| B g | | |
o l 1 |
.
.
o L = b
X 4
0 I4 h X
I _] :
Nesta segiio usaremos as identidades trigonométricas para integrar certas combinagdes de
fungoes trigonométricas. Comegaremos com as poténcias de seno e cosseno. ’

EXEMPLO | Calcule | cos’x dx. |

SOLUCRD A simples substituigiio 1 = cos x nilo ajuda, porque assim du = —sen x ¢y, Para inte-

grarmos poténcias de cosseno, necessitariamos de wm fator extra sen x. Analogamente, uma
poténcia de seno precisaria de um fator extra cos x. Dessa forma, podemos separar um fator
cosseno e converter o fator cos’y restante em uma expressiio envolvendo o seno usando a
identidade sen’x + cos’x = 1:

3 2 " 2
cosx = cosx-cosx = (] —senx)cosx




s

o

al

u Fssas identidades envolvendo produtos
sio discutidas no Apéndice D,

‘ 72 } EXERCICIOS
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“ see'y dy = IL(:-;Q{: xtgx+In |see x + g XD+ C 1

As integrais como as do Exemplo 8 podem parecer muito especiais, mas elas ocorrem
frequentemente nas aplicacoes de integragio, como veremos no Capitulo 8. As integrais
da forma " cotg"x cossec”y oy podem ser encontradas por métodos similares por causa da
identidade 1 + cotg’x = cossec’y.

Finalmente, podemos usar outras identidades trigonométricas:
| 2 ] Para calcular as integrais (a) | sen mx cos iy dx, (b) | sen X sen nx dy ou
(c) | cos mx cos nx o, use a identidade correspondente:

(a)sen A cos B = }[’scn(A — I + sen(A + B

(b) sen A sen B = %l,cc)sm — ) — cos(A + /)

(c)cos Acos B = -.i-['cos(A — I + cos(A + B)

EXEMPLO 9 Calcule |' sen dy cos 5x ey,

SOLUCAO Essa integral pode ser caleulada utilizando-se integraciio por partes, mas é mais ficil
usar a identidade na Equaciio 2(a), como a seguir:

=49 Calcule a integral.

3.

21,

23,

i ] 2
| Sen v cos v dy

R 3
‘ 5 Sen’x cos'x dx

vl
i 2 5
| sen(arx) cos™(my) d

virfd .

| g cos’0 do
B 4

| cos tdt

Q0+ cos0y do

w4 4
| sen .y cos v dy

|‘ Cl’]t’i"K 44

— do
Vien o

[ A i
| cos’x gy dy

+ cos X+ osen 2y
| —/ = " iy

sCn .y

L 3
| secy tg v ddy

'| t g]‘ vly

C 3
2 | Sen v cos X dy

wir/2 5
4. | cosvdx
Jo

+sen’(vy)
o
8. _|';"'”' sen’(20) do

6 |

ol

v

g O
10. | sen"mx dy

‘ .
2. | xcosxdx

T 2 ;
14, ‘| G sen’r cos't di

16. | cos # cos'(sen 0) df)

18. | cotg’0 sen'n do

. )
20, | cos’x sen 2x dx
.

22. .|':/2 sec'(1/2) di

24, | (tg'x + tg'x) dx

| sen 4x cos 5x dx =

15,
27.
29.

31.

33,

35,
37,
39.
41.

43,

45.

| /,l |sen(—x) + sen 9x| ey

=5 | (—sen x + sen 9x) dx

= ;' (cosx — L cos ) + C O

b i
| sec’r dr
e 3
[ tg’y sec’y dy
L)
A |
| 1o’y sec x dy

| tg’x dv

3
coE
| £ — e
cos

| xsecxitgxdy

i 2
cotg™x dy
‘I it E-'
C 2
| cotg’er cossec’a da

.
| cossec v dy
.

| sen 8x cos Sy dx

I cos 70 cos 50 d0

26. 7" scc'0 150 do
28, | (e (20 see’(2x0) dy
30. .“:3 1y sec’y dy

32. | 1g"(ay) dy

34. | tp’x sec x dy

36 [ =00,

B

leh

cos b
amil 3
38. | cotg’vdy
* ol
i 4 6
40. | cossec'x cotg'x dx
sl N
42, | cossec’v dy
o it

44, | sen v cos xdy

coCcos X+ osen .y
46, | —_—— gy
sen 2y
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e < dy

47, dx 48. |

2
SEC°X cosx — |

'| tsec’(r) (") dt

. aarid
50, Se¢ |
¥ b
cm termos de /.

Lt it
tg"y sec x dy = [, expresse o valor de I"

51-54 Calcule a integral indefinida. Hustre ¢ verifique se sua res-
posta é razodvel colocando em um gréfico o integrando e sua primi-

tiva (tome C = ().
51. |‘ ysen () dy 52. '| sen'x cos'y dy

\ : v X
53. | sen 3asen Gy dy 54. | sec’ = dx

4 N - a " 2 3 .
55, Encontre o valor médio da fungiio f(x) = sen’x cos'x no inter-
valo [ —ar, 7],

56. Calcule ‘I' sen X cos v dy por quatro métodos:
(a) a substituigio u
(b) a substituigio =
() a identidade sen 2x = 2 sen x cos ¥

S COs X,

5Cn X,

() integragio por partes
Explique os aspectos diferentes de suas respostas,

57-58 Enconlre a drea da regiiio delimitada pelas curvas dadas.

57. ¥y sen’y, y = cos’y, —qrf/d = x = 7/4

58, y= sen'y, y = cos'x, fd = x = 57/4

59-60 Use um grifico do integrando para conjecturar o valor da in-
tegral, Entiio, utilize o5 mélodos desta segilo para demonstrar que sua
conjeciura estd correta,

3
cos’v dx 60, ‘ sen 277 cos STy dx

a2
59. |
L ﬂ

61-64 l* ncontre o volume obtido pela mhlgfm da regifio delimitada

pelas curvas dadas em torno dos eixos especificados.

6l. y=senx, y=0, w/2=x=-m emlonodeeixox

3} &
g sec .y dy

62.
63,
64,
65,

66,

y=sen’y, y=0, 0=x=m cmlomo de cixo x

y=seny, y=cosx, 0=x= qld, emtornodey = |

y=secy, y=cosy, O0=y=a/3; emtomodey=—I

Uma particula se move em linha reta com fungio velocidade

v(i) = - f) se

2 = . s gl
sen e cos wl. Encontre sua [Lli'l(,‘-‘cl() POSICAO &

FO) =0

A eletricidade doméstica ¢ fornecida na forma de corrente al-
ternada que varia de 155 ¥V a — 155 V com uma frequéncia de
60 ciclos por segundo (Hz). A voltagem entio € dada pela se-
guinle equagio:

E(n = 155 sen(120971)

onde 1 é o tempo em segundos. Os vollimetros leem a vollagem

RMS (raiz da média quadrdtica), que ¢ a raiz quadrada do valor

médio de [£()] em um ciclo.

() Caleule a voltagem RMS da corrente doméstica,

(1) Muitos fornos elétricos requerem a voltagem RMS de 220°V,
Encontre a amplitude A correspondente necessiria para a
voltagem £(r) = A sen(1204r1).

67-69 Demonstre a [drmula, onde m ¢ n siio inteiros positivos.

67.

68.

69.

70.

SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA

-
| sen my cos ax dy = 0

0 sem A n

i
|" sen mx sen nxdy =
e "rr' sem = n

7

y 0 sem#=n
| cos mycos nydy =
Al T

sem=n

Uma série de Fourier finita é dada pela soma

N
SR o, T T . ey
Jx) s 2, d, sen ny

farl
= q, senx +oa, sen 2+ -+ ay sen Ny
Maostre que o m-¢simo coeficiente a,

[ 3
a=—/|
v

¢ dado pela formula

J(x) sen mx dx

ni

Para achar a drea de um circulo ou uma elipse, uma integral da forma l \/ — x% dx apa-
rece, onde g = (). 5S¢ a 1nla,1_,l‘|lm~.au |.\ Va' — ¥’ dx, a substituigio u = a’ — x" poderia ser

clicaz, mas, como estd, | Va ey &
pela substituigiio x = a sen @, entiio a identidade | — sen Ve
vremaos di raiz, porque

- Va? — aPsen’d = Va¥(l — HCITTE =

Vil — ¥ =

mais dificil. Se mudarmos a varidvel de v para 6
cos’f permilird que nos li-

Vatcostd =

a |cos 0]

i w 2 2 .. h .
Observe a diferenga entre a substituigio u = ¢ — x” (na qual uma nova varidvel ¢ uma fun-

cio da velha) e

a substitui¢io x = a sen @ (a varidvel velha é

uma [ungio da nova).

Em geral, podemos fazer uma substituiciio da forma x = g(1) usando a Regra da Subs-
tituigiio ao contririo. Para simplificar nossos cileulos, presumimos que ¢ tenha wma fun-
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=i[u+—|~”2=|‘—‘ﬁ[(';+2)—(1+1)]:;;;- m

do EXEMPLO 7 Calcule |
S0LUCRO Podemos transformar o integrando em uma fungiio para a qual a substituigio trigo-
nométrica ¢ apropriada completando o quadrado:
3—fx—uw =3 = (2 =34 1 =+ 2ot 1)
=4—(x+ 1)
Iss0 sugere a substitui¢iao it = x + 1. Entdo dit = dve x = u — 1, assim
|. X . I- u—1 /
L G g e LY
| T VI =X VA -
|
a A Figura 5 mostra o grdfico do integrando Agora substituimos u = 2 sen 0, obtendo du = 2 cos 0 df e V4 — i’ = 2 cos 0. Dessa forma
2la do Exemplo 7 e o de uma integral indefinida
L (com C = 0). Qual é qual? ! e oy i 0 ]
| e | —2 cos 0 db)
Vi=2x—2 Y 2cos
no
e '; -
°s o = | (2sen 0 — 1)do
16 ( ;
4 \\—: -2 =—-2cos0—-0+C
= -________,_./
5 o f u
’ ==v4—y —sgen | —|+C
7] 2
10- \
- | FIGURA 5 . iz ¥
re- ==V3 = 2x —axrysen | —— |+ G 0
105
| 7,3 | EXERCICIOS - ST
1-3 Caleule a integral usando a substiticio trigonométrica indicada.
Esboce ¢ cologque legendas no trifingulo retingulo associado. - | i g [ it AN
= = v w1 o ex
I | Y25 ‘ Y
, == dx; x = 3 secd
J e —9 i
bt ] 10, [ —=— a
W Y o e Ml —— dx | T 3
2. | VO — ddv;x = 3sen VI & 18 L
[ X / 3 0
= dX,x =3 1g . — = S—
o 2 B . | VI — 4 dv 1. |, xvVx? + 4 dy
4=30 Calcule a integral.
7 43 X / 12 i _"V_-\"z e o 14 | du
B i iy —————— 1 o . 3 5 A =
13 1h N 5 X S Vs —
2 1 ) IR ; 5. (L2 Tt 55 d—.l
R ey e 6 [,x VT T dds by ‘e Ja T
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21.

23.

25,

19.

31.

32.

33,

34

35

Il CALCULO

; 74

32

! [(ax)* — &7

; li
0. | —di
| ==

Iy 22. _|~(: Vit + | dx

. — . i
V5 + dx — dx 24, [ ————
" ! Ve — or -
5 ‘ N \'2
1 e S dlx 26. | i %
R L R T | Y3+ dy — 4dx)
s Kl
28 [ ———— ds
L il A
. - ]
x V1 xt 30 || ——
| "“ VI + sen’t

() Use substituigio trigonomdétrica para mostrar que

- ln(.\' + va? + HR) ol &

I- ely
d BAZAE R

(b) Use a substituicio hiperbdlica v = a senh 7 para mostrar que

.y o x 3
| —==—== = senh (—) b C
VRt & a

Essas formulas estiio interligadas pela Formula 3,11.3,

Calcule

B (“‘.2 -+ ”2)

(&) por substituicio trigonométrica.

b) pela substituicao hiperbdlica x = « senh 1.
I € |

Eincontre o valor médio de /' (x) = Vi My, 1l =x=17.

! ; o s g 2 2
Encontre a drea da regifio delimitada pela hipérbole 9x° — dy" =
Jbearetax = 3.

. L2 :
Demonstre a formula A = 578 para a drea de um sctor circular

com raio 7 e ingulo central 8, [Sugestao: Suponha 0 <2 0 =< 7/2
e coloque o centro do eireulo na origem; assim ele terd a equa-
¢ilo 2+ yr = r . Entiio A é a soma da drea do trifingulo POQ ¢
da drea da regifio POR na figura.]

Cologque em um grifico o integrando e a integral indefinida ¢

verifique se sua resposta é razodvel.

{1 37. Use o grdfico para aproximar as raizes da equagio
2 FRTEET . - . - & i
V4 — ¥ =2 — v, Entiio, aproxime a drea limitada pela \
. :
curvay =x vd — Yearetay =2 — x,

38, Uma barra carregada de comprimento L produz um campo elé-

trico no ponto Pla, b) dado por

P |-1. “ Al .

Py = R I IAY

o —a L fe2 e M2
¢ dge (a7 B)
em que A ¢ adensidade de carga por unidade de comprimento da
barra ¢ ,, a permissividade do vicuo (veja a figura), Caleule a in-
tegral para determinar uma expressiio para o campo elétrico E(P),
y
= Pla, b)

39. (a) Use substituigiio trigonométrica para verilicar que
|i: Vi — 1 di = '—_, a’ sen '(va) + % xvat— o2
(b) Use a figura para dar interpretagoes geométricas de ambos 0s
termos no lado direito da equagiio na parte (a).
y

ib— y=vat—

0 x

[ T : 3 L o
40. A pardbolay = 7 x divide o disco x” -+ y* = 8 em duas partes,

Encontre as dreas de ambas as partes.

41. Encontre a drea da regidio em forma de liva erescente delimitada
pelos arcos dos circulos de raios e R, (Veja a figura,)

|
-
1

R

42, Um tanque reservatorio de dgua tem o formato de um cilindro
com diimetro de 10 m. Ele estd montado de forma que as
secgdes transversais circulares siio verticais, Se a profundi- ‘
dade da dgua ¢ 7 m, qual porcentagem da capacidade total esta
sendo usada?

e - P z 2
43, Um toro é gerado pela rotagio do circulo x” + (v — R)Y = r "ao
redor do eixo x, Ache o volume delimitado pelo toro,
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X+
T+ 3)

cx

possa ser caleulada pelo método do Caso 111, é muito mais fécil observar que sc u = Xy
k i ~ ~ 2 .
+ 3) = x" + 3x,entiio dy = (3x" + 3) dx, e assim

2
v X

5 dx = -I‘ In |x* + 3x| + C
x(x"+3)

i

SUBSTITUICOES RACIONALIZANTES

Algumas fungdes ndo racionais podem ser transformadas em fungoes racionais por meio
de substituicoes apropriadas. Em particular, quando um integrando contém uma expres-
sio da forma Yg(x), entio a substituigiio u = Yg(x) pode ser eficaz, Outros exemplos apa-
recem nos L‘,KCI'Ci'CiUH\

Vi t+ 4

EXEMPLO 9 Calcule | - d.

v

S0LUCR0 Seja i = v + 4, Entio 1’ = x + 4, de modo que x = W' — 4edyx = 2u du. Portanto

vx+ 4 i’
. v'A

: i !
— x = | e b= 2‘ —_—
b Yuw—4 w4

. 4
—2|(I 1 —)du
' ' — 4

Podemos calcular essa integral fatorando 1’ — 4 em (1 — 2)(u + 2) e usando as fragdes
parciais ou a Férmula 6 com a = 2:

cdu

I

v Vx4 . o odu
— dx = Z‘l du -+ 8 ‘ e
i

X — 4
I Wi 2
=2u+ 8- - - i | ———— | #¢
2 R0 Mt 2
Vi+4-2
=2Vx+4+2nf— |+ C &
Vi +4+2
‘ 74| EXERCICIOS B _ |
-6 Escreva as formas de decomposigiio em [ragGes parciais da fun- 3. () X ®) 2
. (a) = y) —————
¢iio (como no Exemplo 7). Nio determine os valores numéricos X 4+3x=-4 G =Dt 2 1)
dos coeficientes. :
2x + 1
2 : 3 4. (a) e (b))  ——
@ (x+ 33+ D) ®) S+ 28+ x A +dr+3 (@ = 1)+ 4y
4 e 2
2 (@) P el | ®) x=1 5. () x (b 4041
' 2 X+ K=  + 0 + 4y

Pt



()

1o

WS

4
X

6, ()

7-38 Caleule a integral,

; - dx
L ' x4 1
i x—9
9, | —_—lx
S — )
a1 1
1 ‘2T ; ol
N oy
13 ‘ dlx
‘ = by

» 4_3"‘! 'i‘)'l - 12

17. |, —dy
1 oyly + Dy = 3)

19, [————x
A T I
L]
- X k4
2, | S—dx
Y x+4
58+ 3x -2
23, | ———dx
W el
: 10
25. | —lx

= D +9)

R 2+ |
e (fx
o+ DRt E2)

2. |

w X+ 2
33, r 3 .,-'_':’.!'.'
I3 4

e
i 1

A — X

L =3+ 7

3. [ ———dx
I = dx + 6)

39-50 Faga uma substituigio para expressaro

(.\"‘ + .\')(.\'? —ix l-T)

|
l PR
()) ..\.f) N _‘.3
8 | LA
o v+ 2 @
g |
10, | ——————di
- 1)
¥ =1
T s d
kol ol ol v )
. |
14 [————dx
Sk a)x kb
i X =4y =10
6. | - iy
Wy —x—06
A2 -
18. i ! ; : elx
‘ Xy i
V- 5y + 16
M [l o mmlti
Y 2x A Dx—2)
i s
2. [ .
* gils— 1)
I 6
§d, [ IR
x4+ 3x
dHatd
26, | — — clx
(" 1y
=2
28, | -

30.

32,

34.

36. |

—_——— X
e = D+ l}“

L3Pt x4

——lx
Dadrad+2

. X
|I = — ik
Jo x4 de e 13

integrando como uma

fungiio racional ¢ entdio calcule a integral.

41, |

a3, |

45.

46. |-

47. ‘ ddx

etk 36+ 2

CO8 X
48] || =
sen .y +osenx
. sec’t
49. | = di

g+ 3gr 2

X

&

50. |

@~ 2+ 1"
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| Sugestdo: Substitua y = )

51-52 Use integragiio por parles, juntamente com as (éenicas desta

seqiio, para caleular a integral.

5. [ In(x’ — x + 2)elx

52. \ xig 'y

/83, Use um grifico de [ (x) = 1" — 2x — 3) para decidir se
‘|'f,j' (x) elv & positiva ou negativa. Utilize o grilico para dar uma

eslimativa aproximada do valor da integral ¢ entiio use as fragtes

parciais para encontrar o valor exato,

[+ 54, Trace a fungiio y -

i} e CR gL
1/(x" — 24°) ¢ sua primitiva na mesma tela.

55-56 Calcule a integral completando o quadrado e usando a For-

mula 6,

. dx
55. | —
i ieiv )

dx

57. O matemitico alemio Karl Weierstrass (1815-1897) observou
que a substituiciio ¢ = tg(v/2) converte gqualquer fungio racional

de sen x e cos x em uma fungiio racional ordindria de 1.

() Ser = tp(x/2), —ar < x = a7, esboce um trifingulo retingulo

ou use as identidades trigonométricas para mostrar que

X |
eos | —| = ——
( 2 ) I+ 17
(b) Mostre que

[t

| +7

Cosx =

&
sen | —
2
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(c) Mostre que

dy = ——di

58-61
erando em uma fungao racional de 7 ¢ entio calcule a integral,

Use a substituicio do Exercicio 55 para transformar o inte-

’ dx i |
58, | — 7AN 589, | ————dx
e R T L Cdsenx— 4 cosx

- |
60, [ ——ou-—ux 6

|-,,,_x _sen 2x
™ 1 + senx— cosx

Nt

62-63 Encontre a drea da regifio sob a curva dada de | até 2,

66,

lﬂl 67.

nando a populagiio de [Emeas com o tempo, (Observe que a equg.

¢hio resultante ndo pode ser resolvida explicitamente para P,

Fatore v + | como uma diferenga de quadrados adicionandy @
subtraindo a mesma quantidade. Use essa fatoragio para caleuly,
,
4
[ 170" + 1) e,
(1) Use um sistema de computagio algébrica para encontrar g
decomposigio em [ragoes parciais da fungio
3 2 -
4y = 27"+ 5x — 32
a4 K} F - 2 ’ -
[3x" + 500" — 2861 — 299y — 70

S(x) = 307 —

(b) Use a parte (a) para encontrar | S0 dlx (manualmente) e
compare com o resultado usando um SCA para integrar [ di-

| | retamente. Comente qualquer discrepincia,
6, y=— 63. v -5
o LA |S(A] 68. (a) Encontre a decomposicio em [ragoes parciais da fungio

64, Encontre o volume do sélido resultante se a regido sob a curva g & 12 — 76— 1327+ 8

y= 1"+ 3 =2 dex=0ax =1 for girada em torno do: g 100x" — 80" + 1oy — 80" + 417 — 20 + 4

() eixo xe (b) eixo y. (b) Utilize a parte (2) para encontrar ‘ﬁ“/‘(.\') elve trace [ e sunin-
&5, Um método de retardar o erescimento de uma populagiio de inse- tegral indefinida na mesma tela.

los sem usar pesticidas € introduzir na populacio um nimero de (¢) Use o grifico de [ para descobrir as caracteristicas prinei-

machos estéreis que cruzam com fémeas férteis, mas ndo produ- pais do grifico de | f(x) dx.

zem filhotes, Se P representa o nimero de fémeas na populagio 69. Suponha que £, G ¢ Q sejam polinémios e

de insetos, §, o ndmero de machos estéreis introduzidos a cada I"(‘\‘) Gl

geragdo ¢, o taxa de crescimento populacional natural, entio a Q(-‘\‘) = Q(I‘_)

populagio de fémeas estd relacionada com o instante 7 por i

P+s para todo x, exceto quando Q(x) = 0, Demonstre que F(x) -
= Pl(r = )P = § dr i) para todo v, (Sugestdo; Use a continuidade.)

Suponha que uma populagio de insctos com 10 000 fémeas 70, Se [ éuma fungio quadritica tal que f(0) = 1 ¢

cresga a uma taxa de = 0,10 e que 900 machos estérels sejam . f)

adicionados, Caleule aintegral para dar uma equagiio relacio- | l.l"’(,l\'-:-l_)'l i

¢ uma fungiio racional, encontre o valor de (),

ESTRATEGIAS DE INTEGRACAO

Como vimos, a integragiio ¢ mais desafiadora que a derivagiio. Para achar a derivada de
uma fungio é dbvio qual formula de derivagiio devemos aplicar, Porém, niio ¢ neces-
sariamente Gbvio qual téenica devemos aplicar para integrar uma dada fungiio,

Até agora, téenicas individuais tém sido aplicadas em cada se¢iio. Por exemplo, usa-
mos geralmente a substituiciio nos Exercicios 5.5, a integragiio por partes nos Exercicios
7.1 e as fragoes parciais nos Exercicios 7.4. Nesta seqiio, contudo, apresentaremos uma co-
legiio de integrais misturadas aleatoriamente, ¢ o principal desafio serd reconhecer quais
técnicas ou formulas deverdio ser usadas. Regras [iceis e rdpidas para a aplicagio de um
dado método em uma determinada situagiio nido podem ser dadas, todavia, damos alguns
conselhos sobre estratégias que vocé pode achar tltil.

Um prerrequisito para a escolha da estratégia ¢ o conhecimento das formulas bdsicas
de integragio. Na tabela seguinte juntamos as integrais de nossas listas anteriores com vé-
rias formulas adicionais que aprendemos neste capitulo. A maioria delas deveria ser me-
morizada. E titil conhecé-las todas, mas aquelas marcadas com asterisco nio precisam ser
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(7_,5 EXERCICIOS

1=80 Calcule a integral.

. l cosx (1 + scn"‘..\') dx

gy | ]
1 I -+ sen’y
| 2 .
5 t
“(r— 3y
! CJ:m'L!‘_ ¥
r S —dy
o =1 1 - y-

i
9. |, rilnrdr

21. | arctg v dy
23. [0 (1 V)

25, | ——dx

% .l

29. .“;1 .

20.

22.

24.

16.

28.

30.

|‘ clx

Inx
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+ Sen.x

dx
¥

De fato, a maioria das funcoes elementares niio tem primitivas elementares. Vocé pode

ter a cerleza, entretanto, de que todas as integrais nos exercicios a seguir siio fungdes

clementares.

i}
v osCN Y
—y
cos X

B

[ g0 de

el
.’ln ..‘_2 S
. X ’
———dx
A+

8]

. | }—rh
YV

b

. 2
w22 X

! | g —\/] e dy

2t
&

1 e

et

o+ cosx
—lx
sCny

Inx

. ME
ll avI1+ (In .‘_)3( *
I In(x* — 1) dx

|‘ Z‘i.y" o2
Y= — 8

dy

| sen Var di

V3

[, I — dxl e

31

33

35.

37

39

41

43,

45

47

49

51,

53

55

57

59

61

1+ x
i "|\/l_.\_ ey

(VA2 =2 dx

_|‘] (" sen x dx

Vvl B 5

[, cos01g’0dn

sec Atg @

—_ =R
sec™) — sec )

. [ orgtodo

‘I‘ e'vV1+ e dx

1
X

’ || et dy

: ‘|‘ A= Dy

x vy + 1 =

. 1
—— iy
“ VA

o2
.| a7 senh mx dy

v

; | X+ xvy

: | x ¥ 4 ey
. '| cos x cos 'x(sen x) dx

. 1 Vi (’U.‘: dy

32,

34,

36,

38.

40.

4. |

44,

46.

48,

50,

52.

54

56,

58.

60,

62,

254 3

iz |+ 4 cotg x
——dx

o4 — colg x

.
| sen dx cos 3x dx

_l;:f'l 150 sec'd do)

v

| VI o+ ety

. 1+ senx
I — senx

|- % /
4 4

Sl R )

. |

oWy + |

; dx
[ -

a0+ 1)

l, (v + sen x) dx

ey

R ory

xinx

I \/\1 2 l.

[7A%

, |
— e ]y
«| v\.*- 4 ,‘4“‘.? e

; v

. |
' x+¥x
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.osen 2y

63. | ———dx 64,

1 +cosx

65. 66.

67. 68.
L

69. | ——dx 70.
Yl ke

Tl 72.

w1 In(ig ) ; | N dx
——fy T3 | —— dx 1M, | =
st el ¥ cos ¥ =20+ D d Vx(2 + V)
i
g+ 5
| ———du 75. 76. | (" — bx) sen 2y dy
i .
I A . seC X Cos 2
| - ~dx 77. | ey 78, [ifem—— dy
1+ 2 — ¢ Yl Y senx -k secx
In(x + 1) . % S04 COS A
| el 79. | wsen'x cos x dy B80: |'m -
X ; ©gen'y + cosx

. . X B AL, o )
81, Asfungdes y = ¢ ey = x¢' niio €m primitivas expressas por

: e 2 ‘ .
meio de fungdes elementares, mas y = (20" + 1) ¢ tem. Cal-
A 2 }
cule l(?..\"‘ + 1) e dy.

INTEGRAGCAO USANDO TABELAS E SISTEMAS
DE COMPUTACAO ALGEBRICA

® ATabela de Integrais aparece nas Paginas de
Referéncia, no final do livro,

Nesta seciio descrevemos como usar as tabelas e os sistemas de computagdio algébrica para
integrar as fungdes que tém primitivas elementares. Vocé deve (er em mente, contudo, que
alé mesmo os mais poderosos sistemas nio podem achar [Grmulas explicitas para as pri-
mitivas de fungdes do tipo ¢ ou outras fungdes descritas no final da Segiio 7.5,

TABELAS DE INTEGRAIS

As tabelas de integrais indefinidas sio muito tteis quando nos deparamos com uma inte-
gral que é dificil de caleular manualmente € niio temos acesso a um sistema computagio
algébrica, Uma tabela relativamente curta de 120 integrais ¢ dada no fim do livro. Tabe-
las mais extensas podem ser encontradas no CRC Standard Mathemaiical Tables and For-
mutlae, 31, ed,, por Daniel Zwillinger, Boca Raton, FL: CRC Press, 1995 (709 entradas)
ou no Table of Integrals, Series and Products, por Gradshteyn e Ryzhik’s (Nova York,
Academic Press, 2000), que contém centenas de piginas de integrais, Devemos nos lem-
brar, contudo, que as integrais frequentemente nio ocorrem da maneira exata como foram
listadas nas tabelas. Geralmente temos de usar substituigdes ou manipulagoes algébricas
para transformar a integral dada em uma das formas da tabela,

EXEMPLO | A regiiio delimitada pelas curvas y = arctg x,y = 0 e x = 1 ¢ girada em torno
do cixo y. Encontre o volume do sélido resultante.

SOLU(KO Usando o método das cascas cilindricas, vemos que o volume é
v
V= |n 27rx arcig x dx

Na se¢iio da Tabela de Integrais com o titulo Formas Trigonoméiricas Inversas localiza-
mos i Formula 92:

. | W+ ; T )
‘ utg wdy= ——tg u— — +C
: ) 5




ada

1nre=
rva
sob
ira;
di-

1116l

na-
sim
nte:

“dx
|

ed-
V-
ser
re-
/2

s

TABELA 2
f NI )/xldx
2 0.8636306042
5 | 8276735512
10 2 5219648704
100 4.8245541204
| 000 7.1271392134
10 000 94297243064
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quando ¢ se torna grande. De fato, esses valores convergem bem depressa, porque ¢ — 0
muito rapidamente quando x — %,

g w1 e : 3 o
EXEMPLO 10 A integral | — dx é divergente pelo Teorema da Comparagiio porque

x
l+e™ _ |
X X
e l'r(lf..\') dx € divergente pelo Exemplo | [ou por (2) com p = 1]. O

A Tabela 2 ilustra a divergéncia da integral do Exemplo 10. Parece que os valores niio
se aproximam de nenhum niimero fixado.

‘ J EXERCICIOS

2 i vl ;
. Explique por que cada uma das seguintes integrais ¢ impropria. I5. | - send do 16. |"_, sen 20 do
(a) .|'| ey () ‘l,':'  sec x dx
a2 X 0 | e g . dz
(o) ——— dx (dy | , 5 dx : ol ; ; L
| 0 a6 ‘ = 2.z 17 o lx 18 l 0 zz -
2. Quais das seguintes integrais ¢ imprépria? Por qué? ] it i :
B i 19. | xe™dx 20. | dr
(a1) |” PTER dx (b) | gy dx ’ '
- oo Inx v L
4 E dx 22 | e ik
4 4 Jow
o SEn X .2
| . T8 e (d) |, In(x — 1) dx
" o x° ¥ 2 ¥
v X vir e
: 23, |, R 5 T T dx
3. Encontre adreasobacurvay = l/xdex = 1 ax = recaleule-n 9+ x il e i
para s = 10, 100 e 1 000. Entiio, encontre a drea total abaixo dessa
curva parax = 1.
. = X Arctg X
1l ol s s 25, ey 26, —L v
4. (a) Trace as fungdes f(x) = I/~ e gly) = /X nas janelas re * i _\_).« .|u ( + xz)z
tangulares [0, 10] por [0, 1] e [0, 100] por [0, 1].
(b) Encontre as dreas sob os graficos de fegdex = lax =1c¢
caleule para s = 10, 100, 10, 10°,10"e 0%, 27. I': l‘.‘ dx 28. |: 3 : dx
(¢) Calcule a drea total sob cada curva para x = 1, se ela existir, * I
ctermine se cada i al é o S iversente, Cal- 14 1 i 4
5-40 Determine se cada integral ¢ convergente ou divergente, Ca 29. l, e A 30. l(, -y
cule aquelas que sio convergentes, TTVx+2 (x— 6y
TR g . dx [ l‘” - 3 f" A 5 1 "I dx
; ' @x 1Y g 2x =5 Tt & LY
7. '-“| 1 o 8. ‘.: : ¥ —dx 13, ' (‘ = 4 s 14, |.1 piosil oo %
W ‘p‘2 — W o (\_. I 2) ] 0 ‘fh’ - ]
ne a1 i
9. | g dy 10. ‘* ¢ et 3 dy o
Ja : 35. |, m 36. |mz cossee x dx
i, [ ——— 12. @ u"do o g 0 el
¥ . 31 | —idx 38 e o dr
i X i _.\
s : R Vi
13, |, xe " dx 14, |, —— dx a W [
i T 39. |, Inzdz 40. |, 7 i dx
J "
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41-46 Tsboce a regiiio ¢ encontre sua drea (se a drea for linita). 56. Calcule

a1. §

Wl xy=1,0=

2. §={xylx=-20=y=e"" ) _
pelo mesmo método do Exercicio 55.
P 43, S = {(x,y)]0=y=20"+9)}
o 57-59 Encontre os valores de p para os quais a integral converge e
a4 S={,»Nlx=00=y=y0""1 9y} |

-aleule o integral para estes valores de g
- {x, M 0=x=72,0=y= Sccl.\'}

L
|

P 45.
M 46 $={(nyl —2=x=0,0=

57. |, L s8. | -y
St ol (Y]

S
59. |, " Inxdy

3 M g
47. (a) Se g(x) = (sen’x)/x’, use sua caleuladora ou computador

para fazer uma tabela de valores aproximados de |: g(x) dx
para = 2, 5,10, 100, 1000 ¢ 10000. Parcce que
|».' g(x) dx é convergente?

e
60. () Calcule aintegral | x"e " dyparan =0,1,2¢ 3,
i LY 2
(b) Conjecture o valor de | x"e " dy quando n € um inteiro po-
?

) sitivo arbitrdrio.
b) Use o Teorema da Comparaciio com f(x) = 1/x” para mostrar . ] A o
(b) i PN J@) paLE (c) Demonstre sua conjectura usando a indugio matematica,
que |, g(x) dy € convergente. .
= 10, &1, () Mostre que | xdx é divergente,

(¢) Hustre a parte (b) ragando fe g na mesma tela para 1 =
Use seu grifico para explicar intuitivamente por que |, g(x)dy (b) Mostre que

¢ convergente. .
convergente lim ’|J}.\‘ dy =0
ot

Fi 48. (a) Seg(x) = 1/(Wx — 1), use sua caleuladora ou computador para

- : W Iss stra que niao *mos definir
fazer uma tabela de valores aproximados de |, g(x) dy para 550 mostra que nao podemos de

{ = 5,10, 100, 1 000 ¢ 10 000. Parece que |? g(x) dx é con- l, S dy = lim \',‘J ) dy
vergente ou divergente? ‘ 1
(b) Use o Teorema da Comparagio com f (x) = 1/¥x para mos- 62. A velocidade média das moléculas em um gds ideal ¢
Lrar que |; g(x) dx ¢ divergente. Ti= - 2 ( M )uz |l 3o MUKIRTY !
() Nustre a parte (b) colocando em um grifico fe¢ g na mesma Va \2rT! 0 |
tela para 2 = x = 20, Use seu gréfico para explicar intuiti- em que M ¢ o peso molecular do gds; R, a constante do gis; 7, |
vamenle por que l,: g(v) elx & divergente. a temperatura do gidsie v, a velocidade molecular, Mostre que
49-54 Use o Teorema da Comparagiio para determinar se a integral i 8RT
¢ convergente ou divergente. M
ve X s g 63. Subemos do Exemplo | que a regido @ = {(x, y)lx = 1,
49, |, —— dx B0. |, — I e e o L—
SO . X 0=y = I/x} tem drea infinita. Mostre que pela rotagio de 9 em
torno do e¢ixo v obtemos um sélido com volume finito,
51 "‘ x i . 53, ‘; aretgx 64. Use a informagiio e os dados dos Exercicios 29 e 30 da Segiio 6.4

2+e para caleular o trabalho necessdrio para langar um satélite de

1 000 kg para fora do campo gravitacional da Terra.
2
o Senx
54. |, g dx 65. Calcule a velocidade de escape v, necessdria para langar um fo-

T gucte de massa m para fora do campo gravitacional de um pla-
55. Aintegral

neta com massa M e raio B. Use a Lei de Newton da Gravitagio

T

|
b o s

& imprapria por duas razdes: o intervalo [0, %) & infinito ¢ o in-

dx (veja o Exercicio 29 na Seciio 6.4) ¢ o fato de que a energia ci-

e P 2 r
nética inicial de L mu; supre o trabalho necessdrio.

Pl i 66. Os astrdnomos usam uma téenica chamada estereografia estelar
tegrando tem uma descontinuidade infinita em 0. Calcule-a ex- . N {
; i ‘ i para determinar a densidade de estrelas em um aglomerado es-

pressando-a como uma soma de integrais improprias do Tipo 2 ; . i ; :
) . 3 telar a partir da densidade (bidimensional) observada, que pode

e do Tipo 1, como a seguir: . : . _—
ser analisada a partic de uma lotografia. Suponha que em um

2 i . |

; de=[ —= di+ [ — e aglomerado esférico de raio R a densidade de estrelas dependa
Vil + 1) e+ v Vi + )

somente da distincia r do centro do aglomerado. Se a densidade




1

L

estelar aparente for dada por y(s), onde s é a distiineia planar ob-
servada do centro do aglomerado ¢ x(r) ¢ a densidade real, pode
ser mostrado que

W ’2,-
4

= = x(r) dr

¥ = | g

Se a densidade real de estrelas em um aglomerado for

I 2 &
A(r) = 5 (R — r)y, ache a densidade aparente y(s),

&7. Um fabricante de limpadas quer produzir impadas que durem
cerca de 700 horas, mas naturalmente algumas limpadas quei-
mam mais rapidamente que outras. Seja F(7) a fragio de limpa-
das da companhia que queimam antes de 1 horas; assim F(1) esta
entre e |,

() Faga um esbogo de como vocé acha que o grifico de F deve
parecer,

(b) Qual o significado da derivada () = F'(1)?

(¢) Qual & o valor de ‘lb: (1) di? Por qué?

68. Como vimos na Seciio 3.8, uma substiineia radioativa decai ex-
ponencialmente: a massa no tempo f ¢ m() = I'}T(U)RM, onde m(())
€ amassa inicial ¢ &, uma constante negativa. A vida média M de
um dtomo na substingia é

M=~k [, e dr

J O

; n . o 14 w

Para o is6topo radioativo de carbono, " C, usado para a datagiio,

o valor de k¢ —0,000121, Caleule a vida média de um dtomo
14 e

de "C.

69. Determine o quio grande tem de ser o niimero @ de modo que
|
|l 2 dx = 0,001
R . |
o i et .
70. Estime o valor numérico de || ¢ dx escrevendo a integral
4 2 e , i P
comouma somade | e dve|, ¢ dv. Aproxime a primeira in-
tegral usando a Regra de Simpson com nn = & ¢ mostre que a se-
. TE - -
gunda integral é menor que |, ¢ " dy, que ¢ menor que
0.,0000001 .

T1. Se f(1) € continua para 1 = 0, a Transformada de Laplace de f
& a fungio F definida por

F(s) = [y f(0e " dt

————————————1 7 | REVISAO
VERIFICACAO DE CONCEITOS

1. Escrevaaregra de integragiio por partes. Na pritica, como
vocé a usa?

2. Como vocé calcula | sen"x cos”x dx se m é impar? O que
acontece se 1 ¢ impar? O que acontece se m e 1 sio pares?

3. Se a expressiio va® — x* aparece em uma integral, que
2

i . Sy o
substituigio vocé pode tentar? O que acontece se Va1 x
aparece? O que acontece se Vil — o aparece?

72,

73.

74.

75.

76,

77.

78,

79.

80.
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¢ o dominio de /¢ o conjunto de todos os nimeros s para os
quais a integral converge. Caleule a Transformada de Laplace
das seguintes fungdes.
(@ fn=1

(b fn = ¢ (@ f( =1

- . 3 I3 i -
Mostre que se () = [(1) = Me" para 1 = 0, onde M ¢ a sio cons-

tantes, entdo a Transformada de Laplace F(s) existe para s = a.

Suponha que 0 = £(1) = Me"¢ 0= f'(1) = Ke" para t = 0, onde

£ & continua, Se a Transformada de Laplace de f(1) € F(s) e a

Translormada de Laplace de £(r) é G(s), mostre que
G(s) = sF(s) — f(D) § =
sSe | LA () dx € convergente ¢ g ¢ b silo nimeros reais, mos-
tre que
o

[or@ds + [Lrwds = [* () de+ (7700 dx

e 3
1 et

s
Maostre que |, x'e “dv =3 |, e d,

o ] .l -
Mostre que |, ¢ “dy = |, V=In y dy interpretando as integrais

como dreas.
Caleule o valor da constante C para a qual a integral
[y ( ' g ) 1
—_—— —— |y
JO
Val+ 4 x4 2
converge. Calcule a integral para esse valor de €,

Ache o valor da constante C para o qual a integral

X o )
T {J'.\'
h(f+1 x4 1

converge, Caleule a integral para esse valor de C,

Suponha que fseja continuaem [0, =) e que lim | f(x) = 1L
possivel gque |” J(x) dx seja convergente?
Mostre que se ¢ = —1 ¢ b = a + 1, entdo a seguinte integral

& convergente,

Qual ¢ a forma da expansiio em fragdes parciais de uma
fungiio racional P(x)/Q(x) se o grau de P ¢ menor que o
grau de O ¢ O(x) tem apenas os fatores lineares distintos?
O que acontece se um fator linear é repetido? O que acon-
tece se Q(x) tem um fator quadrdtico irredutivel (nfio re-
petido)? O que acontece se o fator quadritico ¢ repetido?
i

Liscreva as regras para a aproximagio da integral definida

J(x) dx pela Regra do Ponto Médio, pela Regra do Trapézio
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¢ pela Regra de Simpson. De qual vocé espera a melhor es-
timativa? Como vocé aproxima o erro para cada regra’?

6. Defina as scguintes integrais improprias.
(a) |, /() dx

(b) | f(x) dx (©) |7, fx) dx

7. Defina a integral impropria [ f (x) dx para cada um dos
seguinles casos.

TESTES VERDADEIRO-FALSO

Determine se a afirmacio ¢ falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex:
plique por qué; caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo
que mostre que é falsa.

d\'(.-‘:')' + 4) A B
Is == pode ser colocado na forma ——— + ——.
x —4 x+2 x—-2
X +4 5 A B G
p : - pode ser colocado na forma — " B 4 "
x(x® —4) x x+2 x-12
X+ 4 A B
Air— - pode ser colocado na forma — 4 —.
x(x” — 4) i x—4
X —4 A B
4, ~u L pode ser colocado na forma — -+ : -
x(x 4+ 4) X x4
ad X
5. |t: = dx '—-L‘ln 15
. |

6. \1 % - ¢x é convergente.

EXERCICIOS

Observagdo: pritica adicional nas téenicas de integragio ¢ for-
necida no Exercicio 7.5.

1—a0 Calcule a integral.

A X s
I i dx 2 S v g

i x4+ 10 ‘ 0

w08 0 " dt
= ) P df) [ —

U 4 send @2+ 1)

Tl 3 2 i 1
5. I , sen’d cos '@ db ‘ S o,

F—-—_—

(a) ftem uma descontinuidade infinita em a.
(b) ftem uma descontinuidade infinita em b.
(c) ] tem uma descontinuidade infinita em ¢, onde
< b.
8. Enuncie o Teorema da Comparagio para as integrais im-
proprias,

% “r,f (x) dx,

7. Se ffor continua, entdo l [ (x)ydx = Tim,

8. A Regra do Ponto Médio ¢ sempre mais precisa que a Regra
do Trapézio.

9. (a) Toda fungiio elementar tem uma derivada elementar.
(b) Toda fungio elementar tem uma primitiva elementar,

10. Sc ¢ continua em [0, ) ¢ [ f(x) dx é convergente, entiio
‘ o J(x) dx ¢ convergente.

1. Se fé uma fungio commua decrescente em [1, =) ¢
lim__ f(x) = 0,entio | f(x) dx é convergente.

f(.x) dx e | g(x) dx sfio ambas convergentes, entio
U (x) + g(x)] dx é convergente.

13. Eua_] “fx)dxe \ " g(x) dx sdo ambas divergentes, entio
1) + gl ¢dx é divergente,

14. Sef(x)=g(x)c | o 900 dx diverge, entio ‘\‘:f(ux:) dx tam-
bém diverge.

sen(in £)

i — (t 8. —_—
-\ i J \/(-f". o

v4 a
9. |l 2 In x dx 10. ‘n = dx

g R

2 v —1 o senx
11 ‘||—_d" 12. J‘I——(\

X bl
2 4

L o 5wk

3. ) & dx 4. | dx
Y x42




e

cox— . sec'd
B 2 6. | ——do
o O Totgt
. X+ 8x =3
17. | X sec x tg xdx 18. ‘ e elx
’ T -
%+ 1 * 4 3
19. | —————dx 20. 1 g0 sec 't di
T +6x+ 5 :
" cx .
21, 1 —_—— 12 ! re’" d
YV — dx -
. elx Py
23. l e 24, I ¢ cos xdx
Ve + 1 i
L3 — x4 6r—4 5
25. | e —— dx 26. | X SCN X COS X dx
x"+ D(x" + 2) G
s q7l2 3 u {‘/\"‘ 1
27. In CO8 X sen 2x dx 28. ‘ =y x
i T k-1
g . dx
29. ‘ | X sec xodx 30. |
v © ()| ] () 2."
s 10 e"\/k"?[ g X SCNX
A 32. |, ——dx
. ¢+ 8 YT cosx
. % " "
3. | e 34, | (arcsen x)’ dx
4 —x0 ’
. I =gl
35. | —x 36. | 2 _Ab di
UoVx X L +1tg0
. , | s
37. | (cosx + senx) cos2xdx 38, | ——— dx
; ol 2
Iy ; .\/_
axe iy Vig 0
3, o iy a0. |, do
(1 F=2x) sen 20

41-50 Calcule a integral ou mostre que ela é divergente.

i | e INX

4. ‘n —— dx 42. _[I — dx
(7. o X
v X s 7

43, .., dx 44, | ——dy

“xlnx e vy — 2
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*]
Iu_\ dx 46. ‘(] ) 3 oy
. ‘| b il / - |.| x
i = dX .
"V ' =2
v dx = i .Iu\'
W b ——— 50. |, 5 — dx
Y4 4 4x+ S ; X

I+ 51-52 Caleule a integral indefinida. llustre e verifique se sua

resposta é razodvel tracando a fungiio e sua primitiva (tome
C =0

51 [ In(x*+ 2x + 2) dx

- _.\,'1
B, | —— dx

Y+

[ === 7 PR g 2 3 - -
71 53, Desenhe a fungiio £(x) = cos’ x sen"x e use o grafico para
¢ )

W ' T T . -
conjecturar o valor da integral |~ f(x) dx. Entao, calcule
a integral para confirmar sua conjectura.

~ R o G N
[ith] 54, (a) Como vocé calcularia | Ke Tdy manualmente? (Nio

laca a integragdio.)

(b) Como vocé calcularia | X'e ¥ dx usando tabelas? (Niio
laca isso de fato.)

(¢) Use um SCA para calcular | re Zdx.

(d) Trace o integrando e a integral indefinida na mesma tela.

2x

55-58 Use a Tabela de Integrais no fim do livro para calcular
a integral.

55. [ Vax' —dx —3dx 56. | cossec’t di

. = . cotg x

57. | V4 + sen’x dx 58, | —— dx
: " V14 2senx

59. Verifique a Férmula 33 na Tabela de Integrais (a) por de-
rivacio e (b) usando uma substituigiio trigonométrica.

60. Verifique a Formula 62 da Tabela de Integrais,

61. [ possivel encontrar um ndamero n tal que |”' X elx seje
convergente?

62. Para quais valores de a a integral '“ ¢" cos x dx ¢ con-
vergente? Caleule a integral para esses valores de a.

63-64 Use (a) a Regra do Trapézio, (b) a Regra do Ponto
Médio e (¢) a Regra de Simpson com n = 10 para aproxi-
mar a integral dada. Arredonde scus resultados para seis
casas decimais.

|

o
3s I_ dx &4, |1 Vx cos x dx
Ix '

63.

65, Listime os erros envolvidos no Exercicio 63, partes (a) ¢
(b). Quiio grande deve ser n em cada caso para garantir
um erro menor que 0,000017

66, Use a Regra de Simpson com = 6 para estimar a drea
sobacurvay =¢e'fxdex = lax =4,
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67.

68.

[§1] 69.

70,

A leitura do velocimetro (v) em um carro foi observada
em intervalos de 1 minuto e os dados foram anotados na
tabela a seguir, Use a Regra de Simpson para estimar a
distiincia percorrida pelo carro.

((min) | v (km/h) || ¢ (min) | v (km/h)
0 64 6 90
| 67 7 91
% 72 8 91
) 78 9 B8
4 83 10 90)
5 86_ |

Uma populagiio de abelhas cresce a uma taxa de (1) abe-
Ihas por semana (o grifico de r ¢ mostrado). Use a Regra
de Simpson com 6 subintervalos para estimar o aumento
da populagiio de abelhas durante as primeiras 24 semanas,

12(}(}5" :

%000

4 000 1
| " = s 3 N B
0 4 8 12 16 20 24 !

(semanas)

(a) Se [(x) = sen(sen x), utilize um grifico para encontrar
um limitante superior para | ()],

(b) Use a Regra de Simpson com n = 10 para aproximar
J:j'(x) ¢y e use a parle (a) para estimar o erro,

(¢) Quiio grande deve ser n para garantir que o tamanho
do erro ao usar §_seja menor que 0,000017

Suponha que The pe¢am para estimar o volume de uma
bola de futebol americano. Vocé mede e descobre que
a bola tem 28 cm de comprimento. Vocé usa um barbante
e mede a circunferéneia no ponto mais largo como 53 cm.
A circunferéncia a 7 cm de cada extremo € 45 em. Usc a
Regra de Simpson para fazer sua estimativa,

|« - 28 cm ———|

7L

7.

Use o Teorema da Comparagiio para determinar se a integral
3
AES X
— dx
ksl

¢ convergente ou divergente.

. i S i & 58
Encontre a drea da regifio delimitada pela hipérbole y™ — =
I epelarelay = 3,

73. Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas y = cos v

74.

75.

76.

71.

78.

79.

80.

2
cy=cosxentrex =0ex = .

Caleule a drea da regido delimitada pelas curvas
y=UQ+Vx),y= 12 -Vxex=1.

A regifio sob a curva y = cos’x, 0 = x = 7/2, é girada em
torno do eixo x. Calcule o volume do sélido resultante,

A regidio do Exercicio 75 é girada em torno do eixo y. Cal-
cule o volume do sélido resultante.

Se f' écontinua em [0, ) ¢ lim__ f(x) = 0, mostre que
.|‘<.;‘f (x) dx = —f(0)

Podemos estender nossa definigio de valor médio de uma
funcio continua a um intervalo infinito definindo o valor
médio de fno intervalo |a, %) como

|
|”f (x) dx

lim
i
(a) Calcule o valor médiode y = tg 'y no intervalo [0, =),
MHSefix)y=0¢ ]” J(x) dx for divergente, mostre que 0
valor médio de fno intervalo [a, =) é lim__ f(x),5¢0
limite existir,
(c) Se |: F(x) dx for convergente, qual o valor médio de f
no intervalo [er, )7
(d) Calcule o valor médio de y = sen x no intervalo [0, &),

Use a substituicio v = I/x para mostrar que

e Inx

j wr dx =0

Lok
‘A intensidade da for¢a de repulsiio entre duas cargas pon-
tuais com o mesmo sinal, uma com carga | ¢ outra com
T i
carga ¢, ¢
gad, q

2
dare,)

F=

em que r € a distiincia entre as cargas e &,, uma constante.
O paotencial V no ponto P devido a carga ¢ € definido
como o trabalho realizado para trazer uma carga unitiria
do infinito até P ao longo da reta que liga ¢ e P, Encontre
uma farmula para V.




PROBLEMAS QUENTES

| PROBLEMAS [
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i
FIGURA PARA O PROBLEMA 1|
4.
5
6.

(2}

FIGURA PARA O PROBLEMA 6 7.
8.
9.

. Suponha que f seja uma fungiio positiva tal que /" € continua,

Trés estudantes de Matemdtica pediram uma pizza de 36 centimetros. Em vez de
fatia-la da maneira tradicional, eles decidiram [atid-la com cortes paralelos, como
mostrado na ligura. Sendo estudantes de Matemdtica, eles foram capazes de deter-
minar onde fatiar de maneira que a cada um coubesse a mesma quantidade de pizza,
Onde foram feitos os cortes?

. I
Caleule | ———
T

v,

O ataque direto seria comegar com fragdes parciais, mas isso seria brutal, Tente
uma substituigio.

Calcule _l':)(%yl_— x — V1 —x¥ ) dx.

Os centros de dois discos de raio | estilo separados de uma unidade. Encontre a drea
da unifio dos circulos.

Uma elipse é cortada de um eirculo de raio . O eixo maior da elipse coincide com um
diimetro do circulo e o eixo menor tem comprimento 2h. Demonstre que a drea da
parte restante do circulo é a mesma que a de uma clipse com semieixos aea — b,

Um homem inicialmente parado em um ponto @ anda ao longo de um cais puxando
uma canoa por uma corda de comprimento L. O homem mantém a corda reta e tensa, O
caminho percorrido pela canoa é uma curva chamada tractriz (involuta de uma catend-
ria) ¢ esta tem a propriedade de que a corda é sempre langente A curva (veja a figura),

(a) Mostre que se o caminho percorrido pela canoa € o grifico da fungio y = [(x), entio

, dy —VIF-x
O
dx X
(b) Determine a fungiio y = f(x).
Uma fungio f € definida por
flx) = ‘:]r cos teos(x — 0 di 0=x=27
Ache o valor minimo de f.
Se n é um inteiro positivo, demonstre que
" .
[, (Inx)'dy = (—1)n!
Moslre que ; _
! 2m 2" (ny’
o0~y ae = 2 |
: @n+ 1!
Sugestdo: Comece mostrando que se /_denota a integral, entio
2kt 2
k1 k
2+ 3

(a) Como o grifico de y = f(x) sen nx estd relacionado ao grifico de y = f(x)7 O que
acontece quando i — %7
(b) Faga uma conjectura para o valor do limite
) ‘l B . -
LI‘I!?;IJ ! o f (x) sen nx dx

baseada em grificos do integrando.
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FIGURA PARA O PROBLEMA 13

16.

PROBLEMAS QUENTES

(¢) Usando integragiio por partes, confirme a conjectura que vocé fez na parte (b), [Use
o fato de que, como [ é continua, existe uma constante M tal que | £'(x)| = M para
0=x=1]

. Se 0= a <= b,calcule Iim{ |‘|I| [Lx + all — .x)}'d.r}m.
p=pl} AV

B J X r ' skl H
race [ (x) = sen(e") e use o grifico para estimar o valor de 1 tal que |r J(x) dx seja
médximo. Lintdo, calcule o valor exato de ¢ que maximiza a integral.

. A circunferéncia de raio 1 mostrada na figura toca a curva y = |2x| duas vezes, De-

termine a drea da regidio que se encontra entre as duas curvas.

. Um foguete ¢ langado verticalmente, consumindo combustivel a uma taxa constante

de b quilogramas por segundo. Seja v = v(f) a velocidade do foguete no instante / e
suponha que a velocidade de emissio de gases 1 seja constante. Considere M = M(r)
como a massa do foguete no tempo 1 e observe que M decresce a medida que o com-
bustivel é consumido. Desprezando a resisténcia do ar, segue da Segunda Lei de New-
lon que

dv
=M— —ub
dt
em que a forga I = — Mg, Assim
: du
|__|—_| M — —ub=—My

dr
Sejam M| a massa do foguete sem combustivel, M, a massa inicial de combustivel ¢
M” = MI + Mz- Entio, alé ele ficar sem combustivel no tlempo 1 = Mzb, sUa massa é
M=M,— bt
(a) Substitua M = M, — b na Equagiio | e isole v na equagiio resultante, Use a con-
diciio inicial ©(0) = 0 para determinar a constante.
(b) Determine a velocidade do foguete no instante ¢ = M, /b, Esta é chamada veloci-
dacde terminal.
(c) Determine a altura y = y(r) do foguete no tempo terminal.
(d) Determine a altura do foguete em um instante 7 qualquer.

. Use integragio por partes para mostrar que, para todo x = 0,

sen 2

dt <
In(l +x + 1) In(l + x)

B I

Jo

Suponha que /(1) = f'(1) = 0,f" seja continua em [0, 1] e [f"(x)| = 3 para todo x,
Mostre que

‘I £ ) dx
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