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EXEMPLO 10 O telescépio espacial Hubble foi colocado em 6rbita em 24 abril de 1990 pelo
onibus espacial Discovery. Um modelo para a velocidade do dnibus durante essa missdo, do
langamento em ¢ = 0 até a ejeciio do foguete auxiliarem ¢ = 126 s, é dado por

() = 0,00039687 — 002752 + 7,196t — 0,9397

(em metros/segundo). Usando esse modelo, estime os valores mdximo e minimo absolu-
tos da aceleragdo do dnibus entre o langamento e a ejegdo do foguete auxiliar.

S0LUCR0 Sdo pedidos os valores extremos ndo da fungio velocidade dada, mas, em vez disso,
da fungfio aceleragdo. Assim, precisamos primeiro derivar para encontrar a aceleragio:
| a(n) = v'(1) = 9 (00003968 — 0,02752¢ + 7,1961 — 0,9397)
i dt
= 0,00119047 — 0,055041 + 7,196

| Vamos aplicar agora o Método do Intervalo Fechado a fun¢do continua a no intervalo
| .
| 0 <t = 126. Sua derivada é

a' (1) = 0,0023808r — 0,05504

O tnico nimero critico ocorre quando a'(f) = 0:
;= 005504 s
0,0023808

Calculando o valor de a(7) no nimero critico e nas extremidades, temos,
a(0) = 7,196 a(t,) = 6,56 a(126) = 19,16

; . % 5 2 . P i

Assim, a aceleragdo mdxima ¢é cerca de 19,16 m/s”, e a aceleracdo minima, cerca de
2

6,56 m/s”. O

4] | EXERCICIOS

1. Explique a diferenga entre minimo local e minimo absoluto. 5 [y 6. ﬁ ‘ ’

y = g(x)

2. Suponha que f seja uma fungio continua definida no intervalo

fechado [a, b]. T /\\ \

(a) Que teorema garante a existéncia de valores maximo e mi- .

y=Jw

nimo absolutos para f? 1 =1

(b) Quais as etapas que vocé deve seguir para encontrar esses 0

valores maximo e minimo?

, : % . 7-10 Esboce o gréfico de uma funcéo f que seja continuaem [1,5
3-4 Para cada um dos niimeros a, b, ¢, d, r e s, diga se a funcdo cujo & < ¢do fq i € [1,5]

¢ tenha as propriedades dadas.
minimo local, ou nem maximo, nem minimo. 7. Miximo absoluto em 3, minimo absoluto em 2, minimo lo-

i calem 4.
3y 4.y !

r grifico é dado tem um maximo ou minimo absoluto, um mdximo ou
’ 8. Miximo absoluto em 5, minimo absoluto em 1, mdximo local
|
|

em 2 ¢ minimo local em 4.

| 9.  Miximo absoluto em 5, minimo absoluto em 2, médximo local

[ A T N em 3 e minimo local em 2 e 4.

10. fndo tem midximos ou minimos locais, mas 2 e 4 sdo nime-

|

’ 10s criticos.

| 5-6 Use o gréfico para dizer quais os valores maximos ¢ minimos lo- . - .

| ) B 1. (a) Esboce o gréfico de uma fun¢do que tenha um maximo local

cais e absolutos da funcéo. . o
em 2 e seja derivdvel em 2.



(b) Esboce o grifico de uma fung¢ao que tenha um maximo local
em 2 e seja continua, mas nao derivavel em 2.
(¢) Esboce o gréfico de uma fungao que tenha um maximo local

em 2 e ndo seja continua em 2.

12. (a) Esboce o grifico de uma fungdo em [— 1, 2] que tenha md-
ximo absoluto, mas ndo tenha médximo local.
(b) Esboce o gréfico de uma fungdo em [— 1, 2] que tenha um

méximo local, mas ndo tenha maximo absoluto.

13. (a) Esboce o grifico de uma fung¢@o em [—1, 2] que tenha um
méximo absoluto, mas niao tenha minimo absoluto.

(b) Esboce o grifico de uma fungdo em [—1, 2] que seja des-

continua, mas tenha tanto maximo absoluto como mini-

mo absoluto.

14. (a) Esboce o gréfico de uma fungio que tenha dois maximos lo-
cais e um minimo local, mas nenhum minimo absoluto.
(b) Esboce o grifico de uma fung¢io que tenha trés minimos lo-

cais, dois maximos locais e sete nimeros criticos.

(15228 Esboce o grifico de /2 méo e use seu esbogo para encontrar
os valores maximos e minimos locais e absolutos de f. (Use os gra-

ficos e as transformacgoes das Secoes 1.2 e 1.3.)
I5. f()=8—-3x, x=1

16. f(x) =3 — 2x, x5

17. f) =+, 0<x<2
18. f() =x, 0<x<2
19. f) =2+, 0=x<2

20, f(x)=2x", O0=y=2
2. f(x)=x", —-3s=sx=2
22, fO) =1+ (x+ 1),
23. f(n) = 1/, O=<zrx1
24, f(0) =tg0, —mA=0<m2
25. f()=1—x

26. f(x)=¢"

] =% se=x<2
2. f(v) = roosened

2x—4 se2<uxs3

4—x se—2<x<0
2. f() = YT ose i\

2x—1 se0=sxs2
29-44 Encontre os ntimeros criticos da fungdo.
29. f(x) =51+ 4x 30. f()=x +x —x
31, f(0) =x" + 3% — 24x 32, f)=x +x +x
33. s(f) =3 +4r — 61 34, g(r) = |31 — 4]

- — 1
35. g(y) = 7\*1 36. hip) =
y—a+ 1 p +4
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37. h(n) =" - 2" 38. g(v) =V — ¢
39. F(v) = 2" — 4)’ 40. g(x) = x™ — 2
41. f(0) = 2cos 6 + sen’d A 42. g(0) = 40 — te 0

43. f(x) = e ™ 3 ('44;(\/“\.) = Inx

rae) 2 3 .
45-46 E dada uma férmula para a derivada de uma fung¢do. Quantos
nimeros criticos ela tem?

o 100 cos’x
46. f'(x) = 0 cos™x 1

45. ['(x) =5¢ ""senx — 1
= 10 + ,\'z

( 47—62\Encontre os valores mdximo e minimo absolutos de [ no in-

tervalo dado.
47. f(x)=3x"—12x+5, [0,3]

48. f()=x—3x+1, [0,3]

49. f()=2"—3"—12x+1, [-2,3]
50. f(x) = 18x + 15x" — 4x°,  [—3,4]
51, f) =x'—4x>+2,  [-3,2]
52 f) =" =17, [-1,2]
53, f(¥) = ——, [0,2]

o
5. f =24 (a4
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55. f() =1V4— 72, [—1,2]
56. f() =Vi@®—1, [0,8]
57. f(t) = 2cos t + sen 2t, 10, 7/2]
58. f() =1+ col(t/2),  [ml4, Tml4]
59. f(¥) =xe ", [—1,4]
60. f@W=x—Inx, [32]
6. f()=Inx"+x+1), [—1,1]

62. f) =e'=e ™ [0,1]

63. Se a e b sido nimeros positivos, ache o valor mdximo de
. b
f@=x0-x0,0=<x=<1I.
(11 64. Use um gréfico para estimar os nimeros criticos de
s 3 2 . .
fx)= [x"— 3x"+ 2| com precisido de uma casa decimal.
65-68
(a) Use um gréfico para estimar os valores maximo e minimo abso-
lutos da fungdo com precisio de duas casas decimais.
(b) Use o cdlculo para encontrar os valores maximo e minimo exatos.
; 503
65. f(x)=x"—x +2, —-1=sx=<I
'
66. f(x)=¢" ', —-1=<x=<0
67. f(x) =xVx—x

68. f(x) =x— 2cosx, —2=<x=0
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69\ Entre 0 °C e 30 °C, o volume V (em centimetros ctibicos) de

| kg de dgua a uma temperatura T é aproximadamente dado pe-
Ja formula
V= 999,87 — 0,064267 + 0,0085043T” — 0,00006797"*

Encontre a temperatura na qual a dgua tem sua densidade méxima.

g' 70. JUm objeto com massa m ¢ arrastado ao longo de um plano ho-
) rizontal por uma forga agindo ao longo de uma corda presa ao
objeto. Se a corda faz um angulo # com o plano, entdo a inten-
sidade da forga é
_ pimy
a sen + cos 0
onde p é uma constante positiva chamada coeficiente de atrito
e 0 =< 0 = 7/2. Mostre que F' ¢ minimizada quando tg 0 = .
71. Um modelo para o pre¢o médio norte-americano para o agticar
refinado entre, 1993 e 2003, é dado pela fun¢do
S() = —0,00003237¢ + 00009037 — 0,008956
+0,03629¢ — 0,04458t + 04074
onde 7 ¢ medido em anos a partir de agosto de 1993. Estime 0s
instantes nos quais o agticar esteve mais barato € mais caro entre
1993 ¢ 2003.

72. Em 7 de maio de 1992, o dnibus espacial Endeavour foi lan-
cado na missdo STS-49. A tabela a seguir fornece os dados da
velocidade do 6nibus entre o langamento e a ejegdo dos fo-
guetes auxiliares.

Evento Tempo (s) Velocidade (nﬂ
Lancamento 0 0
Comego da manobra de inclinagao 10 564
Fim da manobra de inclina¢ao 15 97,2
Regulador de combustivel a 89% 20 136,2
Regulador de combustivel a 67% 32 2262
Regulador de combustivel a 104% 59 4039
Pressio dindmica médxima 62 440 4
\icpurugﬁo do foguete auxiliar 125 u 265,2

(a) Use uma calculadora gréfica ou computador para encontrar
o polinémio ctibico que melhor modele a velocidade do dni-
bus para o intervalo de tempo 7 € [0, 125]. Faga entdo o gré-
fico desse polindmio.

(b) Encontre um modelo para a aceleragdo do dnibus € use-o
para estimar os valores mdximo e minimo da acelerago du-

rante os primeiros 125 segundos.

73.

76.

71.

78.

Quando um objeto estranho se aloja na traqueia, forgando uma
pessoa a tossir, 0 diafragma empurra-o para cima, causando um
aumento na pressdo dos pulmoes. Isso é acompanhado por uma
contragiio da traqueia, fazendo um canal mais estreito por onde
o ar expelido escoe. Para uma dada quantidade de ar escapar em
um tempo fixo, é preciso que ele se mova mais rdpido através do
tubo mais estreito do que no mais largo. Quanto maior for a ve-
locidade da corrente de ar, maior a forga sobre 0 objeto estra-
nho. O uso de raios X mostra que o raio do tubo circular da
traqueia se contrai para cerca de 2/3 de seu raio normal durante
a tosse. De acordo com o modelo matemdtico para a tosse, a ve-

locidade v estd relacionada ao raio r da traqueia pela equac@o.

u(r) = k(r, — r)r2 Lzro srs<r,

em que k é uma constante € 1, 0 raio normal da traqueia. A res-

triciio sobre r deve-se ao fato de que as paredes da traqueia en-

durecem sob pressfo, evitando uma contra¢@o maior que %ro

(de outra forma, a pessoa ficaria sufocada).

(a) Determine o valor de 7 no intervalo [Lz T ro] no qual v tenha
um méximo absoluto. Como isso se compara com a evidén-
cia experimental?

(b) Qual é o valor méximo absoluto de v no intervalo?

(¢) Esboce o grafico de v no intervalo [0, r,].

Mostre que 5 é um niimero critico da fung¢@o
g =2+ (x = 5’
mas que g ndo tem um valor extremo local em 5.

Demonstre que a fungédo

fE=x"+x"+x+1

nio tem nem méximos nem minimos locais.

Se f tiver um valor minimo em ¢, mostre que a funcio

g(x) = — f(x) tem um valor maximo em c.

Demonstre o Teorema de Fermat para o caso no qual f tenha um

minimo local em c.

Uma fungdo cibica é um polindmio de grau trés; isto €, tem a

forma f'(x) = ax’ + by’ + ex + d,em que a # 0.

(a) Mostre que uma fungdo ctibica pode ter dois, um ou nenhum
nimero(s) critico(s). D& exemplos e esbogos que ilustrem
essas trés possibilidades.

(b) Quantos valores extremos locais uma funcdo cibica pode ter?




v
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42| EXERCICIOS

I1-4 Verifique que a fungio satisfaz as trés hipdteses do Teorema de
Rolle no intervalo dado. Entdo, encontre todos os nimeros ¢ que sa-

tisfazem a conclusio do Teorema de Rolle.

I ) =x—4x+1, [0,4]

2. f=x-37+2x+5 10,2]
3. f)=+vx—4x [0,9]
4. f(x) =cos2x, [mw/8,Tm/8]

5. Sejaf(x)=1— 1 Mostre que f(—1) = f(1), mas ndo existe
ntimero ¢ em (—1, 1) tal que f'(¢) = 0. Por que isso ndo con-
tradiz o Teorema de Rolle?

6. Sejaf(x) = tg x. Mostre que /(0) = f (), mas ndo existe um
nimero ¢ em (0, 77) tal que f/'(¢) = 0. Por que isso ndo contra-
diz o Teorema de Rolle?

7. Use o grifico de f para estimar os valores de ¢ que satisfagam a

conclusio do Teorema do Valor Médio para o intervalo [0, 8].

¥ ]

/T L]

8. Use o grifico de f dado no Exercicio 7 para estimar os valores
de ¢ que satisfacam a conclusido do Teorema do Valor Médio

para o intervalo [1, 7].

(a) Faga o gréfico da fungdo /' (x) = x + 4/x na janela retangu-
lar [0, 10] por [0, 10].

(b) Faca o gréfico da reta secante que passa pelos pontos (1, 5)
e (8, 8,5) na mesma tela que f.

(¢) Encontre o niimero ¢ que satisfaga a conclusdo do Teorema

do Valor Médio para essa fungilo f e o intervalo [1,8]. Entdo,

faca o grdfico da reta tangente no ponto (¢, f (¢)) e observe

que ela é paralela a reta secante.

(a) Na janela retangular [ =3, 3] por [ —5, 5], faca o gréfico da
fun¢do [ (x) = X — 2x e de sua reta secante que passa pelos
pontos (—2, —4) e (2, 4). Use o grifico para estimar as
coordenadas x dos pontos onde a reta tangente ¢ paralela a
reta secante.

(b) Encontre os valores exatos dos nimeros ¢ que satisfagam
A conclusio do Teorema do Valor Médio para o intervalo

[—2,2] e compare com sua resposta da parte (a).

11-14 Verifique que a fungio satisfaz as hipoteses do Teorema do
Valor Médio no intervalo dado. Entao, encontre todos os nimeros ¢

que satisfagam a conclusio do Teorema do Valor Médio.

I f)=3"+2c+5,  [—1,1]
12. f=x"+x—1, 10,2]
13. f@=e¢”,  10,3]
14, f() = ——, [1,4]

x+2

15. Sejaf(x) = (x — 3)"*. Mostre que ndo existe um valor ¢ em
(1,4) tal que f(4) — f(1) = f'(c)4 — 1). Por que isso ndo

contradiz o Teorema do Valor Médio?

. Sejaf(x) =2 — |2x — 1|. Mostre que nio existe um valor ¢ tal
que f£(3) — f(0) = f'(¢c)(3 — 0). Por que isso ndo contradiz o
Teorema do Valor Médio?

/v e 3 5

/ Mostre que a equagio | + 2x + ' - 4x” = 0 tem exatamente
uma raiz real.

/18.. Mostre que a equagdo 2x — | — sen.x = 0 tem exatamente uma
raiz real.

'/"\

/

x03 fos
19. 'Mostre que a equagdo x” — [5x + ¢ = 0 tem no maximo uma

raiz no intervalo | —2, 2].

~ 4 P} .
,\/ZDMostre que a equagio x” + 4x + ¢ = 0 tem no mdximo duas rai-

zes reais.

21. (a) Mostre que um polindmio de grau 3 tem no médximo trés rai-
zes reais.
(b) Mostre que um polindmio de grau n tem no maximo » rai-
zes reais.
22. (a) Suponha que f seja derivdvel em R e tenha duas raizes. Mos-
tre que /' tem pelo menos uma raiz.
(b) Suponha que fseja duas vezes derivavel em R e tenha trés
raizes. Mostre que /" tem pelo menos uma raiz real.

(¢) Vocé pode generalizar os itens (a) e (b)?

23. Sef(l) =10ef'(x) = 2 para | =x = 4, quio pequeno pode
ser f'(4)?

24.?) Suponha que 3 = f'(x) = 5 para todo x. Mostre que
18 =/(8) —[(2) = 30.

25. Existe uma funcdo f tal que f(0) = —1,f(2) =4def'(x) =2
para todo x?

KZ(’"' Suponha que f'e g sejam continuas em [a, b] e derivdveis em

\

\.

(a, b). Suponha também que [ (a) = g(a) e f'(x) < ¢'(x) para
a < x < b. Demonstre que f (b) < g(b). [Sugestdo: Aplique o
Teorema do Valor Médio para a fun¢do h = f — ¢.

27.;} Mostre que Vitx<l1+ %\ se.x > 0.
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28. Suponha que [ seja uma fun¢ao impar
parte. Demonstre que para todo o niimero positivo b existe um

/29.

e derivdvel em toda a 32. Use o método do Exemplo 6 para demonstrar a identidade
2sen 'x =cos (1 — 2% x=0

ndmero ¢ em (—b, b) tal que f'(c) = f (D)/b. 33. Demonstre a identidade

o 0 Teorema do Valor Médio para demonstrar a desigualdade :
Use o Teorema do Va aresen X 1 =3 arctg \/_ N z
para todoae b x+1 2

|sen @ — sen bl < la— bl

30. Se /'(x) = ¢ (c uma constante) para todo x, use o Coroldrio 7

para mostrar que f (x) = cx + d para alguma constante d.

31. Sejaf(x) = l/xe

34. As 2 horas da tarde o velocfmetro de um carro mostrava 50 km/h,
e as 2h10 mostrava 65 km/h. Mostre que em algum instante entre
2h e 2h10 a aceleragdio era exatamente 90 km/h’.

35. Dois corredores iniciaram uma corrida no mesmo instante e ter-

| : sex >0 minaram empatados. Demonstre que em algum instante durante
| gx) = a corrida eles tiveram a mesma velocidade. [Sugestdo: Consi-
1 1 e 0 dere f (1) = g(r) — h(r), em que g ¢ h s@0 as fungdes posicio dos

Y dois corredores.]
Mostre que f'(x) = g'(x) para todo x em seus dominios. Pode- 36. Um nimero a é chamado ponto fixo de uma funcio f se
mos concluir a partir do Coroldrio 7 que f — g é constante? J (@) = a. Demonstre que se f'(x) # 1 para todo niimero real x,

entao f tem no mdximo um ponto fixo.

COMO AS DERIVADAS AFETAM A FORMA DE UM GRAFICO

43

y

FIGURA 1|

m Vamos abreviar o nome deste teste para
Teste C/D.

Muitas das aplicagdes do cdlculo dependem de nossa habilidade para deduzir fatos sobre
uma fungdo f a partir de informagoes relativas a suas derivadas. Como f(x) representa a
inclinagdo da curva y = f(x) no ponto (x, f (x)), ela nos informa para qual dire¢do a curva
segue em cada ponto. Assim, € razodvel esperar que informagdes sobre f’(x) nos dé in-
formagdes sobre f (x).

O QUE f’ NOS DIZ SOBRE f?

Para ver como a derivada de f pode nos dizer onde uma fungfio é crescente ou decrescente,
observe a Figura 1. (As fungdes crescentes e decrescentes foram definidas na Secdo 1.1.)
Entre Ae B e entre C e D as retas tangentes t8m inclinagéo positiva, logo f'(x) > 0. Entre
B e C, as retas tangentes tém inclinagio negativa, portanto f'(x) < 0. Assim, parece que f
cresce quando f'(x) € positiva e decresce quando f '(x) é negativa. Para demonstrar que
isso € sempre vilido, vamos usar o Teorema do Valor Médio.

TESTE CRESCENTE/DECRESCENTE OU TESTE C/D
(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo, entdo f é crescente nele.

(b) Se f'(x) < 0 em um intervalo, entdo f é decrescente nele.

DEMONSTRACAO
(a) Sejam x| e x, dois nimeros quaisquer no intervalo com X, <x,. De acordo com a defi-
ni¢éio de uma fungdo crescente, temos de mostrar que f () <f(x) .

Como nos foi dado que f'(x) > 0, sabemos que f € derivavel em [x,,x,]. Logo, pelo
Teorema do Valor Médio, existe um nimero ¢ entre x, e x, tal que

(1] J) = f(x) = f'(e)x, — x)

Agora f'(c) > 0 por hipbtese e X, = x, >0, pois x, < x,. Assim, o lado direito da Equa-
¢do 1 é positivo, e
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\ZC]/\( ) = e”“'(2x) _ e”“'(2x + 1)
- ___/4/#—- _—-———‘4
X X

Uma vezque e"">0ex">0,temos f"(x) > 0 quandox = — 3 > (x#0) e f"(x) < 0 quando
X < —+ . Portanto, a curva é concava para balXO em (—®, — —) e cOncava para cima em

=, 0) e em (0, %). O ponto de inflexdo € (—

*2

Para esbogar o grifico de f, primeiro desenhamos a assintota horizontal y = 1 (como
uma linha tracejada), junto com as partes da curva proxima da assintota em um esbogo pre-
liminar [Figura 13(a)]. Essas partes refletem a informago relativa aos limites e o fato
de que f é decrescente tanto em (—, 0) como em (0, ®). Observe que indicamos que
J () =0 quando x — 0~ mesmo que f (0) ndo exista. Na Figura 13(b) terminamos o es-
bogo incorporando a informagio relativa 2 concavidade e ao ponto de inflexdo. Na Figura
13(c) verificamos nosso trabalho com uma ferramenta gréfica.

y L 5
y = C,I/\
4
ponto de
inflexdo—
=TT T T =1 _“&M\_\”“____}if
- 7 -3 3
OT X ()T X 0
(a) Esboco preliminar (b) Esbog¢o acabado (¢) Confirmagéo computacional

FIGURA 13
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d

1-2 Use o gréfico dado de f para encontrar o seguinte:
(a) Os intervalos abertos nos quais f'¢ crescente.
(b) Os intervalos abertos nos quais ¢ decrescente.
(¢) Os intervalos abertos nos quais f'é concava para cima.
(d) Os intervalos abertos nos quais fé concava para baixo.

(e) As coordenadas dos pontos de inflexao.

LiyE T 2 [0F [

=)
=
ol

3. Suponha que lhe foi dada uma férmula para uma fungio f.
(a) Como vocé determina onde f é crescente ou decrescente?
(b) Como vocé determina onde o grifico de f é concavo para
cima ou para baixo?

(¢) Como vocé localiza os pontos de inflexdo?

4. (a) Enuncie o Teste da Primeira Derivada.

(b) Enuncie o Teste da Segunda Derivada. Em que circunstancia

ele € inconclusivo? O que vocé faz se ele falha?

5-6 O grifico da derivada f' de uma fungio festd mostrado.
(a) Em que intervalos f esté crescendo ou decrescendo?

(b) Em que valores de x a fungéio f tem um maximo ou mini-
mo local?
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y=/(x)

0 }/Oy .

7. O gréfico da segunda derivada /" de uma funcio f estd mos-

trado. Diga as coordenadas x dos pontos de inflexio de f. Justi-

fique sua resposta.

b
y=s"(x)
o 2 4 6 \ g x

8. O grifico da primeira derivada /" de uma fungéo f estd mostrado.

(a) Em que intervalos f est4 crescendo? Explique.

(b) Em que valores de x a fungéo f tem um maximo ou minimo
local? Explique.

(c) Em que intervalos f é concava para cima ou para baixo?
Explique.

(d) Quais sdo as coordenadas x dos pontos de inflexdo de f?
Por qué?

9-18)

(a) Encontre os intervalos nos quais f € crescente ou decrescente.
(b) Encontre os valores maximo e minimo local de f.

(c) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexio.

9. f)=x"—12x+1
10. f(x)=5-32+ 4

. f(x) =x'-2"+3

2
X
12. f(x)=
X +3
13. f(x) =senx + cosx, O=sx<27w
14. f(x)=cos2x—2senx, Os=sx=27w

I5. f() =™ + ¢ 16. f(x) = X’Inx

17 £ (x) = (Inx)Wx 18. f(x) = Vxe™

19-21 Encontre os valores maximo e minimo locais de f usando
ambos os Testes das Primeira e Segunda Derivadas. Qual método
vocé prefere?

19. f(x) =% — 5x + 3 20. f(n) = %

x +4

21 f) =x+V1 —x

22. (a) Encontre os nimeros criticos de fx) = x4(x - 1)3.
(b) O que o Teste da Segunda Derivada mostra para vocé sobre
0 comportamento de f nesses nimeros criticos?
(¢) O que mostra o Teste da Primeira Derivada?

23. Suponha que f” seja continua em (—o, ),
(@)Sef'2)=0ef"?2)=-5,0 que se pode afirmar sobre f ?
(b)Sef'(6) =0ef"6)=0,0 que se pode afirmar sobre f?

24-29 Esboce o grifico de uma fungdo que satisfaca todas as con-
di¢oes dadas.

24. f'(x) > 0 para todo x # 1,
S'(x) >0sex <1oux>3,

25. f'{O)=f'2Q=f'4) =0,
f’(x)>Osex<Oou2<x<4,
f'0)<0se0<x<2oux>4,
f”(x)>Ose1<x<3,f”(x)<Osex<loux>3

26. f'(D)=f"(=1)=0, f'(x)<O0selx<I,
J'@)>0sel <|x| <2, f'(x)=—1se x| >2,
f'x)<0se —2<x<0 e ponto de inflexdo em (0,1)

assintota vertical x = [,
') <0sel <x<3

27. f'(x)>0selxl <2, J'(x) <O0se x| >2,

JS'(=2)=0, ljlrzllf’(x)l =0,  f"(x)>0se |x| #2
28. f'(x) > 0se |x] <2, f'(x) <0se |x| >2,
f'@=o, lim fQ) =1,  f(-x) = —f(),

[0 <0se0<x<3, f'(x)>0sex>3

29. f'(x) <0ef"(x) <0 para todo x.

30. Suponha que f(3) = 2,1'(3) = '; ef'x)>0ef"(x) <0 para
todo x.
(a) Esboce um gréfico possivel de I
(b) Quantas solugdes a equagdo f (x) = 0 tem? Por qué?
©FE possivel que f'(2) = j;? Por qué?

31-32 O gréfico da derivada /" de uma fungdo continua f estd ilustrado.
(a) Em que intervalos f estd crescendo ou decrescendo?
(b) Em que valores de x a fungio f tem um minimo ou maxi-
mo local?
(c) Em que intervalos f é concava para cima ou para baixo?
(d) Diga as coordenadas x dos pontos de inflexio.
(e) Supondo que £(0) = 0, esboce o grafico de f.

31.




32.

33-44
(a) Encontre os intervalos em que a fungiio € crescente ou decrescente.

(b) Encontre 0s valores maximos ou minimos locais.
(c) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexdo.
(d) Use as informagoes das partes (a)—(c) para esbogar o grafico. Veri-
fique seu trabalho com uma ferramenta gréfica, se vocé tiver uma.
33, f(¥) =20 —3x" —12x 34, f() =2+3x—x
35, f(x)=2+22"—x* 36. g(x) = 200 + 8x’ +x*
37. h(x) =3x — 5% +3 38. h(x) = (" — 1)°
39. A(x) = xVx+3 40. B(x) = 35 — x
41. Cx) = x"(x + 4) 42. f(x) = In(x" + 27)
43. f(0)=200$6+00320 0=0=<2m

4. f()=t+cost, —2ms<t<2mw

45—5/2

(a) Encontre as assintotas vertical e horizontal.

(b) Encontre os intervalos nos quais a fungdo é crescente ou

decrescente.

(c¢) Encontre os valores maximos e minimos locais.

(d) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexdo.

(e) Use a informagdo das partes (a)—(d) para esbogar o grafico de f.

45, flo =Lt a6. fr)= —X
I —x x—=1

47, f) =V +1—x

—ml2<x<m/2

48. f(x) = xtgux,

X

49. f(x) =In(l — Inx) 50. f(x) = e \.
1 +¢
1. f() = 2. f () = "

53. \}Suponha que a derivada da fungéo f seja
£ = (x + D*x — 3)’(x — 6)". Em qual intervalo f estd
crescendo?

\
\ B ,, W P vay = y° 2
54. | Use os métodos desta se¢fio para esbogar a curvay = x° — 3g°x
+ 24, onde a é uma constante positiva. O que os membros desta
familia de curvas t¢ém em comum? Como eles diferem entre si?

ﬁ
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55-56
(a) Use um gréfico de f para estimar os valores maximo e minimo.
Entéo, encontre os valores exatos.

(b) Estime o valor de x em que f cresce mais rapidamente. Entdo, en-
contre o valor exato.

55. f(x) = j;;;_l 56, () = e
) 57-58

(a) Use um gréfico de f'para estimar aproximadamente os intervalos
da concavidade e as coordenadas dos pontos de inflexao.
(b) Use um grifico de f” para dar uma estimativa melhor.

57. f(x) =cosx + L cos 2x

5 O0<x=<2mw

58. f(x)=x'(x —2)"

59-60 Estime os intervalos da concavidade com precisdo de uma casa

decimal usando um sistema de computagéio algébrica para calcular e
fazer o gréfico de f'.

X+ Xig'x
59, fy =227 _ 60. f(r)=2"8 <
Vi 4+ x4+ 1 14 x°

61. E dado o seguinte grifico de uma populagio de células de le-
vedo em uma nova cultura de laboratério em fung@o do tempo.
(a) Descreva como varia a taxa de crescimento populacional.
(b) Quanto a taxa é mais alta?
(c) Em quais intervalos a fun¢éo populacéo é concava para cima
ou para baixo?
(d) Estime as coordenadas do ponto de inflex@o.

700 +
600 +
Nimero =00
de células 400 +
de levedo 300 +
200 +
100 +

' ' 1 4 '
t 1 t t

Ol 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tempo (em horas)

62. Seja f(t) a temperatura no instante r onde vocé mora e suponha
que no instante ¢ = 3 vocé se sinta desconfortavelmente
quente. Como vocé se sente em relagdo as informagdes dadas
em cada caso?

@ =2, ["G)=4 ®FEI=2 r@=-4
©f'®=-2, f'G=4 Wf'G=-2, f'3)=—4

63. Seja h(r) uma medida do conhecimento adquirido por vocé es-
tudando ¢ horas para um teste. O que vocé acredita ser maior,
K(8) — K(7) ou K(3) — K(2)? O gréfico de K é cdncavo para
cima ou para baixo? Por qué?
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64.

65.

66

67.

68

69.

A caneca mostrada na figura estd sendo enchida com café a uma
taxa constante (medida em volume por unidade de tempo). Es-
boce um grifico da prof undidade do café na caneca como uma
fun¢iio do tempo. Forneca uma explicagdo parzT o formato do
grifico em termos de concavidade. Qual o significado do ponto

de inflexao?

Uma curva de resposta a droga descreve o nivel de medica-
mento na corrente sanguinea depois de uma droga ser adminis-

kL
"¢ usada frequentemente

trada. Uma fungéio onda S(r) = Ar"e
para modelar a curva de resposta, refletindo uma oscilagio ini-
cial acentuada no nivel da droga e entdo um declinio gradual.
Se, para uma droga particular, A = 0,01, p = 4,k = 0,07 e ¢ for
medido em minutos, estime o tempo correspondente aos pontos
de inflexdo e explique seu significado. Se vocé tiver uma ferra-

menta grafica, use-a para tragar a curva de resposta a droga.
A familia das curvas em forma de sino

1 _ e—(.\v—mluztﬁ)

g
o2

ocorre em probabilidade e estatistica, nas quais ela é chamada
Jungdo densidade normal. A constante u é denominada média,
e a constante positiva o é conhecida como desvio-padrdo. Por
simplicidade, mudamos a escala da fungio de forma a remover
o fator l/(m/277) e vamos analisar o caso especial onde p = 0.
Logo, estudamos a fungio

f ) = e—vxl/(z,H)

(a) Encontre a assintota, o valor maximo e os pontos de inflexiao
de f.

(b) Que papel desempenha o no formato da curva?

(c) Ilustre, fazendo o grifico de quatro membros dessa familia

sobre a mesma tela.

= P . 3 2
Encontre uma fungéo cibica f (x) = ax” + bx” + cx + d que
tenha um valor médximo local 3 em —2 e um valor minimo local

Oem 1.
Para quais valores dos nimeros a e b a fungio
g b
fx) = axe

tem o valor mdximo f(2) = 1?

' Mostre que a curva y = (1 + x)/(1 + x°) tem tés pontos de in-

flexdo e todos ficam sobre uma mesma reta.

\70.. Mostre que as curvas y = ¢ ‘e y = —¢ ' tocam a curva

y = ¢ "senxem seu ponto de inflexio.

71. Suponha que f'seja derivdvel em um intervalo / e f'(x) > 0 para
todos os niimeros x em /, exceto para um tinico nimero ¢. De-

monstre que /¢ uma fungo crescente em todo o intervalo.

72-74 Suponha que todas as fun¢des sejam duas vezes derivdveis e

que as segundas derivadas nunca sejam nulas.

72. (a) Se f e g forem cOncavas para cima em /, mostre que f + g é
cOncava para cima em /.
(b) Se f for positiva e cOncava para cima em /, mostre que a
funcdo g(x) = [ f(x)]zé concava para cima em /.

73. (a) Se f e g forem fung¢Ges positivas, crescentes e concavas para
cima em /, mostre que a fungéo produto fg é concava para cima’
em /.

(b) Mostre que a parte (a) permanece verdadeira mesmo que fe
g sejam ambas decrescentes.

(c) Suponha que f seja crescente ¢ g, decrescente. Mostre, dando
trés exemplos, que fg pode ser cdncava para cima, concava
para baixo ou linear. Por que os argumentos usados nas par-

tes (a) e (b) ndo podem ser usados neste caso?

74. Suponha que f e g sejam ambas cOncavas para cima em (—%,
). Sob que condi¢des em [ a fun¢do composta h(x) = f(g(x))

serd concava para cima?

75. Mostre que tg x > x para 0 < x < /2. [Sugestdo: Mostre que
f(x) = tg x — x é crescente em (0, 7/2).]

X

76. (a) Mostre que ¢' =1 + x parax = 0.

=

£ 1.2

(b) Deduza que ¢ =1 + x + Jx" parax = 0.

(¢) Use a indugdo matematica para demonstrar que parax =0 e
qualquer inteiro positivo n,
X2 /\'"
f=l+x+=+ . +=
2! n!

77. Mostre que uma fungdo ctibica (um polindmio de terceiro grau)
tem sempre exatamente um ponto de inflexdo. Se seu gréfico
possui trés intersecgdes com o eixo x, x,, x, € x,, mostre que a
coordenada x do ponto de inflexdo é (x, +x, + x,)/3.

FH78. Para quais valores de ¢ o polindmio P(x) = x* + ¢x’ + x*tem

dois pontos de inflexao? E um ponto de inflexdo? E nenhum?
[lustre, fazendo o gréfico de P para vérios valores de ¢. Como o
grifico varia quando ¢ decresce?

79. Demonstre que se (c, f(¢)) for um ponto de inflexdo do grafi-
co de fe f" existir em um intervalo aberto contendo ¢, entio
S"(¢) = 0. [Sugestdo: Aplique o Teste da Primeira Derivada e
o Teorema de Fermat a funcio g = .

80. Mostre que se f (x) = x", entdo f/"(0) = 0, mas (0, 0) ndo é um
ponto de inflexdo do grifico de f .

81. Mostre que a fungio g(x) = x|x| tem um ponto de inflexdo em

(0,0), mas ¢"(0) nado existe.
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g2, Suponha que ™ seja continuae /' (¢) = f"(c) = 0,mas ["(c) > 0.

83.

A fungio f tem um minimo ou maximo local em ¢? A fungio f R = &
apresenta um ponto de inflexdo em ¢?

Os trés casos no Teste da Primeira Derivada cobrem as situa-
coes encontradas usualmente, mas nao esgotam todas as possi-

bilidades. Considere as fungdo f, g e i cujos valores em 0 sdo

todos 0 e, para x 7 0

f(x) = x"sen L
X

glx) = x*

144

=2 seni)
X

(a) Mostre que 0 € um nimero critico de todas as trés fungaes,
mas suas derivadas mudam de sinal infinitas vezes em ambos
os lados de 0.

(b) Mostre que f ndo tem nem um mdaximo nem um minimo local
em 0, que g tem um minimo local e que /& tem um maxi-

1
2+ sen—) mo local.
X

FORMAS INDETERMINADAS E A REGRA DE UHOSPITAL

Suponha que estejamos tentando analisar o comportamento da fungao

P = In x

x—1
Embora [ ndo esteja definida quando x = 1, precisamos saber como F se comporta pro-
ximo de 1. Em particular, gostariamos de saber o valor do limite

. In x
L] lim

x—1

No cidlculo desse limite ndo podemos aplicar a Propriedade 5 dos Limites (o limite de
um quociente ¢ o quociente dos limites; veja a Se¢do 2.3), pois o limite do denominador
¢ 0. De fato, embora o limite em (1) exista, seu valor ndo é 6bvio, porque tanto o nume-
rador como o denominador tendem a 0, e% nao esta definido.

Em geral, se tivermos um limite da forma

Jx)

lim ——
x—a g(k)

em que f (x) — 0 e g(x) — 0 quando x — a, entdo esse limite pode ou ndo existir e é de-

. . o o 0
nominado forma indeterminada do tipo 7

Capitulo 2. Para as fungdes racionais, podemos cancelar os fatores comuns:

-2 — - o =) - -
lim X" = Iim b lim * = :

-1 e+ De-1D T x+1l 2

. Encontramos alguns limites desse tipo no

Usamos um argumento geométrico para mostrar que

.osenx
lim =

=0

1

x
Mas esses métodos ndo funcionam para limites tais como (1); de modo que nesta se¢io in-
troduzimos um método sistemético, conhecido como a Regra de L’ Héspital, para o cdlculo
de formas indeterminadas.
Outra situagfo na qual um limite nédo é 6bvio ocorre quando procuramos uma assintota
horizontal de I e precisamos calcular o limite

]_il?l In x

x—1
Nio é ébvio como calcular esse limite, pois tanto o numerador como o denominador
tornam-se muito grandes quando x — c. Hd uma disputa entre o numerador e o deno-
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m O grdfico da fungdo y = x', x >0 ¢
mostrado na Figura 6. Observe que embora
0” ndo esteja definido, os valores da funcio
tendem a 1 quando x — 0", Isso confirma o
resultado do Exemplo 9.

quanto escrevendo a fungdo como uma exponencial:
[ f(x)]y(x) = IO/

(Lembre-se de que esses métodos foram usados na derivagdo dessas funcdes.) Em ambos
os métodos somos levados a um produto indeterminado g(x) In f(x), que é do tipo 0 - .

EXEMPLO 8 Calcule lim, (1 + sen 4x)*".
x—0

S0LUGR0 Observe primeiro que, quando x — 0", temos 1 + sen 4x — 1 e cotg x — %, assim,
o limite dado ¢ indeterminado. Seja

y = (1 + sen 4x)“""

cot x

Entdo Iny = In[(1 + sin4x)™ "] = cot x In(1 + sen 4x)
logo, a Regra de I’Hospital fornece
4 cos 4x
. o In(1 +sendx) 1 + sen 4x
lim Iny = lim, ————— =lim, —— =4
x—0 x—0 tg X x—0 secx

Até agora calculamos o limite de In y, mas o que realmente queremos € o limite de y. Para

2, Iny
achd-lo usamos o fato de que y = ¢"”:

lim, (1 + sin 40" = lim, y = lim, "= ¢’ 0
EXEMPLO 9 Calcule lim, x".
x>0

S0LUCR0 Observe que esse limite ¢ indeterminado, pois 0° = 0 para todo x > 0, mas x” = 1

— 2 para todo x 7 0. Podemos proceder como no Exemplo 8 ou escrever a fun¢éio como uma
exponencial:
x.\‘ = (eh'l.\‘).\' - e.\' Inx
} No Exemplo 6 usamos a Regra de L'Hdspital para mostrar que
) S Jy lim, xInx =0
0 x—0
Portanto
FIGURA 6
1‘1‘r>.151+ x.\- = I‘ILOH+ e.\’ln.\' - 60 =1 0
| 44 | EXERCICIOS
I-4 Dado que 3. (@) lim [f(x) — p()] (b) Tim [p(x) — g(x0)]
lim f(x) =0 lim =0 lim h(x) = 1 N ‘
x—a f( ) x—a g(x) x—a (C) l‘lLl;l] [[)(A) k [[(/\)]
lim p(x) = o lim g(x) = o

quais dos limites a seguir sdo formas indeterminadas? Para

4. ('rl) 1‘112 [f(x)]lj(-\') (b) 1‘1—13 [f(x)]])(.\-) (C) l\lj’)l[’ll [h(x)]p(,\')

aqueles que ndo sio formas indeterminadas, calcule o limite (d) lim [P () lim [ p)]"™ () lim Wp(x)

quando possivel.

(©) lim [p()g(0)]

5-64 Encontre o limite. Use a Regra de L’Hdspital quando for apro-

I. (a)lim ]% (b) lim J% priado. Se existir um método mais elementar, use-o. Se a Regra de
s B L’Hospital ndo for aplicavel, explique por qué.
20 2 o
. h(x) i px) 5. lim i 6. h_n;m
(c) lim o) (d) lim IS x+ 1 x—2
¥ =1 =1
N (x) 7. lim = 8. lim =
(e) lim Py Rl = 1 Bl g —
2. (a) l.‘,n} Lf )p(x)] (b) Vl\»ifr)l}[h(x)p(x)] 9. lim, coS X 10, Jim SeN 4x
=T ] — sen x 0 g 5x




13. lim—tw
a0 tg (].X
I5. lim M
s \/x
1
17. lim, ——
0ty
19. lim %
0 X
. € =1=x
21. 1‘113 =
. tgh
23. lim g1
x—0 tgx
r_ ot
25. lim =9
1—0 t
==
. sen X
217. _l\g)l x
. 1= cosx
29. lgrg -
’ X
3. lim X -+ 8en x
*0 % +.cosx
. 1l —x+Inx
33, lim ———
1]+ cos mx
A =axta=1
35. {1;}]1———2—
’ x =1
. cosx — 1+ L
37. /-’lrl,rﬂ-fz—
’ X
39. ljln x sen(7r/x)
41. 11}}1} cot 2x sen 6x
43. lim Ye
45. ]_@]1‘_ In x tg(mx/2)
47.

. sen.x
s M=
=0

20.

(22,

24,

26.

28.

30.

32.

34

36.

38.

40.

42.

44.

46.

48.

lim
1> 1
o, B
lim —=—
T x

x2
lim 5
e ] — 2%
. Inlnx
lim
PN
. In x
lim
1 gen mmx

2

lim 5
=0 X
. X —senx
lim=———=
0y —tgx

. _senx —x
lim =

x—0 X

2
lim (In x)

X0
X

lig ——
lim ———
=0 t g ( 4 x)

VET2

4 lim ———

e —e =2

lim

=0 x —senx

. cosxIn(x —a
llm+ X ( (I )
&= In(e’ — ¢")

. S

lim x“e
=%

lime "Inx

pieoey

lim (1 — tgx)secx
x—l4

lim x tg(1/x)

X—>%

liIE(csc x= cot X)
gkt

Yl —x =Ly
R N

COS mx — COS nx
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49. lim (Vo + x — x) 50. lim(cotx - i)
R x—0
X
51. lim (x — Inx) 52, lim (xe'™ — x)
53. l‘gon+ x 54. {1r{)1+ (tg 2x)’
. Vs ; a bx
55. lim(1 — 2x) 56. 11m(1 5 —)
x—0) X% X
57. lim(l e o o %) 58, Jim "0+ 100
Sl o AL
59. lim x'* 60. lim (¢ + x)'
61. lim (4x + D™ 62. lim (2 — x)*™"?
- 2x + 1
63. lim, (cos ©)'"* 64. lim(zx 4 )
x—0+ X% 2x +5

[ 65-66 Use grificos para estimar o valor do limite. A seguir, use a
Regra de I”Hospital para encontrar o valor exato.

65. lim(l +l)' 66. lim>—4
X% X =0 3«\ — 2-‘

/] 67-68 Ilustre a Regra de L'Hospital fazendo o grafico de f(x)/g(x) e
J'(x)/g’ (x) préximo de x = 0, para ver que essas razoes t€m o mesmo
limite quando x — 0. Calcule também o valor exato do limite.

67. f(x) =e" — 1, gx) = x* + 4x

68. f(x) = 2xsenx, g(x) =secx — 1

69. Demonstre que

.
lim — = o0
x>0 N

X

para todo n inteiro positivo. Isso mostra que a fungio exponen-
cial tende mais rapidamente ao infinito que qualquer potén-
cia de x.

70. Demonstre que
. Inx
lim % =0
xon P

X

para todo nimero p > 0. Isso mostra que a fungio logaritmo

tende a infinito mais vagarosamente que qualquer poténcia de x.

71. Mostre o que acontece se vocé tentar usar a regra de 1"'Hospital

para calcular

: X
lim ——

R

Calcule o limite usando outro método.
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72. Se um objeto de massa m é solto a partir do repouso, um modelo
para sua velocidade v apds ¢ segundos, levando-se em conta a re-
sisténcia do ar, é

_my

C

(l . e*m/m)

em que g ¢ a aceleragiio da gravidade e ¢ ¢ uma constante posi-

tiva. (No Capitulo 9 deduziremos essa equagdo a partir da hipo-

tese de que a resisténcia do ar ¢ proporcional a velocidade

do objeto.)

(a) Caleule lim_v. Qual o significado desse limite?

(b) Para um valor fixo de 7, use a Regra de 1.Hospital para cal-
cularlim_ v. O que vocé pode concluir sobre a velocidade

de um objeto caindo no vicuo?

73. Se um montante inicial de dinheiro A, for investido a uma taxa
de juros i capitalizado n vezes ao ano, o valor do investimento
apos f anos serd

A= A(,(l 4 L)
n

Se n—> 0, nos referimos & capitalizagéio continua de juros. Use

aregra de I"'Hospital para mostrar que se os juros forem capita-

lizados continuamente, entdo o montante apds ¢ anos serd
A=A

74. Se uma bola de metal de massa m for lancada na dgua e a forca
de resisténcia for proporcional ao quadrado da velocidade, entiio
a distancia que a bola percorreu até o instante ¢ é dada por
m qc
s(t) = — In cosh <
¢ mt

em que ¢ é uma constante positiva. Encontre lim_,s(1).

75. Se um campo eletrostdtico £ agir em um dielétrico polar liquido

ou gasoso, 0 momento de dipolo resultante 2 por unidade de vo-

lume ¢
3 —E
0 . |
P(E) = ‘I'Fi‘l —
e —e E
Mostre que lim, . P(E) = 0.

76. Um cabo de metal tem raio r e é coberto por isolante, de modo
que a distancia do centro do cabo ao exterior do isolante é R. A

velocidade v de um impulso elétrico no cabo é

r 2 r
v=—cl—| In[—
R R
em que ¢ € uma constante positiva. Encontre os seguintes limi-

tes e interprete suas respostas.
a) lim v b) lim v
(‘)R—w ( )r 0+

77. A primeira apari¢io impressa da Regra de 1'Hospital foi no livro
Analyse des Infiniment Petits publicado pelo marqués de I"'Hos-
pital em 1696. Este foi o primeiro livro texto de cilculo a ser pu-
blicado e o exemplo que o marqués usou em seu livro para

ilustrar sua regra foi encontrar o limite da fungio

— aVaax
a—Vax

quando x tende a a, onde a > 0. (Naquela época era comum es-

2:
crever aa em vez de a”.) Resolva este problema.

78. A figura mostra um setor de um circulo com angulo central 6.
Seja A(0) a drea do segmento entre a corda PR e o arco PR. Seja
B(0) a drea do tridngulo POR. Encontre lim, A0)/B(0).

A(0)

ool
=
D
]

0 R

>
S

79. Se ' for continua,f(2) = 0ef'(2) = 7, calcule

£+ 3x) + f(2 + 5x)

X

lim -
x—A)

80. Para quais valores de a e b a equagdo a seguir é vélida?

; S X I}
lim (% +a -i-—77 =0
a0 - £

X X

81. Sef' for continua, use a Regra de L'Hospital para mostrar que

S+ h)—f(x—h) — PR

lim
h—0 2h
Explique o significado dessa equagdo utilizando um diagrama.

82. Se f" for continua, mostre que

lim S+ h) — 2]‘1'(?,\') +f(x—h) = ')
h—0 h”
83. Seja
» _{"'”"’ se x # 0
F = 0 sex =10

(a) Use a defini¢iio de derivada para calcular f'(0).

(b) Mostre que f tem derivadas de todas as ordens definidas em
R. [Sugestdo: Mostre primeiro por induciio que existe um
polinémio p (x) e um inteiro ndo negativo k, tal que
I = p,xf ()" para x # 0.

Seja

ol sex #0

Jw= {l sex =0

(a) Mostre que f ¢ continua em 0.

(b) Pesquise graficamente se f ¢ derivdvel em 0 por meio de
sucessivos zooms em dire¢@o ao ponto (0, 1) sobre o grafi-
code f.

(¢) Mostre que f ndo é derivavel em 0. Como reconciliar esse
fato com a aparéncia do grafico na parte (b)?

'
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fx)—x= _—szl =~_—1 — 0 quando x — +ow

Logo, a reta y = x ¢ uma assintota obliqua.
WE+ D) —x 2 X+ 3)

E. fe = =
o+ 1) o+ 1)
Uma vez que f'(x) > 0 para todo x (exceto 0), f é crescente em (—, ). |
y e F. Emboraf'(0) = 0, ndo muda o sinal em 0, logo ndo ha mdximo ou minimo local.

@+ 6007+ P = (¢ + 30 207+ 1D2x 263 = %)
o+ 1y "+ 1)

G. S =

Visto que f”(x) = 0 quando x = 0 ou x = *=v3, montamos a seguinte tabela:

Intervalo X 3—x @+ D f
/;/\_>‘ pontos de x<—v3| — = -+ - CCem (—>, —V3)
a nfledy | —Bush - % + ~ CB em (—3,0)
y=ux O0xx<wv3 s d 4 = + CCem (0,V3)
FIGURA 13 x <3 + - + - CB em (V3, %)

Os pontos de inflex@o sdo (—v3, — %’\@), 0,0) e (V3, %\/5),
H. O grifico de f estd esbogado na Figura 13.

45 | EXERCICIOS

1-52 Use o roteiro desta se¢do para esbogar a curva. 21. y= Vi +x =2 22./y = Vi +x —x
I. y= X+ x 2. y= X'+ 67+ Ox 23} y= S 24, y=x V2 -2
Va2 + 1
3. y=2-—15x+9"—x 4. y=8x"—x'
— 22 "
5 y=x+4° 6.y =x(x +2) 25. y:\/__lj_,\_ 26. y= e
X Va2 =1
T =908 — 3y ,
7. y=2x —5x + 1 8. y=20x" — 3x 3, p =5 322 28, 3= — 5
g, y=-Z 10. y= —— - o
x =1 & — 1 29. y= -1 300y = V' + 1
I, y= 71 12. y= —= 31. y=3senx— sen’x 32. y=x+ cosx
T ox'-9 x'=9
33. y=uxtgux, -2 <x<m/2
2
13. y= ,X 14, y = ZX
x°+9 X" +9 4. y=2x—tgx, —w2<x<m/2
- 35, y=ty—3
I5. y:A 71 16. )]:l+l+_12_ y=5x—senx, 0<x<3m
X X X
36. y=secx+tgx, O0<x<m/2
x X
17. y=— 18. y = - sen x sen x
) i3 ) P 37, y = sen .x 38. y:——si\—
I + cos x 2 + cos x

9. y=x V5 —x 20. y= Ve—=vx—1 39, y = M 40. y=¢ ‘senx, 0<x<m/2
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2v Y
o . 1= @
ar y =11 +e 2 =
s N
43. y=x—Inx 4.y =elx
2 .
45. y=(l +¢"° 46. y = In(x" — 3x + 2)
> _Inx
47. y = In(sen x)~ 48. y = — >
X
2 9 =
49. y=xe " 50. y= (" —3) "
3y =% -1fx—1
51. y=e + e 52.)’:tg
x + 1
53. Na teoria da relatividade, a massa de uma particula é
m,
L
V- vl
em que m, ¢ a massa de repouso da particula, m é a massa
quando a particula se move com velocidade v em relagio ao ob-
servador e ¢ € a velocidade da luz. Esboce o gréfico de m como
uma fungao de v.
54. Na teoria da relatividade, a energia de uma particula é
8 p
E=+ TH(ZTLT + 2N
em que m, € a massa de repouso da particula, A € seu comprimento
de onda e /1 é a constante de Planck. Esboce o gréifico de £ como
uma fungo de A. O que o gréfico nos diz sobre a energia?

55. A figura mostra uma viga de comprimento L embutida entre pa-
redes de concreto. Se uma carga constante W for distribuida
uniformemente ao longo de seu comprimento, a viga assumird
a forma da curva de deflexio

W o4, WL 5w,
= T t+ —x - ——x
24E1 12E1 24E1
em que £ e / sdo constantes positivas. (£ é o médulo de elasti-
cidade de Young, e 7 é o momento de inéreia da sec¢do trans-
versal da viga.) Esboce o gréfico da curva de deflexio.
X ..'\’.‘ w
B —
56. A Lei de Coulomb afirma que a forca de atrago entre duas par-

ticulas carregadas é diretamente proporcional ao produto das car-
gas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre

elas. A figura mostra particulas com carga | localizadas nas posi-

¢oes 0 ¢ 2 sobre o eixo das coordenadas, e uma particula com a
carga — | em uma posicio x entre elas. Segue da Lei de Coulomb

que a forga resultante agindo sobre a particula do meio é

= k O<x<?

Pl)=—Lp % _
2 (-2

em que k € uma constante positiva. Esboce o grifico da fungdo

forca resultante. O que o gréfico mostra sobre a forga?

+1

e —

X
0 X 2

57-60 Ache a equaciio da assintota obliqua. Néao desenhe a curva.

57.

59.

1 3 2 )
y='\+l, 58, p= 2x +;\ +x+3
X+ 1 X+ 2x
3 2 4 2

S0+ IR
y:4A7 2x°+5 60. y = 5: +: + X
2x"+x — 3 X =x-+2

61-66 Use o roteiro desta secio para esbocar o gréfico da curva. No

passo D, ache uma equagio para a assintota obliqua.

61.

63.

65.

67.

68.

69.

70,

71.

7.

52 e 2

s 2x"+ 5x— | Bl e X+ 12

2= B —:2
xy=x+4 64, y=¢'—x

3 2 . 3
s 2x 42-,\ + 1 66. y=('\+l),

X (x— 1)
Mostre que a curva y = x — tg ' x tem duas assintotas obliquas:

y=x+m2ey=x— /2. Useesse fato para esbocar a curva.

Mostre que a curva y = vx? + 4x tem duas assintotas obliquas:

y=x+2ey= —x— 2. Useesse fato para esbocar a curva.
Mostre que as retas y = (bla)x e Yy = —(bla) x sio assintotas

obliquas da hipérbole (,\'z/az) — (yz/bz) = 1.
Sejaf(x) = (¥’ + 1)/x. Mostre que

lim [ f(x) — '] =0

N—oEw
Isso mostra que o grifico de J tende ao grifico de y = +°, ¢ di-
ZEmos que a curva y = f(v) € assintdtica i pardbola y =x". Use
esse fato para ajudd-lo no esbogo do grifico de f.
Discuta o comportamento assintético de f) ="+ 1)/x da
mesma forma que no Exercicio 70. Use entiio seus resultados
para auxilid-lo no esbogo do grifico de f.
Use o comportamento assintético de f(x) = cosx + 1/h° para

esbocar seu grifico sem seguir o roteiro de esboco de curvas
desta secdo.
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-8 Obtenha graficos de [ que revelem todos os aspectos importan- I15. Se f for a funcdo considerada no Exemplo 3, use um sistema de

e N P il ! "
tes da curva. Em particular, vocé deve usar os graficos de f' e f” para
estimar os intervalos de crescimento € decrescimento, valores extre-

mos, intervalos de concavidade e pontos de inflexdo.
1. fx)= 4t =7+ 4+ 6
2. f(x) =8 + 45x" + 80x* + 90x” + 200x

3. £ =x"— 10x" — 400x" + 2 500"

6. f(x)=tgx+ Scosx

7. f()=x"—dx+Tcosx, —4=x=<4

8. f=——
S ) T

9-10 Obtenha gréficos de f que revelem todos os aspectos impor-
tantes da curva. Estime os intervalos de crescimento e decrescimento,
valores extremos, intervalos de concavidade e pontos de inflexdo, e
use o cdlculo para achar essas quantidades exatamente.

9. fw=1+—+32 4L
X X X
: 1 2x10
10.) () = & — 2210
X, X

11-12

(a) Faga o gréfico da fun¢éo.

(b) Use a Regra de L’Hdspital para explicar o comportamento
quando x — 0.

(¢) Estime o valor minimo e os intervalos de concavidade. Entdo,

use o cdlculo para achar os valores exatos.

_u_ﬂnzfmx

12. f(x) =xe™

13-14 Esboce o gréfico a mao, usando as assintotas e as intersecgdes
com 0s eixos, mas nao as derivadas. Entdo, use seu esbogo como um
roteiro na obtengéo de gréficos (com uma ferramenta grédfica) que
mostrem os aspectos mais importantes da curva. Use esses gréficos

para estimar os valores maximo e minimo.

(x + 4)(x — 3)

13. f(x) = 7
xx=1
2, AS
I4.f(x)=(2’r+3) (x—2)

2 = 5)

computagio algébrica para calcular f' e entdo faga seu grafico
para confirmar que todos os valores maximos e minimos sdo
como dados no exemplo. Calcule f” e use-a para estimar os in-
tervalos de concavidade e pontos de inflex@o.

Se f for a fungdo do Exercicio 14, encontre f’ e f” e use seus
grificos para estimar os intervalos de crescimento e decresci-
mento e de concavidade de f.

17-22 Use um sistema de computacédo algébrica para fazer o gra-
fico de fe encontrar f' e f”. Utilize os graficos dessas derivadas para

estimar os intervalos de crescimento e decrescimento, valores extre-

mos, intervalos de concavidade e pontos de inflexdo de f.

17.

19.

20.

21.

v

= 18. f(x) = ———
7o LAx+1 e 1+ x4+
f)=vx+5senx, x<20

f(X) - (x2 . l)eurclg X

1_ )I/,\' ) 1
f=— 2. f()= ——
1 +e” 1+e°

23-24

(a)
(b)

©)

(d)

23,

Faga o gréfico da fungio.

Explique a forma do grafico calculando o limite quando x — 0"
ou quando x — oo,

Estime os valores mdximo e minimo e entdo use o cdlculo para
achar os valores exatos.

Use um grifico de f" para estimar a coordenada x dos pontos
de inflexdo.

F)=x" 24, f(x) = (sen x)™""

25.

No Exemplo 4 consideramos um membro da familia de fungoes
S (x) = sen (x + sen cx) que ocorre na sintese de FM. Aqui in-
vestigamos a fun¢do com ¢ = 3. Comece fazendo o gréfico de f
na janela de inspecdo [0, 7r] por [—1,2, 1,2]. Quantos pontos de
médximo locais vocé pode ver? O grafico tem mais informagdes
do que podemos perceber a olho nu. Para descobrir os pontos de
maximo e minimo escondidos serd necessdrio examinar muito
cuidadosamente o grafico de f . De fato, ajuda examinar ao
mesmo tempo o grafico de f”. Encontre todos os valores maxi-
mos e minimos e os pontos de inflexdo. Entdo faga o grdfico de
f na janela retangular [—24r, 27r] por [— 1,2, 1,2] e comente sobre
a simetria.

26-33 Descreva a mudanga no grifico de f a medida que ¢ varia.

Faga o grifico de vdrios membros da familia para ilustrar as tendén-

cias que vocé descobriu. Em particular, vocé deve investigar como os

pontos de mdximo e minimo e os pontos de inflexdo movem-se

quando ¢ varia. Vocé deve também identificar qualquer valor inter-

medidrio de ¢ no qual o aspecto basico da curva mude.




APLICACOES DA DERIVAGAO ||| 301

(26, f(x) = 4 oex 27. f(x) = X ex 36. Investigue a familia de curvas dadas pela equagdio f(x) = x* +
55 Ple) = e _—\2 29. () = e,,/,\z ox’ + x. Comece determinando o valor de transi¢do de ¢ em que
o : o ntimero de pontos de inflexdio muda. Faca entio o grafico de
/ o virios membros da familia para ver quais formas sio possiveis.
30. f(0) = In(’ + ©) 3. f(x) = T +28 Existe outro valor de transi¢io de ¢ no qual a quantidade de
nimeros criticos muda. Tente descobrir isso graficamente. De.-
| monstre entdo o que vocé descobriu.
32, Fl =35 33. f(x) =cx +senx N _ - o i
(l —x)" + 6% /37. (a) Investigue a familia de polindmios dada pela equagiio
34, A familia de fungdes £ (1) = C(e™" — ¢™, onde a, b e C s J () = ex' — 2" + 1. Para quais valores de ¢ a curva tem
nimeros positivos e b > a, tem sido usada para modelar a con- pontos de minimo?
centragio de uma droga injetada no sangue no instante ¢ = 0. (b) Mostre que os pontos de mdximo e de minimo para cada curva
Faga o gréfico de varios membros dessa familia. O que eles (&m da familia estio sobre a pardbola y = 1 — x”. Tlustre fazendo
em comum? Para valores fixos de C e a, descubra graficamente v o gréfico dessa pardbola e de vdrios membros da familia.
o que acontece a medida que b cresce. Use entdo o cdlculo para 38, (a) Investigue a familia de polindmios dada pela equagio
demonstrar o que vocé descobriu. // fx) = 2x" + ex’ + 2x. Para que valores de ¢ a curva tem
\‘3_5, Investigue a familia de curvas dadas por f(x) = xe ™, em que ¢ pontos de maximo e de minimo?

¢ um nimero real. Comece calculando os limites quando
x — Foo  Identifique qualquer valor intermedidrio de ¢ onde

mude a forma bésica. O que acontece aos pontos de maximo, de

(b) Mostre que os pontos de mdximo e de minimo de cada curva
e ~ 3
da familia estéio sobre a curvay = x — x". [lustre fazendo o

grafico dessa curva e de varios membros da familia.

minimo e de inflexdo quando ¢ varia? Ilustre fazendo o grafico
de varios membros da familia.
/

4.7

PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Os métodos estudados neste capitulo para encontrar os valores extremos tém aplicagdes
prdticas em muitas situa¢oes do dia a dia. Um homem de negdcios quer minimizar os
custos e maximizar os lucros. Um viajante quer minimizar o tempo de transporte. O Prin-
cipio de Fermat na Gptica estabelece que a luz segue o caminho que leva o menor tempo.
Nesta se¢llo e na proxima vamos resolver problemas tais como maximizar dreas, volumes
e lucros e minimizar distancias, tempo e custos.

Na solucdo desses problemas praticos, o maior desafio estd frequentemente em con-
verter o problema em um problema de otimizagdo matematica, determinando a funcéo
que deve ser maximizada ou minimizada. Vamos nos lembrar dos principios da resolugio
de problemas discutidos na pagina 65 e adaptd-los para estas situacdes:

PASSOS NA RESOLUCAO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZAGAO

I. Compreendendo o Problema A primeira etapa consiste em ler cuidadosamente o pro-
blema até que ele seja entendido claramente. Pergunte a si mesmo: o que ¢ desconhe-
cido? Quais sdo as quantidades dadas? Quais sio as condi¢es dadas?

2. Faga um Diagrama Na maioria dos problemas € itil fazer um diagrama e marcar as
quantidades dadas e pedidas no diagrama.

3. Introduzindo uma Notagdo Atribua um simbolo para a quantidade que deve ser ma-
ximizada ou minimizada (por ora vamos chamd-la Q). Selecione também simbolos (a,
b, c, ..., x, ) para outras quantidades desconhecidas e coloque esses simbolos no dia-
grama. O uso de iniciais como simbolos poderd ajudd-lo — por exemplo, A para drea
h para altura e f para tempo.

4. Expresse Q em termos de alguns dos outros simbolos da Etapa 3.

—
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Considere o seguinte problema: encontre dois nimeros cuja

soma seja 23 e cujo produto seja maximo.

(a) Faca uma tabela de valores, como a mostrada a seguir, tal
que a soma dos niimeros nas duas primeiras colunas seja
sempre 23. Com base na evidéncia mostrada em sua tabela,

estime a resposta para o problema.

Primeiro Nimero | Segundo Nimero Produto
1 22 22
21 42
20 60

(b) Use o cdlculo para resolver o problema e compare com sua

resposta da parte (a).

Encontre dois niimeros cuja diferenca seja 100 e cujo produto

seja minimo.

Encontre dois nimeros positivos cujo produto seja 100 ¢ cuja

soma seja minima.

Encontre um ntiimero positivo tal que a soma do nimero e seu in-

verso seja tdo pequena quanto possivel.

Encontre as dimensoes de um retingulo com um perimetro de

100 m cuja drea seja a maior possivel.

5 ~ A z 2
Encontre as dimensoes de um retangulo com drea de 1 000 m

cujo perimetro seja o menor possivel.

Um modelo usado para a produg@o Y de uma colheita agricola
como func¢do do nivel de nitrogénio N no solo (medido em uni-
dades apropriadas) é

kN

P= =t
1+ N

em que k é uma constante positiva. Que nivel de nitrogénio dd

a melhor produgao?

A taxa (em mg de cal‘bono/m"/h) na qual a fotossintese ocorre
para uma espécie de fitoplancton é modelada pela fun¢ao
p_ 1001
r+1+4

em que / é a intensidade da luz (medida em milhares de velas).

Para qual intensidade de luz P ¢ maximo?

Considere o seguinte problema: um fazendeiro com 300 m de
cerca quer cercar uma drea retangular e entéo dividi-la em qua-
tro partes com cercas paralelas a um lado do retdngulo. Qual €

a maior drea total possivel das quatro partes?

() Faga virios diagramas ilustrando a situagiio, alguns com divi-
soes rasas e largas e alguns com divisoes profundas e estreitas.
Encontre as dreas totais dessas configuracdes. Parece que
existe uma drea maxima? Se a resposta for sim, estime-a.

(b) Faca um diagrama ilustrando a situacao geral. Introduza uma
notacdo e marque no diagrama seus simbolos.

(c) Escreva uma expressio para a drea total.

(d) Use a informagao dada para escrever uma equacéo que rela-
cione as varidveis.

(e) Use a parte (d) para escrever a drea total como uma fungéo
de uma varidvel.

(f) Acabe de resolver o problema e compare sua resposta com

sua estimativa da parte (a).

Considere o seguinte problema: uma caixa sem tampa deve ser

construida a partir de um pedaco quadrado de papeldo, com 3

metros de largura, cortando fora um quadrado de cada um dos

quatro cantos e dobrando para cima os lados. Encontre o maior
volume que essa caixa poderd ter.

(a) Faga vdrios diagramas para ilustrar a situa¢do, algumas caixas
baixas com bases grandes e outras altas com base pequena.
Encontre os volumes de vdrias dessas caixas. Parece existir
um volume maximo? Se a resposta for sim, estime-o.

(b) Faga um diagrama ilustrando a situacéo geral. Introduza a
nota¢do e marque no diagrama seus simbolos.

(¢) Escreva uma expressio para o volume.

(d) Use a informagao dada para escrever uma equagao que rela-
cione as varidveis.

(e) Use a parte (d) para escrever o volume como uma fungéo de
uma so varidvel.

() Acabe de resolver o problema e compare sua resposta com

sua estimativa da parte (a).

. . . 2
Um fazendeiro quer cercar uma drea de 15 000 m” em um campo
retangular e entdo dividi-lo a0 meio com uma cerca paralela a
um dos lados do retangulo. Como fazer isso de forma a mini-

mizar o custo da cerca?

Uma caixa com uma base quadrada ¢ sem tampa tem um vo-
3 . - . -
lume de 32 000 cm’. Encontre as dimensdes da caixa que mini-

mizam a quantidade de material usado.

) . . : i :
Se 1 200 cm” de material estiverem disponiveis para fazer uma
caixa com uma base quadrada e sem tampa, encontre 0 maior

volume possivel da caixa.

Um contéiner para estocagem retangular com uma tampa aberta
deve ter um volume de 10 m’. O comprimento de sua base é o
dobro da largura. O material para a base custa $ 10 por metro qua-
drado. O material para os lados custa $ 6 por metro quadrado. En-

contre o custo dos materiais para o mais barato desses contéineres.
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Sabemos que sen 26 tem um valor maximo de 1 e ele ocorre quando 20 = /2. Logo, A(0)
tem um valor maximo de 1 ¢ ele ocorre quando 0 = 77/4.

Observe que essa solucdo trigonométrica niio envolve derivacdo. De fato, ndo neces-
sitamos usar nada do cdlculo aqui. O

APLICACOES A ADMINISTRACAO E A ECONOMIA

Na Segio 3.7 introduzimos a ideia de custo marginal. Lembre que se C(x), a funcéo custo,
for o custo da producdo de x unidades de um certo produto, entdo, o custo marginal ¢ a
taxa de variagdo de C em relagdo a x. Em outras palavras, a fun¢do de custo marginal
¢ a derivada, C'(x), da fun¢ao de custo.

Vamos considerar agora o marketing. Seja p(x) o preco por unidade que a companhia
pode cobrar se ela vender x unidades. Entao, p ¢ chamada fun¢do demanda (ou funcio
preco) ¢ esperarfamos que ela fosse uma fungio decrescente de x. Se x unidades forem
vendidas e o pre¢o por unidade for p(x), entdo a receita total serd

R(x) = xp(x)
e R é chamada funcéio receita. A derivada R da fungéo receita é chamada fung¢éo receita

marginal e € a taxa de variacdio da receita com relacéio ao nimero de unidades vendidas.
Se x unidades forem vendidas, entdao o lucro total serd

P(x) = R(x) — C(x)

e P ¢ chamada funcéo lucro. A funcéo lucro marginal é P’, a derivada da fung@o lucro.
Nos Exercicios 53 a 58, lhe serd pedido para usar as fungoes custo, receita e lucro margi-
nais para minimizar custos e maximizar receitas e lucros:

EXEMPLO 6 Uma loja tem vendido 200 gravadores de DVD por semana a $ 350 cada. Uma
pesquisa de mercado indicou que para cada $ 10 de desconto oferecido aos compradores, o
ntimero de unidades vendidas aumenta 20 por semana. Encontre a fungéo demanda e a fun-
c¢ao receita. Qual o desconto que a loja deveria oferecer para maximizar sua receita?

S0LUCRO Se x for o nimero de gravadores de DVD vendidos por semana, entdio o aumento
semanal nas vendas serd x — 200. Para cada aumento de 20 unidades, o pre¢o diminui
$ 10. Assim, para cada unidade adicional vendida, o decréscimo no pre¢o serd ﬁ X 10 e
a funcio demanda serd

p(x) = 350 — % (x — 200) = 450 —+ x
A fung¢ao receita é

R(x) = xp(x) = 450x — < i’
Como R'(x) = 450 — x, vemos que R'(x) = 0 quando x = 450. Este valor de x dd um mé-
ximo absoluto pelo Teste da Primeira Derivada (ou simplesmente observando que o gri-
fico de R ¢ uma pardbola que abre para baixo). O pre¢o correspondente é

p(450) = 450 — 5 (450) = 225

e o desconto ¢ 350 — 225 = 125. Portanto, para maximizar a receita, a loja deveria ofe-
recer um desconto de $ 125. ]
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7 20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27,

28.

29.

30.

31

Faca o Exercicio 14 supondo que 0 contéiner tenha uma tampa
acd

feita do mesmo material usado nos lados.

(a) Mostre que, de todos os retAngulos com uma drea dada,
aquele com um menor perimetro € um quadrado.

(b) Mostre que, de todos 0s retingulos com um dado perimetro,

aquele com a maior drea é um quadrado.

Encontre o ponto sobre aretay = 4x + 7 que estd mais proximo
da origem.

Encontre o ponto sobre a reta 6.x + y = 9 que estd mais proximo

do ponto (=3, 1).

Encontre 0s pontos sobre a elipse 4+ y =4 que estdo mais
distantes do ponto (1, 0).

Encontre, com precisdo de duas casas decimais, as coodernadas

do ponto na curva y = tg x que estd mais proximo do ponto (1, I).

Encontre as dimensdes do retdngulo com a maior drea que pode

ser inscrito em um circulo de raio r.

Encontre a drea do maior retdngulo que pode ser inscrito na
. 2y 2 2,12
elipse x’/a” + y'/b” = 1.

Encontre as dimensdes do retangulo com a maior drea que pode
ser inscrito em um tridngulo equildtero com lado L se um dos

lados do retangulo estiver sobre a base do tridngulo.

Encontre as dimensoes do retangulo de maior area que tem sua
base sobre o eixo x e seus dois outros vértices acima do eixo x e

sobre a pardbola y = 8 — x°.

Encontre as dimensdes do tridngulo isésceles de maior drea que

pode ser inscrito em um circulo de raio r.

Encontre a area do maior retangulo que pode ser inscrito em um
tridngulo retingulo com catetos de comprimentos 3 e 4 cm, se

dois lados do retangulo estiverem sobre os catetos.

Um cilindro circular reto € inscrito em uma esfera de raio r. En-

contre o maior volume possivel desse cilindro.

Um cilindro circular reto é inscrito em um cone com altura / e

raio da base r. Encontre o maior volume possivel desse cilindro.

Um cilindro circular reto é inscrito em uma esfera de raio r. En-

contre a maior drea de superficie possivel para esse cilindro.

Uma janela normanda tem a forma de um retdngulo tendo em
cima um semicirculo. (O diAmetro do semicirculo € igual a lar-
gura do retngulo. (Veja o Exercicio 56 na pagina 14.) Se o pe-
rimetro da janela for 10 m, encontre as dimensdes da janela que

deixam passar a maior quantidade possivel de luz.

As margens de cima e de baixo de um poster tém 6 cm, € as mar-

gens laterais medem 4 cm. Se a drea do material impresso sobre
= § e 2 3 ~ A

o poster estiver fixa em 384 cm”, encontre as dimensoes do pos-

ter com a menor area.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Um poster deve ter uma drea de 900 cm” com uma margem de
3 ¢cm na base e nos lados, e uma margem de 5 cm em cima. Que

dimensoes dardo a maior drea impressa?

Um pedaco de fio com 10 m de comprimento € cortado em duas
partes. Uma parte é dobrada no formato de um quadrado, ao
passo que a outra ¢ dobrada na forma de um tridngulo equildtero.
Como deve ser cortado o fio de forma que a drea total englo-
bada seja: (a) maxima? (b) minima?

Responda o Exercicio 33 se um pedago estiver dobrado no for-

mato de um quadrado e o outro no formato de um circulo.

s . 2 . 3 .
Uma lata cilindrica sem o topo € feita para receber V cm” de li-
quido. Encontre as dimensdes que minimizardo o custo do metal

para fazer a lata.

Uma cerca de 2 m de altura corre paralela a um edificio alto, a uma
distancia de 1 m do edificio. Qual o comprimento da menor escada

que se apoie no chdo e na parede do prédio, por cima da cerca?

Um copo com formato cdnico ¢ feito de um pedago circular de
papel de raio R cortando fora um setor e juntando os lados CA

e CB. Encontre a capacidade médxima de tal copo.
A B

Um copo de papel em forma de cone € feito de maneira a con-
3 < .

ter 27 cm” de dgua. Ache a altura e o raio do copo que usa a

menor quantidade possivel de papel.

Um cone com altura £ estd inscrito em outro cone maior com
altura H, de forma que seu vértice esteja no centro da base do
cone maior. Mostre que o cone interno tem seu volume maximo
quando h = '7 H.

Um objeto de massa m € arrastado ao longo de um plano hori-
zontal por uma forga agindo ao longo de uma corda presa ao ob-
jeto. Se a corda fizer um 4ngulo 6 com o plano, entdo a
intensidade da forca serd

g

) . (L S
wsen 6 + cos 6

em que u ¢ uma constante chamada coeficiente de atrito. Para
que valor de 6 F' é menor?

Se um resistor de R ohms estiver ligado a uma pilha de E volts
com resisténcia interna de » ohms, entdo a poténcia (em watts)
no resistor externo é
2
_ER
N 2
(R+r)




e

€

S

)~

|

A

Se E e r forem fixados, mas R variar, qual é o valor minimo

da poténcia?

42. Para um peixe nadando a uma velocidade v em relacdo a agua,

A - .1 . o 3 ~
a energia gasta por unidade de tempo € proporcional a v”. Acre-
dita-se que o0s peixes migratorios tentam minimizar a energia
{otal necessdria para nadar uma distancia fixa. Se o peixe estiver
nadando contra uma corrente i (4 < v), entao o tempo necessd-
rio para nadar a uma distancia L € L/(v — u) e a energia total B
requerida para nadar a distancia é dada por
3 L
E() =av» ——
VU

onde a é uma constante de proporcionalidade.
(a) Determine o valor de v que minimiza E.
(b) Esboce o gréfico de E.
Observagdo: Esse resultado foi verificado experimentalmente;
peixes migratérios nadam contra a corrente a uma velocidade

50% maior que a velocidade da corrente.

43. Em uma colmeia, cada alvéolo é um prisma hexagonai regular,

aberto em uma extremidade com um angulo triédrico na outra
extremidade. Acredita-se que as abelhas formam esses alvéolos
de modo a minimizar a drea da superficie para um dado volume,
usando assim uma quantidade minima de cera na construc¢do. O
exame desses alvéolos mostrou que a medida do dngulo do dpice
0 ¢ surpreendentemente consistente. Baseado na geometria do

alvéolo, pode ser mostrado que a drea da superficie S é dada por
S = 6sh = %.vzcotg 0+ (3.3'2\/5/2) cossec 0

onde s, o comprimento dos lados do hexdgono, e h, a altura,

sao constantes.

(a) Calcule dS/do.

(b) Que Angulo as abelhas deveriam preferir?

(¢) Determine a drea da superficie minima do alvéolo (em ter-
mos de s e h).

Observagdo: Medidas reais do dngulo 0 em colmeias foram fei-

tas, e as medidas desses Angulos raramente diferem do valor cal-

culado em mais que 2°.

angulo

parte de trds triédrico 0

do alvéolo

parte da frente
do alvéolo

44, Um bote deixa uma doca as 2 horas da tarde e viaja na diregéo

sul a uma velocidade de 20 km/h. Outro bote estd indo para a di-

reciio leste a 15 km/h e atinge a mesma doca as 3 horas da tarde.

A

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
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Em que momento os dois botes estavam mais préximos um
do outro?

Resolva o problema no Exemplo 4 se o rio tiver 5 km de largura
e o ponto B estiver somente a 5 km de A rio abaixo.

Uma mulher em um ponto A na praia de um lago circular com
raio de 3 km quer chegar no ponto C diametralmente oposto a
A do outro lado do lago no menor tempo possivel. Ela pode
andar a uma taxa de 6 km/h e remar um bote a 3 km/h. Como
deve proceder?

Uma refinaria de petréleo esté localizada na margem norte de um
rio reto que tem 2 km de largura. Um oleoduto deve ser cons-
truido da refinaria até um tanque de armazenamento localizado
na margem sul do rio, 6 km a leste da refinaria. O custo de cons-
trugo do oleoduto é $ 400 000/km sobre a terra, até um ponto P
na margem norte e $ 800 000/km sob o rio até o tanque. Onde

P deveria estar localizado para minimizar o custo do oleoduto?

Suponha que a refinaria do Exercicio 47 esteja localizada 1 km
ao norte do rio. Onde P deveria estar situado?

A iluminag@o de um objeto por uma fonte de luz é diretamente
proporcional a poténcia da fonte e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia da fonte. Se duas fontes de luz, uma trés
vezes mais forte que a outra, sao colocadas a 4 m de disténcia,
onde deve ser colocado o objeto sobre a reta entre as fontes de

forma a receber o minimo de iluminagdo?

Encontre uma equagao da reta que passa pelo ponto (3, 5) e que

delimita a menor area do primeiro quadrante.

Sejam «a e b nimeros positivos. Ache o comprimento do menor
segmento de reta que é cortado pelo primeiro quadrante e passa
pelo ponto (a, b).

Em quais pontos da curvay = 1 + 40x" — 3x"a reta tangente tem

a sua maior inclinagdo?

(a) Se C(x) for o custo para produzir x unidades de uma merca-
doria, entiio o custo médio por unidade é c(x) = C(x)/x. Mos-
tre que se o custo médio for minimo, entdo o custo marginal
¢ igual ao custo médio.

(b) Se C(x) = 16000 + 200x + 4x"*, em délares, encontre (i)
0 custo, o custo médio e o custo marginal no nivel de pro-
dugiio de 1 000 unidades; (ii) o nivel de produg¢do que mini-
mizard o custo médio; e (iii) o custo médio minimo.
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

7 6.

(a) Mostre que s¢ 0 lucro P(x) for méximo, entdo a receita mar-
d ¢

ginal ¢ igual ao custo marginal. 1
(b) Se C(x) = 16 000 + 500x — 1,6x" + 0,004x" for a fungdo

custo e p(x) =
nivel de produgéo que maximiza o lucro.

1 700 — 7x a fungdo demanda, encontre o

Um tme de beisebol joga em um estddio com capacidade para
55 000 espectadores. Com o prego dos ingressos a § 10, a fre-
quéncia média tem sido de 27 000. Quando os pregos dos in-
gressos abaixaram para $ 8, a frequéncia média aumentou para
33 000.

(a) Encontre a fun¢do demanda, supondo que ela seja linear.
(b) Qual deveria ser o preco dos ingressos para maximizar

areceita?

Durante os meses de verdo, Terry faz e vende colares na praia. No

verdo passado, ele vendeu os colares por $ 10 cada e suas vendas

eram em média de 20 por dia. Quando ele aumentou o prego $ 1,

descobriu que a média diminuiu em duas vendas por dia.

(a) Encontre a fung¢do de demanda, supondo que ela seja linear.

(b) Se o material de cada colar custa a Terry $ 6, qual deveria ser
o preco de venda para maximizar seu lucro?

Um fabricante tem vendido 1 000 aparelhos de televisdo por se-

mana, a $ 450 cada. Uma pesquisa de mercado indica que para

cada $ 10 de desconto oferecido ao comprador, o niimero de apa-

relhos vendidos aumenta 100 por semana.

(a) Encontre a func¢iio demanda.

(b) Que desconto a companhia deveria oferecer ao comprador
para maximizar sua receita?

(c) Se sua fun¢do custo semanal for C(x) = 68 000 + 150x,
como o fabricante deveria escolher o tamanho do desconto
para maximizar seu lucro?

O gerente de um complexo de apartamentos com 100 unidades
sabe, a partir da experiéncia, que todas as unidades estardo ocu-
padas se o aluguel for $ 800 por més. Uma pesquisa de mercado
sugere que, em média, uma unidade adicional permanecera vazia
para cada $ 10 de aumento no aluguel. Qual o aluguel que o ge-
rente deveria cobrar para maximizar a receita?

Mostre que, de todos os tridngulos isésceles com um dado peri-
metro, aquele que tem a maior drea é o equildtero.

A moldura para uma pipa é feita com seis pedagos de madeira.
Os quatro pedagos externos foram cortados com 0s compri-
mentos indicados na figura. Para maximizar a drea da pipa, de
que tamanho devem ser os pedagos diagonais?

Um ponto P precisa ser localizado em algum ponto sobre a reta

AD de forma que o comprimento total L de fios ligando P aos

62.

63

64.

pontos A, B e C seja minimizado (veja a figura). Expresse L
como uma fungdo de x = |AP| ¢ use os grificos de L e dL/dx

para estimar o valor minimo.

A -

O gréfico mostra o consumo de combustivel ¢ de um carro (me-
dido em litros/hora) como uma funcéo da velocidade v do carro.
Em velocidade muito baixa, o motor néo rende bem; assim, ini-
cialmente ¢ decresce & medida que a velocidade cresce. Mas em
alta velocidade o consumo cresce. Vocé pode ver que c(v) é mi-
nimizado para esse carro quando v = 48 km/h. Porém, para a efi-
ciéncia do combustivel, o que deve ser minimizado ndo é o
consumo em litros/hora, mas, em vez disso, o consumo de com-
bustivel em litros por quildometros. Vamos chamar esse consumo
de G. Usando o grifico, estime a velocidade na qual G tem seu

valor minimo.
(.

0 40 80 v

Seja v, a velocidade da luz no ar e v, a velocidade da luz na
dgua. De acordo com o Principio de Fermat, um raio de luz via-
jard de um ponto A no ar para um ponto B na dgua por um ca-
minho ACB que minimiza o tempo gasto. Mostre que

send, v,

sen 02 v,

onde 0, (o angulo de incidéncia) e 0, (o dngulo de refragao)
sdo conforme mostrados. Essa equacdo é conhecida como a
Lei de Snell.

9,
B

Dois postes verticais PQ e ST sdio amarrados por uma corda PRS
que vai do topo do primeiro poste para um ponto R no chéo entre
0s postes e entdo até o topo do segundo poste, como na figura.
Mostre que o menor comprimento de tal corda ocorre quando
0, =6

1 2




L

65.

66

67.

68.

0 R 7

O canto superior direito de um pedaco de papel com 30 cm de
Jargura por 20 cm de comprimento é dobrado sobre o lado di-
reito, como na figura. Como vocé dobraria de forma a minimi-
zar o comprimento da dobra? Em outras palavras, como vocé

escolheria x para minimizar y?

Um cano de metal estd sendo carregado através de um corredor
com 3 m de largura. No fim do corredor hd uma curva em angulo
reto, passando-se para um corredor com 2 m de largura. Qual é
o comprimento do cano mais longo que pode ser carregado ho-

rizontalmente em torno do canto?

fe— DO —>

i

Um observador permanece em um ponto P, distante uma unidade
de uma pista. Dois corredores iniciam no ponto S da figura e cor-
rem ao longo da pista. Um corredor corre trés vezes mais rapido
que o outro. Encontre o valor méximo do angulo 0 de visido do

observador entre os corredores. [Sugestdo: Maximize (g 0.]

P

S

Uma calha deve ser construida com uma folha de metal de lar-
gura 30 cm dobrando-se para cima 1/3 da folha de cada lado,
fazendo um angulo @ com a horizontal. Como deve ser esco-
lhido 6 de forma que a capacidade de carregar a dgua da calha

seja maxima?

69.

70.

7

72.
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0 / '\\ 0

[<— 10 ¢m —<— 10 cm 10 cm —

Como deve ser escolhido o ponto P sobre o segmento AB de
forma a maximizar o angulo 0?
B )

A 5

Uma pintura em uma galeria de arte tem altura / e estd pen-
durada de forma que o lado de baixo estd a uma distancia d
acima do olho de um observador (como na figura). A que distan-
cia da parede deve ficar o observador para obter a melhor visio?
(Em outras palavras, onde deve ficar o observador de forma a
maximizar o dngulo ¢ subentendido em seu olho pela pintura?)

h

,‘Z }d

Encontre a drea médxima do retdngulo que pode ser circunscrito
em torno de um dado retdngulo com comprimento L e largura W.
[Sugestdo: Expresse a drea como fungdo de um angulo 6.

O sistema vascular sanguineo consiste em vasos sanguineos (ar-
térias, arterfolas, capilares e veias) que transportam o sangue do
coragdo para os 6rgios e de volta para o coragdo. Esse sistema
deve trabalhar de forma a minimizar a energia despendida pelo
coragdo no bombeamento do sangue. Em particular, essa ener-
gia € reduzida quando a resisténcia do sangue diminui. Uma das
Leis de Poiseuille dd a resisténcia R do sangue como

L
R=C7

onde L € o comprimento do vaso sanguineo; r, o raio; ¢ C é uma
constante positiva determinada pela viscosidade do sangue.
(Poiseuille estabeleceu experimentalmente essa lei, mas ela tam-
bém segue da Equagdo 8.4.2.) A figura mostra o vaso sanguineo
principal com raio r, ramificando a um dngulo 6 em um vaso
menor com raio r,.

. g ™
ramificacdo _
vascular o

s
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73.

(a) Use a Lei de Poiseuille para mostrar que a resisténcia total do
a) Us

sangue ao longo do caminho ABC é
a — bceotg 0 b cossec O
(—

T

T r,

R=C
onde a ¢ b sio as distincias mostradas na figura.
(b) Demonstre que essa resisténcia ¢ minimizada quando
4
1'2
cos = 1
7
1
(c) Encontre o angulo étimo de ramificagdo (com precisio de
um grau) quando o raio do vaso sanguineo menor ¢ 2/3 do

raio do vaso maior.

Os ornitologistas determinaram que algumas espécies de passaros
tendem a evitar voos sobre largas extensdes de dgua durante o
dia. Acredita-se que é necessdria mais energia para voar sobre a
dgua que sobre a terra, pois o ar em geral sobe sobre a terra e desce
sobre a dgua durante o dia. Um pdssaro com essas tendéncias é
solto de uma ilha que estd 5 km do ponto mais proximo B sobre
uma praia reta, voa para um ponto C na praia e entdo voa ao longo
da praia para a drea D, seu ninho. Suponha que o pdssaro instin-
tivamente escolha um caminho que vai minimizar seu gasto de
energia. Os pontos B e D distam 13 km um do outro.

(a) Em geral, € necessdrio 1,4 vez mais energia para voar sobre
a dgua que sobre a terra. Para que ponto C o pdssaro deve
voar a fim de minimizar a energia total despendida ao retor-
nar para seu ninho?

(b) Sejam W e L a energia (em joules) por quilometro voado
sobre a dgua e sobre a terra, respectivamente. Qual o signi-
ficado em termos do voo do pdssaro de grandes valores da
razdo W/L? O que significaria um valor pequeno? Determine
arazdo W/L correspondente ao minimo dispéndio de energia.

(c) Qual deveria ser o valor de W/L a fim de que o pdssaro
voasse diretamente para seu ninho D? Qual deveria ser o
valor de W/L para o pdssaro voar para B e entdo seguir ao
longo da praia para D?

(d) Se os ornitologistas observarem que péssaros de uma certa
espécie atingem a praia em um ponto a 4 km de B, quantas
vezes mais energia serd despendida pelo pdssaro para voar

sobre a dgua que sobre a terra?

A FORMA DE UMA LATA

()
74. ) Duas fontes de luz de igual poténcia estao colocadas 10 m uma

/

da outra. Um objeto deve ser colocado em um ponto P sobre
uma reta € paralela a reta que une as fontes de luz a uma dis-
tincia d metros dela (veja a figura). Queremos localizar P em €
de forma que a intensidade de iluminag@o seja minimizada. Pre-
cisamos usar o fato de que a intensidade de iluminagio para uma
unica fonte é diretamente proporcional a poténcia da fonte e in-
versamente proporcional ao quadrado da distancia da fonte.

(a) Encontre uma expressdo para a intensidade /(x) em um
ponto P.

(b) Se d = 5 m, use os gréficos de I(x) e I'(x) para mostrar que
a intensidade é minimizada quando x = 5 m, isto ¢, quando
P estd no ponto médio de €.

(¢) Se d = 10 m mostre que a intensidade (talvez surpreenden-
temente) ndo ¢ minimizada no ponto médio.

(d) Em algum ponto entre d = 5 m e d = 10 m existe um valor
de d no qual o ponto de ilumina¢gdo minima muda abrupta-
mente. Estime esse valor de d por métodos graficos. Encon-
tre entdo o valor exato de d.

4 4
| x | !
d
| 10 m J
=

Neste projeto examinaremos a forma mais econdmica para uma lata. Primeiro interpre-

tamos i$s0 como se o volume V de uma lata cilindrica fosse dado e precisdssemos achar

a altura h e 0 raio r que minimizasse o custo do metal para fazer a lata (veja a figura). Se
desprezarmos qualquer perda de metal no processo de manufatura, entio o problema
seria minimizar a drea da superficie do cilindro. Resolvendo esse problema no Exemplo
2 da Seglo 4.7, descobrimos que & = 2r, isto é, a altura deve ser igual ao didmetro.
Porém, se vocé olhar seu armario ou um supermercado com uma régua, descobrird que
a altura é geralmente maior que o didimetro, e a razdo h/r varia de 2 até cerca 3,8. Vamos
ver se podemos explicar esse fendmeno.
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VERIFICAGAO DE CONCEITOS

Explique a diferenga entre um maximo absoluto e um
méximo local. Ilustre com um esbogo.

(a) O que diz o Teorema do Valor Extremo?

(c) Como vocé pode usar a Regra de L'Hospital se tiver
uma diferenca f (x) — g(x) onde f (x) — e g(x) — ©
quando x — a?

2, ~ iAo .
. . voc sar a Regra de [Hospital se tiver
(b) Explique o funcionamento do Método do Interva- (dyComeo R ¢ .pode. 14 :(\.) & ) N P
uma poténcia [f (x)]"" onde f (x) — 0 e g(x) — 0
lo Fechado.
quando x — a?
3. (a) Enuncie o Teorema de Fermat. R )
e 8. Se vocé pode usar uma calculadora grafica ou computa-
(b) Defina um ndmero critico de f. . 3 4
dor, para que precisa do cdlculo para fazer o grifico
4, (a) Enuncie o Teorema de Rolle. da fungéo?
(b) Enuncie o Teorema do Valor Médio e dé uma inter- ) o .
5 5 9. (a) Dada uma aproximag@o inicial x, para uma raiz da
pretagao geometrica. - . ¥
equacdo f(x) = 0, explique geometricamente, com um
5. (a) Enuncie o Teste Crescente/Decrescente. diagrama, como a segunda aproximagdo x, no método
(b) O que significa dizer que f'é concava para cima em [? de Newton ¢ obtida.
(c) Enuncie o Teste da Concavidade. (b) Escreva uma expressdo para x, em termos de x,, f (x,)
(d) O que sio pontos de inflexdo? Como sdo encontrados? ef'(x).
6. (a) Enuncie o Teste da Primeira Derivada. (c) Escreva uma expressdo para x,,, em termos de x,,
!
(b) Enuncie o Teste da Segunda Derivada. Jex) ef' (x.”). .
(c) Quais as vantagens e desvantagens relativas desses (d) Sob quais cn‘cunstgncms o método de Newton provavel-
testes? mente falhard ou funcionard muito vagarosamente?
7. (a) O que nos diz a Regra de L’Hospital? 10. (a) O que é uma primitiva de uma fungio f?
(b) Como vocé pode usar a Regra de L’Hospital se tiver (b) Suponha que F\e F, sejam ambas primitivas de f em
um produto f(x)g(x) onde f(x) — 0 e g(x) — e quando um intervalo /. Como estio relacionadas F, e F,?
x—a?
TESTES VERDADEIRO-FALSO
Determine se a afirmacdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex- 8. Existe uma fungdo f tal que f (1) = —=2,f(3) =0e
plique por qué; caso contrdrio, explique por que ou d& um exemplo £'(x) > 1 para todo x
que mostre que € falsa.
) ) o ) 9. Existe uma funcéo f tal que f(x) > 0,f'(x) >0e
1. Sef'(c) = 0,entdo f tem um maximo ou um minimo i g0, Jtal U 7 (%) 7@
J"(x) > 0 para todo x.
local em c.
. . B 10. Existe uma funcéo ftal que f(x) < 0,f'(x) <0e
2. Se ftiver um valor minimo absoluto em ¢, entdo f'(¢) = 0. " ¢do ftal que f (x) F'®
J"(x) <0 para todo x.
3. Se f for continua em (a, b), entdo f atinge um valor ma- . . 5
. / . e, ?) . f £ : 11. Se fe g forem crescentes em um intervalo /, entéo f + g é
ximo absoluto f'(¢) e um valor minimo absoluto f(d) em ’
. crescente em /.
algum ndmero c e d em (a, b).
X L ) i o 3 12. Se fe g forem crescentes em um intervalo /, entdo f — g é
4. Se fforderivavel e f(—1) = f(1), entdo hd um nimero ¢ feg Iy
., ’ crescente em /.
tal que [c] < lef'(c) = 0.
. 13. Se fe g forem crescentes em um intervalo /, entdo fg é
5. Sef'(x) <0 paral < x < 6,entdo f é decrescente em feg f
crescente em /.
(1,06).
; 14. Se fe g forem fungdes crescentes positivas em um inter-
6. Sef"(2) =0, entdo (2,/(2)) ¢ um ponto de inflexdo da /ey 5 5 - P ;
: i valo /, entdo fg é crescente em /.
curvay = f(x). ’
15. Se ffor crescente e f(x) > 0 em /, entdo g(x) = 1/f (x) é
7. Sef'(x) = g'(x) para 0 < x < 1, entdo f (x) = g(x) para / F e 29 ghd 7o

0<x<1.

decrescente em /.
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6. Se ffor par, entilo [ serd par.
17. Se [ for periddica, entdo " serd periddica.
8. A primitiva mais geral de f'(x) = 2
F(x) = — L +C
¥
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19. Sef'(x) existe e ndo € nula para nenhum x, entéo f (1) #

1(0).
X

20. lim — =1
x>0 N

e

EXERCICIOS

|-6 Encontre 08 valores extremos absolutos e locais da fungéo no in-
tervalo dado.

Lo f@=x—6"+u+ 1 [2,4]

2. .f'(x):,m/rii, [—1,1]

3x — 4

3. fW="7711722

4. fO=0"+20", [-2,1]
5. f(x) =x+ sen2x, [0, 77]

6. f()=@nxh’, [1,3]

7-14 Calcule o limite.
tg mx | —cosx

7o+ Bl s
A R e = -

9. lim [ S 10, lii ———%———
x—0 ¥ x—®0 %

X

. e . 2
1. limxe 12, lim x"Inx
% a—0

€Os X

) X 1 .
13. ‘l“lil}’llr#(x o == n ,\') 14. ,\L%Ez,- (tg x)

15-17 Esboce o gréifico de uma fung¢io que satisfaca as condi-
¢coes dadas.

I5. f(0)=0, '@ =f"(1)=/f"9 =0,
lim_ f) =0, lim_ f(x)=—%*,
f'(0) <0em (=, =2),(1,6),e (9,%),
f'(x)y>0em(2,1)e (6,9),

f'(x) > 0em (=»,0) e (12, ),
f"(x) <0em (0,6)e (6, 12)

16. f(0) =0, fécontinuae par,
) =2xse0<x<1,/'(x) = —1sel <x<3,
f'x)=1sex>3

17. féimpar, f'(x) =0para0 <x <2,
f'(x)>0parax>2, f"(x)>0para0 <x<3,
Sy <O0parax>3,lim__ f(x)= —2

18. A figura mostra o grifico da derivada ' de uma fungéo f.
(a) Em quais intervalos f é crescente ou decrescente?
(b) Para que valores de x a fun¢dio [ tem um mdximo ou mini-
mo local?

(c) Esboce o grifico de f".

(d) Esboce um possivel grafico de f.

y

y=/"(x)

19-34 Use o roteiro da Secéo 4.5 para esbogar a curva.

9. y=2—-2x—x 20. y=x'— 6x — 15x + 4
4 3 2 1
2l y=x —3x +3x —x 22'y:1~v2
I | 1
23, y=—— 24 y— L - :
xx = 3) F w2
25. y = ,\’2/(,\’ 2 8) 26. y= Jiwj;+ \/V] + x

27. y=xV2 +x 28. y=Va* + 1

2
sen"x — 2 cos x

29. y=
30. y=4x —tgux, —m2 <x</2
31. y=sen '(1/x) 32, y = D i

3. y=xe " 34 y=x+In(x+ 1)

{1 35-38 Faca os grificos de f que revelem todos os aspectos da curva.

Use os grdficos de f' e f" para estimar os intervalos de crescimento
e de decrescimento, valores extremos, intervalos de concavidade e
pontos de inflexdao. No Exercicio 35, use o cdlculo para achar exata-
mente essas quantidades.

e 6. f = -
A P+ x+3

35, f(x) =

3
.
37. fFO =3 -5 +x" =57 -2 +2

38.f(x) = X"+ 6,5sen x, —5<xy<5

[A939. Faca o grifico de f (x) = ¢ " em uma janela retangular que

mostre todos os principais aspectos dessa fungio. Estime 0s pon-
tos de inflexo. A seguir, use o cdlculo para achd-los exatamente.

[} 40. (a) Faga o grafico da fungdo f (x) = 1/(1 + e™).

(b) Explique a forma do grifico calculando os limites de f (x)

e
quando x tende a @, —»,0 ¢ 0 .
(¢) Use o grifico de f para estimar as coordenadas dos pontos

de inflexdo.
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(d) Use seu SCA para calcular e fazer o grifico de /.
(e) Use o grifico da parte (d) para estimar mais precisamente o

ponto de inflexdo.

i1 41-42 Use os grificos de f,f " e f" para estimar a coordenada x dos

pontos de maximo, de minimo e de inflexdo de f.
;

o ___iﬁs:f —F ST
41. f(x) = o e
a2. f()=¢ " In@ — 1)

I 43. Investigue a familia de fungoes f (x) = In(sen x + C). Que as-
pectos os membros dessa familia (€m em comum? Como eles
diferem? Para quais valores de C a funcdo f é continua em
(=90, %)? Para quais valores de C a func¢io f nio tem grifico?

O que acontece quando C — c0?

/1 44. Investigue a familia de fungdes f(x) = cxe . O que acontece
com os pontos de mdximo e minimo e os pontos de inflexio
quando ¢ varia? llustre suas conclusdes fazendo o grifico de vi-
rios membros da familia.

45. Mostre que a equagio 3x + 2 cos x -+ 5 = 0 tem exatamente
uma raiz real.

46. Suponha que [ seja continua em [0,4],/(0) = le2<['(x) <5
para todo x em (0, 4). Mostre que 9 < f(4) < 21.

47.) Aplicando o Teorema do Valor Médio para a fungio f (x) = x'”
no intervalo [32, 33], mostre que

2 < /33 <20125

48. Para que valores das constantes ¢ e b, (1, 6) é um ponto de
inflexdo da curva y = x* + ax’ + bx + 19

49. Seja g(x) = f(x"), onde J € duas vezes derivdvel para todo x,
JS'(¥) > 0 para todo x # 0 e f'é concava para baixo em (—c, 0)
e concava para cima em (0, ).

(a) Em que niimeros g tem um valor extremo?
(b) Discuta a concavidade de g.

50. Encontre dois inteiros positivos tal que a soma do primeiro nd-
mero com quatro vezes o segundo niimero € 1 000, e o produto
dos nimeros é o maior possivel.

51. Mostre que a menor distincia do ponto (x,, y,) a uma reta
Ax+By+C=0¢

|[Ax, + By, + C|
VA + B

52. Encontre o ponto sobre a hipérbole xy = 8 que estd mais pré-
Ximo ao ponto (3, 0).

53. Encontre a menor drea possivel de um tridingulo isésceles que
estd circunscrito em um circulo de raio r.

54. Encontre o volume do maior cone circular que pode ser inscrito
em uma esfera de raio r.

55. No AABC, D estd em AB, CD L AB, |AD| = |BD| = 4 cm e

[CD] = 5 em. Onde estaria o ponto P escolhido em CD para a
soma |PA| + [PB| + |PC| ser minima?

5

56.

57.

58.

59.

60.

6l.

62.

63.

64.

Faca o Exercicio 55 quando |CD| = 2 cm.

A velocidade de uma onda de comprimento £, em dgua profunda ¢
L €
— + —_—

v=K
C L

onde K e C sdo constantes positivas conhecidas. Qual é o com-

primento da onda que dd a velocidade minima?

Um tanque de armazenamento de metal com volume V deve ser
construido com a forma de um cilindro circular reto com um he-
misfério em cima. Quais as dimensoes que viio exigir a menor

quantidade de metal?

Uma arena de esportes tem capacidade para 15 mil espectado-
res sentados. Com o preco do bilhete a $ 12, a frequéncia
média em um jogo ¢ de 11 mil espectadores. Uma pesquisa de
mercado indica que, para cada délar de redugdio no preco do bi-
lhete, a média da frequéncia aumenta em 1 000. Como deve
ser estabelecido o pre¢o do bilhete para maximizar o rendi-

mento da venda de entradas?

Um fabricante determinou que o custo de fazer x unidades de

uma mercadoria ¢ C(x) = 1800 + 25x — 024" + 00011 a

fungio demanda € p(x) = 48,2 — 0,03x.

(a) Faca o grifico das fungdes custo ¢ receita e use os grificos
para estimar o nivel de produgéo para o lucro méaximo.

(b) Use o cdlculo para achar o nivel de producio para o lu-
cro maximo.

(c) Estime o nivel de producio que minimize o custo médio.

Use 0 método de Newton para achar a raiz da equagiio
5 4 2 . o
X' = x4+ 3x" = 3x — 2 = 0nointervalo [ 1, 2] com precisio de
seis casas decimais.
Use o método de Newton para achar todas as raizes da equacio
2 s . . .
sen.x = x"— 3x + | com precisdo de seis casas decimais.
Use o método de Newton para achar o maximo absoluto da fun-
e 2 4. 7 . . .
¢80 f (1) = cos t +  — 1" com precisio de oito casas decimais.
Use o roteiro na Secio 4.5 para esbocar o grifico da curva
y =xsenx,0 = x = 27. Use o método de Newton quando

for necessario.

65-72 Encontre f.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

S'(x) =cosx — (1 —x) "
') =2¢" + secxtgx
Fle) =V +¥4

J'(x) = senh x + 2 cosh x, f(0)=2
J'(t) =2t— 3sent, J(0) =5

u+ \/u?
S = — Flly=3

Fx) =1 — 6x + 48%°, FO)=1, ['(0)=2
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ras] 76.

3 20 i
72. A/.”(‘\V) = X 7*|"?.\” ) 4,7\ 7\7 5:

3-74 Uma particula sc move conforme os seguintes dados. Encontre a
73-74

l\()hiqﬁ() da particula.
73. V() = 2t — /(1 H ), 5(0) = |

74, a(t) = sent + 3cost, s(0) = 0,v(0) = 2

175, (a) Sef () = 0.1¢" + sen x, —4 = x < 4, use um gréfico de f

para esbocar um gréfico da primitiva ' de f que satisfaca
J S

1(0) = 0.
(b) Encontre uma expressdo para F(x).
(c) Faga o gréfico de F usando a expressdo da parte (b). Compare

com seu esbogo da parte (a).
Investigue a familia de curvas dada por

f=x+x+ ox’
Em particular, vocé deve determinar o valor de transi¢do de ¢
no qual a quantidade de nimeros criticos varia e o valor de tran-
siciio no qual o nimero de pontos de inflexao varia. Iustre as vi-

rias possiveis formas com graficos.

77. Uma caixa é lancada de um helicoptero a 500 m acima do chio.
Seu paraquedas ndo abre, mas ela foi planejada para suportar
uma velocidade de impacto de 100 m/s. Ela suportard o impacto

ou nao?

78. Em uma corrida automobilistica ao longo de uma estrada reta, o
carro A passou o carro B duas vezes. Demonstre que em algum
instante durante a corrida suas aceleragdes eram iguais. Diga

quais as suas hipoteses.

79. Uma viga retangular serd cortada de uma tora de madeira com
raio de 30 cm.

(a) Mostre que a viga com drea da seclo transversal mdxima
é quadrada.

(b) Quatro pranchas retangulares serdo cortadas de cada uma das
quatro se¢des da tora que restardo apds o corte da viga qua-
drada. Determine as dimensoes das pranchas que terdo area
da secdo transversal mdxima.

(c) Suponha que a resisténcia de uma viga retangular seja propor-
cional ao produto de sua largura e o quadrado de sua profundi-
dade. Encontre as dimensoes da viga mais resistente que pode

ser cortada de uma tora cilindrica.
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30

Profundidade

e
j«——largura——|

80. Se um projétil for disparado com uma velocidade inicial v em
um angulo de inclinagéo 6 a partir da horizontal, entdo sua tra-
jetoria, desprezando a resisténcia do ar, ¢ uma pardbola

2 T

y=(tg0)x——2‘vgfmx 0$0S7
(a) Suponha que o projétil seja disparado da base de um plano
que estd inclinado de um angulo «, @ > 0, a partir da hori-
zontal, como mostrado na figura. Mostre que o alcance do
projétil, medido no plano inclinado, é dado por
20” cos’0 sen(d — )

R(0) = geos’a

(b) Determine 6 tal que R seja maximo.

(¢) Suponha que o plano esteja em um dngulo « abaixo da hori-
zontal. Determine o alcance R e o angulo segundo o qual o
projétil deve ser disparado para maximizar R.

y

81. Mostre que parax > 0, temos
X
1+ X

< tgﬂ x<x

82. Esboce o grifico de uma fungio ftal que f'(x) < 0 para todo
X, f"(x) > 0 para |x| > 1,f"(x) <0 para x| < le
lim_ [f() +x]=0.

X




PROBLEMAS QUENTES

Relembre

O que vocé aprendeu da solugao

desse exemplo?

mPara resolver um problema envolvendo
diversas varidveis, pode ser (til resolver um
problema andlogo com somente
uma varidvel.

mQuando tentar demonstrar uma
desigualdade, pode ajudar pensd-la como
um problema de mdximo ou de minimo.

Um dos mais importantes principios de resolug@o de problemas é a analogia. Se vocé estd
tendo dificuldades em comegar a lidar com um problema, € algumas vezes ttil comegar re-
solvendo um similar, porém mais simples. O problema a seguir ilustra o principio. Cubra
completamente a solucdo e tente resolvé-lo primeiro, vocé mesmo.

EXEMPLO Se x, y e z forem ntiimeros positivos, demonstre que
@+ DO+ DE+ 1)
=38
Xyz

S0LUCR0 O comego deste problema pode ser dificil. (Muitos estudantes o atacaram efetuando
a multiplicagdo no numerador, mas isso somente cria uma confusfo.) Vamos tentar pen-
sar em um problema mais simples e parecido. Quando diversas varidveis estdo envolvidas,
é frequentemente ttil pensar em um problema andlogo com menos variaveis. No caso pre-
sente podemos reduzir o nimero de varidveis de trés para um e demonstrar a desigual-
dade andloga

(7]

De fato, se formos capazes de demonstrar (1), entdo segue a desigualdade desejada, pois

w+ny+n@+n_(f+1xf+le+l)
5] Z

A chave para demonstrar (1) estd em reconhecer que é uma versio disfarcada de um pro-
blema de minimo. Se fizermos

f@) =

X+ 1
=== parax >0

X

=2:2:2=8

Xyz y

2+ 1 1
——— x>0
X

entdo f'(x) = 1 — (1/x%), de modo que f'(x) = 0 quando x = 1. Também, /' (x) < 0 para O

<x<le f'(x) >0 parax > 1. Consequentemente, o valor minimo absoluto de f é f (1)

= 2. Isso significa que
X+l
—— e

=

2 para todos os valores de x

X

e, como anteriormente mencionado, a desigualdade dada segue pela multiplicagio.
A desigualdade em (1) pode também ser demonstrada sem cdlculo. De fato, se x > 0,
temos
X+ 1 5 5
— =2 @ x¥+l=2x & X¥—2x+1=0
b

S x—-1D'=0 0

Como a tltima desigualdade ¢ obviamente verdadeira, a primeira também o é.

- PROBLEMAS

1. Se um retangulo tiver sua base no eixo x e dois vértices sobre a curvay = ¢, mos-
tre que o retdngulo tem a maior drea possivel quando os dois vértices estiverem nos
pontos de inflexdo da curva.

Mostre que [sen x — cos x| < V2 para todo x.

3. ' Mostre que, para todos os valores positivos de x e y,
Xy

€

Xy

Bez
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PROBLEMAS QUENTES

e

e
y=mx+b

g P

FIGURA PARA O PROBLEMA 13

0 A(0)| B(0)

Q

FIGURA PARA O PROBLEMA 18

R

2 .2 2 2
Mostre que, x* y'(4 — x)(4 — y°) < 16 para todos os valores positivos de x ¢ y, tais
que x| =2e lyl = 2.
Se a, b, ¢, e d forem constantes tais que
ax® + sen bx + sen cx + sen dx

lim =8
0 38 + 5¢* + 75

encontre o valordasomaa + b + ¢ + d.

2 2 . :
Encontre o ponto sobre a pardbolay = 1 — x"no qual a reta tangente corta do primeiro
quadrante o tridngulo com a menor drea.

Encontre o ponto mais alto e o0 mais baixo sobre a curva X+xy+y =12
Esboce o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que |x + y| < e".

Se P(a, a’) for qualquer ponto na pardbolay = x’, exceto a origem, seja Q o ponto em
que a reta normal intercepta a pardbola novamente. Mostre que o segmento de reta PQ
tem o comprimento mais curto possivel quando a = V2.

. 3 ox . ~
Para quais valores de ¢ a curva y = cx” + €' tem pontos de inflexdo?

. Determine os valores do niimero a para os quais a fungdo f'ndo tem ponto critico:

f(x)=(a2+a—6)0082x+(a—2)x+cosl

. Esboce a regifio do plano que consiste em todos os pontos (x, y) tais que

y<lx—yl <x+y

. Aretay = mx + b intercepta a pardbola y = X’ nos pontos A ¢ B (veja a figura). En-

contre o ponto P sobre o0 arco AOB da pardbola que maximize a drea do tridngulo PAB.

. ABCD é um pedago de papel quadrado com lados de comprimento 1 m. Um quarto de

circulo € tragado de B a D com centro em A. O pedago de papel é dobrado ao longo
de EF, com E em AB e F em AD, de tal forma que A caia sobre o quarto de circulo.
Determine a drea maxima e a minima que o triangulo AEF pode ter.

. Para quais nlimeros positivos a a curva y = «' intercepta a reta y = x?

. Para que valores de a é verdade que

. X+ a \x
lim =e
N K=

. Sejaf(x) = a, senx + a,sen2x + - + a sen nx, onde a,,a,, ...,an sio nimeros reais

e n é um inteiro positivo. Se for dado que | f'(x)| = [sen x| para todo x, mostre que

Ia] +2a, + - + naul =1

. Um arco de circulo PQ subtende um angulo central & como na figura. Seja A(6) a

drea entre a corda PQ e o arco PQ. Seja B(0) a drea entre as retas tangentes PR, OR
¢ o arco. Encontre

A(0)

1m
=0+ B(e)

- As velocidades do som ¢, em uma camada superior ¢ ¢, em uma camada inferior de

rocha e a espessura 4 da camada superior podem ser determinadas pela exploragio sis-
mica se a velocidade do som na camada inferior for maior que a velocidade do som
na camada superior. Uma carga de dinamite é detonada em um ponto P ¢ os sinais
transmitidos sdo registrados em um ponto Q, o qual estd a uma disténcia D de P. O
primeiro sinal leva 7| segundos para chegar ao ponto Q pela superficie. O préximo
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20.

21.

22,

23.

sinal viaja do ponto £ ao ponto R, do ponto R para o ponto S na camada inferior e daf para
o ponto Q e leva 7, segundos para fazer este percurso todo. O terceiro sinal & refletido na
camada inferior no ponto médio de RS e leva T, segundos para chegar em Q.

(a) Escreva T T,e T, em termos de D, h, €16, 6 0,

(b) Mostre que 7, assume o seu valor minimo em sen 0 = €,/Cys

(c) Suponha que D = 1 km, T,=0.26s, T,=032s, T, = 034s. Ache ¢,,c,eh.

e D f

. Vélocidz;a-eﬁdg sbm = ¢

R 0 S

Velocidade do som = c,

Observagdo: os geofisicos usam essa técnica para estudar a estrutura da crosta terres-
tre, quando fazem prospecgio de petréleo ou examinam falhas na estrutura do terreno.

Para quais valores de ¢ existe uma reta que intercepta a curva

y=x'+cx’+ 124 — 5x+ 2em quatro pontos distintos?

Um dos problemas propostos pelo marqués de L’Hospital em seu livro Analyse des
Infiniment Petits diz respeito a uma polia que estd presa ao teto de um cémodo em um

" ponto C por uma corda de comprimento . Em outro ponto B do teto, a uma distincia

d de C (onde d > r), uma corda de comprimento € é amarrada e essa corda passa pela
polia em um ponto F e temos presa a ela um peso W. O peso € liberado e chega ao seu
ponto de equilibrio na posi¢éo D. L’Hospital argumentou que esse equilibrio ocorre
quando |ED| é maximizado. Mostre que quando o sistema alcanga o equilibrio, o valor
dexé

;’;(HW)

Observe que essa expressio independe de We €.

|

|
D

Dada a uma esfera de raio r, ache a altura da pirdimide de menor volume cuja base é
um quadrado e cujas base e faces triangulares sdo todas tangentes a esfera. E, se a
base da pirdmide fosse um poligono com n lados e angulos iguais? (Use o fato de que
o volume da pirdmide é %Ah, em que A € a drea da base.)

Suponha que uma bola de neve derrete de maneira que seu volume decresce a uma taxa
proporcional a drea de sua superficie. Se levar trés horas para a bola de neve derreter
para a metade de seu volume original, quanto demorar para a bola de neve derreter com-
pletamente?
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24. Uma bolha hemisférica € colocada sobre uma bolha esférica de raio 1. Uma bolha he-
misférica menor € entéio colocada sobre a primeira bolha. O processo continua até que
sejam formados n compartimentos, incluindo a esfera. (A figura mostra o caso para
n = 4.) Use a indugdo matemdtica para demonstrar que a altura maxima de qualquer
torre de bolhas com n compartimentos é dada pela expressio 1 + v/n.
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