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| 3.1 | EXERCICIOS -

1. (a) Como o niimero ¢ esta definido? /4 37-38 Encontre uma equagfo para a reta tangente i curva no Pontg

(b) Use uma calculadora para estimar os valores dos limites

.27 =1 . 28" —1
lim =—— e lim =2 —
b= h ]

dado. Ilustre com o gréfico da curva e da reta tangente na mesmg tela

. y=3"~2, 1,2) 38 y=x—Vx, (1,0)

e

corretos até a segunda casa decimal. O que vocé pode concluir
sobre o valor de e?

car por que sua resposta ¢ razodvel.

2. (a) Esboce, 2 méo, o grifico da fungdo f (x) = &', prestando par- 39. f(x) =& — 5x 40. f(x) = 3x° — 20%° +50y
ticular aten¢iio em como o grifico cruza o eixo y. Que fato Al Flny = S ERB a2, £ =+ _[.
lhe permite fazer isso? X

(b) Que tipos de fungdes sio f(x) = €'e g(x) = x“? Compare as
férmulas de derivagiio para fe g.

(¢) Qual das fungGes da parte (b) cresce mais rapidamente
quando x é muito grande?

# 43. (a) Usc uma calculadora gréfica ou computador para fazer o gr4.
fico da fungdo f(x) = x* — 3%’ — 6"+ 7x + 30 em uma ja-
nela retangular [—3, 5] por [—10, 50].

(b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar as inclinagges,
faga um esbogo, & mao, do gréfico de f'(veja o Exemplo |
da Sec¢io 2.8).

(c) Calcule f'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gr4-
fica, para fazer o grifico de f'. Compare com seu esbogo da
parte (b).

3-32 Derive a fung@o.

3. f(x)=1865 4, f(x)=+V30

5. f)=5x—1 6. F(x)=—4"

7. f)=x—4x+6 8. f() =2 -3+t
/- 44. (a) Use uma calculadora grifica ou computador para fazer o gri-

9. f(H=2("+8)
’ 4 fico da fungdo g(x) = ¢' — 3x” na janela retangular [—1, 4]

—2s

10. A(x) = (x — 2)(2x + 3)

I, y=x |2-y=581+3 por[—s,g].
13, V() =4 14. R(@t) =50 (b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar a inclinagfo, faga
? - N um esbogo, & mio, do grifico de g' (veja o Exemplo 1 da
IS5. Y(r) =6t 16. R(x) = —l-:;- Se¢do 2.8).
17. G(x) = vx — 2¢" 18. y =« (c) Calcule g'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
I fica, para fazer o grifico de g'. Compare com seu esbogo da
= (L) =41 - — :
19. F(x) = (3x) 20. f() =+t 7 ——
P, o e
2k, 3 =ur S bpte 2. y=Vr(x=1D 45-46 Encontre a primeira e a segunda derivadas da funcio.
2 2 p G
23 y—EFt4xt3 53 o BB .
I & : > 45. f(x)=x"—3x" + l6x 46.G(r) = Vr +Vr
5 5 5 1 47-48 Encontre a primeira e a segunda derivadas da fung@o. Verifi-
25. y =4m 20 4p() = N i que se suas respostas sdo razodveis comparando os gréficos de f,
27. Hx) = (x+x " 28. y=ac’+ 2 + flef".
voov
471, f(x) = 20— 5¢* 48. f(x) = — ¥
l 2
29. u =1+ 4/F 30. v =[Vx + W) 49. Aequagio de movimento de uma particula é s = £ — 3r,em que
’ 5 estd em metros e # em segundos. Encontre
A (a) a velocidade e a aceleragdo como funcdes de ¢,

3. 2= F+ Be' 2.y=¢""+1

33-34 Encontre uma equagiio para a reta tangente & curva no pon-
to dado.

33. y=¥x, (I,D) 4. y=x"+2¢—x, (1,2

35-36 Encontre equagdes para a reta tangente e para areta normal a
curva no ponto dado.

5%

35, y=x +2¢, (0,2) 36, y=(1+2v°, (1.9

(b) a aceleragao depois de 2 s e
(c) a aceleracfio quando a velocidade for 0.

50. A equagio de movimento de uma particula é s = 2 — 7¢ + 4¢
+ 1, em que s estd em metros e t em segundos.
(a) Encontre a velocidade e a aceleragéio como fungdes de ¢.
(b) Encontre a aceleragdo depois de 1 s.
(c) Trace o gréfico das fungdes posigio, velocidade e acelera-
¢do na mesma tela.
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6l.

62.

63,

64,

65.

66.

Ache os pontos sobre a curvay = 25+ 35— 12x + 1 onde a
tangente € horizontal.

Quais sio os valores de x para os quais o gréfico
f(x) =x + 3x" + x + 3 tem tangentes horizontais?

Mostre que a curvay = 6x° + 5x — 3 ndo tem reta tangente com
a inclinagdo 4.

Encontre uma equagio para a reta tangente a curva y = xvxque
seja paralela dretay = 1 + 3x.

Encontre equacdes para ambas as retas que so tangentes acurva
y = 1+ x’e que sdo paralelas areta 12x — y = L.

Em qual ponto sobre a curvay = 1 + 2¢' — 3x a reta tangente é
paralela & reta 3x — y = 57 Ilustre fazendo o grifico da curvae
de ambas as retas.

Encontre uma equagio para a reta normal a pardbola
y = x* — 5x + 4 que seja paralela d retax — 3y = 5.

Onde a reta normal a pardbolay = x — x*no ponto (1, 0) inter-
cepta a pardbola uma segunda vez? Ilustre com um esbogo.

Trace um diagrama para mostrar que hd duas retas tangentes a
pardbola y = x * que passam pelo ponto (0, —4). Encontre as
coordenadas dos pontos onde essas retas tangentes interceptam
a pardbola.

(a) Ache as equagbes de ambas as retas que passam pelo ponto
(2, —3) e que sdo tangentes a pardbola y = X+

(b) Mostre que nio existe nenhuma reta que passe pelo ponto
(2,7) e que seja tangente A pardbola. A seguir, desenhe um
diagrama para ver por qué.

Use a definicdo de derivada para mostrar que se f (x) = L/x,
entiio ' (x) = — 1/x’. (Isso demonstra a Regra da Poténcia para
ocasoonden = —1.)

Encontre a n-ésima derivada de cada fungdo calculando algumas
das primeiras derivadas e observando o padrao que ocorre.
(@) f(x) =" b) f(x) = Ux

Encontre um polindmio de segundo grau P tal que P(2) = 5
P'2)=3eP"(2) = 2.

Aequagio y' +y' — 2y = x* é chamada equagio diferencial,
pois envolve uma func¢do desconhecida y e suas derivadas y' e
y". Encontre constantes A, B e C tais que a fungdo y = Ax* + Bx
+ C satisfaca a equagiio. (As equagdes diferenciais seriio estu-
dadas no Capitulo 9, no Volume IL.)

Encontre uma fungio ciibica y = ax’ + by’ +.cx + d cujo gra-
fico tenha tangentes horizontais nos pontos (—2,6)e(2,0).

Encontre uma pardbola com a equagio y = ax’ + by + ¢ que
tenha inclinagdo 4 em x = 1, inclinagiio —8 emx = —1 e passe
pelo ponto (2, 15).
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Seja
=X
=197,
f {x‘—2x+2

fé derivivel em 1? Esboce os grificos de f e f'.

sex =1
sex> 1

Em quais niimeros a seguinte funcdo g € derivivel?

-1 —2x sex < —1
glx) = 7 se—lsx=|
X sex > |

Dé uma férmula para g’ e esboce os grificos de ge g’

(a) Para quais valores de x a fungio f (x) = |x*— 9| é derivdvel
Ache uma férmula para f'.

(b) Esboce os gréficos de fe f'.

Onde a fungiio A(x) = |x — 1] + |x + 2| é derivivel? D& uma f6r
mula para i’ e esboce os grificos de he h'.

Encontre a pardbola com equagao y = ax® + bx cuja reta tan
gente em (1, 1) tem equagdo y = 3x — 2.

Suponha que acurvay = ¥+ ax’ + bx’+ cx + d tenha uma ret
tangente com equagdo y = 2x + 1 quando x = 0 e uma reta tar
gente com equagdo y = 2 — 3x quando x = 1. Encontre 0s v
lores de a, b, ced.

Para quais valores de a e b areta 2x + y = b € tangente i pari
bola y = ax’ quando x = 2?

Encontre o valor de ¢ tal que areta y = %x + 6 seja tangente
curvay = evx .
Seja
2
x sex <12
f)=

mx+ b sex 2
Encontre os valores de m e b que tornem f derivdvel em to
a parte.

Uma reta tangente 2 hipérbole xy = ¢ € tragada em um ponto

(2) Mostre que o ponto médio do segmento de reta cortado des
reta tangente pelos eixos coordenados € P.

(b) Mostre que o tridngulo formado pela reta tangente e pel
eixos coordenados sempre tém a mesma drea, ndo impor

onde P esteja localizado sobre a hipérbole.
X'
Calcule lim
a1 x - l
Trace um diagrama ilustrando duas retas perpendiculares que
interceptam sobre o eixo y, ambas tangentes & pardbola y =

Onde essas retas se interceptam?

Sec> ;'!— quantas retas pelo ponto (0, ¢) sfo normais & pardbe
2 ]
= ™7 il
y=x7Esec =<7

Esboce as pardbolas y = xXey=x— 2x + 2. Vocé acha c
existe uma reta que seja tangente a ambas as curvas? Em ¢
afirmativo, encontre sua equacio. Em caso negativo, explic
por que ndo.
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| PROJETO |

CONSTRUINDO UMA MONTANHA-RUSSA MELHOR

%APUCADOF

Suponha que lhe pegam para projetar a primeira subida e descida de uma montanha-russa. Estu-
dando fotografias de suas montanhas-russas favoritas, vocé decide fazer a subida com inclina¢io
0.8 e a descida com inclinagdo —1,6. Vocé decide ligar estes dois trechos retos y = L (x) e y =
L,(x) com parte de uma pardbola y = f(x) = ax® + bx + c,em que x e f (x) sio medidos em me-
tros. Para o percurso ser liso, ndo pode haver variagdes bruscas na diregio, de modo que vocé quer
que os segmentos L, e L, sejam tangentes & pai‘ébola nos pontos de intersec¢do P e Q. (Veja a fi-
gura.) Para simplificar as equagdes, vocé decide colocar a origem em P.

f
L_/I/,/ 1. (a) Suponha que a distdncia horizontal entre P e Q seja 30 m. Escreva equag@es para a, b e ¢
-/:/ que garantam que o percurso seja liso nos pontos de transigdo.
/ o (b) Resolva as equagdes da parte (a) para a, b e ¢ para encontrar uma férmula para f (x).
L, B  (c)Trace L, fe L, para verificar graficamente que as transigdes sdo lisas.
| 2
‘\\ (d) Encontre a diferenca de elevagio entre Pe Q.
2. Asolugio do Problema 1 pode parecer lisa, mas poderia ndio provocar a sensagdo de lisa, pois
a fungio definida por partes [que consiste de L, (x) para x < 0, f(x) para 0 = x < 30, ¢ L (x)
para x > 30] ndo tem uma segunda derivada continua. Assim, vocé decide melhorar seu pro-
jeto, usando uma fungio quadritica g(x) = ax’ + bx + c apenas no intervalo 3 < x <27 e
conectando-a as fungdes lineares por meio de duas fungdes cibicas:
gx) =k’ + I + mx +n 0=x<3
h(x) =px’ + g +rx +s 27<x=<30
(a) Escreva um sistema de equagdes em 11 incégnitas que garanta que as fungdes e suas pri-
meiras duas derivadas coincidam nos pontos de transigio.
(b) Resolva as equacdes da parte (a) com um sistema de computagdo algébrica para encontrar
formulas para g(x), g(x) e h(x).
(c) Trace L, g, q, h e L,, e compare com o gréfico do Problema 1(c).
3.2 AS REGRAS DO PRODUTO E DO QUOCIENTE
As férmulas desta se¢fio nos permitem derivar novas fungdes formadas a partir das anti-
gas fun¢des por multiplicag@o ou divisdo.
. A REGRA DO PRODUTO
Av ullv i Av
| @ por analogia com as Regras da Soma ¢ da Diferenca, alguém poderia tentar conjecturar,
como Leibniz o fez trés séculos atrds, que a derivada de um produto é o produto da deri-
Y “ vada. Contudo, podemos ver que esta conjectura estd errada examinando um exemplo par-
ticular. Seja f (x) = x e g(x) = x°. Entdo a Regra da Poténcia fornece f '(x) = 1 e
i g'(x) = 2x. Mas (fg)(x) = X, assim (fo)'(x) = 3x". Dessa forma, (fg)’ # f 'g". A férmula
FIGURA | correta foi descoberta por Leibniz (logo depois de tentar a férmula falsa) e é chamada

Geometria da Regra do Produto

Regra do Produto.

Antes de enunciar a Regra do Produto, vamos ver como poderiamos descobri-la. No
caso onde 1 = f(x) e v = g(x) s@o funcdes positivas, podemos interpretar o produto uv
como uma drea de um retdngulo (veja a Figura ). Se x variar uma quantidade Ax, temos
que as variacdes correspondentes em u e v sdo

Au=f(x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g(x)

|
i
[
|
|
|
|
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(1,5e).

FIGURA 4

s
dx

EXEMPLO 5 Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = ¢"(1 + x°) no ponto

50LCA0 Segundo a Regra do Quociente, temos

(1+ f)i(e-‘) — " iu + 1Y)
dx dx
(1 + x»*

_ (L +x)e = ') _ e (1 —x)’
(1+x% (1+

Logo, a inclinagdo da reta tangente em (1,~¢) é

Bl _q
dx |e=1

Isso significa que a reta tangente em (1 ,ize) ¢ horizontal, e sua equagio é y = ize. [Veja a
Figura 4. Observe que a fungdo estd crescendo e cruza sua reta tangente em (1,-e).]

[0BS] Nio use a Regra do Quociente foda vez que vocé vir um quociente. Algumas vezes
€ mais fécil reescrever um quociente primeiro, colocando-o em uma forma que seja mais
simples para derivar. Por exemplo, embora seja possivel derivar a funcdo

2
FOx) = 3+ 2vx

X

usando a Regra do Quociente, é muito mais fécil efetuar primeiro a divisdo e escrever a

fungéo como

antes de derivar.

F(x) = 3x + 2x'?

A seguir estd um resumo das regras de derivagdo que aprendemos até agora:

TABELA DAS REGRAS DE DERIVAGAO d
_ —(@)=0
dx
(cf) =¢f’
) =fg'+af

N xn —_ nxfkl i (ex) = e.\'
dx dx
f+9' =f'+g F-a'=f'-g¢
Ly _Y K
9 gz

EXERCICIOS

32
I.  Encontre a derivada de y = (x* + 1)(x* + 1) de duas maneiras:

usando a Regra do Produto e fazendo primeiro a multiplicagiio.
As respostas sdo iguais?

2. Encontre a derivada da fungio

Fx) = x=3wx

Vx

de duas maneiras: usando a Regra do Quociente e simplificando
antes. Mostre que suas respostas sdo equivalentes. Qual método
vocé prefere?

3-26 Derive.
3. f(x) =X 4.g(x) =Vxe'
e.t x
5: =— 6.y=
P ¥ ¥ I o




e ] 2t
= 8.f(=——
7. 0975 fO= 357
0 V()= (2 + 3)(x* — )
j0. Y = @+ a7’ — 20
1 3
1. Fo) = (—3— - —7)0’ +5y)
L ¥
12. R =t + )3 =)
k}
X x + 1
= 4.y = —
13. ¥ i @ ©+x—2
¥
2 ¥y
Ly = 16.y =
15 Y= o+ 1 f-2
17. y= 0" —2n¢ 18.y = l
Y ’ s+ ke’
3 — 2l
19. y= U_L‘/‘j 20.z = w(w + ce”)
v
2t t—Vt
21. 1) = 22. I) = —
f© = Gl 9(t) 2
A 1 —xe'
23. f(o) = 24, f(x) =
i FY / xte
25, f(x) = x 26. f(x) = et b
¢ cxt+d
x+ =
X
27-30 Encontre f'(x) e f"(x) .
27, f(x) =x'¢' 28.f(x) = "¢
x X
29. f(x) = —— 30. f(x) = ——
e 1+ 2 W= s g

31-32 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva dada no ponto
especificado.

2y X

3L y= gy Heledd)
h | ‘

., (Le

X

33-34 Encontre equagdes da reta tangente ¢ da reta normal & curva
dada no ponto especificado.

Vx
4.y = A
ol o

33. y = 2xe', (0,0) 4,04)

35. (a) Acurvay = /(1 + «%) é chamada bruxa de Maria Agnesi.
Encontre uma equacio da reta tangente para essa curva no
ponto (—1,3).

(b) lustre a parte (a) fazendo o gréfico da curva e da reta tan-
gente na mesma tela.

36. (a)Acurvay = x(1 + +°) é denominada serpentina. Encontre
uma equagiio da reta tangente a essa curva no ponto (3,0,3).
(b) Hustre a parte (a) fazendo o gréfico da curva e a reta tangente

na mesma tela.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.
46,

47.

48.
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(a) Se f(x) = ¢'/x*, encontre f ' (x).
(b) Verifique que sua resposta da parte (a) € razodvel compa-
rando os grificos de fef'.

(a) Se f(x) = x/(x* — 1), encontre f ' (x).

(b) Verifique que sua resposta da parte (a) € razodvel compa-
rando os graficos de fe f'.

(a) Se f(x) = (x — 1)e", encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas na parte (a) sdo razoaveis com-
parando os grificos de f,f " e f".

(a) Se f(x) = x/(x* + 1), encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas na parte (a) sio razodveis com-
parando os gréficos de f,f " e f".

Se f(x) = x*/(1 + x), encontre f"(1).
Se g(x) = x/e", encontre ¢ (x).

Suponha que f(5) = 1,f'(5) = 6,4(5) = —3eg'(5) = 2.En-
contre os valores de
(@) (fg)'(5)

(€} (glf'(5).

Suponha que f(2) = —3,9(2) = 4,f'(2)= —2eg’(2)="7.En-
contre h'(2).
(a) h(x) = 3f (x) — 4g(x) (b) h(x) = f(x)g(x)

f(x) 9(x)

(©) h(x)=%)— (d) hix) = L+ f()

Se f(x) = €'g(x), onde g(0)= 2 e ¢'(0) = 5, encontre f (0.

(b) (fig)'(5)

Se h(2) = 4 e h'(2) = —3, encontre

1

x=2
Se f e g forem fungdes cujos gréficos estdo ilustrados, seja
u(x) = f(x)g(x) e v(x) = f(x)/g(x).

(a) Encontre «'(1). (b) Encontre v'(5).

y

<

=1

—

0 ! X

Seja P(x) = F(x)G(x) e Q(x) = F (x)/G(x) onde F e G sio as fun-
¢bes cujos grificos estdo representados a seguir.
(a) Encontre P'(2). (b) Encontre Q'(7).

\ 1

Fl_ 1
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49.

50.

8

52.

53.

54.

» Uma revisdo das fungdes trigonométricas &
dada no Apéndice D.

Se g ¢ uma fungdo derivdvel, encontre uma expressio para a de-
rivada de cada uma das seguintes fungdes.

)y =—— @y= 22
g

(a) y = xg(x) P 5

Se f for uma fungdo derivdvel, encontre uma expressdo para a
derivada de cada uma das seguintes fungoes:

@y =50 )y =17

e W By = LA
)y @ (d)y s

Quantas retas tangentes a curvay = x/(x + 1) passam pelo ponto
(1,2)? Em quais pontos essas retas tangentes locam a curva?

Encontre as equacdes de retas tangentes i curva
= 1
Xl

y =
paralelas a reta x — 2y = 2.

Neste exercicio, estimaremos a taxa segundo a qual a renda pes-
soal total estd subindo na drea metropolitana da cidade de Rich-
mond-Petersburg, Virgiia. Em julho de 1999,a populagiio dessa
irea era de 961 400, e estava crescendo aproximadamente em
9200 pessoas por ano. O rendimento anual médio era de
$ 30 593 per capita, e essa média crescia em torno de $ 1400
por ano (bem acima da média nacional, de cerca de $ 1225
anuais). Use a Regra do Produto e os dados aqui fornecidos para
estimar a taxa segundo a qual a renda pessoal total estava cres-
cendo na cidade em julho de 1999. Explique o significado de
cada termo na Regra do Produto.

Um fabricante produz pegas de tecido com tamanho fixo. A
quantidade ¢ de cada pega de tecido (medida em metros) ven-

—1

55.

57

58.

DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

dida & uma fungio do prego p (em dolares por metro); logo, po-

demos escrever g = f( p). Entdo, a receita total conseguido com

o prego de venda p € R(p) = pf (p).

(a) O que significa dizer que f(20) = 10000 e f'(20) = —350?2

(b) Tomando os valores da parte (), encontre R'(20) e interprete
sua resposta.

(a) Use duas vezes a Regra do Produto para demonstrar que se i,
g e h forem diferencidveis, entdo ( fgh)' =f "gh+ fg'h + fah'.

(b) Fazendo f = g = h na parte (2), mostre que

L = 3FWEF@
dx

(c) Use a parte (b) para derivar y = e

. (a) Se F(x) = f(x)g(x), onde fe g t€m derivadas de todas as or-

dens, mostre que F" = f"g + 2f'g’ + fg".
(b) Encontre férmulas andlogas para F" ¢ F".
(c) Faga uma conjectura para uma férmula de F,

Encontre expressdes para as primeiras ¢inco derivadas de
f(x) =x’¢". Vocé percebe um padrdo nestas expressdes? Con-
jecture uma férmula para f ™(x) e demonstre-a usando indu-
¢do matemadtica.

(a) Se ¢ for derivdvel, a Regra do Reciproco afirma que
a1y 9@
dx [g(X)lﬁ g
Use a Regra do Quociente para demonstrar a Regra do Re-
ciproco.
(b) Use a Regra do Reciproco para derivar a fungéio do Exerci-
cio 18.
(¢) Use a Regra do Reciproco para verificar que a Regra da Po-
téncia é vilida para os inteiros negativos, isto €,

—n—1

d  -»
— ") = —nx
dx

para todo inteiro positivo n.

-t

Antes de comegar esta sego, talvez vocé precise revisar as funcdes trigonométricas. Em
particular, é importante lembrar-se de que quando falamos sobre a fungio f definida para
todo o niimero real x por

fx) =senx

deve ser entendido que sen x significa o seno do angulo cuja medida em radianos € x.
Uma convengdo andloga € verdadeira para as outras fungdes trigonométricas, cos, tg, COS-
sec, sec e colg. Lembre-se, da Se¢do 2.5, de que todas as fungdes trigonométricas sdo con-
tinuas em todo nimero em seus dominios.

Se esbocarmos o gréfico da fungdo f (x) = sen x € usarmos a interpretagdo de f'(x)
como a inclinagio da tangente a curva do seno a fim de esbocar o gréfico de f'(veja o Exer-
cicio 14 da Secdo 2.8), isso dard a impressao de que 0 gréfico de f "pode ser igual a curva
do cosseno (veja a Figura 1).
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cosx limcosx
— =0

= lim
*0 senx ., senx
lim
X0
X
|
cos 0 o ;
= (pela continuidade do cosseno ¢ pela Eguagio 2)
1
=1

33| EXERCICIOS
1-16 Derive. A (b) Tustre a parte (a) fazendo o grifico da curva e da reta tan-
i P
t C [ .
I. f(x)=x—3senx 2. f(x) =xsenx genlenaiheema kel
27. (a) Se f(x) = sec x —x, encontre f'(x).
= 3 . = -+
B JrSmetiy i ilags % y=2nessabat+3 coak s (b) Verifique que sua resposta para a parte (a) é razodvel fazendo
5. g() =t cost 6. g(f) =4dsect+tgt os grificos de fe f' para |x] < =2
7. h(6) = cossec § + ¢’ cotg @ 8. y = €'(cos u + cu) 28. (a) Sef(x) = " cos x, encontre f'(x) e f"(x).
9 y= X s 5 = 1 + sen x s (b) Verifique que sua resposta para a parte (a) € razodvel fazendo
2—tax x +cosx os graficos de f,f e f".
29. Se H(B) = 0 sen @, encontre H'(6) e H'(0) .
. f(0) = sec 6 12 _ I —secx
¥ 14 geed » tg x 30. Sef(x) = secx, encontre f"(7/4).
31. (a) Use a Regra do Quociente para derivar a fungio
13. y= serix 14. y = cossec 0 (8 + cotg 0) —
£ foy=EE—
15. f(x) = xe' cossec x 16. y = xX’senxtgx . seex
(b) Simplifique a expressdo para f (x), escrevendo-a em termos
17. Demonstre que i (cossec X) = —COSsec x cotg x. de sen x e cos x, e, entio, encontre f ' (x).
dx (c) Mostre que suas respostas para as partes (a) e (b) séo equi-
d valentes.
18. Demonstre que — (sec x) = secxtgx.
dx 32. Suponha que f(w/3) = 4,e f'(w/3) = —2,e faca
” g(x) = f(x) senx
19. Demonstre que — (cotg x) = —cossec’x.
dx e
B = SO8%
20. Demonstre, pela definigdo de derivada, que se f (x) = cos x, () )
entdo f'(x) = —sen x.
Fi) Encontre (a) g'(7/3) e (b) h'(7/3).
21-24 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva dada no pon- "
i sspcificado 33. Que valores de x fazem com que o gréfico de f(x) = x + 2sen ¥
’ tenha uma reta tangente horizontal?
21. y=secx, (7/3,2) 22. y=¢"cosx, (0,1
d ( | b 34. Encontre os pontos sobre a curvay = (cos x)/(2 + sen x) na qual
23.y = x +cosx, (0,1) 24 y=—— (0,1) a tangente € horizontal.
senx + cos x
35. Um corpo em uma mola vibra horizontalmente sobre uma su-

25. (a) Encontre uma equagdo da reta tangente a curva
y = 2x sen x no ponto (m/2, m).
(b) Iustre a parte (a) fazendo o grifico da curva e da reta tan-
gente na mesma tela, -
26. (a) Encontre uma equagdo da reta tangente a curva
y = sec x — 2 cos x no ponto (7/3, 1).

perficie lisa (veja a figura). Sua equagdo de movimento €

x(f) = 8 sen t, onde ¢ estd em segundos e x, em centimetros.

(a) Encontre a velocidade e aceleragdio no instante t.

(b) Encontre a posigdo, velocidade e aceleragiio do corpo no
instante t = 27/3. Em que sentido ele estd se movendo
nesse instante?




/7| 36.

37.

38.

39-

39.

41.

posicio de
equilibrio

|
MAIAT

0 X x

Uma faixa eldstica é pendurada em um gancho & um corpo estd

preso na extremidade inferior da faixa. Quando o corpo € pu-

xado para baixo e entdo solto, ele vibra verticalmente. A equa-

¢dio do movimento € s = 2cost+ 3sent,t=0,ondesé

medido em centimetros e ¢, em segundos. (Consideramos o sen-

tido positivo como para baixo.)

(a) Encontre a velocidade e a aceleragdo no instante f.

(b) Faga os gréficos das fungdes velocidade e acelerag@o.

(¢) Quando o corpo passa pela posi¢do de equilibrio pela pri-
meira vez?

(d) A que distincia da posigiio de equilibrio o corpo chega?

(e) Quando a velocidade ¢ maxima?

Uma escada com 6 m de comprimento estd apoiada em uma pa-
rede vertical. Seja 6 o dngulo entre o topo da escada e a parede,
e x a distincia da base da escada até a parede. Se a base da es-
cada escorregar para longe da parede, com que rapidez x variard
em relacio a @ quando 6 = /37

Um objeto de massa m ¢ arrastado a0 longo de um plano hori-
zontal por uma forga agindo ao longo de uma corda atada ao ob-
jeto. Se a corda faz um angulo 6 com o plano, entdo a
intensidade da forga ¢
7 = pmy
usen 8 + cos §

onde w é uma constante chamada coeficiente de atrito.

(a) Encontre a taxa de variagao de [ em relacdo a 6.

(b) Quando essa taxa de variagio éigual a 0?7

(c) Se m = 20 kg, t = 9,8m/s” e p = 0.6, faga o gréfico de F
como uma funcgdo de @ e use-o para localizar o valor de
para o qual dF/d6 = 0. Esse valor é consistente com a res-
posta dada na parte (b)?

1# Encontre o limite.

o sen 3x 40. lim sen 4x
=0y —0 gen 6x
Y B a2, lim <89~ 1
0 gen 2t =0 gen @
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2
A1, i TeCc08H) o, i 205
40 sec 9 1—0 I
a5, 1 222 26, Tjig L&)
80 6 e tg 9 =0 X
a1, lim — 8% 48. ljm SSn— 1)
=l gen X — COS X = Pt x—2

49. Derive cada identidade trigonométrica para obter uma nova
identidade (ou uma familiar).

X
cOs X
(b) sec x =
05 X
+
(c) sec x + cosx = 0 Sl
COSseC X

50. O semicirculo com didmetro PQ estd sobre um triAngulo isdsce-
les POR para formar uma regiao com um formato de sorvete,
conforme mostra a figura. Se A(9) for a 4rea do semicirculo e
B(0) a 4rea do triingulo, encontre

8—0+ B(G)

R

51. A figura mostra um arco de circulo com comprimento s € uma
corda com comprimento d, ambos subentendidos por um angulo
central 0. Encontre

. S
lim —
a—0+ d
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Quando Ax — 0, a Equagdio 8 mostra que Au — 0. Assim, &, — 0 e &, — 0 quando
Ax — 0. Portanto,

d)’ T Ay T -7 ’
po < Tredal - AL LR

dx
= f'(b)g'(a) =f"(g(a))g' (a)

Isso demonstra a Regra da Cadeia. 0

|34 exercicios

_ kigvy
1-6 Escreva a fungio composta na forma f(g(x)). [Identifique a fun- 38.y=¢"

37. y = cotg’ (sen 0)

¢o de dentro u = g(x) e a de fora y = f(u).] Entdo, encontre a deri-

39. f() = tg(e) + '

40. y = sen(sen(sen x))

vada dy/dx. s
41, f(O) = sen’(e™") 42,y =Vx + v + vx
1. y=sendx 2.y=v4+3x ; 7
- 43, g(x) = 2rad" + nY 4. y=2
3. y=({-x 4,y = tg(sen x
’ - ) P ) 45. y = cosvsen(tg mx) 46.y = [x + (x + sen’x)’]’
5. y=e" 6.y = sen(e")
47-50 Encontre a primeira e a segunda derivadas da funcdo.
7-46 Encontre a derivada da funcdo.
¢ 47, h(x) =vx + 1 48. y = xe"
7. F(x) = (¢ + 4x)’ B.FY) =(—x+1) .
49. y = ¢ sen Bx 50.y = ¢

9. F)=V1+2x+x

10.£(x) = (1 +x)"°

51-54 Encontre uma equagéo da reta tangente a curva no ponto dado.

1. g = ﬁ 12.f(n =V1 + gt 51, 5= 8 . (4,2)  52.y=senx+ cos 2y, (w6,1)
13. y= cos(a’ + 1) 4.y = a’ + cos’x o
5, y=rxe™ 6.y = 3 cot(nf) 53. y =sen(senx), (m,0) 54.y =xe™, (1, lle)
7. g = (1 + 493 + x — 2 55. (a) Encontre umFi .equagﬁo da reta tangente a curva
¥y =2/(1 + & “yno ponto (0, 1).
18. h(t) = (' — D¢ + 1) 79 (b) Ilustre a parte (a) fazendo o gréfico da curva e da tangente na
19. y=Qx— 5@ =57 20.y=0+ D¥E+2 FREiETA Bl
56. (a) Acurvay = lxl/v/2 — x*é chamada curva ponta de bala.
21, y= Vi +1V 22.y = ¢ “cos 3x Encontre uma equagio da reta tangente a essa curva no
| ponto (1, 1).
o e M (b) Iustre a parte (a) fazendo o grifico da curva e da tangente na
23. y=e 24.y =10 mesma tela.
T 1 26.G(y) = -1 57. (a) Sef.(x) = xv2 — x*, encontre f'(x). ‘
2+ 1 0,3 + 2y)5 7 (b) Verifique se sua resposta em (a) € razodvel comparando os
= gréficos de fe f'.
2u
27. y= ?J— 28.y = — e = 72 58. A fungdo f(x) = sen(x + sen 2x),0 = x = 77, aparece em apli-
g 8 T cacdes a sintese de modulacio de frequéncia (FM).
Y (a) Use uma calculadora grifica para esbogar um gréfico da fe
29. y = tg(cos x) 30.G(y) = (%) use esse grafico para dar um esbogo, mesmo que grosseiro,
32 do gréfico de .

3. y=2 32.y = tg'(30) (b) Calcule f'(x) e, utilizando uma calculadora gréfica, use a ex-
33 y=sec’x + g’ x 34.y = xsen 1 pressdo de f' para obter seu grifico. Compare com o obtido
& no item (a).

_ 1 gt _ 59. Encontre todos os pontos sobre o gréifico da fungdo
26 s (I + 1") 36 Flay= £+4 fx)=2senx + sen” x nos quais a reta tangente é horizontal.




60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Encontre as coordenadas x de todos os pontos sobre a curva
y = sen 2x — 2 sen x nos quais a reta tangente & horizontal.

Se F(x) = f (g(x)), onde f (—=2) = 8,f'(=2) = 4,f'(5) = 3,
g(5) = —2,e ¢'(5) = 6, encontre [(5).

Se h(x) = v4 + 3f(x),onde f(1) = Tef'(1) = 4, encontre h'(1).

[ dada uma tabela de valores paraf,g,f eg’.

X f{x) () £ g

| 3 2 4 6
2 | 8 3 )
3 7 2 7 9

(a) Se A(x) = f(g(x)), encontre h'(1).
(b) Se H(x) = g(f (x)), encontre H'(1).

Sejam fe g as fungdes do Exercicio 63.
(a) Se F(x) = f(f(x)), encontre F'(2).
(b) Se G(x) = g(g(x)), encontre G'(3).

Se fe g forem as fungdes cujos grificos estdo mostrados, seja
w(x) = F(g(x), v(x) = g(f (x)) e w(x) = g(g(x)). Encontre cada
derivada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@) u'(1) (b)v'(l) (©) w'(l)
ry T 1
|
AN
\ g
! :
AN
o :

Se f for a fungiio cujo grafico estd mostrado, seja h(x) = f(f (x)
eglx) =f (x"). Use o grifico de f para estimar o valor de cada
uma das derivadas.

(@ h'(2) (b) g'(2)
7 1L
\ y = f@)|/
‘/f‘-\ i 4I
F1—— *
| |
L9 1 A

Suponha que f seja derivdvel em R. Seja F(x) = f (e e
G(x) = ¢’ Encontre as expressdes para (a) F'(x) e (b) G'(x).

Suponha que f seja derivdvel em R e seja a um ndmero real.
Seja F(x) = f(x") e G(x) =[f (x)]". Encontre as expressdes para
(a) F'(x) e (b) G'(x).

Seja r(x) = f (g(h(x))) onde h(1) = 2,¢(2) = 3, k'(1) = 4,
g'(2) = 5ef'(3) = 6. Encontre r'(1).

Se g for uma fungdo duas vezes derivdvel e f (x) =xg(x"), en-
contre f” em termos de g, g" e g".

71.
72.
73.
74.

75.
76.

77.

78.

79.

80.
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Se F(x) = f(3f (4 £ (x))), onde f (0) = O e f'(0) = 2, encontre
F'(0).

Se F(x) = f(xf(xf(x)), onde f(1) =2,f(2) =3,f'(1) = 4,
f£'(2) =5ef'(3) = 6,encontre F'(1).

Mostre que a fungiio y = Ae” "+ Bxe " satisfaz a equagfo dife-
rencial y' + 2y' + y =0.

Para quais valores de r a fungido y = " satisfaz a equagfio
y'+ 5y —6y=0?

Encontre a 50* derivada de y = cos 2x.

X

Encontre a 1 000t derivada de f(x) = xe .

O deslocamento de uma particula em uma corda vibrante € dado
pela equagdo

5 (1) = 10 + sen (10mt)
onde s é medido em centimetros e t, em segundos. Encontre a
velocidade da particula apds t segundos.

Se a equagdo de movimento de uma particula for dada por
s = A cos(wt + 8), dizemos que a particula estd em movimento
harménico simples.

(a) Encontre a velocidade da particula no instante ¢.

(b) Quando a velocidade é zero?

A Cefeu é uma constelagio cujo brilho ¢ varidvel. A estrela mais
visivel dessa constelagio ¢ a Delta Cefeu, para a qual o inter-
valo de tempo entre os brilhos méximos € de 5,4 dias. O brilho
médio dessa estrela é de 4,0, com uma variagdo de =0,35. Em
vista desses dados, o brilho de Delta Cefeu no instante £, onde ¢
é medido em dias, foi modelado pela funcio

B(t) = 40 + 0,35 sen (3"?-]

¥

(a) Encontre a taxa de variag@o do brilho apds  dias.
(b) Encontre, correta até duas casas decimais, a taxa de cresci-
mento apds 1 dia.

No Exemplo 4 da Secio 1.3 chegamos a um modelo para a du-
ragio da luz do dia (em horas) em Ancara, Turquia, no t-ésimo
dia do ano:

L) = 12 + 2.8 sen [2—“ = 30)]
365

Use esse modelo para comparar como o niimero de horas de luz
do dia aumenta em Ancara em 21 de mar¢o e em 21 de maio.

O movimento de uma mola sujeita a uma forga de atrito ou a
uma forga de amortecimento (tal como o amortecedor em um
carro) é frequentemente modelado pelo produto de uma fungao
exponencial e uma funco seno ou cosseno. Suponha que a
equacio de movimento de um ponto nessa mola seja

s(f) = 2¢” " sen 2t
onde s é medida em centimetros e ¢, em segundos. Encontre a ve-

locidade apés ¢ segundos e faca o grafico das funges posicao e
velocidade para0 < ¢ < 2.
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82.

7

83.

84,

Sob certas circunstincias, um boato se propaga de acordo com
a equacio
T

onde p(f) € a propor¢do da populagio que jd ouviu o boato no

instante 7, e @ e k s@o constantes positivas [na Se¢do 9.4 veremos

que esta € uma equacio razodvel para p(r)].

(a) Encontre lim __, p(#).

(b) Encontre a taxa de propagacio do boato.

(c) Faga o grifico de p para o caso @ =10, k = 0,5, onde ¢ é me-
dido em horas. Use o grifico para estimar quanto tempo serd
necessdrio para o boato atingir 80% da populagio.

Uma particula se move ao longo de uma reta com deslocamento
(1), velocidade v(f) e acelera¢do a(f). Mostre que

e
a(t) = v(1) s

Explique a diferenca entre os significados das derivadas duv/dr
e dulds.

Ar estd sendo bombeado para dentro de um baldo climético es-
férico. Em qualquer instante ¢, o volume do baldo é V() e seu
raio € r().

(a) O que as derivadas dV/dr e dV/dt representam?

(b) Expresse dV/dt em termos de dr/dt.

. O flash de uma cdmera armazena carga em um capacitor e a dis-

para instantaneamente quando ativado. Os dados a seguir des-
crevem a carga remanescente no capacitor (medida em
microcoulombs, wC) no instante ¢ (medido em segundos).

[ 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Q| 10000 | 8187 6703 54388 | 4493 | 36.76

(a) Use uma calculadora gréfica ou computador para encontrar
um modelo exponencial para a carga (veja a Secdo 1.5).

(b) A derivada Q'(¢) representa a corrente elétrica (medida em mi-
croamperes, LA) que flui do capacitor para a lampada do flash.
Use a parte (a) para estimar a corrente quando ¢ = 0,04 s.
Compare com o resultado do Exemplo 2 na Secdo 2.1.

. Atabela fornece a populagdo do México (em milhdes) em anos

de censo no século XX,

Ano Populagio Ano Populacao
1900 136 1960 349
1910 15.2 1970 48.2
1920 14.3 1980 66.8
1930 16.6 1990 31.2
1040 19.7 2000 97.5
1950 258

(a) Use uma calculadora gréfica ou um computador para ajustar
uma fung¢do exponencial com os dados. Faca um gréfico dos
pontos dados e do modelo exponencial. Quéo bom é o ajuste?

[5tA] 87.

ith] 88.

89.

90.

1.

92;

93.

(b) Estime as taxas de crescimento populacional em 1950 e 1960
fazendo a média de inclinagdes de retas secantes.

(c) Use sua exponencial da parte (a) para encontrar um modelo
para as taxas de crescimento da populagiio do México no sé-
culo XX.

(d) Use seu modelo na parte (c) para estimar as taxas de cresci-
mento em 1950 e 1960. Compare com sua estimativa da
parte (b).

Os SCA tém comandos que derivam funcdes, mas a forma da
resposta pode ndo ser conveniente e, portanto, comandos poste-
riores podem ser necessdrios para simplificar a resposta.

(a) Use um SCA para encontrar a derivada do Exemplo 5 ¢ com-
pare com a resposta dele. A seguir, use o comando simplificar
€ compare novamente.

(b) Use um SCA para derivar a fun¢do do Exemplo 6. O que
acontecerd se vocé usar o comando simplificar? O que acon-
tecerd se vocé usar o comando fatorar? Qual forma da res-
posta é melhor para localizar as tangentes horizontais?

(a) Use um SCA para derivar a funcio

X —x+ 1

A xkl

e para simplificar o resultado.

(b) Onde o gréfico de ftem tangentes horizontais?

(c) Faga na mesma tela os gréficos de fe f'. Os graficos sdo con-
sistentes com sua resposta da parte (b)?

fx) =

Use a Regra da Cadeia para demonstrar o que segue.
(a) A derivada de uma fung¢io par ¢ uma fungdo fmpar.
(b) A derivada de uma fungdo fmpar ¢ uma fungio par.

Use a Regra da Cadeia e a Regra do Produto para dar uma de-
monstragao alternativa da Regra do Quociente.

[Sugestdo: Escreva f (x)/g(x) = f (x)[g(x)]fl.]
(a) Se n for um inteiro positivo, demonstre que
d -
—(sen"x cos nx) = n sen" 'xcos(n +
X
(b) Encontre uma férmula para a derivada de y = cos"x cos nx
que seja similar aquela da parte (a).
Suponha que y = f(x) seja uma curva que estd sempre acima do
€ixo x e que ndo tenha uma tangente horizontal, em que f é deri-
vivel em toda a parte. Para quais valores de y a taxa de variagio de
y'em relagdo a.x € 80 vezes a taxa de variag@o de y em relagfio a x?
Use a Regra da Cadeia para mostrar que, se @ for medido em
graus, entao
d T
—(sen ) = ——cos 0
df 180
(Isso dd uma razdo para a convengiio de que a medida em ra-
dianos € sempre usada quando tratamos o cdlculo de fungdes tri-
gonométricas: as férmulas de derivagdo ndo sdo simples se
usarmos a medida em graus.)




(b) Se f (x) = Isen x|, encontre f'(x) e esboce os graficos de fe di
f'.Onde f nao é derivével?

(¢) Se g(x) = sen x|, encontre g'(x) e esboce os grificos de g e

¢'. Onde g ndo € derivivel?

PrO)
ApLIC
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95. Sey = f(u) e u = g(x), onde fe g sio fungdes duas vezes deri-
vdveis, mostre que
dy _dy (ﬂf_)°“+ dy du

dx du di

96. Sey=f(u)eu = g(x),onde fe g possuem trés derivadas, encon-
tre uma férmula para d’y/dx’ andloga i dada no Exercicio 95.

ONDE UM PILOTO DEVERIA INICIAR A DESCIDA?

A 4.

Um caminho de aproximag#o para uma aeronave pousando ¢ mostrado na figura ao lado e ele
satisfaz as seguintes condicdes:

(i) A altitude de cruzeiro é i quando a descida comega a uma disténcia horizontal € do ponto de
contato na origem.

(i) O piloto deve manter uma velocidade horizontal constante v em toda a descida.

(iii) O valor absoluto da aceleragdo vertical ndo deve exceder uma constante k (que é muito menor
que a aceleragio da gravidade).

1. Encontre um polindmio ciibico P(x) = ax’ + bx* + cx + d que satisfaga a condigao (i) impondo
condicdes adequadas a P(x) e P'(x) no inicio da descida e no ponto de contato.

2. Use as condigdes (ii) e (iii) para mostrar que

6hv’
€2

sk

3. Suponha que uma companhia aérea decida ndo permitir que a aceleragdo vertical do avido ex-
ceda k = 1385 km/h’. Se a altitude de cruzeiro do avifio for 11 000 m e a velocidade for 480
km/h, a que distincia do aeroporto o piloto deveria comegar a descer?

Trace o caminho de aproximagfo se as condi¢des dadas no Problema 3 forem satisfeitas.

3.5/ DERIVACAO IMPLICITA
F

As fungdes encontradas até agora podem ser descritas expressando-se uma varidvel ex-
plicitamente em termos de outra; por exemplo,

y=Vx3+l ou

ou,em geral,y = f(x). Algumas fungGes, entretanto, séo definidas implicitamente por uma
relagdo entre x e y, tal como

(1] X4y =25

ou

Dj X +y =6xy

Em alguns casos € possivel resolver tais equagoes isolando y como uma fungdo explicita
(ou vérias fungdes) de x. Por exemplo, se resolvermos a Equagéo | isolando y, obteremos
y = xv 25—x" , logo, duas das fungdes determinadas pela Equagdo implicita 1 sdo
flx) =+v25— xeg(x) = —v25 — x*. Os gréficos de fe g sdo os semicirculos superior e
inferior do circulo x*+ y* = 25 (veja a Figura 1).

y=xsenx
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As fungdes trigonométricas inversas que ocorrem com mais frequéncia sdo aquelas que
acabamos de discutir. As derivadas das quatro fungdes remanescentes estdo dadas na tabela
a seguir. As demonstragdes das férmulas ficam como exercicio.

. As férmulas para as derivadas de

cossec ' x e sec”' x dependem das
definicdes que foram usadas para essas d .
funcoes (veja o Exercicio 58). — (sen  x)=
dx
= (cos™
dx
— (g
dx

DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1 d -1 1
= (cossec X) = —————
V1—x* dx xV =1
1 d 1 1
R = — (sec x)= ———
V1— 22 dx V2 —1
i (cotg"‘x)= ——1—
+ % dx 1—x

3.5 | EXERCICIOS
14

(a) Encontre y’ derivando implicitamente.

(b) Resolvaa equagio explicitamente isolando y e derive para obter
y' em termos de x.

(c) Verifique que suas solugdes para as partes (a) e (b) sdo consis-
tentes, substituindo a expressdo para y em sua solugfio para a
parte (a).

. xy+2x+3%=4 2.4 + 9y = 36

s Ll
x Y

4.cosx+Vy =5

520 Encontre dy/dx derivando implicitamente.
6.2x+Vy=3
8.X—2y+y=c

10. y5 + xzy3 =1+ ye"2

5. X+y=1

7. $+xy+4y=6

9. #@x+3)=yGx—)
1. x2y2+xseny=4 12:1 + x = sen(xy’)
13. 4cosxseny=1 14.y sen(x’) = x sen(y’)

I5. e"=x—y 16.Vx+y =1+xy
Y
1+4
20. sen x + cosy = sen x cosy

17. Yoy =1 + Xy

18.tg(x —y) =

19. xy = cotg(xy)

21.Se f(x) + X[ f (O = 10 e f(1) = 2, ache f'(1).
22. Se g(x) + x sen g(x) = %%, ache ¢’ (0).

23-24 Considere y como a varidvel independente e x como a varid-
vel dependente e use a derivagfio implicita para encontrar dx/dy.

23. Ay = xy+ 2 =0 24.ysecx =Xxtgy

25-30 Use a derivagiio implicita para encontrar uma equacéo da reta
tangente A curva no ponto dado.

25. X+xy+y' =3, (1,1) (elipse)

26. ¥+ 2y—y +x=2, (1,2) (hipérbole)

27. X+ y' =2 + 29— %)’ 28,57 +y" =4
0.4) (-33,1)
(cardioide) (astroide)

y M

X V:S ‘;

29. 203 +y) = 25(x* — ) 30.y°( — 4) = X'(x* - 5)

(3, 1) (0,-2)
(lemniscata) (curva do diabo)
y

—~l
Wx ;

31. (a) A curva com equagdo y* = 5x* — x*é chamada kampyle (d
grego, curvado) de Eudoxo. Encontre uma equagio da ret:
tangente a essa curva no ponto (1, 2).

(b) Iustre a parte (a) fazendo o gréfico da curva e da reta tan
gente em uma tela comum. (Se sua ferramenta grafica pude
fazer o grafico de curvas definidas implicitamente, ent&o us
esse recurso. Se nio, vocé poder4 ainda fazer o grafico dess
curva separando sua metade superior da inferior.)
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32. (a) A curva com equagiio y° = x* + 3x°é denominada ciibica de Se y = x™ entdo y! = x”. Use a derivagio implicita para mos-
Tschirnhausen. Encontre uma equacdo da reta tangente a trar que
1) -
essa curva no ponto (1, —2). y' = £t
. q
(b) Em que pontos essa curva tem uma tangente horizontal? !
7 (¢) Iustre as partes (a) e (b) fazendo o grifico da curva e das 45-54 Encontre a derivada da fungdo. Simplifique onde possivel.
retas tangentes sobre uma tela comum. 45, y = tg_l \/: 46.y = /tg_’.\'

33-36 Encontre y” por derivagio implicita.

47. y=sen '(2x + 1) 48. g(x) = Vx* — lsec”' x

a3, e rpe=l 34.Vx + \/y =1 49. H(x) = (1 +x) arctg x 50.y = tg"'(x — \/H-—tZ)
3 3 4 —
35. F+y =1 36.0° ty' = 51. h(t) = cotg"(r) + cotg“(l/r) 52. F(6) = arcsen Vsen 0
[$CA]37. Formas extravagantes podem ser cr‘iadas usando-se a capacidade 53. y = cos '(e%) 54.y = arctg 1 =k
de tragar fungdes definidas implicitamente de um SCA. Lt

-
[56] 38.

39.

40.

(a) Faga o grifico da curva com equagao
YW= D —2) =xx — Dix - 2)
Em quantos pontos essa curva tem tangentes horizontais?
Estime as coordenadas x desses pontos.
(b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (0, 1) e
(0,2).
(c) Encontre as coordenadas x exatas nos pontos da parte (a).
(d) Crie curvas mais extravagantes ainda modificando a equagio
da parte (a).

(a) A curva com a equagdo
2y + y2 -y =x- 2 + o2
tem sido comparada com um “vagdo sacolejante”. Use um
SCA para fazer essa curva e descubra o porqué desse nome.
(b) Em quantos pontos essa curva tem retas tangentes horizon-
tais? Encontre as coordenadas x desses pontos.
Encontre os pontos sobre a lemniscata do Exercicio 29 onde a
tangente é horizontal.

Mostre, fazendo a derivagdo implicita, que a tangente 2 elipse
2 2

/4 55-56 Encontre f'(x). Verifique se sua resposta é razodvel compa-

rando os grificos de fe f'.

55. f(x) = V1 — x*arcsen x 56. f(x) = x arctg (' — x)

57. Demonstre a férmula para (d/dx) (cos"'x) pelo mesmo método
usado para (didx)(sen”"x).

58. (a) Uma maneira de definir sec ™' x é dizer que y = sec 'x &
secy=xe0=<y<w/2oum=<y<3n/2. Mostre que, se
essa defini¢do for adotada, entdo

d -1 1
—(sec” X) = ———
dx -1

(b) Outra maneira de definir sec™' x é dizer que y = sec”

x &
secy = xe 0 =<y =,y 7 0. Mostre que, se essa definigdo
for adotada, entdo
i(sec*'x) W R
x [xlvx?— 1
59-62 Duas curvas siio ortogonais se suas retas tangentes forem per-
pendiculares em cada ponto de intersec¢do. Mostre que as fami-

£ + L = I . - o gz s . -
2 lias dadas de curvas sdo trajetérias ortogonais uma em relagio a
outra, ou seja, toda curva de uma familia € ortogonal a toda curva
no ponto (x_, v.) € . . - . .
0* o da outra familia. Esboce ambas as familias de curvas no mesmo sis-
X )
= )—“Ty =1 tema de coordenadas.
a- b“ 2 2 2
59. x +y =r, ax+by=0
41. Encontre uma equagio da reta tangente a hipérbole )
quag ) 5 8 anp 60. X'+ y =ax, xX+y=by
X y o |
— —— S T 2 2 2
& b 6l. y=cx", x +2y=k
1o ponto (.x,, ¥,). 62. y=ax', X +3y=0b
42. Mostre que a soma das coordenadas das intersecgdes com 08 63. Aequagio x*— xy + y* = 3 representa uma “elipse girada”, isto
eixos x e y de qualquer reta tangente & curva Vx + Vy = Ve ¢ ¢, uma elipse cujos eixos ndo sao paralelos aos eixos coordena-
igual a c. dos. Encontre os pontos nos quais essa elipse cruza o eixo x e
g mostre que as retas tangentes nesses pontos sao paralelas.
43. Mostre, usando a derivacdo implicita, que qualquer reta tan- 4 g P P

gente, em um ponto P, a um circulo com centro O € perpendi-
cular ao raio OP.

64. (a) Onde a reta normal a elipse - xy + y2 = 3 no ponto
(—1, 1) intercepta a elipse uma segunda vez?

Ha

44. A Regra da Poténcia pode ser demonstrada usando a derivagio (b) Tlustre a parte (a) fazendo o grifico da elipse e da reta normal.

a

implicita para o caso onde n ¢ um nimero racional, n = p/g, e

i " " - 65. Encontre todos os pontos sobre a curva.\*ly2 + xy = 2onde a in-
y = f(x) = x"¢& suposta de antemdo ser uma funcdo derivdvel. L )
clinacdo da reta tangente é —1.



67.

68.

66.

Encontre as equagbes de ambas as retas tangentes i elipse

¥ + 4y° = 36 que passam pelo ponto (12, 3).

(a) Suponha que f seja uma fungdo injetora, derivdvel, e que sua
fungdo inversa f ~''seja também derivdvel. Use a derivagdio

implicita para mostrar que
e
£
desde que o denominador ndo seja 0.
(b) Se f(4) = 5 ef'(4) =%, encontre (f ~)'(5).

F () =

(a) Mostre que f(x) = 2x + cos x
(b) Qual o valor de f~ (2

x € injetora.

(c) Use a férmula do Exercicio 67(a) para determinar Y.

36|
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. A figura mostra uma lampada localizada trés unidades a direita

do eixo y e uma sombra originada pela regido eliptica
X+ 4y’ = 5.Se o ponto (=5, 0) estiver na borda da sombra,
qual a altura da limpada acima do eixo x?

DERIVADAS DE FUNCOES LOGARITMICAS

w A Férmula 3.4.5 diz que

Nesta secdo vamos usar a derivagao implicita para achar as derivadas das fun¢des logarit-

micas y =

log x e, em particular, da fungdo logaritmica natural y = In x. [E possivel de-

monstrar que as funcdes logaritmicas sio derivéveis: com certeza isso € plausivel a partir
dos seus gréficos. (Veja a Figura 12 na Segéo 1.6.)]

]

4 (log ) =
dx xlna

DEMONSTRACAO Seja y = log x. Entdo

([ X L1 l
— =a'ln
& (aY=alna

e assim

dlna) — =1
dx
dy _ L _ 1 -
dx dlna xlna

Se pusermos @ = e na Férmula 1, entdo o fator In @ no lado direito torna-se Ine = 1,
¢ obtemos a férmula para a derivada da fung@o logaritmica natural log x = In x:

2]

|
|

(—I (Inx) = l

dx b

Comparando as Férmulas 1 e 2, vemos uma das principais razoes para 0s logaritmos
naturais (logaritmos com base ¢) serem usados em célculo. A formula de derivacio € @

mais simples quando a@ = ¢, pois Ine = 1.

EXEMPLO | Derive y = In ():J + 1).

50LUGAC Para usar a Regra da Cadeia vamos fazer u = x + 1. Entdo y = ln u; logo:
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EXERCICIOS

1. Explique por que a fungdo logaritmica natural y = In x €
usada mais vezes no cdlculo do que as outras fungdes lo-
garftmicas y = log x.

2-22 Derive a fungio.
2. f() = InK + 10)
3. f(x) =sen(lnx)

5. f(x) =log,(l — 3x)
7. f(x)=7Inx

9. flx)= Vi Inx

@+ 1y
(3t — 1)

13. g(x) = In(x v+ = 1)

1. F(t)=1In

Inx
1+x

15. y=

17. y=In[2 —x - 5¢]

19. y=In(e "+ xe ™

21. y=2x logm\/;

4. f(x) = In(sen’ ¥)

6. f(x) = log,(xe"

8. f(x) = Invx

10. (1) = if—:;

12. h(x) = In(x + V% — 1)

14. F(y) = yIn(1 + &)

16. v = In(x* sen’ x)

2 2
a —z

18. H(z)=In,/5—
(7 o)

20. y = [In(1 + &)’

22. y = log,(e " cos mx)

23-26 Encontre y' e y".
23. y = ' In(2x)

25. y = In(x + V1 +x%

Inx

2

24,y =

26.y = In(secx + tg x)

27-30 Derive f e encontre o dominio de f.

X

27. = —
f@ 1 = Ifg— 1)

29. f(x) = ln(Jc2 — 2x)

28. =
e 1+ Inx

30. f(x)=Inlnlnx

Inx

31. Sef(x) =

2
X

encontre f'(1).

—
—13.7

32. Sef(x) = In(1 + &™), encontre f'(0).

33-34 Encontre uma equagiio da reta tangente a curva no ponto dado,
33. y=In(xe), (1,1 M. y=In(' -7, (2,0

[435. Se f(x) = senx + Inx,encontre F'(x). Verifique que sua resposta
é razodvel comparando os gréficos de fe f'.

36. Encontre as equacdes das retas tangentes a curva y = (In x)/x
quag
=) nos pontos (1, 0) e (e,1/¢). Tlustre fazendo o grafico da curva e
de suas retas tangentes.

37-48 Use a derivagio logaritmica para achar a derivada de fungio.

37, y = (2x + 1Y = 3)° 38 y=vie P+ 1"

39. y= ——Serz‘lx tg*f 40, y = L:-J-r—l
(x"+ 1) x =1

a1, y=x 4. y=x"

43, y =" 44. y=Vx'

45, y = (cos x)’ 46. y = (senx)"*

47, y = (g0 48. y = (Inx)™*"

49. Encontre y’ se y = In(x* + y?).

X

50. Encontre y’ se x' =y
51. Encontre uma férmula para f“'(x) se f (x) = In(x — 1).

d‘)
52. Encontre E(x3 In x).

53. Use a defini¢@o da derivada para demonstrar que

fin In(1+x) _ 1
=0 %
54. Mostre que lim |1 + I =¢ para qualquer x > 0.
wn n

TAXAS DE VARIACAO NAS CIENCIAS NATURAIS E SOCIAIS

b =

Sabemos que se y = f(x), entdo a derivada dy/dx pode ser interpretada como a taxa de va-
riaciio de y em relagdo a x. Nesta se¢@o, examinaremos algumas aplicagGes dessa ideia na
fisica, quimica, biologia, economia e outras ciéncias.

Vamos nos recordar da Segiio 2.7 que apresentou a ideia bdsica das taxas de variagéio.
Se x variar de x,a x,, entdio a variagdo em x serd

Ax=1x,—x

e a variagdo correspondente em y serd

Ay =f(x) = fx)
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UMA UNICA IDEIA, MUITAS INTERPRETAGOES

A velocidade, a densidade, a corrente, a poténcia e o gradiente da temperatura na fisica; a
taxa de reagiio e a compressibilidade na quimica; a taxa de crescimento € 0 gradiente da
velocidade do sangue na biologia; o custo e o lucro marginal na economia; a taxa do fluxo
do calor na geologia; a taxa de desenvolvimento do desempenho na psicologia; a taxa de
divulgagio de um boato na sociologia — todos esses sdo casos especiais de um tinico con-
ceito matemético, a derivada.

Isto é uma ilustragio do fato de que parte do poder da matematica estd em sua abstra-
¢dio. Um tinico conceito matematico abstrato (tal como a derivada) pode ter interpretagoes
diferentes para cada uma das ciéncias. Quando desenvolvemos as propriedades do conceito
matemdtico de uma vez por todas, podemos voltar e aplicar esses resultados em todas as
ciéncias. Isso é muito mais eficiente do que desenvolver as propriedades de conceitos es-
peciais para cada ciéncia separada. O matemdtico francés Joseph Fourier (1768-1830) co-
locou isso sucintamente: “Os matemdaticos comparam os mais diversos fendmenos e
descobrem as analogias secretas que os unem’.

1 ’
| 37 |_EXERCICIOS

|-4 Uma particula move-se segundo a lei do movimento s = f(#),

t = 0, em que ¢ € medido em segundos e s em metros.

(a) Encontre a velocidade no instante r.

(b) Qual a velocidade depois de 3 s7

(¢) Quando a particula estd em repouso?

(d) Quando a particula estd se movendo no sentido positivo?

(e) Encontre a distancia total percorrida durante os 8 primeiros
segundos.

() Desenhe um diagrama como na Figura 2 para ilustrar o movi-
mento da particula.

(g) Encontre a aceleragdo no instante 7 e depois de 3 s.

4 (h) Faca os grificos das fungdes posigdo, velocidade e aceleragido

paraQ =< t < 8.
(i) Quando a particula estd acelerando? Quando estd freando?

. f()=r—12F+ 361

3. f() =cos(md), t=<10 Af@O=t"

5. Sio mostrados os graficos das fungdes velocidade de duas par-
ticulas, com ¢ medido em segundos. Quando cada particula estd
acelerando? Quando estd freando? Explique.

(a) (b)

0 /\\\ 7
l \

6. Sio mostrados os grificos das fungdes posigdo de duas particulas,
com ¢ medido em segundos. Quando cada particula estd acele-
rando? Quando estd freando? Explique.

7. Afungdo posi¢do de uma particula € dada por s = £—458-Tt,
=0
(a) Quando a particula atinge a velocidade de 5 m/s?

(b) Quando a aceleraciio € 07 Qual é o significado deste valor
de 1?
8. Se uma bola for empurrada ladeira abaixo, sobre um plano in-
clinado, a uma velocidade inicial de 5 m/s, a distdncia que ela
2.£() = 001 — 004r° terd rolado, apés t segundos, serd dada por s = 5¢ + 31",
(a) Determine sua velocidade apds 2 s.
(b) Quio longe cla estard do ponto de partida quando sua velo-
cidade atingir 35 m/s?

9. Se uma pedra for atirada verticalmente para cima sobre a su-
perficie da Lua, com uma velocidade de 10 m/s, sua altura (em
metros) apés ¢ segundos serd h = 10r — 0,83¢".

(a) Qual a velocidade da pedra apés 3 s7
/\ (b) Qual a velocidade da pedra quando ela atingir 25 m?
1 10. Se uma bola for atirada verticalmente para cima com uma velo-

cidade de 24,5 m/s, entdio sua altura depois de t segundos é

s =245t — 497

(a) Qual a altura mdxima atingida pela bola?

(b) Qual a velocidade da bola quando estiver 29,4 m acima do
solo na subida? E na descida?
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(a) Uma companhia produz chips de computador a partir de
placas quadradas de silicio. Ela quer manter o comprimento
do lado da placa muito préximo de 15 mm e deseja saber
como a drea A(x) da placa varia quando mudamos o com-
primento x do lado. Encontre A'(15) e explique seu sig-
nificado nessa situagdo.

(b) Mostre que a taxa de variagio da drea de um quadrado em re-
lagao ao comprimento de seu lado € a metade de seu perime-
tro. Tente explicar geometricamente por que isso € verdade,
desenhando um quadrado cujo comprimento de lado x € au-
mentado em Ax. Como aproximar as mudancas resultantes
na drea AA se Ax for pequeno?

. (a) Os cristais de clorato de sddio sdo faceis de crescer no for-

mato de cubos, ao se permitir uma solugio de dgua e clorato
de sédio evaporar vagarosamente. Se V for o volume de cada
cubo com comprimento de lado x, calcule dV/dx quando
x = 3 mm e explique seu significado.

(b) Mostre que a taxa de variagio do volume de cada cubo em
relagdo ao comprimento da aresta € igual & metade da drea da
superficie do cubo. Explique geometricamente por que esse
resultado € verdadeiro, mostrando um argumento andlogo ao
do Exercicio 11(b).

. (a) Encontre a taxa de variagdo média da drea de um circulo em

relacdio a seu raio » quando r varia de
(iY2a3 (i)2a2,5 (iii)2a2,1

(b) Encontre a taxa de variagdo instantdnea quando r = 2.

(c) Mostre que a taxa de varia¢o da drea de um circulo em re-
lagdio a seu raio (para qualquer ») € igual a circunferéncia do
circulo. Tente explicar geometricamente por que isso é ver-
dadeiro, desenhando um circulo cujo raio foi aumentado em
Ar.Como vocé pode aproximar a variagdo resultante AA se
Ar for pequeno?

Uma pedra caiu dentro de um lago, produzindo uma ondulacio
circular que cresce para fora a uma velocidade de 60 cm/s.
Encontre a taxa segundo a qual a drea dentro do circulo estd cres-
cendo depois de (a) 1 s,(b) 3se(c) 5s. O que vocé pode concluir?

. Um baldo esférico comeca a ser inflado. Encontre a taxa de cres-

cimento da drea da superficie (S = 4777) em relagdo ao raio r
quando r € (a) 1 pé, (b) 2 pés e (c) 3 pés. Que conclusido vocé
pode tirar?

(a) O volume de uma célula esférica em crescimento é V = J; wr,
onde 0 raio r é medido em micrémetros (1pm = 10 °m). En-
contre a taxa de variagdo média de V em relagfio a r quando
r varia de

(i) 5 a8um (ii) 5 a 6pum (iii) 5a 5,1um

(b) Encontre a taxa de variagdo instantinea de V em relagio a r
quando » = Spm.

(c) Mostre que a taxa de variagdo do volume de uma esfera em
relacdo a seu raio € igual a drea de sua superficie. Explique
geometricamente por que esse resultado é verdadeiro. Mos-
tre um argumento andlogo ao do Exercicio 13(c).

17.

18,

20.

21.

22,

A massa da parte de uma barra de metal que estd situada entre o
extremo esquerdo e um ponto x metros A direita é 3x°kg. En-
contre a densidade linear (veja o Exemplo 2) quando x for
(a)l m, (b) 2 me (c) 3 m. Onde a densidade é maior? E menor?

Se um tanque tem 5 000 galdes de dgua, que escoa pelo fundg
em 40 minutos, entdo a Lei de Torricelli dd o volume V de dgua
que restou no tanque depois de # minutos como
t 2
V=5000(1~— 0=t=40
40

Encontre a taxa segundo a qual a dgua estd escoando do tanque
depois de (a) 5 min, (b) 10 min, (¢) 20 min e (d) 40 min. Em que
instante o escoamento € mais rdpido? E mais vagaroso? Resuma
0 que vocé encontrou.

A quantidade de carga @, em coloumbs (C), que passa através de
um ponto em um fio até o instante ¢+ (medido em segundos) é
dada por Q(r) = ' — 2¢* + 61 + 2. Encontre a corrente quando
()t =05se(b)r=1s.[Vejao Exemplo 3. A unidade de cor-
rente € o0 ampere (1 A = 1 C/s).] Em que instante a corrente é
mais baixa?

A Lei de Gravitagdo de Newton diz que a intensidade F' da forca
exercida por um corpo de massa m sobre um corpo de massa M é

GmM

2

em que G € a constante gravitacional e r é a distincia entre

08 COrpos.

(a) Se os corpos estdo se movendo, encontre dF/dr e explique
seu significado. O que o sinal de menos indica?

(b) Suponha que seja conhecido que a Terra atrai um objeto
com uma forga que decresce a uma taxa de 2 N/km quan-
do r = 20000 km. Qudo rdpido essa forca varia quando
r =10 0007

A Lei de Boyle afirma que quando uma amostra de gds € com-

primida a uma temperatura constante, o produto da pressdo pelo

volume permanece constante: PV = C.

(a) Encontre a taxa de varia¢iio do volume em relagdo & pressdo.

(b) Uma amostra de gds estd em um recipiente 2 baixa pressdo
e € regularmente comprimida & temperatura constante por
10 minutos. O volume decresce mais rapidamente no inicio
ou no final dos 10 minutos? Explique.

(¢) Demonstre que a compressibilidade isotérmica (veja o
Exemplo 5) € dada por B = 1/P.

Se, no Exemplo 4, uma molécula do produto C € produzida de
uma molécula do reagente A e de uma molécula do reagente B,
¢ as concentragdes iniciais de A e B tém um mesmo valor
[A] = [B] = a mols/L, entdo

[C] = d’kti(ake + 1)
onde k é uma constante.
(a) Encontre a taxa de reagdo no instante ¢.
(b) Mostre que se x = [C], entdo




23.

24.

e A2

i k(a — x)

(¢) O que acontece com a concentragio quando t — %7

(d) O que acontece com a taxa de reagiio quando t — %?

(e) O que os resultados da parte (¢) ¢ (d) significam em termos
priticos?

No Exemplo 6, consideramos uma populagiio de bactérias que
dobra a cada hora. Suponha que outra populagao de bactérias
triplique a cada hora e comece com 400 bactérias. Encontre a
expressdo para o nimero n de bactérias depois de ¢ horas e use-
-a para estimar a taxa de crescimento da populagdo de bactérias
depois de 2,5 horas.

O ntimero de células de levedura em uma cultura de laboratério
aumenta rapidamente no inicio, mas eventualmente estabiliza. A
populagdo é modelada pela fungdo
n=f= fl T
1+ be ™

em que 7 é medido em horas. No instante t = 0 a populagdo € 20
células e estd crescendo a uma taxa de 12 células/hora. Encon-
tre os valores de a e b. De acordo com este modelo, 0 que ocorre
com a populagio de levedura depois de muito tempo?

. Atabela d4 a populagio mundial no século XX.

Populagio Populagio

Ano (em milhoes) Ano | (em milhdes)
1900 1 650 1960 3040
1910 1 750 1970 3710
1920 | 860 1980 4 450
1930 2070 1990 5280
1940 2300 2000 6 080
1950 2 560

(a) Estime a taxa de crescimento populacional em 1920 e em
1980 fazendo a média das inclinagoes de duas retas secantes.

(b) Use uma calculadora grafica ou computador para achar uma
fungio ctibica (um polindmio de terceiro grau) que modele
os dados (veja a Secdo 1.2).

(¢) Utilize o modelo da parte (b) para achar um modelo para a
taxa de crescimento populacional no século XX.

(d) Use a parte (c) para estimar as taxas de crescimento em 1920
e 1980. Compare com sua estimativa da parte (a).

(e) Estime a taxa de crescimento em 1985.

A< 26. A tabela mostra como a média de idade das mulheres japonesas

quando se casam pela primeira vez variou na {iltima metade do
século XX.

27.

28.

29,
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! Al t A(n
1950 230 1980 25:2
1955 2338 || 1985 235
1960 244 | 1990 259
1965 245 | 1995 26,3
1970 24,2 || 2000 270
1975 24,7

(a) Use uma calculadora gréfica ou computador para modelar
esses dados por um polinémio de quarto grau.

(b) Use a parte (a) para achar um modelo para A'(®).

(c) Estime a taxa de variagdo da idade no primeiro casamento
dessas mulheres em 1990.

(d) Faca o grifico dos pontos dados e dos modelos parade A"

Considere a lei do fluxo laminar dada no Exemplo 7. Considere

um vaso sanguineo com raio 0,01 cm, comprimento 3 cm, dife-

renga de pressdo 3 000 dinasfem’, e viscosidade 7 = 0,027.

(a) Encontre a velocidade do sangue ao longo do eixo central
r = 0, no raio r = 0,005 cm, e na parede r = R = 0,01 cm.

(b) Encontre o gradiente da velocidadeem r = 0,r = 0,005 ¢
r=001.

(¢) Onde a velocidade é méxima? Onde a velocidade varia mais?

A frequéncia da vibragiio de uma corda de violino é dada por

1 T

T oL p

onde L é o comprimento da corda; T, sua tensdo; p, sua densidade

linear. [Veja o Capitulo 11 em D. E. Hall, Musical Acoustics,

3. ed. (Pacific Grover, CA: Brooks/Cole, 2002).]

() Encontre a taxa de variagdo da freqiiéncia em relagdo

(i) a0 comprimento (quando T e p s30 constantes);
(ii) 2 tensdo (quando L e p sd0 constantes);
(iii) & densidade linear (quando L e T sdo constantes).

(b) A intensidade de uma nota (quéo alta ou baixasoa a nota) é de-
terminada pela frequéncia f. (Quanto maior a frequéncia,
maior a intensidade.) Use os sinais das derivadas da parte (a)
para determinar o que acontece coma intensidade de uma nota

(i) quando o comprimento efetivo de uma corda é decres-
cido colocando-se o dedo sobre ela, de forma que uma
porgdo menor da corda vibre;

(i) quando a tensdo € aumentada girando-se a cravelha

(pino de afinagdo);
(iii) quando a densidade linear € aumentada, mudando-se
a corda.

O custo, em délares, da produgio de x metros de certo tecido €
C(x) = 1200 + 12x — 0,1x* + 0,0005x’

(a) Encontre a fungéo custo marginal.

(b) Encontre C'(200) e explique seu resultado. O que ele prediz’

(c) Compare C'(200) com o custo de manufaturado 2012 metre
de tecido.



216 ||| CALCULO

30.

A fungdio custo para uma certa mercadoria €
C() = 339 + 25x — 0,09%" + 0,0004x’

(a) Encontre e interprete C'(100).
(b) Compare C'(100) com o custo de produzir o 10 1“item.

P = 80 atm, e estd crescendo a uma taxa de 0,10 atm/min, e
V = 10 L, e estd decrescendo a uma taxa de 0,15 L/min. En-
contre a taxa de variacdo de T em relagio ao tempo naquele ins-
tante, se n = 10 mols.

34. Em uma fazenda de piscicultura, uma populagiio de peixes € co-
31. Se p(x) for o valor total da produgio quando hd x trabalhadores locada dentro de um pequeno lago e removida regularmente. Um
em uma fbrica, entdo a produtividade média da forga de traba- modelo para a taxa de variagio da populagdio ¢ dado pela equagdo
lho da fdbrica € dpP . (1 3 &) P() — BP(D)
Alx) = 1] _ ke
* na qual r, € a taxa de nascimento dos peixes; F,,a populagio mé-
(2) Encontre A’(x). Por que a companhia precisa empregar mais xima que o pequeno lago pode manter (ou seja, sua capacidade
trabalhadores se A'(x) > 07 de suporte); e B, a porcentagem da populagio que € removida.
(b) Mostre que A'(x) > 0 se p’(x) for maior que a produtivi- (2) Qual o valor de dP/dt que corresponde & populagZo estdvel?
dade média. (b) Se o pequeno lago pode manter 10 000 peixes, a taxa de nas-
32. Se R denota a reag@o do corpo a algum estimulo de intensidade cimento é 5% e a taxa de colheita, 4%, encontre 0 witvel g
x, a sensibilidade S € definida como a taxa de variagio da reagdo tavel da populagdo.
em relagdo a x. Um exemplo acontece quando a luminosidade x (¢) O que acontece se 8 for aumentada para e
de uma fonte de luz é aumentada e o olho reage decrescendo a 35. No estudo de ecossistemas, o modelo predador-presa & muitas

33.

drea R da pupila. A férmula experimental

40 + 24x™
1+ 4

tem sido usada para modelar a dependéncia de R em x quando

R é medido em milfmetros quadrados e x em uma unidade apro-

priada de luminosidade.

(a) Encontre a sensibilidade.

(b) Hustre a parte (a) fazendo o grifico de R e § como fungdes
de x. Comente sobre os valores de R e S em baixos niveis de
luminosidade. Isso € o que vocé esperaria?

A lei dos gases para um gis ideal & temperatura absoluta 7' (em
kelvins), pressdo P (em atmosferas) e volume V (em litros) é
PV = nRT,em que n é o nimero de mols de gds e R = 00821
¢ uma constante do gds. Suponha que, em um certo instante,

vezes usado para estudar a interagio entre as espécies. Consi-

dere uma populagio de lobos da tundra, dada por W(1), e caribus,

dada por C(f), no norte do Canada. A interagdio foi modelada

pelas equagdes:
de

— = aC — bCW

il W + dCW
AT A
dt dt ¢

(2) Que valores de dC/dr e dW/dt correspondem as popula-
¢oes estdveis?

(b) Como representar matematicamente a afirmag@o: “O caribu
estd extinto?”.

(c) Suponha que a = 005,6=0001,c=005¢cd = 0,0001.
Encontre todos os pares (C, W) que levam a populagdes es-
tdveis. Segundo esse modelo, € possivel para as espécies vi-
verem em harmonia, ou uma ou as duas espécies acabardo
por se extinguir?

CRESCIMENTO E DECAIMENTO EXPONENCIAL

Em muitos fendmenos naturais, quantidades crescem ou decaem a uma taxa proporcional

a seu tamanho. Por exemplo, se y = f (¢) for o niimero de individuos em uma populagéo
de animais ou de bactérias no instante f, entdo parece razodvel esperar que a taxa de cres-
cimento f'(7) seja proporcional & populagdo f (1); ou seja, (&) = kf (1) para alguma cons-
tante k. De fato, em condi¢des ideais (meio ambiente ilimitado, nutri¢do adequada,
imunidade a doengas) o modelo matematico dado pela equagdo f' (1) = kf (1) prevé o que
realmente ocorre de modo bastante preciso. Outro exemplo ocorre na fisica nuclear, na
qual a massa de substancia radioativa decai a uma taxa proporcional 2 massa. Na quimica,
a taxa de reacdo de primeira ordem unimolecular & proporcional & concentragdo da subs-
tancia. Em finangas, o valor de uma conta poupanga com juros contabilizados continua-
mente aumenta a uma taxa proporcional a este valor.

Em geral, se y(f) for o valor de uma quantidade y no instante 7 € se a taxa de variagdo
de y com relagdo a t for proporcional a seu tamanho y(f) em qualquer instante, entao
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I.

EXERCICIOS

Uma populagio de protozodrios se desenvolve a uma taxa de
crescimento relativa constante de 00,7944 membro por dia. No
dia zero, a populagio consistia em dois membros. Encontre o
tamanho da populagdo depois de seis dias.

Um habitante comum do intestino humano € a bactéria Escheri-

chia coli. Uma célula desta bactéria em um meio nutriente li-

quido se divide em duas células a cada 20 minutos. A populagdo

inicial de uma cultura é de 60 células.

(a) Encontre a taxa de crescimento relativa.

(b) Encontre uma expressio para o niimero de células depois de
t horas.

(c) Encontre o nimero de células apés 8 horas.

(d) Encontre a taxa de crescimento depois de 8 horas.

(e) Quando a populagdo atingird 20 000 células?

Uma cultura de bactérias inicialmente contém 100 células e

cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho. Depois de uma

hora a populagao cresceu para 420.

(a) Encontre uma expressdo para o nimero de bactérias depois
de ¢ horas.

(b) Encontre o nimero de bactérias apés 3 horas.

(c) Encontre a taxa de crescimento depois de 3 horas.

(d) Quando a populagdo atingird 10 000 células?

Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa de crescimento re-
lativa constante. Depois de 2 horas existem 600 bactérias e de-
pois de 8 horas a contagem € 75 000.

(a) Encontre a populagéo inicial.

(b) Encontre uma expressdo para a populago depois de  horas.
(¢) Encontre o nimero de células apds 5 horas.

(d) Encontre a taxa de crescimento depois de 5 horas.

(e) Quando a populagio atingird 200 000 células?

A tabela dd estimativas da popula¢io mundial, em milhdes, de
1750 a 2000.

Ano Populacio Ano Populacio
1750 790 1900 1 650
1800 980 1950 2 560
1850 1260 2000 6 080

(a) Use 0 modelo exponencial e os valores da populagao para
1750 e 1800 para prever a populagdo do mundo em 1900 e
1950. Compare com os valores da tabela.

(b) Use o modelo exponencial e os valores da populagdo para
1850 e 1900 para prever a populagido do mundo em 1950.
Compare com o valor da tabela.

(¢) Use o modelo exponencial e os valores da populagio para
1900 e 1950 para prever a populacdo do mundo em 2000.
Compare com o valor da tabela e tente explicar a discrepancia.

A tabela dd a populagiio da India, em milhdes, para a segunda
metade do século XX.

(a) Use o modelo exponencial e os valores do censo para 195]
e 1961 para prever a populagdo em 2001. Compare com o
valor da tabela.

(b) Use o modelo exponencial e os valores do censo para 1961
e 1981 para prever a populagdo em 2001. Compare com o
valor da tabela. A seguir, use este modelo para prever a po-
pulag@o nos anos de 2010 e 2020.

(c) Trace ambas as fungdes exponenciais nas partes (a) e (b) com
um gréfico da populagdo real. Estes modelos sdo razodveis?

As experiéncias mostram que se a reagdo quimica

N,0, —2NO, + 3 0,

ocorrer a 45°C, a taxa de reacdo do pentdxido de dinitrogénio é
proporcional 4 sua concentragdo da seguinte forma:

N,0,
——[—;z—>] = 0,0005[N,0,]
. 0

(a) Encontre uma expresso para a concentragio [N,0,] depois
de t segundos se a concentracdo inicial for C.

(b) Quanto tempo levard para que a reagio reduza a concentra-
¢do de N,O, para 90% de seu valor original?

O bismuto-210 tem uma meia-vida de 5,0 dias.

(a) Uma amostra tem originalmente uma massa de 800 mg. En-
contre uma férmula para a massa remanescente depois de r dias.

(b) Encontre a massa remanescente depois de 30 dias.

(c) Quando a massa se reduzird a | mg?

(d) Esboce o grifico da fungcdo massa.

A meia-vida do césio-137 € 30 anos. Suponha que tenhamos
uma amostra de 100 mg.

(a) Encontre a massa remanescente apos f anos.

(b) Quanto da amostra restard depois de 100 anos?

(c) Depois de quanto tempo restard apenas | mg?

. Uma amostra de tritio-3 decai para 94,5% de sua quantidade ori-

ginal depois de um ano.

(a) Qual € a meia-vida do tritio-3?

(b) Quanto tempo levaria para a amostra decair para 20% de sua
quantidade original?

. Os cientistas podem determinar a idade de objetos antigos pelo

método de datacio por carbono radioative. O bombardeamento
da parte superior da atmosfera por raios césmicos converte o ni-
trogénio em um isétopo radioativo do carbono, *C, com meia-

Ano Populagido
1951 361
1961 439
1971 548
1981 683
1991 846
2001 1 029

E
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carbono através da atmosfera ¢ a vida animal assimila "'C atra-
vés da cadeia alimentar. Quando uma planta ou animal morre,
para de repor seu carbono ¢ a quantidade de "*C comega a de-
crescer por decaimento radioativo. Portanto o nivel de radioati-
vidade também deve decrescer exponencialmente.

Foi descoberto que um fragmento de pergaminho tinha cerca de
74% de "*C do que os materiais das plantas tém atualmente na
terra. Estime a idade do papiro.

12. Uma curva passa pelo ponto (0,5) e tem a propriedade de que a
inclinagdio da curva em todo ponto P é duas vezes a coordenada
y de P. Qual € a equagio da curva?

13. Um peru assado € tirado de um forno quando a sua temperatura
atinge 85 °C ¢ ele é colocado sobre uma mesa em um comodo
em que a temperatura € 22 °C.
(a) Se a temperatura do peru for 65 °C depois de meia hora, qual 7
serd a temperatura depois de 45 minutos?
(b) Quando o peru terd esfriado para 40 °C?

14. Um termdmetro é tirado de uma sala na qual a temperatura ¢

20 °C e levado para fora, onde a temperatura é 5 °C. Depois de 19.

| minuto a leitura no termdmetro € 12 °C.
(a) Qual ser4 a leitura no termdmetro depois de mais um minuto?
(b) Quando a leitura no termdmetro serd 6 °C?

I5. Quando uma bebida gelada é tirada da geladeira, sua tempera-
tura é 5 °C. Depois de 25 minutos em uma sala a 20 °C, sua tem-
peratura ter4 aumentado para 10 °C.

() Qual é a temperatura da bebida depois de 50 minutos? 20.

(b) Quando a temperatura serd 15 °C?

3.9 TAXAS RELACIONADAS

_vida de cerva de 5 730 anos. A vegetagdo absorve o diéxido de 16.
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Uma xicara de café recém coado tem a temperatura de 95 °C em
uma sala a 20 °C. Quando sua temperatura for 70 °C, ele estard
esfriando a uma taxa de 1 °C por minuto. Quando isto ocorre?

A taxa de variaciio da pressio atmosférica P com relagdo a altitude

h é proporcional a P, desde que a temperatura seja constante. A

15 °C a pressdo é 101,3 kPa no nivel do mar e 87,14 kPa em

h = 1000 m.

(a) Qual & a pressiio a uma altitude de 3 000 m?

(b) Qual & a pressiio no topo do Monte McKinley, a uma alti-
tude de 6 187 m?

. (2)Se $ 1 000 forem emprestados a 8% de juros, encontre as

quantias devidas ao fim de trés anos se os juros forem com-
postos (i) anualmente, (ii) trimestralmente, (iii) mensalmente,
(iv) semanalmente, (v) diariamente, (vi) a cada hora ou (vii)
continuamente.

(b) Suponha que $ 1 000 sejam emprestados e que 0s juros
sejam capitalizados continuamente. Se A(r) for a quantia de-
vida depois de 7 anos, em que 0 =< ¢ =< 3, trace A(r) para cada
uma das taxas de juros 6%, 8% e 10% em uma mesma tela.

(a) Se $ 3 000 forem investidos a 5% de juros, encontre o valor
do investimento ao fim de 5 anos, para juros capitalizados
(i) anualmente, (i) semestralmente, (iii) mensalmente, (iv)
semanalmente, (v) diariamente ou (vi) continuamente.

(b) Se A(z) for a quantia do investimento no instante ¢ para o ¢aso
da capitalizagfio continua, escreva uma equagio diferencial
e uma condicdo inicial satisfeitas por A(?).

(2) Quanto tempo levard para um investimento dobrar de valor
se a taxa de juros for 6%, capitalizados continuamente?
(b) Qual é a taxa de juros anual equivalente?

Quando bombeamos ar para dentro de um baléo, tanto o volume quanto o raio do baldo
crescem, e suas taxas de crescimento estfio relacionadas. Mas & muito mais facil medir di-
retamente a taxa de crescimento do volume do que a do raio.

Em um problema de taxas relacionadas, a ideia é calcular a taxa de varia¢do de uma
grandeza em termos da taxa de variag@o da outra (que pode ser medida mais facilmente).
O procedimento é achar uma equagdo que relacione as duas grandezas e entdo usar a Regra
da Cadeia para derivar ambos os lados em relagéo ao tempo.

n De acordo com os Principios de
Resolucio de Problema discutidos no

EXEMPLO | Ar est4 sendo bombeado para dentro de um baldo esférico e seu volume cresce

3 ~ P . - - A
Capitulo |, na pégina 65, 0 primeiro passo ¢ @ UMma taxa de 100 cm’/s. Quio répido o raio do baldo estd crescendo quando o didmetro

entender o problema. Isso inclui 1&-lo for 50 cm?
cuidadosamente, identificando o que foi

dado e as incgnitas, e introduzir uma j0LUk0 Vamos comegar identificando duas coisas:

notagdo adequada. ; i
a informagdo dada:

a taxa de crescimento do volume do ar é 100 cm’/s

e a incognita:

a taxa de crescimento do raio quando o didmetro € 50 cm
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= — =0,16

0O holofote estd girando a uma taxa de 0,16 rad/s. |

EXERC[CIOS

Se V for o volume de um cubo com aresta de comprimento x ¢,
a medida que o tempo passa, o cubo se expandir, encontre dv/dt
em termos de dx/dt.

(a) Se A for a drea do circulo com raior e, medida que o tempo
passa, o circulo se expandir, encontre dAdt em termos
de dr/dt.

(b) Suponha que petréleo vaze por uma ruptura de um petroleiro
e espalhe-se em um padrio circular. Se o raio do petréleo
derramado crescer a uma taxa constante de 1 m/s, qudo ré-
pido a drea do vazamento estd crescendo quando o raio €
igual a 30 m?

Cada lado de um quadrado estd aumentando a uma taxa de 6
cm/s. Com que taxa a drea do quadrado estard aumentando
quando a rea do quadrado for 16 cm™?

O comprimento de um retingulo estd crescendo a uma taxa de
8 cm/s e sua largura estd crescendo a uma taxa de 3 cm/s.
Quando o comprimento for 20 ¢m e a largura for 10 cm, qudo ra-
pidamente estar4 crescendo a drea do retdngulo?

Um tanque cilindrico com raio 5 m estd sendo enchido com dgua
a uma taxa de 3 m’/min. Quio rdpido estard aumentando a altura
da dgua?

O raio de uma esfera estd aumentando a uma taxa de 4 mm/s.
Qudo rapido o volume estard aumentando quando o didgmetro
for 80 mm?

Sey= X + 2xedx/dt = 5,encontre dy/dt quando x = 2.
Se x* + y* = 25 e dy/dt = 6, encontre dx/dt quando y = 4.

Se 77 = x* + y°, dx/dt = 2 e dyldt = 3, encontre dz/dt quando
x=5ey=12.

. Uma particula move-se ao longo da curvay = v1 + x*. Quando

ela atinge o ponto (2, 3), a coordenada y estd crescendo a uma
taxa de 4 cm/s. Quiio répido estd variando a coordenada x do
ponto naquele instante?

1i-14

(a) Quais sdo as quantidades dadas no problema?

(b) Qual é a incdgnita?

(c) Faga um desenho da situagdo para qualquer instante 7.

(d) Escreva uma equagéo que relacione as quantidades.

() Termine a resolugio do problema.

I

Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a
800 km/h, e passa diretamente sobre uma estagdo de radar. En-

contre a taxa segundo a qual a distancia entre o avido ¢ a esta-
¢io aumenta quando ele estd a 3 km além da estagdo.

. Se uma bola de neve derrete de forma que a drea de sua super-

Y yd .
ficie decresce a uma taxa de 1 cm’/min, encontre a taxa segundo
a qual o didgmetro decresce quando o didmetro é 10 cm.

Uma luz de rua é colocada no topo de um poste de 5 metros de
altura. Um homem com 2 m de altura anda, afastando-se do
poste com velocidade de 1,5 m/s ao longo de uma trajetria reta.
Com que velocidade se move a ponta de sua sombra quando ele
estd a 10 m do poste?

Ao meio-dia, o navio A estd a 150 km a oeste do navio B. O
navio A est4 navegando para o leste a 35 km/h, e o navio B estd
navegando para norte a 25 km/h. Qudo répido varia a distancia
entre 0s navios s 4 horas da tarde?

. Dois carros iniciam o movimento partindo de um mesmo

ponto. Um viaja para o sul a 30 km/h e o outro para o oeste a
72 km/h. A que taxa estéd crescendo a disténcia entre os carros
duas horas depois?

. Um holofote sobre o chio ilumina uma parede 12 m distante

dele. Se um homem de 2 m de altura anda do holofote em dire-
¢o & parede a uma velocidade de 1,6 m/s, quéo répido decresce
o comprimento de sua sombra sobre a parede quando ele estda
4 mdela?

. Um homem comegca a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um

ponto P. Cinco minutos depois uma mulher comega a andar para
o sul a 1,6 m/s de um ponto a 200 m a leste de P. A que taxa as
pessoas estdo se distanciando 15 minutos depois de a mulher co-
megar a andar?

. Uma quadra de beisebol é um quadrado com 90 pés. Um bate-

dor atinge a bola e corre em diregéio & primeira base com uma ve-

locidade de 24 pés/s.

(a) A que taxa decresce sua distincia da segunda base quando ele
estd a meio caminho da primeira base?

(b) A que taxa aumenta sua distdncia da terceira base no mes-
mo momento?
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

A altura de um tridngulo cresce a uma taxa de 1 cm/min, en-
quanto a 4rea do tridngulo cresce a uma taxa de 2 cm”min. A
que taxa varia a base do tridngulo quando a altura € 10 cme a
drea, 100 cm™?

Um-bote é puxado em diregdo ao ancoradouro por uma corda
que est4 atada na proa do bote e que passa por uma polia sobre
o ancoradouro (colocada 1 m mais alto que a proa). Se a corda
for puxada a uma taxa de 1 m/s, quio répido se aproxima o bote
do ancoradouro, quando ele estiver a 8 m dele?

Ao meio-dia, um navio A estd 100 km a oeste do navio B. O
navio A estd navegando para o sul a 35 km/h, e o B estd indo
para o norte a 25 km/h. Quéo répido estard variando a disténcia
entre eles as 4 horas da tarde?

Uma particula se move ao longodacurvay = Vx. Quando a par-
ticula passa pelo ponto (4, 2), sua coordenada x cresce a uma
taxa de 3 cm/s. Quio répido estd variando a distdncia da parti-
cula & origem nesse instante?

Est4 vazando dgua de um tanque conico invertido a uma taxa de
10 000 cm’*/min. Ao mesmo tempo, estd sendo bombeada dgua
para dentro do tanque a uma taxa constante. O tanque tem 6 m
de altura e o didmetro no topo é de 4 m. Se o nivel da dgua esti-
ver subindo a uma taxa de 20 ¢cm/min quando a altura da dgua
for 2 m, encontre a taxa segundo a qual a dgua estd sendo bom-
beada dentro do tanque.

Um cocho tem 6 m de comprimento, e suas extremidades tém a
forma de tridngulos is¢sceles com 1 m de base e 50 cm de altura.
Se o cocho for preenchido com dgua a uma taxa de 1,2 m*/min,
qudo rdpido estard se elevando o nivel da dgua quando ela tiver
30 cm de profundidade?

Um cocho de dgua tem 10 m de comprimento ¢ uma secgao
transversal com a forma de um trapezoide isésceles com 30 cm
de comprimento na base, 80 cm de extensdo no topo e 50 cm de
altura. Se o cocho for preenchida com dgua a uma taxa de 0,2
m’/min, quiio rdpido estard subindo o nivel da dgua quando ela
tiver 30 ¢cm de profundidade?

Uma piscina tem 5 m de largura por 10 m de comprimento, 1 m
de profundidade na parte rasa, ¢ 3 m na parte mais funda. Sua
sec¢iio transversal estd mostrada na figura. Se a piscina for en-
chida a uma taxa de 0,1 m’/min, quéo rdpido estard subindo o
nivel da 4gua quando sua profundidade no ponto mais profundo
for de | m?

27:

28.

Uma esteira transportadora estd descarregando cascalho a uma
taxa de 3 m’/min, constituindo uma pilha na forma de cone com
o didimetro da base e altura sempre igual. Quéo rdpido cresce a
altura da pilha quando estd a 3 m de altura?

Uma pipa a 50 m acima do solo move-se horizontalmente a uma
velocidade de 2 m/s. A que taxa decresce o ngulo entre a linha
e a horizontal depois de 100 m de linha serem soltos?

29. Dois lados de um triingulo sdo 4 m e 5 m, e o dngulo entre eles

30.

31

32.

33.

estd crescendo a uma taxa de 0,06 rad/s. Encontre a taxa segundo
a qual a drea estd crescendo quando o dngulo entre os lados de
comprimento fixo for /3.

Quio rapido estard o fngulo entre o chdo e a escada variando
no Exemplo 2 quando a parte de baixo da escada estiver a 3 m
da parede?

A Lei de Boyle afirma que quando uma amostra de gds estd
sendo comprimida a uma temperatura constante, a pressdo P e
o volume V satisfazem a equagdo PV = C, onde C € uma cons-
tante. Suponha que em um certo instante o volume ¢ de 600 em’,
a pressdo é 150 kPa e a pressdo cresce a uma taxa de 20 kPa/min.
A que taxa estd decrescendo o volume nesse instante?

Quando o ar se expande adiabaticamente (sem ganhar ou per-
der calor), sua pressdo P e volume V estdo relacionados pela
equagiio PV = C, onde C é uma constante. Suponha que em
um certo instante o volume ¢ de 400 cm’ e a pressio, 80 kPa, e
estd decrescendo a uma taxa de 10 kPa/min. A que taxa estd cres-
cendo o volume nesse instante?

Se dois resistores com resisténcias R e R, estdo conectados em
paralelo, como na figura, entdo a resisténcia total R, medida em
ohms ({2), é dada por

L1 1
— —_— + ——
R R, R,




Se R.e R, estdo crescendo a taxas de 0,3 /s e 0,2 /s, respec-
tivamente, qudo rdpido estard variando R quando R, = 80 (} ¢
R,= 100 Q7

L 4 4
[

34. Nos peixes, o peso B do cérebro como uma fungio do peso
corporal W foi modelado pela fung¢do poténcia B = 0,007 w?,
onde B e W sio medidos em gramas. Um modelo para o peso

corporal como uma fungéo do comprimento corporal L (me-
dido em centimetros) ¢ W = 0,12L**. Se, em 10 milhdes de
anos, o comprimento médio de uma certa espécie de peixes
evoluiu de 15 cm para 20 cm a uma taxa constante, quio ré-
pido estava crescendo o cérebro dessa espécie quando o com-
primento médio era de 18 cm?

35. Dois lados de um tridngulo tém comprimento 12 me 15 m. O
Angulo entre eles aumenta i taxa 2°/min. Com que velocidade es-
tard aumentando o terceiro lado quando o dngulo dos lados de
comprimento fixo estiver em 60°7

36. Duas carretas, A e B, estdo conectadas por uma corda de 12 m
que passa por uma polia P (veja a figura). O ponto Q no chao
estd 4 m diretamente abaixo de P e entre as carretas. A carreta A
estd sendo puxada, afastando-se de O a uma velocidade de
0,5 m/s. Quio rdpido se move a carreta B em dire¢ao a Q no ins-
tante em que A estd a 3 m de Q7

P
|
|
4m
|
 — e Q +——

37. Uma cimera de televisio estd posicionada a 1 200 m de uma
base de langamento de foguete. O dngulo de elevagdo da cimera
deve variar a uma taxa que possa focalizar o foguete. O meca-

38.

39.

40.

41.

42.

43.
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nismo de foco da cAmera também deve levar em conta o au-

mento da distincia entre a cimera e o-foguete em subida. Vamos

supor que o foguete suba verticalmente e com uma velocidade

de 200 m/s quando ja tiver subido 900 m.

() Quio rdpido estard variando a distdncia da cimera ao foguete
naquele momento?

(b) Se a cimera de televisdo se mantiver sempre na direco do
foguete, quio rdpido estard variando o dngulo de elevagéo
dela naquele mesmo momento?

Um farol estd localizado em uma pequena ilha, e a distdncia
entre ele e o ponto P mais proximo dele em uma costa reta do
continente € de 3 km. Sua luz gira quatro revolugdes por minuto.
Quio rdpido estard se movendo o feixe de luz ao longo da costa
quando ele estiver a 1 km de P?

Um avidio voa horizontalmente a uma altitude de 5 km e passa
diretamente sobre um telescdpio no chio. Quando o dngulo de
elevagio for 7/3, este Angulo estard decrescendo a uma taxa de
7/6 rad/min. Qudo rapidamente estard o avido se movendo na-
quele instante?

Uma roda-gigante com raio de 10 m esté girando a uma taxa de
uma revolugdo a cada dois minutos. Quio rapido um passageiro
estard subindo quando seu assento estiver 16 m acima do nivel
do solo?

Um avido voando a uma velocidade constante de 300 km/h passa
sobre uma estacdo de radar no solo a uma altitude de 1 km e su-
bindo em um Angulo de 30°. A que taxa estd crescendo a distin-
cia do avifio em relagdo 4 estacdo de radar 1 minuto mais tarde?

Duas pessoas comegam a andar a partir do mesmo ponto. Uma
vai para o leste a 4 km/h e a outra, para o nordeste a 2 km/h. Quao
rdpido estd variando a distincia entre as pessoas apds 15 minutos?

Um velocista corre em uma pista circular de raio 100 m a uma
velocidade constante de 7 m/s. Seu amigo estd parado a uma dis-
tancia de 200 m do centro da pista. Qudo rdpido estard variando
a distincia entre 0s amigos quando estiverem a uma distincia
de 200 m?

. O ponteiro dos minutos de um relégio mede 8 mm, enquanto o

das horas tem 4 mm de comprimento. Quao rdpido estd variando
a distdncia entre a ponta dos ponteiros a 1 hora?

3.1 APROXIMAGOES LINEARES E DIFERENCIAIS

Vimos que uma curva fica muito perto de sua reta tangente nas proximidades do ponto de

tangéncia. De fato, dando um zoom em torno de um ponto sobre o gréafico de uma fungéo

derivdvel, notamos que o gréfico se assemelha cada vez mais a sua reta tangente (veja a
Figura 2 na Se¢do 2.7). Essa observagiio ¢ a base para um método de encontrar valores

aproximados de fungdoes.
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| Observe que no Exemplo 3 a aproximagdo Ay = dy torna-se melhor 2 medida que Ax
| fica menor. Observe também que € muito mais facil calcular dy do que Ay. Para as fun-
| ¢Bes mais complicadas pode ser impossivel calcular exatamente Ay. Nesses casos, a apro-
ximagdo por diferenciais é especialmente titil.
Na notagdo de diferenciais, a aproximagéo linear (1) pode ser escrita como

fla+dx)=f(a) +dy

Por exemplo, para a fungio f (x) = Vx + 3 do Exemplo 1, temos

, dx
. dy = f'(x)dx = ———
! 2Vx+ 3
1 Sea=1edx= Ax = 0,05, entdo
|
dy = L B 00125
21+ 3
| e V4,05 = f(1,05) = f(1) +dy =20125

exatamente como encontramos no Exemplo 1.
Nosso exemplo final ilustra o uso de diferenciais na estimativa de erros que ocorrem
em virtude de medidas aproximadas.

EXEMPLO 4 O raio de uma esfera tem 21 c¢m, com um possivel erro de medida de no mé-
ximo 0,05 cm. Qual é o erro mdximo cometido ao usar esse valor de raio para calcular o
volume da esfera?

" : - . 4 .

S0LUGAO Se o raio da esfera for r, entdo seu volume ¢ V=7 arr” . Se o erro na medida do valor
de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspondente no cilculo do valor de V€ AV,
que pode ser aproximado pela diferencial

dv = 4z dr
Quando r = 21 e dr = 0,05, temos
dV = 4m(21)°0,05 = 277

O erro méximo no volume calculado é de cerca de 277 cm’. 0

Embora o erro possivel no Exemplo 4 possa parecer muito grande, uma ideia
, melhor é dada pelo erro relativo, que é calculado dividindo-se o erro pelo volume total:

‘ Assim, o erro relativo no volume é cerca de trés vezes o erro relativo no raio. No Exem-
plo 4, o erro relativo no raio é de aproximadamente dr/r = 0,05/21 = 0,0024 ¢ produz um
erro relativo de cerca de 0,007 no volume. Os erros também poderiam ser expressos como
erros percentuais de 0,24% no raio e 0,7% no volume.

| 3.10| EXERCICIOS

1-4 Encontre a linearizag¢do L(x) da fungio em a. 7 5. Encontre a aproximagio linear da fungio f (x) = v1 — x em
! L o= & a=1 % FOO =hiz, &= a = ( e use-a para aproximar os nimeros V0.9 ¢+/0,99. Ilustre
| fazendo os grificos de fe da reta tangente.
. 3. f(x)=cosx, a=m/2 4 f=x" a=16
| =
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6. Encontre a aproximagdo linear da fun¢io glx) =V1+ xem
a = 0 ¢ use-a para aproximar os nimeros J0.95¢ V1,1 Ilustre
fazendo os graficos de g e da reta tangente.

7-10 Verifique a aproximagio linear dada em a = 0. A seguir, de-
termine os valores de x para 0s quais a aproximagao linear tem

precisdo de 0,1.

T \/-1+x==l+%x 8. tgx=x

9. (1 +2)'=1-8 10 =1 +x

11-14 Encontre a diferencial da fungéo.
(byy=Inv/1+7

(byy=e "cosu

1. (ay= X sen 2x

12. (a)y=s/(1 + 25)
u+ 1

—_—

byy=(1+r7"
u—1

13. (@)y=

14. (a)y=e®" (b)yy=+v1+1Inz

15-18 (a) Encontre a diferencial dy e (b) calcule dy para 0s valores
dados de x e dx.

I5. y= e.\'t‘IO1

x=0, dc=0,1
6. y=1/(x+ 1), x=1, dx=—00l
17. y=tgx, x=ml4, dx = —0,1

18. y =cosx, x=m/3, dx =005

19-22 Calcule Ay e dy para os valores dados de x e dx = Ax. A
seguir, esboce um diagrama como 0 da Figura 5, mostrando 0s seg-
mentos de reta com comprimentos dx, dy ¢ Ay.

19. y=2x—x, x=2, Ax=-04
10.y=\/;, x=1, Ax=1
21, y=2/x, x=4, Ax =1
22. y=¢, x=0, Ax=05

23-28 Use uma aproximagio linear (ou diferencial) para estimar o

nimero dado.

23. (2,001’ 24, & o

25. (8,06)" 26. 1/1002
27, tg 44’ 28. V99,8

29-31 Explique em termos de aproximagdes lineares ou de diferen-

ciais por que a aproximagdo € razodvel.
29. sec 008 = 1 30. (1.01)°= 1,06

31. In105=005

by

32. Sejamf(x) = (x — 1), gx) =e

e h(x) =1+ In(l — 2x). )

(a) Determine as linearizagoes para f.gehema=0.0que vocé
observa? Como explicar o que aconteceu?

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

(b) Faga os gréficos def,ge he de suas aproximagdes lineares,
Para qual fungiio a aproximagio é melhor? Para qual ¢
pior? Justifique.

A aresta de um cubo tem 30 cm, com um possivel erro de me-
dida de 0,1 ecm. Use diferenciais para estimar o erro miximo
possivel no célculo (a) do volume do cubo e (b) da drea da su-
perficie do cubo.

O raio de um disco circular é 24 cm, com um erro possivel de

0,2 cm.

(a) Use diferenciais para estimar 0 erro méximo na drea calculada
do disco.

(b) Qual o erro relativo? Qual o erro percentual?

A circunferéncia de uma esfera mede 84 cm, com erro possivel

de 0,5 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o e1ro méximo na drea calculada
da superficie. Qual o erro relativo?

(b) Utilize as diferenciais para estimar o erro mAaximo no vo-
lume calculado. Qual o erro relativo?

Use as diferenciais para estimar a quantidade de tinta necesséria
para aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo com
didmetro de 50 m.

(a) Utilize as diferenciais para achar uma férmula para o volume
aproximado de uma fina camada cilindrica com altura k2, raio
interno r e espessura Ar.

(b) Qual € o erro envolvido no uso da férmula da parte (a)?

Sabe-se que um lado de um tridngulo retingulo mede 20 cm de
comprimento e o dngulo oposto foi medido como 30°, com um
possivel erro de £1°.

(a) Use diferenciais para estimar o erro o célculo da hipotenusa.
(b) Qual é o erro percentual?

Se uma corrente [ passar por um resistor com resisténcia R, a
Lei de Ohm afirma que a queda de voltagem & V = RI. Se V for
constante e R for medida com um certo erro, use diferenciais
para mostrar que o erro relativo no cdlculo de I é aproximada-
mente o0 mesmo (em médulo) que o erro relativo em R.

Quando o sangue flui a0 longo de um vaso sanguineo, o fluxo F
(o volume de sangue por unidade de tempo que passa por um
dado ponto) & proporcional a quarta poténcia do raio R do vaso:
F = kR’

(Isso é conhecido como a Lei de Poiseuille; mostraremos por
que isso ¢ verdadeiro na Segdo 8.4.) Uma artéria parcialmente
obstruida pode ser alargada por uma operagao chamada angio-
plastia, na qual um cateter-baldo é inflado dentro da artéria a fim
de aumentd-la e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que a variagio relativa em F é cerca de quatro vezes a
variagiio relativa em R. Como um aumento de 5% no raio afeta
o fluxo do sangue?
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41. Estabeleca as seguintes regras para trabalhar com as diferenciais 43. Suponha que a tinica informag@o que temos sobre uma funcao f
(onde ¢ denota uma constante e u ¢ v s3o fungdes de x). équef(1) = 5 e que o grifico de sua derivada é como mostrado.
(a)dc =0 (b) d(cu) = ¢ du (a) Use a aproximacdo linear para estimar f(0,9) e f(1,1).
(¢)d(u + v) = du + dv (d) d(wv) = udv + vdu (b) Suas estimativas na parte (a) sdio muito grandes ou peque-

nas? Explique.

© d(i) _udu —udv iy gy = .
U 1)) b

42. Bm Physics: Calculus, de Eugene Hecht, 2. ed., Pacific Grove, \\
CA, Brooks/Cole, 2002, p. 431, durante a dedugfo da férmula T’
- 217\/.!__./?; para o periodo de um péndulo de comprimento L, o A= Flxi
autor obtém a equagfio ¢, = —g sen 6 para a aceleragdo tangen- \
cial do peso do péndulo. Ele entdo afirma: “para dngulos pe-

quenos, o valor de 6 em radianos € muito préximo do valor de

sen 8; eles diferem por menos do que 2% até cerca de 20°”. 0 X

(a) Verifique a aproximagdo linear em O para a fun¢do seno:
44. Suponha que nio tenhamos uma férmula para g(x), mas sabe-
mos que g(2) = —~4eg'(x) = Vx*+ 5 para todo x.
(a) Use uma aproximagdo linear para estimar g(1,95) e g(2,05).

senx = X

A~ (b) Use uma ferramenta grafica para determinar os valores de x

para os quais sen x e x difiram por menos do que 2%. Entéo, . N .
o ) B . (b) Suas estimativas na parte (a) sdo muito grandes ou peque-
verifique a afirmag@o de Hecht, convertendo de radianos .
nas? Explique.

para graus.

| PROIJETO DE 74 POLINOMIOS DE TAYLOR
LABORATORIO

A aproximagio pela reta tangente ¢ a melhor aproximagéo de primeiro grau (linear) para
i £ (x) préximo de x = a, pois f (x) € L(x) tém a mesma taxa de variag@o (derivada) em a.
1 Para uma aproximagio melhor que a linear, vamos tentar uma aproximagdo de segundo
grau (quadratica) P(x). Em outras palavras, aproximaremos uma curva por uma pardbola
em vez de uma reta. Para nos assegurarmos de que ¢ uma boa aproximagéo, estipulare-
mos o seguinte:

(i) Pla)=f(a) (P e fdevem ter 0 mesmo valor em a.)
(i) P'(a) =f'(a) (P efdevem ter a mesma taxa de variagio em a.)
(iii) P"(a) =f"(a) (Ainclinacdo de P e fdeve variar segundo a mesma taxa.)
1. Encontre a aproximagio quadratica P(x) = A + Bx + ey para a fungio f (x) = cos x
que satisfaga as condigdes (i), (ii) e (iii) com a = 0. Faga o grifico de P, de f'e da apro-
ximag#o linear L(x) = 1 em uma mesma tela. Comente a qualidade das aproximagdes
PelLdef.

2. Determine os valores de x para os quais a aproximacao quadritica f (x) = P(x) do Pro-
blema 1 tem precisdo de 0,1. [Sugestdo: Faga o grifico dey = P(x),y=cosx—0,le
y = cos x + 0,1 na mesma tela.]

3. Para aproximar uma fungfo f por uma fungéo quadrética P nas proximidades de um
nimero a, é melhor escrever P na forma

P(x) = A+ B(x — @) + C(x — a)’
Mostre que a fungio quadritica que satisfaz as condigdes (i), (ii) e (iii) €
P() = f(a) + f' (@& — @) + 5@ — a)

4. Encontre a aproximagio quadrtica para f (x) = vx + 3 nas proximidades de a = 1.
Faca os grificos de f, da aproximagfo quadritica e da aproximagio linear do Exem-
plo 2 da Segdo 3.10 na mesma tela. O que vocé conclui?

- e ——pre————
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v+ 1 +x
(x+\/x—2TT)\/,F_+—1

X

EXEMPLO 5 Encontre f—i— [tgh"'(sen x)].

s0LuCio Usando a Tabela 6 ¢ a Regra da Cadeia, temos

i [tgh"(sen x)] =

= — O
v+ 1
1 d
—_— - —{(senzx)
1 — (sen x) dx
1 cos X .
T e = sec X O
1 —sen’x cos’ x

ﬁm EXERCICIOS
fozeeaal

i-6 Encontre o valor numérico de cada expressdo.

1.
2.

5.
6.

(a) senh 0 (b) cosh 0
(a)tgh 0 (b)ytgh 1

(a) senh(In 2) (b) senh 2

(a) cosh 3 (b) cosh(ln 3)
(a) sech 0 (b) cosh™' 1
(a) senh 1 (b) senh™'1

7-19 Demonstre a identidade.

7.

senh(—x) = —senh x
(Isso mostra que senh € uma fungéo fmpar.)

cosh(—x) = cosh x
(Isso mostra que cosh € uma funcdo par.)

cosh x + senhx = &'

. coshx —senhx=¢e "

. senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

. cotg’x — 1 = cossech’x

teh x + tgh
il i =L
| +tghxtghy
senh 2x = 2 senh x cosh x
cosh 2x = cosh’x + senh’x

. tgh(lnx) = ——

¥+ 1

I +tghxy

I —tghx

. (cosh x + senh x)" = cosh nx + senh nx

(n qualquer nimero real)

20.

21,

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Setghx = :—E encontre os valores das outras fungdes hiperbéli-

cas cm Xx.

Se coshx = 5; e x > 0, encontre os valores das outras funcdes hi-
perbélicas em x.

(a) Use os gréficos de senh, cosh e tgh das Figuras 1-3 para
fazer os grificos de cossech, sech e cotgh.

(b) Verifique os gréficos que vocé esbogou na parte (a) usandc
uma ferramenta grafica para produzi-los.

Use as definicdes das fungdes hiperbdlicas para achar os se:

guintes limites.

(a) lim tgh x
XL

(b) ‘!H'EIN tgh x
(¢) lim senh x '
i

(d) lil:Elm senh x
® 1i_rg cotgh x
(h) 111%1_ cotgh x

(e) ‘\1}}1 sech x

(g) !% cotgh x
(1) li,"},: cossech x
Demonstre as férmulas dadas na Tabela 1 para as derivadas da
fung@es (a) cosh, (b) tgh, (¢) cossech, (d) sech e (e) cotgh.

Dé uma solucio alternativa para o Exemplo 3 tomand
y= senh”'x e entdio usando o Exercicio 9 e o Exemplo 1(a), cor
x substituido por y.

Demonstre a Equagio 4.

Demonstre a Equagio 5 usando (a) o método do Exemplo 3 e (L
o Exercicio 18, com x substituido por y.

Para cada uma das seguintes fungdes (i) dé uma defini¢éo com
aquelas em (2), (ii) esboce o grifico e (iii) encontre uma f6
mula similar & Equagdo 3.

(b) sech™

(a) cossech™' (c) cotgh ™



242 ||| CALcuLO

29. Demonstre as férmulas dadas na Tabela 6 para as derivadas das

fungdes a seguir
(a) cosch™
(d) secch™'

(b) tgh™ (c) cossech ™

(e) cotgh™

30-47 Encontre a derivada. Simplifique quando possivel.

30. f(x) = ¢'senhx

31 f(x) = tgh3x

(veja a Figura 4 € 0 Exercicio 52). Faga o gréfico de virios mem-
bros da familia de fungdes y = a cosh(x/a). Como o grifico
muda quando a varia?

. Uma linha de telefone é pendurada entre dois postes separados

14 m, na forma da catendria y = 20 cosh(x/20) — 15, em que x
e y sao medidas em metros.
(a) Encontre a inclinagdo dessa curva onde ela encontra 0 poste

32. g(x) = cosh’x 33. h(x) = cosh (x") a direita.
34. y = xcotgh (1 + ) 35, i g (b) Encontre o fingulo # entre a reta tangente e o poste.
36. f(1) = cossech #(1 — Incosseh 1) 37. fn= sech’ (e) g
38. y = senh(cosh x) 39. y = arctg(tgh x) 5 o
40. y:{/—m 41. G(x)=-—-—1_CDth i
1 —tghx 1 + coshx -7 0 7 x
42. y = x"senh '(2x) 43. y = tgh 'Vx

44.
45.
46.

47.

y=xtgh'x+ V11— x°
y=x senh ™ '(x/3) — Vo +2
y = sech 'V1— ¥, x>0
y= cotghf'w/F—Jr—l

48.

49.

O Gateway Arch em St. Louis foi projetado por Eero Saarinen
e construido usando a equagéo
y = 21149 — 20,96 cosh 0,03291765x
para a curva central do arco, em que x e y sd0 medidos em me-
tros e lxl = 91,20.
(a) Trace a curva central.
(b) Qual é a altura do arco em seu centro?
(c) Em quais pontos a altura é 100 m?
(d) Qual é a inclinagio do arco nos pontos da parte (¢)?

Se uma onda de comprimento L se move a velocidade v em um
corpo de dgua de profundidade d, entdo

. Usando os principios da fisica, pode ser mostrado que quando

um cabo é pendurado entre dois postes, ele toma a forma de uma
curva y = f(x), que satisfaz a equacao diferencial

d—zy P4 1+(dy

dxz_ T E

2

na qual p é a densidade linear do cabo, g € a aceleragio da gra-
vidade e T é a tensdo no cabo no ponto mais baixo, e 0 sistema
de coordenada é apropriadamente escolhido. Verifique que
a fungio

T
y=f(x)= —cosh('o—gi-r)
P9 T

é uma solugdo dessa equagio diferencial.

. (a) Mostre que qualquer fungdo da forma

y = A senh mx + B cosh mx

satisfaz a equagio diferencial y” = m’y.
(b) Encontre y = y(x) tal que y = 9", y(0) = —4,ey'(0) = 6.

gL 2md ;
Ly tgh(— . Calcule lim g =,
2m —
em que g é a aceleracio da gravidade. (Veja a Figura 5.) Expli- 55. Em quais pontos da curva y = cosh.x a tangente tem inclinagéo 1?7
que por que a aproximagio 56. Se x = In(sec 0 + tg @), mostre que sec f = cosh x.
gL
v= ;—- 57. Mostre que se a 7 0 e b 7 0, entdo existem niimeros a e j tais que
m

ae* + be ' & igual A « senh(x + B) ou & a cosh(x + B).
Em outras palavras, que quase todas as fungbes da forma
f(x) = ae' + be " sdo fungdes seno ou cosseno hiperbélicas ex-
pandidas e deslocadas.

é adequada para dguas profundas.

79 50. Um cabo flexivel pendurado sempre tem a forma de uma cate-

néria y = ¢ + a cosh(x/a), em que ¢ e a sdo constantes ¢ a = 0
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vﬁniflcngio DE CONCEITOS

1. Enuncie cada regra da derivagio tanto em simbolos quanto 3. (a) Como ¢ definido o nimero e?
em palavras. (b) Expresse ¢ como um limite.
(a) A Regra da Poténcia (c) Por que a fungdo exponencial natural y = ¢"é usada mais
(b) A Regra da Multiplicagdo por Constante frequentemente em cdlculo do que as outras fungdes expo-
(c) A Regra da Soma nenciais y = a'?
(d) A Regra da Diferenga (d) Por que a fungdo logaritmica natural y = In x é usada mais
q g
(e) A Regra do Produto frequentemente em célculo do que as demais fungdes loga-
(f) A Regra do Quociente ritmicas y = log, x?
(g) A Regra da Cadeia ) . . .
4. (a) Explique como funciona a derivagio implicita.
2. Determine a derivada de cada fungdo. (b) Explique como funciona a derivagéo logaritmica.
(a) y= xn (b) y= e.r (C) y= a.r B ) . B
_ _ 5. (a) Escreva uma expressdo para a linearizagdo de fem a.
(@y=lnx (e)y = log, x (f)y =senx ) )
_ _ S (b) Se y = f(x), escreva uma expressdo para a diferencial dy.
(g)y =cosx (hyy=tgx (i) y = cossec x o
. _ _ -1 (c) Se dx = Ax, desenhe uma figura mostrando o significado
(j)y =secx (k) y =cotg x (Dy=sen x oo p
(m)y = cos 'y my= tg"lx (0) y = senh x geométrico de Ay e dy.
(p)y = coshx (qQy=tghx (r)y = senh”'x
(s)y= cosh™'x (t)y=tgh™'x
TESTES VERDADEIRO-FALSO
Determine se a afirmacéo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex-
plique por qué; caso contrario, explique por que ou d& um exemplo d P
: 7. —(10%) =xI0
que mostre que € falsa, dx
I. Sefe g forem derivdveis, entdo
d r ’
— [f(0) + 9] =f'(x) +g'(0) 8. Lan10y=+—
dx dx 10
2. Sefeg forem derivdveis, entio
d e PR 9. i(t: ) = —d—(seczx)
" [f(0)g(0] = f'(x)g'x) e
3. Se fe g forem diferencidveis, entdo
feg y 10. L1+ 2 = 26+ 11
= [£(gan] = f'(gl0)g' @) 2
dx
= o entio lim 960~ 92) _
. . d _ 1. Seg(x) = x,entdo lim H——== = 8(0.
4, Se ffor derivdvel, entio — +/f (x) = =——=. =2 )
d dx 2/ !
12. Uma equagio de reta tangente 2 pardbola y = x’em (=2, 4) é

5, L d I E))
5. Sefford 1, == = .
e f for derivdvel, entdo r fx) 2

6. Sey=¢’ entioy = 2e.

y—4=2xx+2).
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EXERCICIOS

1-50 Calcule y'.

y=@" =3+ 5)

2. y = cos(tg x)

1 Ix—72
T — =1
Uxt 2 + 1
5. =lr\/x2+l b.v= '
g y 142
y P B.y=e'(F—2t+2)
2. y= l—r-—z 10. y = ™ cos nx
—f
1. y=vxcosvx 12. y = (arcsen 2x)’
Iix
13.y=% 4 oy—— L
X sen(x — sen x)
15, xy* + Xy =x+3y 16. y = In(cossec 5x)
17, p=_50020 18. x"cos y + sen 2y = xy
| + tg 26
19.y = ¢“(c sen x — cos x) 20. y = In(x’¢")
21y =3"" 22. y = sec(l + x°)
28, y={1 =" 24. y = UVx +Vx
25. sen (o) =x—y 26. y = Vsen Vx
27. y = log (1 + 2x) 28. y = (cos x)"
2 4
29. y=Insenx — Lz sen’x 30. y= ___(x;l—_l)_ﬁ
Rx+ 1Y3Bx—1)
31 y=xtg '(4x) 32, vy =" + cos (¢
33. y = In [sec 5x + tg 5x| 34. y= 10"
35. y = cotg(3x’ + 5) 36. y = Vi In(r")
37. y =sen(tg V1l + x*) 38. y = arctg(arcsen Vx)
39. y tg'(sen 6) 40. xe' =y — |
oo B 5 4
41. =L(27_ﬂ 42. y=(x4+/\1
(x +3) XA
43, y = x senh(x") By =R,
X
- _ ¥ —4
45. y = In(cosh 3x) 46. y = In
2x 5
47. y = cosh '(senh x) 48. y=x tghf'wf,x—'
49. y= cos(e@;) 50. y = sen’(cos Vsen x)
51. Sef(t) = V4t + 1 encontre f"(2).
52. Seg(0) = 0 sen 0, determine ¢"(77/6).
53. Encontre y" se x° +)° = 1.

5%

54,

55.

56.

Encontre f"(x) se f(x) = 1/2 — x).

Use a indug¢@o matemética (pagina 66) para mostrar que se f(x) =

xe'entio f(x) = (v + n)e'.
3

Calcule lim

0 1g’(21)

57-5%9 Encontre uma equaco da tangente & curva no ponto dado.

|

57. y=4dsen’x, (w6, 1) 58, y = — . (0,—D
x + 1

59. y=v1+4senx, (0,1)

60-61 Encontre equacdes para a reta tangente e para a reta normal

a curva no ponto dado.

60.

6l.

FAdy+y =13, (2.1)

y=02+xe", (0,2

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Se f(x) = xe*"", encontre f '(x). Faga o grdfico de fe f' na
mesma tela e comente.

(a) Se f(x) = x V5 — x, encontre f'(x).

(b) Encontre as equacdes das retas tangentes a curva
¥y =xVv5 —x nospontos (1,2) e (4,4).

(c) Hustre a parte (b) fazendo o gréfico da curva e das retas
tangentes.

(d) Verifique se a resposta da parte (a) é razodvel comparando os
grificos de fe f'.

(a) Sef(x) =dx —tgx, —7/2 <x < m/2,encontre f ' e f".
(b) Verifique se as respostas da parte (a) sdo razodveis compa-
rando os grificos de f,f e f".

Em quais pontos da curvay = senx + cos x,0 = x <2, a
reta tangente é horizontal?

Encontre os pontos sobre a elipse X+ 2y2 = 1 onde a reta tan-
gente tem inclinagdo 1.

Se f(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢), mostre que
fle) 1 4 1 4 1
[0 x—b

X —a

(a) Derivando a férmula do dngulo duplo
2 2
COs 2X = COS'X — sen’x

obtenha a férmula do dngulo duplo para a fungéo seno.
(b) Derivando a férmula de adigao

sen(x + @) = sen.x cos @ + COS X sen a
obtenha a férmula de adi¢do para a fung@o cosseno.
Suponha que A(x) = f(x)g(x) e F(x) = f(g(x)), onde f (2) = 3,

g(2)=5,9'2) =4,f'(2) = —2ef'(5) = |l.Encontre (a) 2'(2)
e (b) F'(2).

Se fe g forem as fungdes cujos graficos estdo a seguir, seja

P(x) = fx)g(x), Q(x) = fx)glx) e C(x) = f(glx)).




71-78 Encontre f' em termos de g'.

71 f(0) = Xg(x) 72.f(x) = g(x)
73. f(®) = [gT’ 74.f (x) = gg(x)
75. f(x) = gle) 76.f(x) = ™

77. f(x) = In [g(x)] 78.f(x) = g(ln x)
79-81 Encontre 4’ em termosde f' e g’

79. h(x) = % 80. h(x) = %

81. h(x) = f(g(sen 4x))

7 82. (a) Faca o grifico da fungdo f(x) = x — 2 sen x na janela retan-

gular [0, 8] por [—2, 8].

(b) Em qual intervalo a taxa de variagdo média é maior: [1,2] ou
[2,3]?

(c) Em qual valor de x a taxa de variagdo instantdnea é maior:
x=2oux=5?7

(d) Verifique sua estimativa visual na parte (c) calculando
£'(x) e comparando os valores numéricos de f'(2) e f "(5).

83. Em qual ponto sobre a curva y = [In(x + 4)]2 a reta tangente
é horizontal?

84, (a) Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = e' que
seja paralela d reta x — 4y = 1.
(b) Encontre uma equagao da tangente a curvay = e'que passe
pela origem.

85. Encontre uma pardbola y = ax’ + bx + ¢ que passe pelo ponto
(1, 4) e cujas retas tangentes em x = —l e x = 5 tenham incli-
nagdes 6 e —2, respectivamente.

86. Afungio C(r) = K(e™" — ¢”™), onde a, b e K sdo constantes po-
sitivas e b > a, é usada para modelar a concentragdio de uma
droga injetada na corrente sanguinea no instante f.

(a) Mostre que lim,__ C(1) = 0.

(b) Encontre C'(f), a taxa segundo a qual a droga é eliminada
da circulagdo.

(¢) Quando essa taxa é igual a zero?

87. Uma equagdo de movimento da forma s = Ae”“cos(wr + 8) re-
presenta uma oscilagdo amortecida de um objeto. Encontre a ve-
locidade e a aceleragdo do objeto.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.
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Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal de forma
que sua coordenada no instante ¢ sejax = Vb* + ¢’ .1 =0, onde
b ¢ ¢ sdo constantes positivas.

(a) Encontre as fungdes velocidade e aceleragio.

(b) Mostre que a particula se move sempre no sentido positivo.

Uma particula se move sobre uma reta vertical de forma que

sua coordenada no instante ¢ sejay = r — 12t + 3,1 =0,

(a) Encontre as fungdes velocidade e aceleragdo.

(b) Quando a particula se move para cima? E para baixo?

(c) Encontre a distincia percorrida pela particula no intervalo
de tempo 0 <t = 3.

(d) Trace as fungdes posi¢do, velocidade e aceleragdo para
0=r=3.

(¢) Quando a particula estd acelerando? Quando estd freando?

O volume de um cone circular reto é V = arr*h/3, onde r é o raio

da base e h é a altura.

(a) Encontre a taxa de variagdo do volume em relagdo a altura se
o raio for mantido constante.

(b) Encontre a taxa de variagdo do volume em relagdo ao raio
se a altura for mantida constante.

A massa de parte de um fio é 1+ xf,\?) kg, onde x € medido em
metros a partit de uma extremidade do fio. Encontre a densidade
linear do fio quando x = 4 m.

O custo, em délares, da producdo de x unidades de um certo
bem é

C(x) = 920 + 2x — 0,02x* + 0,00007x’

(a) Encontre a fungéo custo marginal.
(b) Encontre C'(100) e explique seu significado.
(¢) Compare C'(100) com o custo da produgdo do 101¢ item.

Uma cultura de bactérias contém inicialmente 200 células
cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho. Depois de mei
hora a populag@o aumentou para 360 células.

(a) Encontre o niimero de bactérias depois de f horas.

(b) Encontre o nimero de bactérias depois de 4 horas.

(c) Encontre a taxa de crescimento depois de 4 horas.

(d) Quando a populagdo atingird 10 0007

0 cobalto-60 tem a meia-vida de 5,24 anos.

(a) Encontre a massa remanescente de uma amostra de 100 m,
depois de 20 anos.

(b) Quanto tempo levaria para a massa decair para 1 mg?

Seja C(#) a concentragdo de uma droga na corrente sanguinea. /

medida que o corpo elimina a droga, C(1) diminui a uma tax

que ¢ proporcional & quantidade da droga presente naquele ins

tante. Assim, C'(1) = —kC(f), em que k ¢ um niimero positiv

chamado constante de eliminagdo da droga.

(a) Se C, for a concentragiio no instante ¢ =0, encontre a co1
centragio no instante f.

(b) Se o corpo eliminar a metade da droga em 30 horas, quant
tempo levard para eliminar 90% da droga?
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96. Uma xicara de chocolate quente tem a temperatura de 80 °C em
uma sala mantida a 20 °C. Depois de meia hora, o chocolate
quente esfriou para 60 °C.

(a) Qual a temperatura do chocolate depois de mais meia hora?
(b) Quando o chocolate terd esfriado para 40 °C?

3 .
97. O volume de um cubo cresce a uma taxa de 10 cm’/min. Com
que rapidez estard crescendo sua drea quando o comprimento de
uma das arestas for 30 cm?

98. Um copo de papel tem a forma de um cone com 10 cm de altura
€ 3 cm de raio (no topo). Se for colocada dgua dentro do copo a
uma taxa de 2 cm’/s, com que rapidez o nivel da dgua se elevard
quando ela tiver 5 cm de profundidade?

99. Um baldo sobe a uma velocidade constante de 2 m/s e um rapaz
anda de bicicleta ao longo de uma estrada reta a uma velocidade
de 5 m/s. Ao passar sobre o ciclista o baldo estd 15 m acima dele.
Com que velocidade cresce a distincia entre o baldo e o rapaz
3 segundos mais tarde?

100. Uma esquiadora aquética sobe a rampa mostrada na figura a uma
velocidade de 10 m/s. Com que velocidade ela estard subindo
quando deixar a rampa?

101. 0 éngulo de elevagdo do Sol estd decrescendo a uma taxa de
0.25 rad/h. Com que velocidade esté crescendo a sombra de um
prédio de 400 metros de altura quando o ngulo de elevagdo do
Sol é 7/6?

¥ 102. (a) Encontre a aproximagdo linear para f (x) = v25 — x* nas
proximidades de 3.

7

(b) Iustre a parte (a) fazendo o grifico de f e da aproximg.
¢do linear.

(¢) Para quais valores de x a aproximagio linear tem precisig
de 0,1?

103. (a) Encontre a linearizagio de f(x) =v1 + 3xema = 0, De.
termine a aproximagéo linear correspondente e use-a para
dar um valor aproximado de ¥1,03.

(b) Determine os valores de x para os quais a aproximagdo [j-
near dada na parte (a) tem precisdo de 0,1.

104.Calcule dysey = x* — 24* + |, x = 2edc=02.

105. Uma janela tem o formato de um quadrado com um semicirculo
em cima. A base da janela mede 60 cm com um possivel erro na
medida de 0,1 cm. Use as diferenciais para estimar o maximo
erro possivel no cdlculo da drea da janela.

106-108 Expresse o limite como uma derivada e calcule-o.

17 4
106.1im £ —1 107. Jim Y16+ h =2
el x—1 =0 h

108, lim <080 — 0.5
g — /3
109. Calcule lim YL+ tgx— I+ senx
x— 3

X

110. Suponha que f seja uma fungiio derivével tal que f(g(x)) = xe
S0 =1+ [f®T. Mostre que g'(x) = 1/(1 + x?).

I'11. Encontre f'(x) sabendo-se que

i [f0)] =2

112. Mostre que o comprimento da parte de qualquer reta tangente
a astroide x** + y** = & cortada pelos eixos coordenados

€ constante.
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FIGURA 1

=Y

FIGURA 2

FIGURA 3

Antes de vocé olhar todo o exemplo, cubra a solugdo e tente resolvé-lo sozinho.

EXEMPLO | Quantas retas sdo tangentes a ambas as pardbolasy = —1 — e y=1+ x*?
Encontre as coordenadas dos pontos nos quais essas tangentes tocam as pardbolas.

SOLUGRO E essencial fazer o diagrama para este problema. Assim, esbogamos as pardbolas
y = 1 + x* (que é a pardbola-padrdo y = x* deslocada uma unidade para cima) e
y=—1-— X’ (obtida refletindo-se a primeira parébola em torno do eixo x). Se tentarmos
tracar uma reta tangente a ambas as pardbolas, logo descobriremos que existem somente
duas possibilidades, conforme ilustrado na Figura 1.

Seja P um ponto no qual uma dessas tangentes toca a pardbola de cima e seja a sua
coordenada x. (A escolha de notagio para a incégnita é importante. Naturalmente, pode-
riamos ter usado b, ¢, X, ou x, em vez de a. Contudo, ndo é recomenddvel usar x no lugar
de a, pois ele poderia ser confundido com a varidvel x da equag@o da pardbola.) Entéo, uma
vez que P estd sobre a pardbolay = 1 + %, sua coordenada y deve ser 1 + a’. Em virtude
da simetria mostrada na Figura 1, as coordenadas do ponto Q onde a tangente toca a pa-
rabola de baixo devem ser (—a, —(1 + az)).

Para usar a informagfio dada de que a reta é uma tangente, equacionamos a inclinagéo
da reta PO como a inclinagfo da reta tangente em P. Temos que

l+d—(-1-d) 1+d

m =
PQ
a— (—a) a

Se f(x) = 1 + x’, entdo a inclina¢do da reta tangente em P € f'(a) = 2a. Dessa forma, a
condigdo que precisamos usar &

1 +d°
a=2a

a

Resolvendo essa equagio, obtemos 1 + a= 2a2, logo a*= lea = +1.Portanto, 0s pon-
tos sdo (1,2) e (—1, —2). Por simetria, os pontos remanescentes sio (—1,2) e (1,—-2). O

EXEMPLO 2 Para quais valores de ¢ a equagdo In x = cx’ tem exatamente uma solugio?

50LUgk0 Um dos principios mais importantes na resolucdo de problemas € fazer um dia-
grama, mesmo que o problema dado ndo mencione explicitamente uma situagdo geomé-
trica. O presente problema pode ser reformulado geometricamente da seguinte forma: para
quais valores de ¢ a curva y = In x intercepta a curva y = ¢x’ em exatamente um ponto?

Vamos comegar fazendo os grificosdey =Inxey = ¢x’ para os diversos valores de
¢. Sabemos que, parac # 0,y = cx”é uma pardbola que se abre para cima se ¢ > 0 e para
baixo se ¢ < 0. A Figura 2 mostra as pardbolas y = cx’ para virios valores positivos de c.
A maior parte delas ndo intercepta y = In x, e uma intercepta duas vezes. Suspeitamos que
deve haver um valor de ¢ (em algum lugar entre 0,1 e 0,3) para o qual as curvas se inter-
ceptam exatamente uma vez, como na Figura 3.

Para encontrar aquele valor particular de ¢, seja a a coordenada x do tinico ponto de in-
tersecgdo. Em outras palavras, In a = ca’, e a é a tnica solugio para a equagdo dada.
Vemos a partir da Figura 3 que as curvas somente se tocam, portanto tém uma reta tangente
comum quando x = a. Isso significa que ascurvasy = Inxey = cx’ tém a mesma incli-
nagéo quando x = a. Logo,

1
— =2ca
a

247
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Resolvendo as equacdes Ina = ca’e l/a = 2ca, obtemos
quacg:

y 2
’ lna=ca=c¢c— =—
| 2c 2
y = n"" . l'l
Assim, a = ¢'"’e
0 1]
Ina Ine 1
— X c= —1 — = —_—
a e 2e
Para os valores negativos de ¢ temos a situagdo ilustrada na Figura 4: todas as pardbolas
y = cx’ com os valores negativos de ¢ interceptam y = In x exatamente uma vez. E nfio de-
2 - . .
vemos esquecer de ¢ = 0: a curvay = Ox” = 0 ¢ tdo-somente o eixo x, que intercepta y =

FIGURA 4 In x exatamente uma vez.
Resumindo, os valores pedidos de ¢ sdo ¢ = 1/(2e) e c = 0. O

e e s
PROBLEMAS

1. Encontre os pontos P e Q sobre a pardbolay = | — x”de forma que o tridngulo ABC
formado pelo eixo x e pelas retas tangentes em P e Q seja equildtero.

yA

3 2 ~
74 2. Encontre o ponto onde as curvas y = x” — 3x + 4 e y = 3(x" — x) sdo tangentes uma
i outra, isto €, t€m uma reta tangente comum. Ilustre esbocando as curvas e a tan-
gente em comum.

3. Mostre que as retas tangentes a pardbola y = ax” + bx + ¢ em quaisquer dois pontos
com coordenadas x dadas por p e ¢ devem se interceptar em um ponto cuja coorde-
nada x estd no ponto médio de p e g.

4. Mostre que 2 2

d sen” x cos™ X
= + = —cos 2x
dx\1 + cotg x 1 +tgx

5. Mostre que sen” '(tgh x) = tg~'(senh x).

y 6. Um carro viaja & noite em uma estrada com formato de uma pardbola com seu vértice
na origem. O carro comega em um ponto a 100 m a oeste e 100 m ao norte da origem
e viaja na direcéio leste. A 100 m a leste e a 50 m ao norte da origem existe uma esta-
e tua. Em que ponto da estrada os fardis do carro vao iluminar a estdtua?

x 7. Demonstre que —(sen'x + cos*x) = 4" ' cos(dx + nm/2).
S dx"

8. Encontre a n-ésima derivada da fungéo f(x) = x"/(1 — x).

FIGURA PARA O PROBLEMA 6 , ) o ) 2
9. A figura mostra um circulo de raio | inscrito na pardbola y = x °. Encontre o centro

do circulo.
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PROB

#

K

FIGURA PARA O PROBLEMA 11

12.

. Calcule lim c

EMAS QUENTES E

. Se ffor derivdvel em a, onde a > 0, calcule o seguinte limite em termos de f'(a):

lim f(x) _f(a)
- iva

. A figura mostra uma roda de raio 40 cm que gira e uma barra de conexdo AP com 0

comprimento 1,2 m. O pino P pode escorregar para a frente e para trds ao longo do

eixo x A medida que a roda gira no sentido anti-hordrio a uma taxa de 360 revolugdes

por minuto.

(a) Encontre a velocidade angular da barra de conexdo, da/dt, em radianos por se-
gundo, quando € = 7/3.

(b) Expresse a distancia x = |OP| em termos de 6.

(c) Encontre uma expressio para a velocidade do pino P em termos de 6.

As retas tangentes 7', e T, sdo tracadas em dois pontos P, e P, na pardbola y = xese
interceptam em um ponto P. Outra reta tangente 7 é tragcada em um ponto entre P e
P,, e intercepta 7', em Q, e T, em Q,. Mostre que

lpol , Ipol

— =1

|PP\|  |PPy|

. Mostre que

d—(e"‘r sen bx) = r"e” sen(bx + nf)
dx”

onde a e b sdio niimeros positivos, F=d+b,e0=tg '(bla).

Sen.x _— l

X =

. Sejam T e N as retas tangente e normal  elipse x*/9 + y*/4 = 1 em um ponto qual-
) & P p q

quer P sobre a elipse, no primeiro quadrante. Sejam x; € y; as itersecgdes com o €ixo
xeyde Texye yyas intersecgdes de V. A medida que P se move ao longo da elipse
no primeiro quadrante (mas sem estar nos eixos), que valores podem assumir x;, yr,
xy e yy? Tente primeiro conjecturar a resposta somente olhando na figura. Entdo, use
o cdlculo para resolver o problema e veja quéo boa estd sua intuicao.

y

¥Yr

=g

P
4 o N
0 4 x
In A
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PROBLEMAS QUENTES

FIGURA PARA O PROBLEMA 19

20.

21.

@ 22,

. Calcule lim
=0

sen(3 + x)2 —sen9

X

(a) Use a identidade para tg(x — y) (veja a Equacdo 14b do Apéndice D) para mostrar
que, se duas retas L, e L, se interceptam com um ingulo «, entdo

m, — m,
[ga: PEhi L R /3

I = mm,
em que m, e m, sdo as inclinagdes de L, e L,, respectivamente.

(b) O dngulo entre as curvas C, e C, em um ponto de interseccdo P é definido como
0 dngulo entre as retas tangentes a C i € C, em P (se existirem). Use a parte (a)
para encontrar, com precisdo de um grau, o angulo entre cada par de curvas em
cada ponto de intersec¢éo.

My=2 e y=@-2
(i) *—y'=3 e X—dx+y'+3=0

. Seja P(x,, y,) um ponto sobre a pardbola y° = 4px com foco F (P, 0). Seja a 0 Angulo

entre a pardbola e o segmento de reta FP e seja 8 o dngulo entre a reta horizontal
y =Y, ¢ aparédbola, como na figura. Demonstre que a = f. (Assim, por um principio
da Optica geométrica, a luz de uma fonte localizada em F serd refletida ao longo de
uma reta paralela ao eixo x. Isso explica por que os paraboloides, superficies obtidas
por rotagtes de pardbolas sobre seus eixos, sio usados como forma de alguns fardis
de automéveis e espelhos para os telescopios.)

V4 L
B ¥ =0
P(x,y)
/ I 1 o
ON_ F(p,0) x
y' =dpx

. Suponhamos que o espelho parabélico do Problema 18 tenha sido substituido por

um esférico. Embora o espelho nio tenha foco, podemos mostrar a existéncia de um
foco aproximado. Na figura, C € um semicirculo com centro Q. O raio de luz vindo
na dire¢ao do espelho, paralelo ao eixo, ao longo da reta PQ serd refletido para o
ponto R sobre o eixo, de modo que ZPQO = £ 0OQR (o angulo de incidéncia € igual
ao angulo de reflexdo). O que acontecerd ao ponto R se P for tomado cada vez mais
préximo do eixo?

Se fe g forem fungdes diferencidveis com f(0) = g(0) = 0eg'(0) # 0, mostre que
f0) £

lim ——
x—0 g'(.X—') gr(O)

sen(a + 2x) — 2 sen(a + x) + sen a

Calcule lim
x—0 2
X

(a) A funcilo cibica f(x) = x(x — 2)(x — 6) tem trés raizes distintas: 0,2e6.Facao
grdfico da f'e de suas retas tangentes nos pontos médios de cada par de zeros. O
que vocé percebe?

250



PROBLEMAS QUENTES [

23.
24,
25,

26.

27.

28.

29.

30.

3L

(b) Suponha que a fungdo ciibica f (x) = (x — a)(x — b)(x = ¢) tenha trés zeros dis-
tintos: a, b e ¢. Demonstre, usando um sistema de computagio algébrica, que a reta
tangente ao grafico de fno ponto médio dos dois zeros a e b intercepta 0 grifico da f
no terceiro zero.

- ~ 2x ~
Para quais valores de k a equagao e” = kVx tem exatamente uma solugio?
Para quais nimeros positivos a é verdadeiro que "= 1 + x para todo x?

Se

% 2 sen x
= — arctg

vat— 1 Vva® -1 a++va*— 1 +cosx

1
mostre que y' =

a+ cosx

Dada uma elipse x’/a’ + y/b* = 1,em que a # b, encontre a equagao do conjunto de
todos 0s pontos para os quais existem duas tangentes & curva cujas inclinagoes sao (a)
reciprocas e (b) reciprocas negativas.

. 4 2 A
Encontre os dois pontos sobre a curvay = x — 2x° — x que {€m uma reta tangen-
te comum.

A z 2.4 . .
Suponha que trés pontos sobre a pardbola y = x"tém a seguinte propriedade: suas
retas normais se interceptam em um ponto comum. Mostre que a soma de suas coor-
denadas x € 0.

Um ponto de rede no plano é um ponto com coordenadas inteiras. Suponha que cir-
culos com raio r sejam feitos usando-se todos os pontos de rede como centros. En-
contre 0 menor valor de r para o qual toda reta com inclinagéo % intercepta alguns
desses circulos.

Um cone de raio r centimetros e altura h centimetros é submerso a uma taxa de
1 cm/s, primeiro a ponta, em um cilindro alto, com raio R cm, parcialmente cheio de
dgua. Com que velocidade se elevard o nivel de dgua no instante em que o cone fica
completamente submerso?

Um recipiente com a forma de um cone invertido tem 16 cm de altura e 5 cm de raio
no topo. Ele estd parcialmente cheio com um liquido que vaza pelos lados a uma taxa
proporcional  4rea do recipiente que estd em contato com o liquido. (A 4drea de um
cone é 7rrl, na qual r é o raio e [ é o comprimento da geratriz.) Se estivermos derra-
mando liquido no recipiente a uma taxa de 2 cm’/min, entdo a altura do liquido de-
crescerd a uma taxa de 0,3 cm/min quando a altura for 10 cm. Se nosso objetivo for
manter constante a altura do liquido em 10 cm, a que taxa deverfamos derramar liquido
no recipiente?
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