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FIGURA 17

Membros da familia x = a + cos s
Yy = atgt+ sent,todos tragados na janela
retangular [—4, 4] por [—4, 4]

Quando a < —1, ambos 0s ramos sio lisos; mas quando a se aproxima de —1, 0 ramo
direito adquire um formato pontudo, chamado ciispide. Para a entre —1 e 0 a cispide se
torna um lago, que se torna maior quando a se aproxima de 0. Quando a = 0, ambos o
ramos se juntam e formam um circulo (veja o Exemplo 2). Para a entre O € 1, 0 ramo es-
querdo tem um lago, que se encolhe para se tornar uma clispide quando @ = 1. Paraa > 1,
0s ramos se tornam lisos novamente e, quando @ aumenta mais ainda, eles se tornam menos
curvados. Observe que as curvas com a positivo sio reflexdes em torno do eixo y das cur- |
vas correspondentes com a negativo. |

Essas curvas sdo denominadas conchoides de Nicomedes, em homenagem ao antigo
estudioso grego Nicomedes. Ele as chamou de conchoides porque o formato de seus ramos

|
|
|

lembra uma concha. O
XERCI’CIOS
I-4 Esboce a curva usando as equacdes paramétricas para marcar os 9. x= \/t_, y=1-—1¢

pontos. Indique com uma seta a dire¢do na qual a curva é tragada 10 2 E
. X=1, y=

quando 7 aumenta.
11-18

lox=1+v1, y=F—4, 0<t<5 . . - .
(a) Elimine o parmetro para encontrar uma equagdo cartesiana

2. x=2cost, y=t—cost, 0<t<2 da curva.

b) Esboce a curva e indique com uma seta a dire 40 na qual a curva
3. x=5sent, y=~F —-nw<t<n ®) q ¢ q

¢ tragada quando o parimetro aumenta.
4. x=e¢'+1t, y=é—t1, —-2<1<2

¢ = = Cos S
570 Il. x=senf, y=cosh, 0<fO<nm
(a) Esboce a curva usando as equagdes paramétricas para marcar os 12, x=4cos0, y=5sen0, —w2<0<mu/2
tos. Indi ta a direca 1 a é tragad
pontos. Indique com uma seta a dire¢éio na qual a curva é tracada B, y=wnz, J=cosesh %< mll
quando 7 aumenta.
(b) Elimine o parimetro para encontrar uma equagdo cartesiana 14. x=sect, y=tg0, —-m2<0<n/2
da curva. I5. x=¢', y=¢"
5. ¥=3t-5, y=2+1 16. x=In1r, y=+7, 1=>1
b z=I46 FSE—B -U<Sr<d 17. x =senht, y=coshr
=2 — s _ "
T x=r-2 y=5-2, -3<i1<4 18. x=2cosh?, y=S5senht
8 x=1+3t, y=2-¢

_>—




EQUAGOES PARAMETRICAS E COORDENADAS POLARES ||| 595

1922 Descreva 0 movimento de uma particula com posi¢do (x, y) 25. y
- quan Jo 1 varia no intervalo dado. |
_ t, =senwt, 1=t=<2
j9. x=cosTh Y 1ot
! 0 =2 +cost, y=3+sent, 0=<t<2w
20.
J 21 x=5sent, y=2cost, —mw<t<>5Sm
’ ' 26.
- . x=sent, Y= cos’t, —2r<t<2m Y
: 1
\} 23. Suponha que uma curva seja dada pela equagio paramétrica
[ x =f(),y = g(t) onde a imagem de fé (1,4) e a imagem de g é N
(2,3). O que vocé pode dizer sobre a curva?
24. Associe os graficos das equagdes paramétricas x = f(r) e
- y = g(t) em (a)—(d) com as curvas paramétricas rotuladas de 27. P -
I-IV. Justifique suas escolhas. 1 1
.0 ramo (@ I 1
spide se * yl h t 1t
2 G H
nbos os
1Mo es- 7 ;
" |
La>1, v ! ! 28. Associe as equagdes paramétricas aos graficos de I-VI. Jus-
 Menos {___._> tifique sua escolha. (Ndo use uma ferramenta grafica.)
las cur- 1 ! (a)x=t4—t+l, y=t2
(b) 1l by x=7F-2t, y=+t
antigo x y F y (c) x =sen2t, y=sen(t+ sen2f)
2 4
ramos 2 2 (d) x =cos5t, y=-sen?2t
O (e) x=1+sends, y=_r+ cos3t
o P 5 i 5= sen 2t P cos 2t
X - ] - ’
I 11 I
b Y i
(© 11
x y y
21 2 1 t
X
siana 21 2% lv ¥ X
1A% v VI
curva y y y
(d) v
x y A,
2 2
\ %
21 21 | x | x
FH4 29. Traceacurvax =y — 3y’ + y’.
2.x

[ 2
30. Traceascurvasy = Yrex= y(y — 1)"e encontre seus pontos de

25-27 Use os gréficos de x = f(f) e y = ¢() para esbogar a curva pa- intersec¢do, com precisdo de uma casa decimal.

ramétrica x = f (1) e y = g(7). Indique com setas a diregfio na 31. (a) Mostre que as equagdes paramétricas
qual a curva ¢é tragada 2 medida que ¢ aumenta. x=x+ (x, - x)t y=y+0, -y
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A4 32.

33.

A 34.

onde 0 < 7 =< I descrevem o segmento de reta que une os
pontos P[(x,,y,) € Pz(xz, ).

(b) Encontre as equagdes paramétricas para representar o seg-
mento de reta de (—2,7) até (3, —1).

Usando uma ferramenta gréfica e o resultado do Exercicio 31 (a),
desenhe o tridngulo com vértices A(1, 1), B(4,2) e C(1, S):

Encontre equagdes paramétricas para a trajetéria de uma parti-
cula que se move ao longo do circulo x* + (y — 1)’ = 4 da se-
guinte maneira:

(a) Uma vez no sentido horrio, a partir de (2, 1).

(b) Trés vezes no sentido anti-horario, a partir de (2, 1).

(c) Meia-volta no sentido anti-horério, a partir de (0, 3).

(a) Encontre equagdes paramétricas para a elipse
Xla® + Vi =1, [Sugestdo: Modifique as equagdes do cir-
culo no Exemplo 2.]

(b) Use as equagdes paramétricas para tragar a elipse quando
a=3eb=1,2,4¢8.

(c) Como muda o formato da elipse quando b varia?

[ 35-36 Use uma calculadora gréfica ou um computador para repro-

duzir a figura.

35.

36.

37-38 Compare as curvas representadas pelas equagdes paramétri-

cas. Em que elas diferem?

37.

38.

@x=r, y=1r Gyx=~£, y=¢
(Qx=e y=¢*

@x=t y= 12 (b)x =cost, y=sec’t

©x=¢, y=¢™*

39.
40.

41.

Deduza as Equagdes 1 para o caso 7/2 < 6 < 1.

Seja P um ponto a uma distancia d do centro de um circulo de
raio r. A curva tragada por P quando o circulo gira sobre uma
reta € chamada trocoide. (Pense no movimento de um ponto
sobre um raio de uma roda de bicicleta.) A cicloide é um caso es-
pecial de trocoide com d = r. Usando o mesmo parimetro 6 que
para a cicloide e supondo que a reta seja o eixo x e 6 = 0 quando
P estd em um de seus pontos mais baixos, mostre que as equa-

¢Oes paramétricas para a trocoide sdo
x=r0 —dsenf y=r—dcos0

Esboce a trocoide para os casos d < re d > r.

Se a e b forem nimeros fixos, encontre equagdes paramétricas
para a curva que consiste de todas as posi¢des possiveis do ponto
P na figura, usando o dngulo 6 como pardmetro. Entéo elimine
o pardmetro e identifique a curva.

42.

43.

44.

NPV

Se a e b forem nimeros fixos, encontre as equacdes paramétri-
cas para a curva que consiste de todas as posi¢des possiveis do
ponto P na figura, usando o dngulo 6 como parimetro. Entiig
elimine o pardmetro e identifique a curva. O segmento de reta
AB € tangente ao circulo maior.

4

VAR

Uma curva, denominada bruxa de Maria Agnesi, consiste em
todas as possiveis posi¢des do ponto P na figura. Mostre que
equagdes paramétricas para essa curva podem ser escritas como

x = 2a cotg 6 y = 2a sen’d
Esboce a curva.
V.
y=2a &
N
~
N
~
e 8
A | P
a+ |
|
|
|
8~ 4
o X

(a) Encontre as equagGes paramétricas para o conjunto de todos
0s pontos P, como mostrado na figura, tais que |OP| = [ABI.
Esboce a curva. (Essa curva é chamada cissoide de Diocles,
em homenagem ao estudioso grego Diocles, que introduziu
a cissoide como um método grifico para a construgdo da
aresta de um cubo cujo volume é o dobro daquele de um
cubo dado.)

(b) Use a descri¢do geométrica da curva para desenhar um es-
bogo das curvas a méo. Verifique seu trabalho usando as
equacdes paramétricas para tragar a curva.
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1 2
y = (v, sen a)t — - gt

y o x = (v, cos a)t
4 onde ¢ é a aceleracdo da gravidade (9,8 m/s’).
B x=2a (a) Se uma arma for disparada com @ = 30° e v, = 500 m/s,
quando a bala atingird o solo? A que distancia da arma a bala
0 . > atingird o solo? Qual a altura médxima alcangada pela bala?
= (b) Use uma ferramenta gréfica para verificar suas respostas na
parte (a). Entdo trace a trajetdria do projétil para vérios ou-
tros valores do angulo « para ver onde a bala atinge o solo.
Resuma o que vocé encontrou.
45. Suponhaquea PG e U T FRriol | G HIENE PRA.URITpOR (c) Mostre que a trajetdria é parabdlica, eliminando o pardmetro.
AmEtri- x,=3sent y =2cost 0<t<2m - ) » . B
veis do L ) ) /1147. Investigue a familia de curvas definidas pelas equagdes para-
Entio eiquesa posigha dewma segunda’partienla seja dada por métricas x = 17,y = 7 — ¢t. Como muda o formato quando ¢ au-
- x,==3+4+cost y,=1+sent Osr<2mw menta? Ilustre, tragando vdrios membros da familia.
(n] Liace a3 AIRIONAS de-ATRbES 48 Psleulan, QUANIR PORICS {7 48. As curvas de catastrofe em forma de cauda de andorinha séo
de intersecg@o existem? definidas pelas equagdes paramétricas x = 2ct — ar,
(b) Alguns desses pontos de intersec¢do sdo pontos de colisdo? 3= —e £ + 3¢ Trace vérias dessas curvas. Quais as caracterfs-
Ent ouiras palavias, essas parficulas alguma vez estio no ticas que essas curvas t¢ém em comum? Como variam quando
mesmo lugar a0 mesmo tempo? Se isso ocorrer, encontre 0s ¢ aumenta?
pontos de colisdo.
(c) Descreva o que acontecerd se a trajetéria da segunda parti- /1149. As curvas com equagdes x = a sen nt,y = b cos f sio chamadas
cula for dada por figuras de Lissajous. Investigue como essas curvas mudam
x,=3+cost y=l+sent O0<t<2m quando a, b e n variam. (Tome n como um inteiro positivo.)
46. Se um projétil for atirado com uma velocidade inicial v, metros /1150. Investigue a familia de curvas definidas pelas equagdes para-
por segundo com um angulo & acima da horizontal e a resistén- métricas x = cos £,y = sen 7 — sen ct, onde ¢ > 0. Comece to-
e em cia do ar for considerada desprezivel, entdo sua posi¢do depois mando ¢ como um inteiro positivo e veja o que acontece com a
. que de ¢ segundos ¢ dada pelas equagdes paramétricas forma & medida que ¢ cresce. A seguir, explore algumas das pos-
— sibilidades que ocorrem quando ¢ é uma fragéo.
| PROIJETOQDE ROLANDO CIRCULOS AO REDOR DE CIRCULOS
LABORATORIO |
Neste projeto investigaremos as familias de curvas, chamadas hipocicloides e epicicloi-
des, que sdo geradas pelo movimento de um ponto em um circulo que rola dentro ou fora
de outro circulo.
1. Uma hipocicloide é uma curva tragada por um ponto fixo P em um circulo C de raio
¢ b quando C rola dentro de um circulo com centro O e raio a. Mostre que, se a posi-
¢ao inicial de P for (a, 0) e o parAmetro 6 for escolhido como na figura, entdo as
c equacdes paramétricas da hipocicloide sdo
dos b_ ' x=(a—b)cos0+bcos(-‘—l—:——]zt9) y=(a—b)sen0+bsen(a————b—0);
Bl. B e b b
es, o A x 2. Useuma ferramenta grafica para desenhar os gréficos de hipocicloides com a um in-
ziu teiro positivo e b = 1. Como o valor de a afeta o grifico? Mostre que, se tomarmos
da a = 4, entdo as equagdes paramétricas da hipocicloide se reduzirdo a
i x=4cos’ 0 y=4sen36
8- Essa curva é denominada hipocicloide de quatro ciispides, ou astroide.
as 3. Agoratente b = 1 e a = n/d,uma fracdo onde n e d néo tém fator comum. Primeiro faca

n = 1 e tente determinar graficamente o efeito do denominador d no formato do gra-
fico. Entdo faga n variar mantendo d constante. O que acontece quando n = d + 1?
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4. O que acontece se b = 1 e a for irracional? Experimente com um nimero irracionaj
do tipo V2 ou e — 2. Tome valores cada vez maiores para 6 e especule sobre o que
deveria acontecer se tragdssemos a hipocicloide para todos os valores reais de 6.

5. Se o circulo C rolar do lado de fora de um circulo fixo, a curva tragada por P ser4 cha-
mada epicicloide. Encontre equagdes paramétricas para a epicicloide.

6. Investigue os possiveis formatos para a epicicloide. Use métodos similares aos Pro-
blemas 2-4.

10.2

CALCULO COM CURVAS PARAMETRIZADAS

® Se pensarmos em uma curva
parametrizada sendo tragada pelo
movimento de uma particula, entdo dy/dt e
dx/dt sdo as velocidades vertical e
horizontal da particula e a Férmula 2 diz
que a inclinagdo da tangente € a razdo
dessas velocidades.

Tendo visto como representar as curvas por equagdes paramétricas, vamos agora aplicar
os métodos de célculo a essas curvas parametrizadas. Em particular, resolveremos proble-
mas envolvendo tangentes, 4rea, comprimento de arco e drea de superficie.

TANGENTES

Na se¢do anterior, vimos que algumas curvas definidas por equagdes paramétricas
x = f(#) e y = g(t) podem também ser expressas, pela eliminagfo do pardmetro, na forma
y = F(x). (Veja o Exercicio 67 para as condi¢des gerais sob as quais isso & possivel.) Se
substituirmos x = f (f) e y = ¢(¢) na equagio y = F(x), obteremos

9(1) = F(f (1)
assim, se g, F' e fforem derivdveis, a Regra da Cadeia fornece
g =FFO'(1)=Fx)f'@
Se f'(t) # 0, podemos isolar F(x):
'@
Como a inclinagdo da tangente & curva y = F(x) em (x, F(x)) é F'(x), a Equag@o 1 nos

permite encontrar tangentes a curvas paramétricas sem ter de eliminar o parimetro. Usando
a notagéo de Leibniz, podemos reescrever a Equagio 1 de uma maneira fécil de lembrar:

/g
' dt
ﬂ=— seﬂ#o
de  dx dt
dt

Podemos ver da Equagéo 2 que a curva tem uma tangente horizontal quando dy/dt = 0
(desde que dx/dt 7 0) e tem uma tangente vertical quando dx/dt = 0 (desde que dy/dt # 0).
Essa informag@o € 1itil para esbogar as curvas parametrizadas.

Como sabemos do Capitulo 4, é também 1itil considerar d 2y/ai)cz. Isso pode ser encon-
trado mudando y por dy/dx na Equagio 2:
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: do E lo 5 di T ar
* fos- , O resultado do Exemplo > diz que o = fz VrA(1 — 2 cos 0 +cos®0 + sen’0) do = rﬁ) V2(1 — cos ) do

mprimento de um arco de uma cicloide &
e ses o raio do circulo gerador (veja a
oito V& id trado pela primei Para calcular essa integral, usamos a identidade sen’x = = (1 — cos 2x) 6=2
Figura 5). Isso foi demonstrado pela primeira €ssa mtegral, u Y € € sen-x 2 “RRRITE 2= sy YO

Jez em 1658 por sir Chr.‘stﬁpzergvtreg-iuj fornece 1 — cos @ = 2 sen’(6/2). Como 0 < 0 < 21, temos 0 < 6/2 < 7, e assim
i u O arquiteto da Catedral de
depols se tornou 0 arg sen(6/2) = 0. Portanto,

forma c30 Paulo,em Londres.
V2(1 — cos 0) = V4 sen?(6/2) = 2 |sen (6/2)| = 2 sen (0/2)
27T 27
’ e, dessa forma, L=2r fo sen (0/2) dO = 2r[—2 cos (0/2)]0
a-
=2r[2 + 2] = 8r
X
FIGURA 5
AREA DA SUPERFICIE
f dse ; Da mesma maneira como para o comprimento do arco, podemos adaptar a Férmula 8.2.5,
no Volume I, para obter uma férmula para a drea da superficie. Se a curva dada pelas equa-
) ¢Oes paramétricas x = f (1), y = g(1), « < t < 3, girar em torno do eixo x, onde f', g’ séo
1 continuas e g(f) = 0, entdo a drea da superficie resultante é dada por
B
§ = fa 2my
As férmulas simbdlicas gerais § = f27ry dseS = f277x ds (Férmulas 8.2.7 e 8.2.8, no Vo-
lume I, ainda s@o validas, mas para as curvas parametrizadas usamos
dx \? dy \?
3 na ds = (_x) +(-—X) dt
dt dt
EXEMPLO 6 Mostre que a 4rea da superficie de uma esfera de raio r é 4.
SOLUCAO A esfera € obtida pela rotagdo do semicirculo
X =rcost y=rsent Ostr=smw
em torno do eixo x. Portanto, a partir da Férmula 7, temos
rque S = fg 271 sen £ V(—r sen 1)> + (r cos 1) dt
ZeS. - 7r
\cHo =27 fo rsen t Vri(sen’t + cos’t)dt = 2 fo rsent-rdt |
enas - 1r |
- = 2’ fo sen 7 dt = 2mr’(—cos t)]0 = 4aqrr”
02| Exercicios
) I-2 Encontre dy/dx. 7-8 Encontre uma equacdo da tangente a curva no ponto dado por
rico

dois métodos: (a) sem eliminar o pardmetro e (b) primeiro eliminando
L x=1-7, y=2-5¢ 2. x=t, y=t+¢ . @ P ©®p
= 0 parametro.

3-6 Encontre uma equagio da tangente  curva no ponto correspon-

Cox=1+ =7£+2
dente ao valor do parimetro dado. e a=lilag p=essy

8. x=tgh, y=sech; (1,\/5)

3. x=7r+1t, y=F—-16 t=0

| /4 9-10 Encontre uma equagdo da(s) tangente(s) & curva no ponto dado.

4 x=t—-1" y=1+7 =1 .
A seguir, trace a curva e a(s) tangente(s)

5 _ L, 2, _
cx=e¢', y=t—Int; t=1 )
9. x=6sent, y=+¢ +1t (0,0)

6. x=rsent, y=tcost, t=1

D
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10. x =cost+ cos2t, y=sent+ sen 2t (—1,1) 32. Calcule a drea limitada pela curva x = 2 — 21, y= Vie peloy
I'1-16 Encontre dy/dx e d*y/dx*. Para quais valores de 7 a curve; é éént eixo0 y.

cava para cima? 33. Encontre a drea limitada pelo eixo x e pelacurvax = 1 + ,

I x=4+7, y=7£+7 12 x=F—12, y=£—-1 y=t-1,

3, g=p—, p=rga 4. x=t+Int, y=t—Int 34. Calcule a drea da regido limitada pela astroide x = « cos® 0,

y = a sen’0. (As astroides foram exploradas no Projeto de I 5.

I5. x =2sen t, y=3cos t, 0<r<2mw boratério na pdglm 597)

16. x =cos2t, y=cost, 0<t<ar yr

17-20 Encontre os pontos na curva onde a tangente € horizontal ou a
vertical. Se vocé tiver uma ferramenta gréfica, trace a curva.

17. x=10-7, y=7— 12

18. x=204+37~ 12, y=27 432+ 1 —a 0 a x
19. x =2cos 0, y=sen20

20. X = cos 30 y=2sen9 —a

/121, Use um grifico para estimar as coordenadds do ponto mais a es- ) )
35. Encontre a drea sob um arco da trocoide do Exercicio 40, na

querdanacurvax =t — £y = ¢ A seguir, use o cdlculo para
Secdo 10.1, para o caso d < r.

encontrar as coordenadas exatas.

/722, Useum grafico para estimar as coordenadas do ponto mais baixo 36. Seja 9 a regido dentro do lago da curva no Exemplo 1.

Y 4 4
e do ponto mais 2 esquerda na curva x = ' — 2y=t+1.A
seguir, encontre as coordenadas exatas (b) Se R girar em torno do eixo x, encontre o volume do sélido

(a) Calcule a drea de 9.

resultante.

{1 23-24 7 janel ar qu e todos ;
Trace a curva em uma janela retangular que mostre todos os (¢) Encontre.o centiside ded.

aspectos importantes da curva.

37-40 Escreva uma integral que represente o comprimento da curva.
2. x=¢1-2"-2°" y=r—1 ) _
A seguir, use sua calculadora para encontrar o comprimento com pre-

24. x =1+ 47 - 87, y=2—1t cisdo de quatro casas decimais.

3/2

25. Mostre que a curva x = cos 1, y = sen f cos ¢ tem duas tangen- 37. x=¢t- 1, y = % t Ist<?2

tes em (0, 0) e encontre suas equagdes. Esboce a curva, . 5
38. x=1+¢€, y=+¢, -3<t<3
/26, Traceacurvax = cosr + 2 cos 2t,y = sent + 2 sen 2t para des-

: : : . X = =t— st<
cobrir onde ela intercepta a si mesma. A seguir, encontre equa- 39. x=ttcost, y=t—sent, 0<r<2r

¢oes para ambas as tangentes nesse ponto. 40. x=1Int, y=+vr+1, 1 <5
27. (a) Encontre a inclinagdo da reta tangente A trocoide 41-44 Calcule o comprimento da curva.

Xx=r0 —dsenf,y =r — dcos 0 em termos de 6. (Veja o

_ 2 3
Exercicio 40, na Seciio 10.1.) 4l x=1+3, y=4+27, 0s1<1

(b) Mostre que, se d < r, entiio a trocoide nio tem uma tangente 2 x=c+e’, y=5-2, 0<t<3

vertical. /

B. x=——, y=In(l+7), 0st<?2
28. (a) Encontre a inclinacio da tangente a astroide x = a cosf, 1+t

y = asen’d em termos de 6. (As astroides foram exploradas 44. x = 3 coS = co8 3, y= 3 sen t = gen 3, o<t<aq

no Projeto de Laboratério na pagina 597.) e === e
(b) Em que pontos a tangente é horizontal ou vertical? (1 45-47 Trace a curva e calcule seu comprimento.

inclinacs —1?

(¢) Em que pontos a tangente tem inclinag@o 1 ou —17 45. x=c'cost, y=e'sent, 0<t<an

1 4 @ = 3 ) = v 2 d d -
29. Em quais pontos na curva x = 2 ,y =144t — 1, areta tan 46. x = cost + In(tg —;1), y=sent, mwA<r<3m/d

gente tem inclinagio 1?

B R 5 47. '=e'—t, y~4e'/2, —8=<t=<3
30. Encontre as equagodes das tangentes a curva x = 31 + 1, —_— B
y=2r+1 que passam pelo ponto (4, 3). 48. Ache o comprimento do laco da curva x = 37 — Poy =387
31. Use as equagdes paramétricas de uma elipse, x = a cos 0, 49. Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o comprimento
y =bsen 0,0 <0 < 2, para calcular a drea limitada por dacurvax=t—¢'\y=r+¢,-6<1<6.

€ssas curvas.

- 7 i
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No Exercicio 43, na Segdo 10.1, foi pedido que vocé deduzisse

e as equagdes paramétricas x = 2a cotg 0,y = 2a sen’ para a
curva chamada bruxa de Maria Agnesi. Use a Regra de Simpson
comn = 4 para estimar o comprimento do arco dessa curva dada
por a4 <0< ml2.

51-52 Encontre a distdncia percorrida por uma particula com posi-

io (. y) quando ¢ varia em um dado intervalo de tempo. Compare

com O comprimento da curva.
2
51 y=sen’t, y=cost, 0<1<3m

52. x:coszt, y=cost, 0st<dmw

53. Mostre que 0 comprimento total da elipse x = a sen 0,
y:bcosﬁ,a>b>0,é

L=4a ["" V1 — ¢ sen’ db
onde e é a excentricidade da elipse (e = c¢/a,com ¢ = Va* — b )

54. Calcule o comprimento total da astroide x = a cos’0, y= sen’0

coma > 0.

m] 55. (a) Trace a epitrocoide com equagdes

x = 11 cost — 4cos(11#/2)
y = 1lsent— 4sen(11t/2)
Qual intervalo do pardmetro fornece a curva completa?
(b) Use seu SCA para calcular o comprimento aproximado

dessa curva.

@ 56. Uma curva chamada espiral de Cornu é definida pelas equa-

¢oes paramétricas

x=C@0 = [\ cos(mu’l2) du

y=8(t) = [ sen(mu’/2) du
onde C e S sio as fungdes de Fresnel que foram introduzidas no
Capitulo 5.
(a) Trace essa curva. O que acontece quando 1 —> @ e t —> —?
(b) Calcule o comprimento da espiral de Cornu a partir da ori-

gem até o ponto com o valor do pardmetro 7.

57-58 Escreva, mas ndo calcule, uma integral que represente a drea
da superficie obtida pela rotagio da curva dada ao redor do eixo x.

57 x=1+1¢, y=(@+1), 0st=<1

58. x =sen’s, y=sen3t, 0<t=<m/3

59-61 Encontre a drea exata da superficie obtida pela rotagdo da
curva dada em torno do eixo x.

59. x=7, y=7, 0st=<1
60. x=3/—7, y=3r, 0<st=<I1

f'- x=acos0, y=asen’d, 0<0<m/2

t 2. Teage ncurva

x = 2cos O — cos 20 y = 2senf — sen 20
Se essa curva girar em torno do eixo x, calcule a drea da super-

ficie resultante. (Use o grdfico para ajudar a encontrar o intervalo

correto do parametro.)

63.

64.
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Se a curva

y=t—~12— Ist=<2
t

girar em torno do eixo x, estime a drea da superficie resultante

x=t+7

com precisdo de trés casas decimais.

Se o arco da curva no Exercicio 50 girar em torno do eixo x, es-
time a drea da superficie resultante usando a Regra de Simpson
comn = 4.

65-66 Calcule a 4rea da superficie gerada pela rotagdo da curva dada

em torno do eixo y.

65.
66.

x=3F y=27, 0s<t<S5

12

x=e—t y=4¢", 0sr=<1

67.

68.

69.

Sef' for continua e f'(r) # 0 para a < ¢ < b, mostre que a curva
parametrizada x = f (1), y = ¢(f), a < t < b, pode ser colocada
na forma y = F(x). [Sugestdo: Mostre que f “lexiste.]

Use a Férmula 2 para deduzir a Férmula 7 a partir da Férmula
8.2.5, no Volume I, para o caso no qual a curva pode ser repre-
sentada na formay = F(x),a < x < b.

A curvatura no ponto P da curva é definida como
4
ds
onde ¢ é o Angulo de inclinagdo da reta tangente em P, como mos-

o=

trado na figura. Entdo, a curvatura é o valor absoluto da taxa de va-

riacio de ¢» em relago ao comprimento de arco. Esta pode ser

considerada uma medida da taxa de variagéo de diregdo da curva

em P e vai ser estudada em mais detalhes no Capitulo 13.

(a) Para a curva parametrizada x = x(f), y = y(t), deduza
a férmula

Ly — 3yl

[xz T )}2]3/2
onde os pontos indicam as derivadas em relagdo a 7, assim
X = dx/dt. [Sugestdo: Use ¢ = tg”'(dy/dx) e a Equagdo 2
para encontrar d¢p/dt. Entdo, use a Regra da Cadeia para
achar dd¢/ds.)

(b) Considerando uma curva y = f (x) como a curva parametri-

K =

zada x = x,y = f(x), com o parmetro x, mostre que a for-
mula na parte (a) se torna

|d"yldx’|
[1 + (dy/dx)’’"

S
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70. (a) Use a férmula no Exercicio 69(b) para encontrar a curvatura
da pardbola y = x’no ponto (1, 1).
(b) Em que ponto essa pardbola tem curvatura maxima?

71. Use a férmula no Exercicio 69(a) para calcular a curvatura da ci-
cloide x =0 —sen 6,y = 1 — cos § no topo de um dos arcos.

72. (a) Mostre que a curvatura em cada ponto de uma reta é
k=0,
(b) Mostre que a curvatura em cada ponto do circulo de raio r é

Kk =1/r. 74. Uma vaca é amarrada a um silo com raio 7 por uma corda con,.
73. Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entfio desen- pricg o/suﬁci.ente p ara aleangar apenas o outro lado dosilo. Cal-
rolado, sendo mantido esticado. A curva tracada pelo ponto P cule a drea disponivel para a vaca pastar.
no final do barbante é chamada involuta do circulo. Se o cir-
culo tiver raio r e centro O, se a posi¢do inicial de P for (r, 0) e
se o parmetro 6 for escolhido como na figura, mostre que as
equagdes paramétricas da involuta sio

X = r(cos 6 + 0 sen 0) Yy =r(sen 6 — 0 cos 0)

PROJETO DE |/ CURVAS DE BEZIER

LABORATORIO
As curvas de Bézier sio usadas em Computer-Aided Design (CAD) e tém esse nome em

homenagem a Pierre Bézier (1910-1999), matematico francés que trabalhava na indistria
automobilistica. Uma curva cibica de Bézier & determinada por quatro pontos de controle,
£y Vol LGS0, P(x.,y,)ie P(x,,y,), e é definida pelas equagdes paramétricas

x=x(1 =0 =351 — 92+ 3x A1 — 1) + xf
y=y(l =5’ = Syl =) = 3,00 — 1) + 0t

para as quais 0 < 7 < . Observe que, quando ¢ = 0, temos (x, y) = (%95 ¥y)» € quando
t =1, obtemos (x,y) = (%, y,); assim, a curva comega em P e termina em Iy

I. Trace a curva de Bézier com os pontos de controle Py4,1), P(28,48), P,(50,42) e
P,(40, 5). Entdo, no mesmo gréfico, trace os segmentos de reta RoRy; BPye RIB (O
Exercicio 31, na Segfio 10.1, mostra como fazer isso.) Observe que os pontos de con-
trole intermedidrios Bic P2 nao estao sobre a curva; a curva comega em PO, vai em

direcéo a P, e P, sem alcangé-los e termina em i

2. Apartir do grafico no Problema 1 » parece que a tangente em P, passa por P e atan-
gente em P, passa por P,. Demonstre isso.

3. Tente produzir uma curva de Bézier com um lago mudando o segundo ponto de con-
trole no Problema 1.

4. Algumas impressoras a laser usam as curvas de Bézier para representar letras e ou-
tros simbolos. Experimente com pontos de controle até vocé encontrar uma curva de
Bézier que dé uma representagao razodvel da letra C.

5. Formatos mais complexos podem ser representados Juntando-se duas ou mais curvas
de Bézier. Suponha que a primeira curva de Bézier tenha pontos de controle LHE L E,
P e a segunda tenha pontos de controle Py, P,, P, P,. Se quisermos que essas duas par-
tes se juntem de modo liso, entdo as tangentes em P, devem coincidir, e os pontos P,,
P, e P, devem estar nessa reta tangente comum. Usando esse principio, encontre os
pontos de controle para um par de curvas de Bézier que represente a letra S.
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FICACRO DE CONCEITOS

(a) O que ¢ uma curva parametrizada?
(b) Como vocé esboca uma curva parametrizada?

(a) Como vocé calcula a inclinagdo de uma tangente a
uma curva parametrizada?
(b) Como vocé calcula a drea sob uma curva parametrizada?

Escreva uma expressdo para cada um dos seguintes itens:

(a) O comprimento de uma curva parametrizada.

(b) A drea da superficie obtida pela rotagdo de uma curva
parametrizada em torno do eixo x.

(a) Use um diagrama para explicar o significado das co-
ordenadas polares (r, ) de um ponto.

(b) Escreva as equagdes para expressar as coordenadas
cartesianas (x, y) de um ponto em termos de coorde-
nadas polares.

(c) Quais equagdes vocé usaria para encontrar as coorde-
nadas polares de um ponto se soubesse as coordenadas
cartesianas?

(a) Como vocg calcula a inclinagdo de uma reta tangente
a uma curva polar?

(b) Como vocé calcula a drea de uma regido limitada por
uma curva polar?

TESTES VERDADEIRO-FALSO

Determine se a afirmagdo ¢é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex-
plique por qué; caso contrdrio, explique por que ou dé& um exemplo
que mostre que € falsa.

Se a curva parametrizada x = f (¢), y = ¢(¢) satisfaz g'(1)
= 0, entdo ela tem uma tangente horizontal quando = 1.

Se x = f(f) e y = g(t) t€m segundas derivadas, entdo
dy _ &yl
d  d'xidr
O comprimento da curvax = f(f)ey = g(t),a<t<b¢
LA @OF + g 0F dr.
Se um ponto é representado por (x, y) em coordenadas

cartesianas (onde x # 0) e (r, #) em coordenadas polares
entio 0 = 1g~ ' (y/x).

(¢) Como vocé calcula o comprimento de uma curva polar?

(a) D& uma defini¢do geométrica de uma pardbola.

(b) Escreva uma equagao de uma parabola com foco (0, p)
e diretriz y = —p. O que acontece se o foco for (p,0) e
a diretriz for x = —p?

(a) D& uma defini¢@o de uma elipse em termos dos focos.
(b) Escreva uma equagdo para a elipse com focos (F¢, 0)
e vértices (*a, 0).

(a) D& uma definicdo de uma hipérbole em termos
dos focos.

(b) Escreva uma equacgéo para a hipérbole com os focos
(%¢,0) e os vértices (*a, 0).

(c) Escreva equacdes para as assintotas da hipérbole na
parte (b).

(a) O que ¢ a excentricidade de uma se¢do conica?

(b) O que vocé pode dizer sobre a excentricidade
se a se¢do coOnica for uma elipse? Uma hipérbole?
Uma pardbola?

(c) Escreva uma equag@o polar para uma sec¢do cOnica
com excentricidade e e diretriz x = d. O que acontece
se a diretriz forx = —d?y =d?y = —d?

As curvas polares r = 1 — sen 20 e r = sen 20 — | t€m
0 mesmo grafico.

As equagdes r = 2,x + y2 =4ex = 2sen3t,
y = 2cos 3t (0 =<t = 27) t&m todas o mesmo gréfico.

As equagdes paramétricas x = 7,y = ' possuem o mesmo
P 3 6
graficodex =1,y =1.

O gréfico de y* = 2y + 3x é uma paribola.

Acreta tangente a uma parabola intercepta a pardbola ape-
nas uma vez.

10. Uma hipérbole nunca intercepta sua diretriz.
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EXERCICIOS

I-4 Esboce a curva parametrizada e elimine o pardmetro para
encontrar a equagao cartesiana da curva.

. x=F+4, y=2—1t —-4=<r<]1

1+ y=¢

N
=
Il

3. x=cosf, y=sec0,0<0<u/2

4. x=2cosf, y=1+sen6

5. Escreva os diferentes conjuntos de equagdes paramétri-
cas para a curva y = vx.

6. Useos grificos dex = f(r) e y = g(f) para esbogar a curva
parametrizada x = f (1), y = g(¢). Indique com setas a di-
re¢do na qual a curva é tragada quanto ¢ aumenta.

7. (a) Marque o ponto com coordenadas polares (4,27/3). A
seguir, encontre suas coordendas cartesianas.
(b) As coordenadas cartesianas de um ponto sdo (—3, 3).
Encontre dois conjuntos de coordenadas polares para
0 ponto.
8. Esboce a regido que consiste nos pontos cujas coordena-
das polares satisfazem | <r <2 e 7/6 < 0 < 51/6.

9-16 Esboce a curva polar.

9. r=1-—cos@ 10. » =sen 6
Il. = cos 30 12. » =3 + cos 30
13. » =1+ cos 20 14. r = 2 cos(0/2)
3 3
I5. r = ——M 6. r= ——
1+ 2sen0 2 —2cos 0

17-18 Encontre uma equagdo polar para a curva representada
pela equagio cartesiana dada.

17. x+y=2 |8.x2+y2=2

19. A curva com equagfo polar » = (sen 6)/0 é chamada co-
cleoide. Use um grifico de r como fungio de 6 em coor-
denadas cartesianas para esbogar a cocleoide manualmente.
Entéo trace-a com uma méquina para verificar seu esbogo.

20. Trace a elipse r = 2/(4 — 3 cos 6) e sua diretriz. Trace
também a elipse obtida por sua rotagdo em torno da
origem, de um angulo de 277/3.

21-24 Calcule a inclinagdo da reta tangente 2 curva dada no
ponto correspondente ao valor especificado do pardmetro.

¥7—

7 27.

2. x=1Int, y=1+7 t=1
2. x=Fr+61+1, y=2—7; t=—1

23 r=e"

0=m
24, r=3+cos30; 6O=m/2

25-26 Calcule dy/dx e d’y/dx’.

25. x=t+sent, y=1—cost

26. x=1+7, y=t—1¢

N B e
Use um gréfico para estimar as coordenadas do pontg
. . 3 2 ~
mais baixo na curvax = ¢ — 3t,y=r+t+ 1. Entdo, uge
o cdlculo para calcular as coordenadas exatas.

28. Calcule a drea da regido limitada pelo lago da curva no
Exercicio 27.

29. Em que pontos a curva

x =2acost— acos 2t y =2asent — asen?2t

tem tangentes verticais ou horizontais? Use essa infor-
magdo para ajudar a esbogar a curva.

30. Calcule a drea limitada pela curva no Exercicio 29.
31. Calcule a drea limitada pela curva r* = 9 cos 56.

32. Calcule a drea limitada pelo lago interno da curva
r=1-—3senb.

33. Calcule os pontos de intersec¢io das curvas r = 2 e
r=4cos 6.

34. Encontre os pontos de intersec¢io das curvas r = cotg 0
er=2cos0.

35. Encontre a drea da regidio que estd dentro de ambos os cit-
culosr =2senfer=senb + cos 0.

36. Encontre a drea da regido que estd dentro da curva
r =2+ cos 20, mas fora da curva r = 2 + sen 6.

37-40 Calcule o comprimento da curva.
3. x=37, y=2F, 0<:<2

38. x=2+3f, y=cosh3t, 0<r<1
110, w<0=<2m

sen’(0/3), 0<6 <1

Il

39. r

I

40. r

41-42 Calcule a drea da superficie obtida pela rotacdo da curva
dada em torno do eixo x.

3

r 1
41. x=4w/;, y=—+ —,

3 or

42. x=2+3t, y=cosh3t, 0<r<1

l=st=<4

/1 43. As curvas definidas pelas equagdes paramétricas

t—e t(t2~c)
x: = —
£+ 1 £+ 1
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) chamadas estrofides (do grego, girar, torcer). Inves-

(jgue cOMO €ssas curvas mudam quando ¢ varia.

Uma familia de curvas tem equagdes polares r* = |sen 26,
onde a é um nimero positivo. Investigue como essas cur-
vas mudam quando a varia.

45-48 Encontre 08 focos e os vértices e esboce o grifico.
2 2

45.

47.
48.
49.

50.

51.

52.

53.

X 4Y =1 46. 4" — y* =16

9 8
6y2+x—36y+55=0
25x° + 4y* + 50x — 16y = 59

Encontre uma equagio da elipse com foco (*+4, 0) e dire-
triz (iS, 0).

Encontre uma equacio da hipérbole com focos (2, 1) e
vértices x = —4.

Encontre uma equag¢do da hipérbole com focos (0, +4) e

assintotas y = *3x.

Encontre uma equagio da elipse com focos (3, £2) e eixo
principal com comprimento 8.

Encontre uma equagdo para a elipse que compartilhe um
vértice e um foco com a pardbola x* + y = 100 e que
tenha seu outro foco na origem.

54.

55.

56.

57.
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Mostre que, se m for qualquer nimero real, entdo existem

exatamente duas retas de inclinagdo m tangentes a elipse
2, 2 2,12 ~ ~

X'/a”+ y’/b” =1 e suas equagdes sa0

y = mx *Va*m* + b*.

Encontre uma equagdo polar para a elipse com foco na

. 3w 1 . . ~
origem, excentricidade - e diretriz com equagio
r=4sec0.

Mostre que os angulos entre o eixo polar e as assintotas da
hipérbole r = ed/(1 — e cos 0), e > 1 sdo dados por
cos '(*1/e).

Na figura, o circulo de raio a é estaciondrio, e para cada 6
o ponto P é o ponto médio do segmento QR. A curva
tragada por P para 0 < 6 < 7 é denominada curva de arco
longo. Encontre as equagdes paramétricas para essa curva.

y
_______ 2 a _________R__._._.aﬁ_.____
=2a
B y
“ 0 —
0
0 %
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I. Uma curva € definida pelas equagdes paramétricas

¢t COS U ¢+ sen u
X :fl du y = fl du
u u
Calcule o comprimento do arco da curva a partir da origem até o ponto mais ProXiny,

onde exista uma reta tangente vertical.

2. (a) Encontre os pontos mais altos e mais baixos sobre a curva x* + yi=x+ o,
(b) Esboce a curva. (Observe que ela é simétrica em relagdo a ambos 0s eixos ¢ a
ambas as retas y = *x; assim, inicialmente é suficiente considerar y=x=0)
(c) Use as coordenadas polares e um sistema de computagao algébrica para encontryy
a drea dentro da curva.

A1 3. Qual é a menor janela que contém cada membro da familia de curvas polareg
r=1+csen6,onde0 < ¢ < 1? Ilustre sua resposta tracando vdrios membros da fa-
milia nesta janela.

4. Quatro insetos sdo colocados nos quatro cantos de um quadrado com lado de com.
primento a. Os insetos andam no sentido anti-hordrio na mesma velocidade e cady
um deles sempre anda diretamente em diregéo ao préximo inseto. Eles se aproximam
do centro do quadrado ao longo de um caminho em espiral.

(a) Encontre a equagio polar do caminho do inseto supondo que o polo esteja no cen-
tro do quadrado. (Use o fato de que a reta ligando um inseto até o préximo € tan-
gente ao caminho do inseto.)

(b) Encontre a distancia percorrida por um inseto quando ele encontra os outros inse-

tos no centro.
a

a

5. Uma curva chamada félio de Descartes é definida pelas equagdes paramétricas

3t 37
&= 3 y: 3
L o L+

(a) Mostre que, se (a, b) estiverem na curva, entéo (b, a) também estd; isto é, a curva
€ simétrica em relagfio a reta y = x. Onde a curva intercepta essa reta?

(b) Encontre os pontos na curva onde as retas tangentes sdo horizontais ou verticais.

(c) Mostre que areta y = —x — | é uma assintota obliqua.

(d) Esboce a curva.

(e) Mostre que a equagiio cartesiana dessa curva é x° + ¥ = 3xy.

(f) Mostre que a equagiio polar pode ser escrita na forma

. 3secOtg
1+ tg’0
(8) Encontre a drea da regido dentro do lago dessa curva.

(h) Mostre que a drea do lago é a mesma que estd entre a assintota e os ramos infini-
tos da curva. (Use um sistema de computagio algébrica para calcular a integral.)
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6.

(i)

Um circulo C de raio 2r tem seu centro na origem. Um circulo de raio r rola sem es-
corregar no sentido anti-hordrio em torno de C. Um ponto P estd localizado em um raio
fixado do circulo em rotagdo a uma distancia b de seu centro,0 < b < r. [Veja as par-
tes (i) e (ii) da figura.] Seja L a reta do centro de C ao centro do circulo em rotagio e
seja 6 o angulo que L faz com o eixo positivo.

(a) Usando 6 como um pardmetro, mostre que as equagdes paramétricas da trajetéria
percorrida por P sdo

x =bcos 30 + 3rcos 0 y = bsen30 + 3rsen

Observagdo: se b = 0, a trajetéria € um circulo de raio 3r ; se b = r, a trajetéria é
uma epicicloide. A trajetéria percorrida por P para O < b < r é chamada epitrocoide.

(b) Trace a curva para diversos valores de b entre O e r.

(c) Mostre que pode ser inscrito um tridngulo equildtero na epitrocoide e que seu cen-
troide estd no circulo de raio b centrado na origem.

Observagdo: Este é o principio do motor de rotacao de Wankel. Quando o trian-
gulo equildtero gira com seu vértice na epitrocoide, seu centroide percorre um cir-
culo cujo centro estd no centro da curva.

(d) Na maioria dos motores de rota¢éo os lados do tridngulo equilétero sdo substitui-
dos por arcos de circulo centrados no vértice oposto como na parte (iii) da figura
(entdo, o didmetro do rotor € constante). Mostre que o rotor se ajustard a epitro-
coide se b < %(2 = «/g)r.

(ii) (iii)
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