MAT 2110 - Célculo I para Quimica
2% Prova - 11 de maio de 2015
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cosf  senf’
(a) Mostre que f'(0) se anula em um, e em somente um, valor de ¢ pertencente a (g, 5

Questao 1 (3 pts) Seja f(0) =

Solugdo: (a) Temos:

’ _ 2 - (—senf) — ; -cost = 2(sen9)3 — (0080)3
(1) f (9) - ( 0) (sen 9)2 b= (SGDG)Q(COS 9)2

Dai,
1 1 1
f'(0) =0 < 2(senf)® — (cosh)® =0 <= (tanf)> = 5 = tanf = 2735, <= 6 = arctan(273)

Além disso, como 2(sen §)® — (cos6)® ¢ uma func¢do crescente de # no intervalo (0, %) (pois sen@ ¢é crescente e

cos ) é decrescente em (0, 7)), arctan(2~ %) ¢ o timico valor de 6 no intervalo (0, %) para o qual f'(6) = 0.

Como a fungdo tangente é crescente no intervalo (0, 5 ), para mostrar que § < arctan(?’%) < %, basta mostrar
que tan(g) < tan(arctan(2~ 3)) < tan(3), ou seja, que

1
%<7

A segunda destas desigualdades é evidente: v/3 é maior do que 1 e 3%/5 é menor do que 1. A primeira desigualdade

também é verdadeira, pois (v/2)% = 4 < (v/3) = 27.

<3

(b) Como 2(send)? — (cos0)? é uma funcio crescente de ¢ no intervalo (0, §) e s6 se anula em arctan(2~ i) e
como o denominador da fragao no lado esquerdo de (1) é sempre positivo, segue que f/(6) > 0se 6 > eaurctan(2*%)7
F(8) < 0 se @ < arctan(2-%) e, portanto, arctan(2~3) é ponto de minimo de f em (0, 5). Como ja sabemos
que arctan(273) € (%, %), segue que o menor valor que f assume em [F, Z] é f(arctan(273)).

3
2

, 2
[Observagao: E possivel usar trigonometria e dlgebra para mostrar que f(arctan(27§ )) = (28 + 1) 2, mas descobrir que o menor valor de

1 1
f é assumido em arctan(2” 3) e que, portanto, f(arctan(2” 3)) é o menor valor j4 responde a pergunta feita no enunciado.]

O méximo de f em [F, §] serd assumido necessariamente em um dos extremos, pois o tnico ponto critico do

interior é o ponto de minimo. Para decidir qual é o maximo, basta portanto calcular

™ 2 1 2 1 4
f(g) - cos(%) Sen(%) - ? + g - ﬁ +2
e
T 2 1 2 1 2
f(g) - cos(3)  sen (%) - g + ? =4+ ﬁ
Dai
T ™ 2
f(g)—f(g)ZQ—ﬁ>0

e, portanto, f(%) = % +2 é o maior valor que f assume em [F, §].
1



Questao 2 (3 pts) Seja f(z) =1n (1:6), 0<az<l.

(a) Calcule f'(z) para todo x, 0 <z < 1. Dica: In§ =Ina —Inb.
(b) Mostre que, se 0 < z(t) < 1 e 2/(t) = z(t) — 2(t)? para todo ¢ € R, entdo % f(z(t)) = 1 para todo t € R.
(c) Encontre z(t), t € R, satisfazendo 2’ = z — 2? e 2(0) = 2.

(

d) Sendo z(t) a fungdo encontrada no item (c), calcule t_lggl x(t)

Solugdo: (a) f(z)=In(z) —In(l —z) e

(b) Pela regra da cadeia, e pelo item (a), temos:

d ’ / _ 1 ’
af(f(t)) = f(z(t) - 2'(t) = 20— 207 ~a'(t).

Por hipétese, 2’(t) = z(t) — x(t)? para todo t € R. Logo a fracdo no lado direito da férmula acima é igual a 1,

para todo t € R.

(¢) Como a derivada de f(x(t)) é igual a 1 para todo ¢, existe uma constante C' € R tal que

t
flz() =In [1 i(x)(t)] =t+ C, paratodo t€R.
Como z(0) = 2,
2
C=Iln-—2 5 =1n2
12
3
Logo,
t
In z(t) =t+1In2, paratodo t€R.
1—x(t)
Tomando a exponencial nos dois lados da equagao, vem
t
1’( ) — 2€t;

1—x(t)

dai
2¢! 2
t) = = .
"= 21T T e
2 2
(d) lim z(t)= lim — =——=1.
t—+oo to+oo 2+e7t 240

Questao 3 (2,5 pts) Seja f(z) = (1 —Inx)?, z > 0.
(a) Mostre que f possui um, e apenas um, ponto critico.
(b) Mostre que f possui um, e apenas um, ponto de inflexao.

(c) Esboce o grafico de f

Solug&o: (a)
f(z)=2(1—1Inz)- (;1) = 2(11127 D =0 <= hez=1 <= z=e.

Logo, e é o tnico ponto critico de f.



M)

cx—2(lnx —1 2

(b) Como f"(x) = (2 ) = —(2—Inx), temos que f” s6 se anula em z = e?. Além disso,
T T

f(x) >0sex <e?, f(x) <0sex > e? e, portanto, e? é o tinico ponto de inflexdo de f.

8

(c) As seguintes informagoes devem estar indicadas, ou sugeridas, na figura: o grafico de f é concavo para
cima no intervalo (0,e?), é concavo para baixo no intervalo (e?,+00); o tnico ponto de mfnimo é e, no qual f

vale zero; no ponto de inflexdo, temos f(e?) = 1; além disso, f tende a infinito quando z tende a 0 ou a +oo.

Questao 4 (3 pts)
x? 2 23
(a) Mostre que, para todo x > 0, sdo verdadeiras as desigualdades x — > <In(l4+z)<z-— 5 + 3
In(1 -
(b) Caleule lim 22 =2
x—0 €T
22
Solugdo: (a) Definamos a funcdo f(z) =1In(l+z) — (z -5 ) r> —1. Temos que f(0) = 0 e queremos

mostrar que f(z) > 0 para todo z > 0. Para isso, é suficiente mostrar que f’(z) > 0 para todo > 0. Mas
1 x?

f@) = - (-a) = T

> 0, paratodo z >0,

logo a primeira das desigualdades pedidas esta provada.

2 3
que g(z) > 0 para todo 2 > 0. Para isso, é suficiente mostrar que ¢'(z) > 0 para todo > 0. Mas
1 l+z)(l—z+2?)—-1 a3

! =(1-— 2y _ =
g(@) = T+ 1+ 1+x 1+x

2 3
Definamos a fungao g(z) = (x -2 x) —In(1+=z), x > —1. Temos que g(0) = 0 e queremos mostrar

> (0, paratodo z >0,
logo a segunda desigualdade também esta provada.

(b) Pela regra de L’Hospital,

g Bt -2 Tl e SR
—0 x2 x—0 2x z—=0 2q x—0 2(1 —+ {E) 2



