DEFINICAO DE INTEGRAL DEFINIDA
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Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Para cada inteiro positivo n, subdividimos o intervalo

[a b] em n subintervalos de igual comprimento com extremidades nos pontos a = g < x1 < x2 < --- <
=bx,=a+ (b=a)i ) , 0 <4< n. Sejam ¢; e d;, respectivamente, pontos de maximo e de minimo de
f em [z;_1,x;], 1 § i < n; isto é, ¢; e d; sdo pontos de [x;_1,z;] tais que f(¢;) < f(z) < f(d;) para
todo x € [z;_1, ;] (esses pontos ¢; e d; existem, pois toda fungao coninua em um intervalo fechado tem
ponto de maximo e ponto de minimo). Denotando por Az o comprimento dos intervalos [x;_1,x;],

definimos

Sp = Zf(cl)Aa: e Sp,= Zf(dz)Ax
1=0 1=0

Teorema: Ezistem e sdo iguais os limites lim s, e lim S,.
n—oo n—oo

Por definigao, a integral de f no intervalo |a,b] é o nimero real lim s, = lim S,. Este nimero
n—oo n—oo

é denotado por / f(z)dx

No caso em que f(z) > 0 para todo z € [a,b], s, mede a drea de uma uniao finita de retangulos
contidos na regiao R = {(z,y); a <x <be 0 <y < f(x)} e S, mede a drea de uma uniao finita de
retangulos que contém a regiao R. Assim, se A é a “drea” (seja 14 o que isso queira dizer) da regiao
R, entao s, < A < S,; dai, lim s, < A< lim S,; portanto,

n—oo n—oo

lim s, = th —/ flz
n—oo

Em resumo, a drea da regiao abaixo do gréafico de f e acima do eixo dos = é medida pela integral de

f em [a,b], no caso em que f assume apenas valores nio-negativos.

Para cada i entre 1 e n, podemos escolher arbitrariamente pontos (chamados pontos amostrais)
x} em cada intervalo [x;_1,x;]; isto é, os pontos amostrais x; sao tais que z;—; < z} < z;. Temos,

portanto, f(¢;) < f(z}) < f(d;) para cada i. Somando em %, vem:

sn<2f YAz < S,

Por confronto, segue que

b
(1) [ty = i Zf Az.

Mais geralmente, se subdividirmos o intervalo [a,b] em n subintervalos de comprimentos nao-ne-

cessariamente iguais, com extremidades em a = g < 1 < T9 < -+ < Tp_1 < T = b, se escolhermos
1



pontos amostrais z} em cada subintervalo [z;_1,z;], podemos formar a soma de Riemann

n

S(o, 1,y wpsat, oo ap) = > f(a)) A (A = —xim1).
=1

Também é verdade que essas somas tendem & integral de f em [a,b], desde que o tamanho méximo
dos subintervalos fique arbitrariamente pequeno. Mais precisamente, pode-se demonstrar que, para

todo € > 0, existe § > 0 tal que

n

b
S ) A - / f(w) da

=1

max Az; <6 — < e.

1<i<n

O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Seja f : [a,b] — R continua, seja F uma primitiva de f, também definida em [a,b], isto é,
F'(xz) = f(x), para todo z € [a,b]. Considere a particio de [a,b] dada por a = 29 < 21 < X9 < -++ <
Tp_1 < T, = b. Aplicando o Teorema do Valor Médio, para cada i entre 1 e n, a funcao F no intervalo
[i—1, z;], concluimos que existem z} € [z;_1, ;] tais que

F(x;) — F(zi-1)

Ti — Ti—1

= F'(a}) = f(2)

(a primeiras destas igualdades vem do TVM e a segunda vem da hipGtese F/ = f). Segue dai (com

Az, =x; —xi—1) que

n n

S A =S O S EEe) (SR - F)
=1

Ty — Tj—
i=1 ¢ il i=1

Esta ultima soma é uma daquelas “somas telescépicas” que podem ser simplicadas e virar uma soma

com apenas dois termos. Usando que xg = a e z,, = b, vem, portanto,
> F@) AT = [F(an) = F(zn-1)] + -+ + [F(x2) = F(x1)] + [F(a1) — F()] = F(b) — F(a).
i=1

Em outras palavras, dada qualquer particao do intervalo [a,b], é sempre possivel escolher pontos

amostrais de modo que a soma de Riemann Z f(z])Az; seja igual a F(b) — F(a). Ou seja a sequéncia
i=1
do lado direito da igualdade (1) é constante e igual a F'(b) — F'(a); logo o limite do lado direito de (1)

é igual a F(b) — F(a). Isto prova ! uma das versées do Teorema Fundamental do Calculo:

b
(2) / f(z)dx = F(b) — F(a), f continua em [a,b], F' = f.

A outra versao do TFC diz que, se f : :CI — R é uma funcédo continua definida no intervalo [
e se a € I, a fungao definida por F(z) = / f(t)dt, x € I, é derivavel e F = f. Este teorema ¢
demonstrado na Secdo 5.3 (da sexta edigéo)ado Stewart. Isto prova, em particular, que toda funcao
continua tem uma primitiva. A versao do TFC que nés demonstramos acima pode ser obtida como

consequéncia de (2). Isso também estd feito na Secao 5.3 do Stewart.

Hsto prova o TFC desde que aceitemos como verdadeira a existéncia da integral de uma fung¢do continua, tal como

definimos aqui.



