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Questao 1 (2,5 pts) Seja f(z) = . Seja Sk o semicirculo de raio R > 0 e centro na origem, contido no

23+ 2
semiplano superior e parametrizado no sentido anti-hordrio, Sg = {Re'; 0 < t < 7}. Defina entdo, para R
positivo e diferente de 1, Ig = f(z)d=.
Sr
(a) Mostre que lim I = mi.
R—0

(b) Mostre que lim Ir = 0.
R—o00

Seja Crs, 0 < § < 1 < R, o caminho fechado que consiste da concatenacdo das seguintes quatro curvas
diferencidveis: (i) o intervalo [—R, —¢], (i) (—Ss), isto é, o semicirculo de raio § e centro na origem, percorrido
no sentido hordrio no semiplano superior, (iii) o interval [, R] e (iv) o semicirculo Sg.

(c) Calcule /C f(z)dz.

* senz m(e—1
(d) Conclua que / 3 dzx = ( )
0o TP+ 2e
Questao 2 (2,5 pts) Seja m um inteiro positivo e sejam a, € C, n = —m,—m+1,—m+2,-- -, tais que a série

oo
Z an(z — 2z9)" converge, para todo z tal que 0 < |z — 29| < d. Defina, para cada um desses valores de z, f(z)

n=—m

como sendo igual & soma da série. Supondo que f(z) #0se 0 < |z — 29| < e que a_,, #0,
(a) mostre que 1/f(z) tem uma extensdo holomorfa g a {z; |z — 20| < 6}, tal que g\ (2) = 0se 0 < j < m;

(b) expresse g™ (20) e g™+ (2) em termos dos a,,’s.

oo
1
Questao 3 (2,5 pts) Mostre que a série Z ( define uma fungdo meromorfa em C\ {0}, com polos
=1

— (nz —1)2
, 1
duplos e residuos nulosem z = —, n=1,2,3,---.
n

1
Sugest&o: Mostre primeiro que a série define uma func¢ao holomorfaem {z € C; z £A0ez # —,n=1,2,3,--- }.
n

Questao 4 (2,5 pts) Seja D o disco unitério aberto centrado na origem, D = {z € C; |z| < 1}.
(a) Mostre que, se f: D — D é analitica e f(0) = 0, entao |f(z)| < |z| para todo z € D.
Sugest&o: Aplique o principio do méximo para f) em {|z| <r},0<r <1
z
Seja P o semiplano aberto que consiste dos z € C tais que Rez > 0.
1—
(b) Mostre que T'(z) = ® ¢ um isomorfismo analitico de P em D. Dica: Calcule T(T(z)).

1+2
. " 1—1z| 1+ 2]
(¢) Seja f : D — P analitica tal que f(0) = 1. Mostre que 517 <|f(z)| < =1

, para todo z € D.



