Solucoes Problemas para a Prova 2 - Desenho Geométrico 1

Os problemas resolvidos serao apenas os problemas contidos no arquivo MateriaP2.pdf, embora a nu-
meragao utilizada, tanto nos resultados utilizados, quanto nos problemas, serd a numeragao das Notas de
Aula.

Problema 15: Seja r uma reta e sejam A, B e C trés pontos colineares que ndo estdo em r. Mostre que,
se r atravessa algum dos trés segmentos determinados pelos pontos dados, entao r atravessa também um, e
apenas um, dos outros dois segmentos.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que r atravesse o segmento AB. Entao, A e B estao em lados opostos
de r. Se C esta do mesmo lado que A em relagao a r, temos, pela Proposigao 4.11, que C e B estao em lados
opostos com relacdo a r e, portanto, r atravessa BC, mas nao atravessa AC. Por outro lado, se C estiver
no lado oposto a A, como B também estd no lado oposto a A, pela Proposicao 4.11, vale que B e C estao
do mesmo lado com relagao a r. Assim, r atravessa AC, mas nao atravessa BC.

Analogamente, prova-se o desejado quando r atravessa BC ou quando r atravessa AC. O

Problema 16: Mostre que as duas condigoes A *x B« D e A *x C x D podem ser satisfeitas sem que valha
Ax B xC* D, mesmo quando B # C.

Demonstracdo. Temos que, se vale AxCx Bx D, entao Ax Bx D e AxC % D sao satisfeitas. Por exemplo, no
plano cartesiano, se tomamos A = (0,0), B = (0,2),C = (0,1) e D = (0, 3), obtemos que A+« C « Bx D. [

Problema 17: Mostre que as condigdes A x Bx D, Ax C x D e B # C implicam que vale A x B x C ou
AxC % B.

Demonstracdo. Por hipdtese, temos que A, B e D sao colineares e A,C e D também o sao, de modo que
A, B,C e D sao colineares. Mostremos que néo pode ocorrer B« A x C, o que, por (B3), implicard que deve
valer Ax BxC ou A*xC * B.

Se vale B x Ax C, como vale AxC x D, pela Proposicao 4.13, vale que B x Ax D, o que contradiz A x B x D,
por (B3), um absurdo. Portanto, ndo é possivel que valha B x A x C'. O]

Problema 18:

(a) Mostre que as condi¢oes A* Bx C,Ax Bx D e C' # D implicam que vale A« C x D ou Ax D x C.

Demonstrag¢ao. Fagamos a contrapositiva. Sejam A, B, C e D pontos colineares com C' # D. Por (B3),
é equivalente ndo valer Ax Cx D ou Ax D xC avaler C« Ax D. Por (B1l), C x* Ax D é equivalente a
DxAxC.

Agora, se vale C'x Ax D e Ax B x D, temos, pela Proposi¢ao 4.12, que vale C' x A x B, ou seja, nao
vale A x B x C. Por outro lado, se valem D x AxC e Ax B x C, segundo a Proposicao 4.12; segue que
D x Ax B, ou seja, ndo vale A x B x D. Isso conclui o argumento. O

(b) Mostre que as condigbes A* Bx C,Ax Bx D e C # D implicam que vale BxC D ou B* D x C.
Demonstragao. Pelo item (a), vale que A+ C x D ou A * D * C. No primeiro caso, temos A C *x D e

Ax BxC, de modo que a Proposic¢ao 4.12 implica que B x C * D. No segundo caso, temos A D x C e
Ax B x D, de onde segue que, segundo a Proposicao 4.12, vale B« D x C. O

Problema 19: Mostre que, se C' € zﬁ e C # A, entao E = E



Demonstracao. Basta mostrarmos qu%fﬁ} \ 1@ = {f@} \ @ o que, pela Proposigao 4.3, é equivalente

a mostrar que, para um ponto (Q em AB, @ x A x B ocorre se, e somente se, Q * A x C.

Suponha, primeiramente, que @ * A * B ocorre. Como C' € E, valeou C=B,ou A*CxBouAx*xBxC.
O primeiro caso é trivial. Se vale Q x Ax B e A*C x B, a Proposi¢ao 4.12 implica que vale @ x A+ C. Além
disso, se vale Q@ x Ax B e Ax B« C, pela Proposicao 4.13, temos que Q x A x C.

Agora, suponha que @ * A x C ocorra. Como antes, podemos ter C' = B, AxC * B ou Ax B (C e o primeiro
caso é trivial. Se vale AxC x B e @Q * Ax C, segue da Proposicao 4.13 que @ * A x B e, por fim, se ocorre
Ax B xC, como temos @ x A x C, pela Proposigao 4.12, vale que @ * A * B. O

Problema 20: Sejam r uma reta, P um ponto fora de r e (2 um ponto distinto de P. Seja H o semiplano
delimitado por r que contém P. Mostre que existe um ponto R distinto de P e pertencente a H tal que
PG = PE.

Demonstracao. Pela separagao do plano, pode ocorrer que () esteja em r, que @ esteja no semiplano deli-
mitado por r diferente de H ou que @ € H. No tltimo caso, basta tomar R = (). No segundo caso, temos
que existe um ponto Q' em r e em PQ \ {P,Q} C F@ o que, pelo Problema 19, implica que ]% = w
Considerando, entao, @’ no lugar de @ caimos no primeiro caso. Pelo Axioma (B2), existe R tal que Px RxQ’
o que, pelo Problema 12, implica que R € H. Além disso, o Problema 19 implica que ﬁ = PQ@Q’, o que
conclui o segundo caso e também resolve o primeiro. O

Problema 21: Mostre que, se A x B x C, entdo o segmento AB estd contido no segmento AC.

Demonstragao. Por defini¢ao, ji sabemos que {A, B} C AC. Seja agora P tal que Ax PxB. Entao, como vale
Ax BxC, pela Proposicéo 4.12, segue que Ax PxC, ouseja P € AC. Como AB = {A,B}U{P : AxPx B},
concluimos o desejado. O

Problema 22: Mostre que, se A * B % C, entao a semirreta B?’ estd contida na semirreta ﬁ

Demonstra¢ao. Temos que B? = BCU{P : BxCxP} e, pelo Problema 21, vale que BC = CB C CA C ﬁ
Agora, se P é tal que B xC * P, entao segundo a Proposigao 4.13, como vale A * B x C, temos que A C x P,
ou seja, P € AC. O

Problema 23: Sejam A, B, C, D pontos tais que A # B,C # D e vale a igualdade de segmentos AB = CD.
Mostre que os dois conjuntos de pontos {A, B} e {C, D} sao idénticos.

Demonstra¢ao. Basta mostrar que é impossivel, sem perda de generalidade, que A x C x B. De fato, se
AB = CD, entao os pontos A, B,C e D sao colineares e, caso nao tenhamos {A, B} = {C, D}, entao algum
dos pontos de um dos pares estard entre os dois do outro par.

Suponha, entao que vale A x C % B. Temos, por (B3), cinco possibilidades mutualmente excludentes para D:
D=A D=B,DxAxB, AxDx B ou Ax BxD. Sem perda de generalidade, basta considerar D = A,
D x Ax B ou AxDx B. No primeiro caso, terfamos que D x C x B, isto é, B ¢ CD, de modo que nao
vale AB = CD, um absurdo. No segundo caso, pela Proposicao 4.12, D x Ax B e A x C * B implicam que
D % C x B, ou seja, novamente, B ¢ C'D, uma contradigdo. Por fim, no ultimo caso, terfamos A x* D x B e
AxC x B o que, segundo o Problema 17, resulta em AxC x D ou Ax D % C e, de qualquer forma, A ¢ C'D,
um absurdo. O

Problema 24: Seja H um semiplano delimitado pela reta r. Mostre que, se A,B € H e A* P x B, entao
PeH.

Demonstracdo. Como A, B € H, segue imediatamente que P nao estd em r. Agora, se P estivesse do outro
lado de r, com relagdo a A, existiria @ em r e tal que A * @ * P. Mas, pela Proposi¢ao 4.12, como A * P x B,
isso implicaria que A x @ * B, o que seria uma contradigdo com A, B € H. Logo, pela separagao do plano,
vale que P € H. O

Problema 25: Supondo validos os trés axiomas de incidéncia e os quatro axiomas de ordenamento até aqui
enunciados, mostre que toda reta passa por infinitos pontos.



Demonstracdo. Sejam r uma reta e s uma reta concorrente a r, que existe como consequéncia da Proposicao
2.6. Por (B4), temos que r é separada em dois semiplanos. Sejam H um desses semiplanos, o qual contém
ao menos um ponto de r, P na intersecdo de r e s e A; em r e em H.

Pelo Axioma (B2), existe As em r tal que P x A; x As e, segundo o Problema 12, A, € H. Indutivamente,
assuma construidos até o ponto A,, para algum n > 1, com P x Ay x A,, para todo 1 < k < n. Novamente
pelo Axioma (B2), existe A,+1 em r tal que P x A, * A,y1. Além disso, como A,, € H, pela Hipdtese de
Indugao, vale, segundo o Problema 12, que A,4+1 € H. Também segue que P x Ap x A, e Px Ay x Ay
implica que P x Ay x A1, para todo 1 < k < n.

Dessa forma, obtemos uma quantidade infinita de pontos de » em H, uma vez que cada passo da indugao
adiciona um ponto distinto de todos os anteriores, pela propriedade P % A x A,. Em particular, r tem
infinitos pontos. O

Problema 26: Dada uma semirreta ﬁ, tome C' tal que C' x A x B. Seja D um ponto na reta f@ distinto
de A. Mostre que D € 1@ se, e somente se, C x A x D.

Demonstra¢do. Assuma inicialmente que D € ﬁ Se D = B, entao ja temos por hipétese que C x A x D.
Se vale A x D % B, entdo pela Proposi¢ao 4.12, vale que C' x A x D e, se vale A x B x D, a Proposigao 4.13
implica que C % A x D.

Agora, suponha que D ¢ xﬁ Segundo a Proposicao 4.15, como D estd em jﬁ7 temos D € ﬁ, ou seja,
D=CouAxD=xC ouAxD=xC. De qualquer forma, nido vale C x A * D, pelo Axioma (B3). Com isso,
demonstramos a ”volta” pela contrapositiva. O

Problema 27: Sejam D e E dois pontos pertencentes a semirreta E e F um ponto tal que D x F x F.
Mostre que F' também pertence a AB.

Demonstracao. Suponha que D, E € @ sao pontos distintos e que F ¢ E é colinear a D e E. Entao,
temos que F'x Ax B. Sabemos que D, E € 1@ e, portanto, pelo Problema 26, vale que F'x Ax D e F'x Ax E.
Agora, segundo o Problema 18, item (a), isso implica que vale F'x D x E ou F x E'x D. Mas, por (B3), segue
que nao vale D x F' x E, de onde concluimos o desejado. O

Problema 28: Sejam D e E dois pontos pertencentes ao segmento AB e F' tal que D x F' x E. Mostre que
F também pertence a AB.

—
Demonstracao. Temos, de acordo com a Proposigao 4.4, que D;L;T € AB = EHBA. ﬂ)}licando o Problema
27 para ambas as semirretas, concluimos que F' € AB e F' € BA, ou seja, I' € 1@ NBA = AB. O

Problema 29: Sejam O, X e X’ pontos tais que X x O * X’ e 7 a reta que os contém. Mostre que, se C e
C' séo pontos distintos de r, C # O # C’, tais que C € O—X2 e C' € OX', entao vale C'+ O * C'.

Demonstragdo. Sabemos que C' € 0X \{O}y ={X}U{P : 0OxPxX}U{P : O« X % P}. Suponha,
primeiramente, que C' = X. Se ¢’ = X', j4 temos por hip6tese que C*O xC’. Se vale O*C’ x X', temos que
C % O x X' implica, pela Proposicao 4.12, que C * O x C’. Se vale O * X' * C’, similarmente, pela Proposicao
4.13, vale que C % O x C’. De maneira andloga, todos os casos em que C' = X’ j4 foram contemplados.
Agora, suponha que temos O x C' x X, ou ainda, X x C' x O, de onde segue, pela Proposigao 4.12, que temos
X+xC*x0Ox*X'. Se vale O« C' x X' entdo C * O x X’ implica, segundo a Proposigdo 4.12, que C x O * C".
Se vale O x X’ x (', segue da relacao C * O * X' e da Proposicao 4.13 que C * O x C’. Similarmente, todos
os casos em que O * C' x X’ nos permitem chegar & conclusao desejada.

Finalmente, resta considerar apenas Ox X #*C' e Ox X' C’. De acordo com a Proposigio 4.13, Cx X xO (B1)
e X x O * X' implicam que vale C' * O x X’ e disso junto de O * X’ * C' decorre, novamente pela Proposi¢ao
4.13, que Cx O x C". O

Problema 30: Suponha que as semirretas distintas @ e zﬁ nao sejam opostas. Mostre que A, B e C' néao
sao colineares.



Demonstrag¢ao. Suponha que A, B e C sejam colineares e distintos. Segundo o Axioma (B3), vale que
AxBxC, AxCx B ou C x Ax B. Nos primeiros dois casos, temos ou B € @ ou C € E, de onde
concluimos, a partir do Problema 19, que AB = AC, ou seja, as semirretas nao sao distintas. J& no ltimo
caso, segue da Proposicao 4.16 que AB e /@ sao opostas. Com isso, fica provada a contrapositiva. O

Problema 31: Mostre que toda semirreta possui uma tnica semirreta oposta.

Demonstrag¢do. Seja 1@ uma semirreta. Pelo Axioma (B2), existe C tal que C x A x B, de onde, pela
Proposicao 4.16, AC e ﬁ sdo semirretas opostas. Se AD é uma semirreta oposta a AB, em particular, D

nao pertence a /@ , pois isso implicaria AD = AB, pelo Problema 19. Portanto, pelo Problema 26, ndo vale
C x Ax D o que, por (B3), significa que ou C =D ou A*xC x D ou A+ D xC. De qualquer forma, vale que
De ﬁ, ou seja, 1@ = ﬁ, pelo Problema 19. O

—
Problema 32: Mostre que o ponto E, distinto de B, pertence & semirreta oposta a BA se, e somente se,
AxBxFE.

Demonstragao. Seja B? a semirreta oposta a B—1>4 Pela Proposicao 4.16, vale que A * B x C. Além disso,
temos que E € BC\ {B} ={C}U{P:BxPxC}U{P: BxC « P}. Se E = C, imediatamente vale que
AxBxE. Se Bx E *(C, temos que A x B x C implica, pela Proposicao 4.12, que Ax Bx E. Se B*xC x E,
temos, a partir da Proposicdo 4.13 e Ax B*xC que Ax B x E. O

Problema 33: Suponha que B x A x C. Mostre que AC N AB = {A}.

Demonstragdo. Claramente, {A} C AC N AB. Temos que AC' C 1@ e AB C zﬁ7 de onde segue, pela
Proposigao 4.17, que

{A} = ABNAC 2 AB N AC. 0

Problema 34: Seja D um ponto de % Mostre que D pertence ao interior do angulo ZBAC se, e somente
se, BxDxC.

Demonstracdo. Suponha que nao vale Bx D xC. Se D = B ou B = C entao D estd em uma das retas f@
ou AC e, portanto, ndo estd no interior de ZBAC. Se C x B x D, entdo o ponto B estd tanto no segmento
CD quanto na reta AB, ou seja, C e D estdo em lados opostos de AB. Similarmente, se vale D x C x B,

temos que o ponto C' em AC e em BD testemunha que D e B estao em lados opostos de AC'. Assim, temos
que D nao estd no interior de ZBAC em ambos os casos.

Agora, se vale B D *x (', entao o ponto C', que é o inico ponto em comum entre % e % esté fora de BD,
ou seja, B e D estdo do mesmo lado de AC. Além disso, o ponto B, que é o Uinico ponto em comum entre

e AB estd fora do segmento CD, isto é, D e C estdo do mesmo lado de AB. Assim, D estd no interior
de ZBAC. O

Problema 35: Seja D um ponto do interior do angulo ZBAC. Mostre que todos os pontos da semirreta
zﬁ distintos de A também estao no interior de ZBAC.

Demonstracdo. Se P € E \{A}, entdo P = D ou Ax Px D ou A D x P. Temos que a reta jﬁ intercepta
as retas AB e AC apenas no ponto A, ou seja, em qualquer um dos casos, segue que P estd do mesmo lado
que D, com relagdo a ambas as retas. Como D estd do mesmo lado que C' com relagdo a AB e do mesmo
lado que B com relagao a AC, segue da Proposicao 4.11 que P estd do mesmo lado que C com relagao a A

e do mesmo lado que B com relagdo a AC, isto é, P estd no interior de ZBAC. O

Problema 36: Suponha que A * B*C nareta r e que A* D x E na reta s, s # r. Mostre que os segmentos
BE e CD se interceptam em um ponto M e que M pertence aos interiores dos angulos ZCAE, ZACE e
LAEC.



Demonstracdo. Sabemos que Cﬁ intercepta r = j@ apenas em C' e que A x B xC, ou seja, A e B estao
do mesmo lado de C'D. Além disso, Cﬁ intercepta s = AD em D e Ax D % E, de modo que A e E estao
em lados opostos de Cﬁ Assim, pela Proposigao 4.11, vale que B e E estao em lados opostos de CD e,
portanto, existe M com Bx M x E e M em CD.
Similarmente, temos que ﬁ intercepta s = ﬁ apenas em E e que Ax D x E, ou seja, A e D estao do
mesmo lado de . Além disso, intercepta r = % em Be AxBxC, de modo que A e C estao em lados
opostos de ﬁ Assim, pela Proposigao 4.11, vale que C' e D estdo em lados opostos de e, portanto,
existe N com C'x NxD e N em . Como as retas %

segue que sua intersegao € unica, isto é, N = M.

¢ OD sio distintas (caso contrario, terfamos r = s),

Temos que FM = intercepta AC' =1 em B e que E x M x B, ou seja, M e E estao do mesmo lado de
r. Também temos que CM = CD intercepta AE =sem D e C*x M % D, ou seja, C' e M estdao do mesmo
lado de s. Portanto, M esté no interior de ZC AE.

Vimos que C * D x M e, em particular, M € @ \ {C}. Mas como A * D x FE, E é a tnica intersegao de Cﬁ
e fﬁ = s e A é a tunica intersecdo de C'A e = s, vale que D estd no interior de ZACE. Assim, pelo
Problema 35, vale que M estd no interior de ZACE.

Finalmente, temos que Fx M % B e, em particular M € ﬁ\{E} Mas como Ax BxC, C' é a tinica interse¢ao

de (ﬁ e jﬁ =r e A é a tnica intersegao de FA e @ = r, vale que B estd no interior de ZAEC. Assim,
pelo Problema 35, vale que M esta no interior de ZAEC. O

Problema 37: Mostre que a adicao de classes de congruéncia de segmentos é comutativa.

Demonstra¢ao. Sejam AB e C'D segmentos. Pela Proposicao 5.2, existem tinicos F com A x B E e F' com
C+DxF tais que BE = CD e DF = AB. Assim, temos que

[AB]+[CD] = [AE] e [CD]+[AB]=[CF).

Por (B1), temos que F* D« C e temos FD = DF =2 AB e DC = CD = BE, pela Proposigao 5.1. Portanto,
o Axioma (C3) implica que AE = FC = CF, ou seja,

[AB]+ [CD] = [AE] = [CF] = [CD] + [AB]. O
Problema 38: Mostre que a congruéncia de triangulos é uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao. Primeiramente, seja AABC um triangulo. Por (C2), temos que AB =~ AB, AC = AC e
BC = BC e, por (Cb), vale que ZBAC =2 /BAC, ZABC = /ABC e LZACB = ZACB, ou seja, temos que
AABC = AABC, isto é, a relagao de congruéncia de triangulos é reflexiva.

Agora sejam AABC = ADEF dois triangulos. Temos entdo AB = DE, BC =2 EF e CA = FD, de onde
segue, pela Proposigdo 5.1, que DE =2 AB, EF =2 BC e FFD =2 CA. Além disso, temos que /ZBAC = /EDF,
/ABC = /DEF e ZACB = /DFUFE, de onde, segundo a Proposicao 5.3, vale que ZEDF = /BAC,
/DEF = /ABC e Z/DFE = ZACB. Portanto, vale que ADEF = AABC, ou seja, a relagdo de congruéncia
de triangulos é simétrica.

Por fim, sejam trés tridangulos AABC =2 ADEF, ou, pelo pardgrafo anterior, ADEF =2 AABC, e ADEF &
AGHI. Temos, da primeira congruéncia, que DE =2 AB, EF = BC e FD = C A e, da segunda congruéncia,
DE 2 GH, EF 2 HI e FD = IG. Logo, segue do Axioma (C2) que AB = GH, BC =2 HI e CA = IG.
Similarmente, também temos que, de ADEF =2 AABC, /EDF = /BAC, /DEF = /ABC e /DFE =
/ACB e, de ADEF = AGHI, que /ZEDF = /HGI, /DEF = /GHI e /DFE = /GIH. Assim,
pelo Axioma (C5), vale que /BAC = /HGI, /ZABC = /GHI ¢ ZACB = /GIH. Consequentemente,
de todas essas congruéncias, vale que AABC = AGHI, ou seja, a relacdo de congruéncia de tridngulos é
transitiva. O

Problema 39: Suponha que é vélida a afirmagao (C6’). Sejam AABC e AA'B’C’ triangulos satisfazendo
AB= A'B', AC = A'C' e /BAC = /B'A’C’. Mostre que AABC = AA'B'C".



——

Demonstragao. Pelo Axioma (C6’), vale que ZACB = LA’C'B’. Tome, por (Cl), o tnico X € C'B’ com
C'X = OB e considere AA'C'X. Temos que C'A’ = A’/C' =2 AC = CA, C'X’' =2 CB e, como as semirretas
C'B’" e ("X sao iguais pelo Problema 19, ZA'C'X = LA'C'B’ = ZACB, de onde segue, aplicando o
Axioma (C6’) novamente, que ZC'A'X = LZCAB = Z(C'A’'B’. Pela unicidade do Axioma (C4), teremos que
as semirretas A’X e A’B’ serdo as mesmas e, assim, como X e B’ estdo em C’'B’, vale que X = B’.

Portanto, temos que AB = A'B’', AC = A'C’, BC = B'C', /BAC = /B'A'C' ¢ ZACB = /A'C'B’.
Aplicando mais uma vez o Axioma (C6’), a partir das relagoes AC =2 A'C', AB =~ A’B' e ZCAB = /(C'A'B’,
concluimos que ZABC = /A'B’'C’ e, finalmente, AABC = AA'B'C". O

Problema 40: Sejam A, B e C trés pontos nao-colineares. Mostre que, se ZABC = ZACB, entdao AB =
AC.

Demonstragao. Temos, por (C2), que BC = BC = C'B. Além disso, ZABC = ZACB e, pela Proposigao 5.3,
/ZACB = /ABC'. Assim, segundo o critério ALA para congruéncia de triangulos, vale que AABC' = AACB.
Em particular, AB = AC. O

Problema 41: Mostre que o triangulo AABC' é equildtero se, e somente se, ele é equiangulo.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que AABC é equilédtero, ou seja, AB = BC = AC. De AB = BC,
vale, pela Proposicao 5.7, que ZBAC = /BCA e, similarmente, de AB = AC, decorre que ZABC =
ZACB = /ZBCA. Portanto, temos /BAC = /BCA = Z/ABC, ou seja, como a congruéncia de angulos é
uma relagdo de equivaléncia, vale que AABC é equiangulo.

Suponha agora AABC' equiangulo, isto é, ZABC = /ACB = /BAC. De ZABC = /ACB, temos, pelo
Problema 40, que AB = AC e, similarmente, de ZACB = Z/BAC, decorre que AB = BA = BC. Logo,
temos AC =2 AB = BC, ou seja, concluimos que AABC é equildtero, uma vez que a congruéncia de
segmentos é uma relacao de equivaléncia. O



