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RESUMO

Tales de Mileto (625 a.C. - 548 a.C.) foi um dos primeiros matematicos da Grécia
Antiga e uma de suas grandes contribui¢des para a matematica foi o “Teorema de Tales”, o
qual utiliza semelhanga de triangulos. Este teorema ¢ um contetdo obrigatorio de ser
lecionado no Ensino Bdasico na drea de matemadtica. O presente artigo tem como objetivo
apresentar a abordagem do teorema de Tales no Ensino Superior com uma abordagem
axiomatica, apresentar ideias sobre o teorema de Tales no Ensino Basico e como tornar tal
contetido mais dindmico dentro de sala de aula, além de apresentar uma proposta didatica
para que sejam aplicados os principios de educacdo defendidos neste artigo.
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ABSTRACT

Thales of Miletus was one of the first mathematicians of Ancient Greece and, one of
his great contributions for mathematics was the “Thales’s Theorem” which utilizes similarity
and triangles. This theorem is mandatory content to be taught in basic education in the area of
mathematics. This article aims to present an approach to Thales' theorem in higher education
using an axiomatic method, to present ideas about Thales' theorem in basic education and
how to make this content more dynamic in the classroom, as well as to present a didactic
proposal for applying the educational principles advocated in this article.
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1. INTRODUCAO

Tales de Mileto (625 a.C. - 548 a.C.) foi um dos primeiros matematicos da Grécia
antiga e uma de suas grandes contribui¢des para a matematica foi o uso de proporcionalidade
para calcular a altura de uma piramide (COSTA et al., 2021). Além disso, ainda segundo
Costa, Bezerra, Oliveira e Lins (2021), Tales de Mileto foi possivelmente o primeiro a
organizar a geometria de forma abstrata, sendo muito aclamado na Grécia Antiga por seus
feitos neste ambito.

Por Tales, foi enunciado o Teorema de Tales da seguinte forma: “Se um feixe de retas
paralelas ¢ interceptado por duas retas transversais, entdo os segmentos determinados pelas
paralelas sobre as transversais sdo proporcionais”. Uma das aplicabilidades de tal conceito ¢
na teoria de semelhanca de tridngulos, razdo, propor¢ao, geometria espacial e trigonometria.

Neste presente artigo, além de apresentar o Teorema de Tales em sua formalidade
matematica, tem como objetivo dialogar com profissionais da educagao matematica do ensino
basico para que repensemos o ensino matematico como dado por uma metodologia
tradicional, Unica e sem experimentagdo. Temos que este assunto [Teorema de Tales] possui
poucas propostas didaticas metodologicas que possam auxiliar professores a abordar este

assunto no ensino basico (SBEM, 2016).

2. METODOLOGIA

O método utilizado para a elaboragdo de tal artigo foi uma pesquisa bibliografica de
carater exploratorio. Utilizou-se artigos cientificos, trabalhos académicos e sites na internet
de divulgacdo cientifica para que o artigo aqui presente possuisse boas bases teoricas. O
objetivo da escolha deste método foi obter informagdes confidveis sobre a histéria do
Teorema de Tales e a demonstracdo matematica sobre este teorema. Além disso, foi proposto
uma atividade didatica que pode ser implementada em sala de aula que esteja de acordo com

os ideais defendidos por este artigo.

3. TEOREMA DE TALES NO ENSINO SUPERIOR
Para a demonstracao do Teorema de Tales no Ensino Superior serd usada a abordagem
de Hilbert com axiomas, sendo que serdo validos os seguintes axiomas:
e Axiomas de Incidéncia:
o I1: Dados dois pontos P e @Q, existe unica reta r que passa por P e por Q.

o 12: Dada uma reta r, existem pelo menos dois pontos que estdo em 7.



o

I3: Existem pelo menos trés pontos nao colineares.

e Axiomas de Ordenamento:

o

Bl: Se A * B = C, entdo (i) A, B e C s3o trés pontos colineares e (ii)
C B x A.

B2: Dados dois pontos B e D, existem pontos A, C e E taisque A * B *x D,
B*xCxDeB*D *E.

B3: Dados trés pontos colineares, um e apenas um deles esta entre os outros
dois.

B4: Seja r uma reta e sejam A, B e C trés pontos ndo colineares que nao estao
em r. Se r atravessa algum dos trés segmentos determinados pelos pontos

dados, entdo r atravessa também um, e apenas um, dos outros dois segmentos.

o Axiomas de Congruéncia:

o

Cl: Sejam A e B dois pontos. Dada qualquer semirreta A'X, existe um Unico
ponto B' € A'X,B'# A’ , tal que AB=A'B".

C2: Se AB = CD e AB = EF, entdo CD = EF. Além disso, todo segmento ¢
congruente a si proprio.

C3:SeA*Bx*CeA *B = (C,AB=A'B'e BC=B'C',entao AC=A'C'.
C4: Considere o angulo ZBAC. Dados uma semirreta A’B’ ¢ um semiplano H
delimitado pela reta A’B’ , existe uma Unica semirreta A’C’ com C’ € H tal
que ZBAC = ZB’A’C’.

C5: Se ZBAC = ZEDF e ZBAC

I
I

ZHGI, entdo ZEDF = ZHGI. Além
disso, todo angulo ¢ congruente.
C6: Se AB = A’'B’ , AC = A’C’ ¢ £ZBAC = ZB’A’C’, entdo AABC =

AANBC’.

e Axioma de Arquimedes:

o

Dados dois segmentos AB e CD, hd um nimero natural n tal que n copias de

AB adicionadas juntas serdo maiores que CD.

e Axioma das Paralelas:

o

Para cada ponto A e reta r, existe uma Unica reta contendo A tal que seja

paralelaar.

Hilbert, a partir desses axiomas, constrdi uma aritmética de segmentos de reta.

Primeiro, ele define a soma de dois segmentos e o conceito de “menor que”.



Defini¢dao 1: Sendo ¢ = AC, pode se definir ele como a soma de dois segmentos a =
ABeb=BCseBestaentre AeC.Ouseja,c =a+ b A*B*C. Ossegmentosaeb
sdo ditos menores que ¢, que serd indicado comoa < ¢, b <c © A * B * (.

Para a definicdo de multiplicagdo e as propriedades que a envolvem, como a
comutatividade, associatividade e distribui¢ao, Hilbert faz necessaria a demonstra¢ao do
Teorema de Pascal, pois todos estes conceitos sdo baseados na propriedade da congruéncia de
triangulos e angulos inscritos em circulos.

Teorema 2 (Teorema de Pascal): Sejam A, B, C e A’, B’, C’ dois conjuntos de pontos
que estdo em retas diferentes que determinam um angulo. Se CB’ ¢ paralelo a BC’ e CA’ ¢
paralelo a AC’, entdo BA’ ¢ paralelo a AB’.

Para a definicdo de produto de dois segmentos, a ¢ b exige-se uma construgao.
Selecionando um segmentos de reta conveniente que sera conveniente € que sera constante
durante todo o processo de multiplicagdo, este segmento sera denotado por 1. Dado um
angulo reto, com um vértice em O, saindo do vértice serd feito o segmento 1 e o segmento b
de uma das retas. Depois, saindo de O serd feito o segmento a de outro segmento. Juntando
as extremidades do segmento 1 por uma linha reta, e depois um segmento com extremidade b
que seja paralela ao segmento 1 até a. Esta paralela cortard na outra reta um segmento c. Este

segmento ¢ € o produto dos segmentos a e b, que serd indicado por ¢ = ab.

ab

Para a comutatividade, como os triangulos A101 e A(ab)O(ba) sdo isosceles, a

igualdade ab=ba segue.



Para a associatividade, construindo um segmento d = be, entdo da, e depois e = ba,
e finalmente ec. Pelo Teorema de Pascal as extremidades dos segmentos da e ec coincidem.

Se aplicar a comutatividade, entdo a(bc) = (ab)c .

(ac)b

ab

ac

Para a distributiva, construindo os segmentos ab,ac e a(b + c¢) e depois desenhar da
extremidade ¢ uma reta paralela a reta com o angulo reto. Pela congruéncia dos dois
triangulos retangulos e a aplicacdo do teorema relacionando a igualdade de lados opostos do

paralelogramo, entdo a(b + ¢) = ab + ac.



a(b+c)

ab

ac

0] c b b+c

Apo6s ser definido uma aritmética entre os segmentos, serd dado uma defini¢do de
propor¢ao
Defini¢ao 3: Os segmentos a, b, a’, b’ sdo proporcionais se a igualdade dos produtos
ab’ e ba’ se mantém, ousejaa:b =a': b' & ab' = a'b
Defini¢ao 4: Triangulos equiangulos sao similares.
Agora, seja apresentado um teorema que seja diretamente usado na demonstracao do
Teorema de Tales:
Teorema 5: Os lados de tridngulos equiangulos com os mesmos angulos sdo proporcionais.
e Prova: Primeiro, sera provado para tridngulos retos partindo do mesmo angulo
reto. Supondo esta afirmagdo com os tridngulos AbOa e Ab'Oa' implica que o
segmento que passa por a,b e por a’,b’ sdo paralelos. Definindo o segmento 1
em uma das retas e um ponto e na outra reta tal que a linha que passa por e,11
seja paralela a reta que passa por a,b.
Pela defini¢do de produto, entdo b = ea ¢ b' = ea'. Entdo a'b = a'ea,
ea'a = b'a. Pela comutatividade, a'b = b'a,entdo,a:b = a': b'
Para um caso geral, tracando a bissetriz dos trés angulos e encontrando o
ponto de intersec¢dao dos dois tridngulos equidngulos. Denotando esses pontos
como S e S'. Desse ponto, serdo trangados segmentos 7 no primeiro triangulo e
r' no segundo, nos quais esses segmentos sao perpendiculares a cada lado do

triangulo. Os segmentos formados a partir dos lados do triangulo cortado pela



reta perpendicular serdo denominados a ,ac,bc,ba, c,c, para o primeiro

b

triangulo e ab', ac', bc', ba', ca', cb' para o segundo. Pelo caso especial antes

provado tem-se que: a:r=anr, a:r=a’r, b:r=»>b"r,

b:r = ba':r, que pela regra da distribuicdo, entdo tem-se que

a:r =a':r" e b:r = b':1', que, consequentemente, pela regra da
comutatividade da multiplicagdo, a: b = a': b'. Provado o teorema.
Agora, finalmente, provando o Teorema de Tales:
Teorema de Tales: se duas retas paralelas sdo cortadas por segmentos a, b de um lado
de um mesmo angulo e os segmentos a',b' do outro lado, entdo a propor¢do
a: b = a' = b'se mantém; por outro lado, se quatro segmentos a, b, a', b' satisfazem essa

proporcdo € a, a' e b, b' sdo tragados ao longo de dois lados de um angulo respectivamente,

entdo as retas que ligam as extremidades de a e b e de a' e b' sdo paralelas.

. ~ a a' ~ /

e Prova: Considerando a propor¢do a: b = a': b', como: - = —~. Entdo, ¢
, . . L. . a a+b a b
possivel aplicar a regra da aritmetica, especialmente —~ = ——+= — = -~

Seja o tridngulo AABC e uma reta DE que seja paralela a AC e corte os lados

AB e BC. Como os triangulos ABAC e ABDE sao equiangulos, entdo segue do

b

. a
teorema anterior que — = —-.

Para a segunda parte, suponha que ai = % e DE I AC. Entdo seja a linha AC'

paralela a DE que corte o lado BC, formando o segmento b". Pelo axioma das

paralelas, o segmento b" € unico. Agora, seja b'"' < b', pela primeira parte da

~ . , a' a a' . c o~
demonstra¢do, a igualdade mantém > = = - Isso¢uma contradigdo, o

que implica que b' = b".

4. TEOREMA DE TALES NO ENSINO BASICO
Segundo o Ministério da Educagdo (2021), como competéncia especifica da area de

matematica e suas tecnologias, aparece como 5° ponto

“Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, COmo

observagdo de padrdes, experimentagdes e diferentes tecnologias,



identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais

formal na validagdo das referidas conjecturas”.

,

E crucial o uso da palavra “investigar” no inicio, trazendo a necessidade de que
professores sejam formados de forma a se capacitar para ndo apenas dar féormulas a serem
aplicadas, mas sim, que seja possivel uma investigacdo, atividades praticas que incentivem o
pensamento e a constru¢do matematica. Entende-se que experimentos aproximam os alunos
do objeto estudado, proporcionando uma imersdo no mundo matematico, além de uma
possibilidade de afinidade com uma area muito ampla.

Segundo Piaget, um grande pensador da area de educagdo, hd uma necessidade de que
o individuo desenvolva suas ideias, pelo argumento de que a interferéncia de uma segunda
parte no aprendizado prejudica o desenvolvimento do individuo (SBEM, 2016). Para ele,
deve haver um equilibrio entre o que chama de assimilacdo e de acomodacdo entre o
individuo e os objetos do mundo para total garantia do processo de desenvolvimento.

Em oposicao a Piaget, Vygotsky acredita na importancia de uma mediacdo social no
ensino, tornando indispensavel a figura de um mediador no processo pedagogico; assim,
cria-se um cooperativismo entre o processo de desenvolvimento € o de assimilagdo do
conhecimento (SBEM, 2016).

Tendo em vista estes dois pensadores importantes para a educacdo, consideram-se
importantes aulas investigativas, em que haja espago para que os alunos possam ter seu
aprendizado facilitado, por consequéncia da construgdo de conhecimento dada pela
demonstra¢do, argumentacdo e comprovagao da veracidade do que se ¢ dito em sala de aula e
nos livros didaticos.

Ademais, afirma o Ministério da Educacao (2021) que ¢ parte fundamental do ensino
de matematica tornar o aluno capaz de: “Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representacdo matematicos”, logo, € necessario que o aluno possua um
bom entendimento a respeito dos assuntos abordados em sala de aula, para que ele possa
utilizar esses conhecimentos em sua vida.

Conforme Costa, Bezerra, Oliveira e Lins (2021), ¢ possivel um ensino do Teorema
de Tales de forma investigativa e este método tem se mostrado muito eficaz para um melhor
aprendizado dos alunos, tornando-os protagonistas do préprio aprendizado.

Conforme os anais do XII ENEM (SBEM, 2016), o ponto mais importante deste
método, a identificacdo da situagao-problema, apos isto feito, podem ser seguidos os demais
passos de tal metodologia: reconhecimento, formulagdo de conjecturas, formulagdo de teses e

argumentacao.



O reconhecimento se trata de entender e explorar a questdo proposta e formular
questdes a respeito. As conjecturas sdo afirmacdes feitas a partir da organizagdo dos dados
feita neste passo e, em seguida, sdo feitas as teses e reformulagdes, que é o processo de
refinamento das conjecturas feitas. Por fim, ¢ feita uma justificativa para a tese e deve ser
avaliado pelo proprio produtor da demonstragdo se sua argumentacdo estd satisfatéria e
completa.

Ademais, ¢ despertado nos alunos “uma consciéncia interrogativa diante das ideias
matematicas, aliado aos recursos da informética educativa que podem despertar o interesse e
motivacao dos alunos” (SBEM, 2016). Tem-se no século XXI, com a chegada da Inteligéncia
Artificial (IA), que se deve entender a importancia de dominar a tecnologia em prol de
utilizd-la em sala de aula para auxiliar o aluno.

A tecnologia tem revolucionado o mundo e, com a educagdo, ndo seria diferente. Com
a tecnologia, os alunos possuem recursos em que podem aprender mais e se aperfeigoar em
conteudos que desejarem sem necessariamente a necessidade de uma mediacdo por parte de
um profissional (SBEM, 2016).

O processo de ensino e aprendizagem tem muito a ganhar com o uso da tecnologia em
seu favor, com o uso de softwares que permitam ao aluno observar figuras geométricas de

forma eficiente (principalmente figuras em 3D), entre outros diversos beneficios.

5. PROPOSTA DE ATIVIDADE

A atividade aqui apresentada foi retirada do artigo presente na quarta referéncia. A
atividade foi aplicada em uma classe de 9° ano de uma escola publica em Ouro Preto, Minas
Gerais, e a proposta era de uma atividade investigatdria como possibilidade de motivar,
desencadear e promover o processo de ensino-aprendizagem do Teorema de Tales.

Na busca de atividades capazes de revelar caracteristicas de um ensino-aprendizagem
de boa qualidade, os autores do artigo encontraram na teoria das atividades investigatdrias de
Iran Abreu Mendes uma dinamica adequada para atender as necessidades especificas dos
alunos. Atividade investigatoria € o termo utilizado por Mendes para se referir as atividades
que tém como principio a historia e a investigagdo como agente de desenvolvimento da
cognicdo em sala de aula (MENDES; FOSSA; VALDES, 2006 apud SANTOS, Marcia
Nunes dos; VIANA, Marger da Conceicdo Ventura, 2013). Os autores entendem por
atividades investigatdrias aquelas que mobilizam os alunos a realizar a¢cdes que promovam a

construgdo de estratégias, hipoteses, generalizagdes, exposicdo oral, registros escritos,



discussdes em grupo, argumentacdes, validacdes e formalizagdes, isto €, atividades que
podem ser consideradas investigagdes.

Os objetivos da atividade eram (SANTOS, Marcia Nunes dos; VIANA, Marger da
Conceicado Ventura, 2013 ):

e Apresentar a importdncia dos conceitos de semelhanga, razdo e proporcao,
principalmente para os gregos, por meio do calculo da altura de objetos;

e Estimular e direcionar a imagina¢do dos alunos para calculos de altura de
objetos utilizando proporcionalidade e projecdo de sombras;

e Apresentar a historia e os feitos do matematico Tales de Mileto;

e Iniciar os estudos sobre o Teorema de Tales (atividade motivadora e
desencadeadora do processo de ensino-aprendizagem).

Ao aplicar a atividade na sala de aula, com o auxilio da professora, eles introduzem o
assunto perguntando como poderiam calcular a altura de um poste sem fita métrica e sem
subir nele, introduzindo a historia de Tales. Criou-se na sala de aula um ambiente de
curiosidade, sendo a condi¢do favoravel para a introducao historica de Tales e um método
provavel para medir a altura da piramide de Quéops.

Em seguida, foi lido um texto falando sobre o contexto histérico de Tales de Mileto
presente no anexo 1. ApoOs a leitura, os alunos foram conduzidos ao ar livre e lhes foi
proposto determinar a altura de algum objeto de maior dificuldade. O material necessario
para a realizacdo dessa atividade investigatéria foi distribuido aos alunos: lapis, papel,
calculadora e fita métrica.Os alunos realizaram medi¢des da altura de postes, arvores e da
torre da igreja. Foram feitas as medi¢des necessdrias: altura de um aluno, medida da sombra
desse aluno e medida da sombra projetada pelo objeto escolhido.

Na sequéncia, em sala de aula, a atividade pdde ter continuidade. Foi escrita a
proporcao, efetuados os célculos correspondentes para calcular a altura do objeto escolhido.
Assim, com os calculos e utilizando semelhanga de tridngulos, razdo e proporcao,
formalizaram o objeto de estudo.

Durante o desenvolvimento da atividade, os autores relatam observar o que eles ja
sabiam do processo de ensino-aprendizagem (sobre a necessidade de ser ativo e de ter
intermédio de um docente) e que os alunos que antes estavam em uma situacdo agressiva
entre si passaram a agir mais cooperativamente.

Os autores fecham o relato da atividade aplicada comentando o que esse resultado traz

para o ensino.
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“Esse resultado foi um ganho importante, levando-se em consideragdo as conturbadas relagdes
entre os participantes antes do desenvolvimento dessas atividades. Em sala de aula, os
dialogos entre os alunos foi algo surpreendente, principalmente quanto as medigdes, que se
constituem a parte empirica herdada dos egipcios, assim como a matematica intuitiva. Os
calculos e uso dos resultados (semelhanga de triangulos, proporg¢des e razdo) estabeleceram a

parte dedutiva e abstrata dos gregos.”

6. CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, ¢ possivel realizar uma atividade que nao seja de uma maneira tradicional
sobre o Teorema de Tales no ensino bdasico, instigando mais os alunos a investigar
matematica, utilizar equipamentos, perceber a matematica no cotidiano e proporcionando
uma melhor absor¢do do contetido. Além disso, pela demonstracdo do teorema no ensino

superior, o professor consegue pensar em mais atividades e propostas para os alunos.
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ANEXO 1 - TEXTO MOTIVADOR PARA A ATIVIDADE PROPOSTA

Contexto Historico: Tales de Mileto Foram as contribuigdes matematicas do grego
Tales de Mileto e a viagem realizada por ele ao Egito, no século VI a.C., que marcaram o
inicio do desenvolvimento rigoroso e axiomatico da Geometria.

A Historia da Matematica conta que Tales era filosofo, gedmetra, astrénomo, fisico,
politico e comerciante, ¢ acredita-se que tenha nascido no ano 625 a.C, mas ndo se sabe ao
certo em que ano morreu.

Durante essa viagem de Tales ao Egito, ele foi abordado por escribas egipcios
(estudiosos da época) para que, em nome do Farad, calculasse a altura da piramide de
Quéops, que havia sido construida por volta de 2.650 a.C.

Tales ndo recusou o desafio e utilizou seus conhecimentos geométricos para
determinar a altura dessa piramide, que hoje sabemos ser de aproximadamente 146 metros.

Para a medi¢do da altura dessa pirdmide, Tales fincou na areia, verticalmente, uma
estaca, cujo comprimento ele conhecia, e mediu a sombra projetada.

Depois mediu a sombra da piramide, e em seguida concluiu que as sombras (da estaca
e da piramide) e as alturas (da estaca e da piramide), quaisquer que fossem seus tamanhos,
eram proporcionais. O que Tales provavelmente fez estd apresentado na Figura 2, a seguir,

que pressupde o desenvolvimento pratico dessa ideia.

Figura 1: Ideia pratica de medicao da altura da pirdmide apresentada por Tales de Mileto
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Fonte: Mendes (2009a, p.26)

Um detalhe observado por Tales foi a necessidade de acrescentar a medida da sombra
projetada pela piramide a metade da medida do comprimento da base, porque a pirdmide era
muito extensa e escondia uma parte da sombra da piramide.

De acordo com a Figura 2, é possivel interpretar essa ideia por meio de um esquema
semelhante ao apresentado na Figura 3, a seguir.

Figura 2: Esquema apresentado para a pratica de medig@o da altura da piramide apresentada por Tales

de Mileto

Fonte: Mendes, 2009a, p.26
Naquele momento, fazendo uso do conhecimento geométrico sobre semelhanga dos
triangulos, razdo e proporcao, Tales mostrou que a altura da piramide (H) estava para a
metade da base da piramide (1/2b), mais a medida da sombra da piramide (S), assim como a
altura da vara (h) estava para a medida da sombra da vara (s).
Dessa maneira, Tales conseguiu responder ao desafio que lhe havia sido proposto

pelo Farad, ou seja, determinou a altura da piramide de Quéops.
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