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1. AULA DE 27 DE FEVEREIRO

Uma equacao diferencial é uma equagao envolvendo uma fungao e suas derivadas. Resolver a equagao é
encontrar fungoes que satisfacam a equacao dada. Se a fungao procurada depende s6 de uma variavel real, a
equacao é chamada de equacao diferencial ordinaria. Nesta disciplina, vamos estudar apenas equagoes diferen-
ciais ordinéarias.

Na maioria dos casos, vamos denotar por = a variavel independente e por y o nome da fungao procurada.
Quando a varidvel independente for o tempo, ela serd denotada por ¢, como no exemplo seguinte, que discute
o tipo de equacgao diferencial mais simples que existe, o que se resolve simplesmente achando primitivas (ou
antiderivadas, ou integrais indefinidas) de fungoes dadas.

1.1. Queda Livre. Seja y a altura de uma particula que se move verticalmente em um campo de gravitacao
uniforme. Sua trajetéria pode ser descrita por uma funcao t — y(t), que denotaremos simplesmente por y(t), t
denotando o tempo. Seja g a aceleracao da gravidade. Entao a funcao y satisfaz a equagao diferencial

"o__

(1) y'=-g

(o sinal negativo aparece pois aqui orientamos para cima o eixo dos y). Queremos resolver esta equagao
diferencial, ou seja, encontrar todas as funcoes y(t) que a satisfazem.

Vamos supor que o dominio da fungao y é um intervalo da reta, que denotaremos por I. Sabemos do Calculo
que uma funcao f(t), definida em um intervalo, tem derivada constante e igual a m, se e somente se ela é da
forma f(t) = mt+ b, para alguma constante b (que é igual ao valor de f em ¢t = 0, caso 0 pertenca ao dominio
de f). Aplicando este resultado a fungdo y’ (no lugar de f), segue que existe uma constante Cy tal que
(2) y'(t) = —gt+Cy, tel.

Sabemos do Calculo como encontrar todas as primitivas de uma funcao polinomial de primeiro grau definida
em um intervalo. Assim concluimos que y satifaz (1) se e somente se existem constantes Cy e Co tais que

gt?
(3) y(t) = *7+C1t+02, tel.

Vemos assim que a equagao diferencial (1) possui infinitas soluges, parametrizadas pelas constantes C; e Co,
que podem assumir quaisquer valores reais. A férmula em (3) é chamada de solugao geral da equagao (1).

Suponhamos agora que 0 pertence ao dominio de y (pode ser, por exemplo, o instante de tempo em que se
liga o crondmetro em um experimento), e que sao conhecidas a posicao inicial e a velocidade inicial da particula,
y(0) = yo e y'(0) = vg. Substituindo essa informacdo em (3) e em (2), vem:

yong e Uozcl.
Ou seja, provamos que a unica solugao de (1) que satisfaz as condigdes iniciais

y(0)=yo e ¥ (0)=uo
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t2
y(t) = —%+Uot+yo

Vimos neste primeiro exemplo que a equagao diferencial ordindria (1) possui infinitas solugdes, mas sé uma
delas satisfaz certas condicoes iniciais. Este é um tema recorrente no estudo de equagoes diferenciais: decidir
se existem solucoes de uma equagao diferencial e encontrar condigdes que garantam a unicidade da solugao.

A tnica técnica que usamos para resolver a equacao da queda livre foi o cédlculo de integrais indefinidas.
Em muitos casos, resolve-se uma equagao diferencial usando artificios que reduzam o problema a calcular uma
integral indefinida, como no préximo exemplo.

1.2. Decaimento radioativo. Um atomo radioativo tem um nucleo “instavel”’, ou seja, ele pode emitir
particulas. Essa emissao acarreta uma mudanca na natureza do atomo, que se transforma em um outro ele-
mento. O caso mais notavel talvez seja o Carbono-14, que tem 6 prétons e 8 néutrons e espontaneamente,
em um momento incerto, emite um elétron. Nessa ocasiao, um dos néutrons se transforma em um préton. O
nicleo resultante, com 7 prétons e 7 néutrons, é o Nitrogénio-14, que é estavel, ou seja, se nao for pertubado
por algum agente externo, manterd para sempre seus 7 protons e 7 néutrons. Quando o niucleo de Nitrogénio-14
é bombardeado por um néutron, ocorre uma reacgao que resulta em um ntcleo de Carbono-14 e um préton livre.
Essa reacao se déd naturalmente na alta atmosfera, regiao em que atomos de Nitrogénio-14 sao expostos aos
raios cdsmicos.

Outro ntcleo radioativo célebre é o Uranio-235 (92 prétons e 143 néutrons) que, depois de emitir 4 elétrons
e 7 particulas alfa (que consistem de dois néutrons e dois prétons) se transforma no Chumbo-207 (82 prétons e
125 néutrons), que é estavel.

Para modelar matematicamente o decaimento radioativo, considera-se a funcdo z(t), em que t denota o
tempo e = a concentragao de dtomos radioativos numa amostra de material que os contém. A hipotese que se
faz é que todos os nicleos da amostra tém a mesma probabilidade de decair em um dado intervalo de tempo.
Assim o ntimero de niicleos que decaem no intervalo de tempo de ¢ a t + At serd diretamente proporcional a
At e ao numero de 4tomos na amostra, que por sua vez é diretamente proporcional a concentracdo de nicleos
radioativos na amostra. A variagdo da concentragdo Az nesse intervalo de tempo (que também é proporcional
ao numero de dtomos que decaem no intervalo de tempo At, com uma constante de proporcionalidade negativa)

é portanto dada aproximadamente por Ax = —kxz(t)At, em que k é uma constante positiva, ou seja,
Ax
— = —kx(t).
At (t)

Este nao é o valor exato, pois z(t) varia com o tempo. Mas essa serd uma aproximagcao tanto melhor quando
menor for At. No limite, quando At tende a zero, chegamos a equacgao diferencial

(4) ¥ = —ku,

em que k é uma constante positiva que depende s6 do material radioativo. A equagao (4) estd escrita de maneira
abreviada, como é usual no estudo de equagdes diferenciais ordinarias. O que ela quer dizer é, na verdade,

2'(t) = —kx(t), paratodote€l,

sendo I o intervalo onde a fungao x esta definida.

A leitora familiar com as regras de derivagdo do Calculo talvez consiga adivinhar uma solugdo de (4),
lembrando primeiro que a derivada da fungao exponencial é igual a ela prépria e que quando se compoe a
funcao exponencial com a funcgao (—kt), a derivada entdo saird multiplicada por —k. Estou querendo dizer que
nao é muito dificil descobrir que a funcdo x(t) = e~** é solucdo de (4). Mesmo que nio se “descubra” essa
solucdo, é muito facil verificar que, de fato, z(t) = e~** é uma solucio de (4). Pode ficar para alguns a sensacio
de que essa solugdo “caiu do céu”, mas, paciéncia, com o tempo vai parecer mais natural que z(t) = e~** é uma
solugdo de (4).
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Conhecida uma solugao particular de (4), devemos agora abordar o problema de determinar todas as possiveis
solucoes de (4). Uma observacao preliminar é que, se z(t) for uma solugéo de (4) e C for uma constante, entao
Cz(t) também é uma solugdo. De fato, se 2’ = —kx, entao

(Cx) = Ca' = C(—kx) = —k(Cx)

(ou, mais explicitamente, (Cz)'(t) = Ca'(t) = C(—ka(t)) = —k(Cx(t)), para todo t € I). E natural portanto
perguntar se toda solucdo de (4) é da forma Ce** para alguma constante C. Sim, isto é verdade, como
demonstraremos em seguida. A estratégia da demonstragdo é supor dada uma solugao z(t) de (4) e provar
que z(t) = Ce ¥ para alguma constante C, o que é equivalente a provar que e¥'z(t) é constante, o que é
equivalente a provar que a derivada de e**z(t) é nula (pois as funcdo estd definida em um intervalo). Isto é
facilmente verificado usando a regra do produto para a derivagao e a equagao que x satisfaz:

(eFta(t)) = (M) x(t) + eFta! (t) = keFta(t) + M2’ (t) = M (ka(t) + 2'(1)) = 0

(na ultima igualdade, usamos (4), que é equivalente a 2’ 4+ kz = 0). Concluimos assim que toda solucao de (4)
¢ da forma x(t) = Ce** para alguma constante real C, o que é o mesmo que dizer que

z(t) = Cekt
é a solugao geral de (4).

Uma maneira equivalente de argumentar para chegar & solugao geral de (4) é a seguinte. A equacao (2) é
equivalente a

2+ kxr =0.

kt ¢ usando a regra do produto, vemos que ela é equivalente a

(6kt$>/ =0,

Multiplicando esta equagao por e

cuja solugdo geral é eF'z = C, C constante arbitraria, ou seja, z(t) = Ce™**.

Se for conhecido o valor de z em t = 0, z(0) = xg, vem que zo = C e portanto z(t) = zge *. Em outras
palavras, a tunica solugao do problema de valor inicial

¥ = —kz
2(0) = a9
é

(5) z(t) = zoe M.

A férmula em (5) permite prever qual serd a concentracao de material radioativo depois de decorrido um tempo
t se for conhecida concentragao no instante ¢ = 0. Reciprocamente, se soubermos que, no passado, em algum
momento, a concentracao era xy e medirmos que agora a concentragao é x, concluimos que decorreu um tempo
1 T
—Zlog —
k Zo
desde aquele instante em que a concentracao era xzo. Este raciocinio é usado no processo de datacao por
Carbono-14, como discutimos a seguir.

(6) t=

Na atmosfera terrestre, a concentragao de Carbono-14 é constante, resultado do equilibrio entre a formagao
de Carbono-14 na alta atmosfera e o decaimento do Carbono-14 na biosfera. Os dtomos de Carbono-14 das
moléculas de gas carbonico sao absorvidos pelas plantas através da fotossintese e entram na composicao das
moléculas que servem de alimento aos animais. O resultado é que a concentracao de Carbono-14 nos seres vivos
se mantém também constante e igual a concentracao de Carbono-14 na atmosfera. Quando um ser vivo morre,
ele para de ingerir novos dtomos de carbono (seja através da fotossintese ou da alimentacdo) e a concentragao
de Carbono-14 em seus restos mortais comega a se reduzir respeitando a férmula (5). Quando, tempos depois,
um ser vivo inteligente e com capacidade tecnolégica e conhecimento cientifico avangados encontra uma amostra
daqueles restos mortais, ele pode medir x e, dado que as constantes fisicas k e x¢ sdo conhecidas, determinar a
data no passado em que aquele ser vivo morreu, usando a férmula (6).
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2. AULA DE 1 DE MARGO

2.1. Modelos Populacionais. Fazendo uma busca na internet, o leitor pode encontrar afirmacoes como a
seguinte: a taxa de crescimento da populagao brasileira caiu de 2,99% em 1960 para 0,52% em 2022. Isto quer
dizer que o aumento da populacio brasileira em 1960 foi 2,99% do ntimero de habitantes no comego do ano e
analogamente para 2022.

Modelos matematicos que tentam detectar as leis que regem a variacao de uma populacao frequentemente
consideram que o nuimero de habitantes é uma varidvel real, apesar de, a rigor, ele ser sempre um ntmero

inteiro. Essa é uma aproximacéo realista no caso de grandes populagoes. Denotemos por z(t) a fungao que d4 a
/

(t
z(1)

entao como a taxa de crescimento da populagao. Uma aproximgao para esse valor, supondo que nao haja
variagoes bruscas em ' (t), é
z(t+1)—x(t)
1 Cx(t+1) —a(t)

x(t) B (t)
Também se costuma chamar essa aproximacao de taxa de variagao anual da populacao de um pais, quando o
tempo t é medido em anos.

populagao (de uma certa espécie, em uma certa regiao) como fungao do tempo. A grandeza ¢é interpretada

O modelo populacional mais simples estipula que a taxa de crescimento da populagdo é constante (modelo
malthusiano). Este modelo pressupde que nao hé falta de espago ou de alimentos, nem a acao de predadores,
que restrijam o crescimento de uma populacdo. A equacao diferencial que rege o crescimento da populacéo, de
acordo com o modelo malthusiano, é 2’ = ax, em que a é uma constante positiva. Essa equacao é idéntica a
equacao do decrescimento radioativo, a menos do sinal da constante que multiplica  no segundo membro. A
mesma analise que usamos para estudar o decrescimento radioativo se aplica também aqui. Concluimos que a
(tnica) solugao do problema de valor inicial

¥ = ax
{ z(0) = xo

@t ou seja, a populagio cresce exponencialmente (pois a > 0), o que é insustentdvel no longo prazo.

éx(t) = xpe

Um modificagdo do modelo mathusiano que leva a aproximagoes mais realistas é o modelo de Verhulst, um
belga do século 19 (ver, por exemplo, [1, Segao 2.3]). Verhulst supds que a taxa de crescimento da populagao é
decrescente e é uma funcao polinomial de primeiro grau de x,

(7) ¥ = (a—bx)z
ou, equivalentemente,
(8) ' = ar — ba?,

a e b constantes positivas. Um artificio devido a Jacob Bernouilli permite transformar essa equagao em uma
equagao mais simples, semelhante as que acabamos de resolver. Consiste em procurar a equagao que a fungao

z = 1/x satisfaz. Eo que se chama de uma mudanc¢a da varidvel dependente. Usando as técnicas de derivagao
!/

z
do Célculo (pode-se invocar a regra do quociente ou a regra da cadeia), temos z’ = ——5- Substituindo esta
z

equagdo e x = 1/z em (8), vem

2! 1 1

—— =a— —b—,

22 z 22
que é equivalente a
(9) 2 +az = b.

J4 vimos que o primeiro membro de (9) multiplicado por €% é igual a (e%*2(t))’. Multiplicando os dois membros
de (9) por e*, vemos que (9) é equivalente a

(eatz)/ _ beat)
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ou seja, e z(t) é uma primitiva de be®. Sabemos do Célculo que qualquer primitiva de be® (definida em um
intervalo) é da forma ge“t + C, onde C é uma constante. Concluimos assim que z satisfaz (9) se e somente se

b b
ez(t) = o e + O, ouseja, z(t) = o + Ce

Como = = 1/z, obtemos a seguinte familia de solugdes de (8):

x(t) =

1 _ a
by Ceat  b+aCe ot

Como C' é uma constante arbitraria e a > 0, aC também é uma constante arbitraria. Como um leve abuso de
notagao, usual no estudo de equagoes diferenciais, podemos reescrever esta familia de solugdes de (8) como

a
b+ Ceat’
As solugbes que encontramos por este método nunca se anulam, como tinha de ser, pois fizemos a mudanga
de varidvel z = 1/x. Serd que existem solugées que se anulam? Uma solugdo que salta aos olhos é a fungao
identicamente nula, z(t) = 0 para todo t, que obviamente satisfaz (8). Serd que (8) possui alguma solugao
que se anula em algum ponto do dominio, mas nado em todos? A resposta também é nao. Mais precisamente,
podemos afirmar:

(10) a(t)

Proposicao 1. Suponha que z(t) é uma solugio de (8) definida em um intervalo I tal que x(to) = 0 para algum
to € I. Entao z(t) = 0 para todo I.

Demonstragio: Por absurdo, suponhamos que existe 1 > tg, t1 € I, tal que z(t1) > 0. Seja t2 o infimo do
conjunto de todos os s, tp < s < t1, tais que z(t) > 0 para todo ¢ no intervalo aberto (s, ;). Entéo tg < ta < t1,
x(t2) =0 e x(t) > 0 para todo t no intervalo aberto (ta,%;). A restrigdo de x ao intervalo aberto (t2,t;) é uma
solucao de (8) que nunca se anula, logo existe constante C' tal que z(t) = ;7= para todo t € (t2,11). Por
outro lado, como z(t) é continua no intervalo I e to € I, terfamos de ter

. a
tliglz b+ Ce—at 0,

o0 que é impossivel, pois a > 0 e tlin? (b+Ce ) = b+ Ce 2,
—i2

Provamos que néo existe t; em I, t; > to, tal que x(¢;) > 0. Com argumentos quase iguais, demonstra-se
que nao existem em I t3 > 0 tal que z(t3) < 0, ou t4 < to tal que z(t4) > 0, ou t5 < ¢ tal que z(t5) < 0. Logo
z(t) =0 para todo t € 1. O

Agora que conhecemos todas as solugoes de (8) (as fungdes dadas por (10) para alguma constante C' e a
fungdo identicamente nula), dado (tg,7¢) um ponto arbitrario em R2, podemos resolver o problema de valor
inicial associado a (8),

¥ = ax—bx?
(1D { 2(ty)

Lo

No caso em que g = 0, a fungdo identicamente nula, x(f) = 0 para todo ¢, é a unica solu¢ao de (11).
Suponhamos agora que xo # 0. Substituindo t = tg em (10), usando que z(tg) = o e resolvendo para C, vem

a — bxg
-7 eato,

C:

Zo

Nossos cdlculos mostram que a unica solugao do problema de valor inicial (11), no caso em que xg # 0, é

(12) x(t) =

B b 4 a=bzoo—a(t—to)
o

a

Note que quando xo = ¢, logo a — bxy = 0, a solugdo é constante, x(t) = ¢, para todo t. Era possivel ter
detectado a existéncia desta solu¢do constante, ou de equilibrio, por inspegao, simplesmente olhando para (7),
cujos dois membros sao nulos se x for constante e igual a 7. Com estes cdlculos, provamos algo mais: a solugao
constante e igual a § é a tinica solugao que satisfaz a condicao inicial 2(t9) = %, para algum t.
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No caso em que 0 < zo < ¢, temos % > 0, logo b+ %e_“(“t‘)) > b para todo t € R, logo a solugao
do problema de valor inicial (11) estd definida para todo ¢t € R e satisfaz

b
(13) 0<z(t) < —» Dara todo ¢ €R.

Sabendo que vale (13), segue que a — bx(t) > 0 e x(t) > 0 para todo t e, portanto, usando (7), que z’(t) > 0
para todo ¢t € R. Esta afirmagio segue também diretamente de (12), pois

a? a — bxgy
e

(14) () = 2
(b + mefa(tftg)) To
Zo

—a(t—to) > 0, paratodot e R.

Também segue de (12) que
lim z(t)=0 e lim z(t) = %.

t——o0 t——+oo

Mostramos que, se a populagao inicial estiver abaixo da populagao de equilibrio, ela crescera para o valor
de equlibro quando o tempo tender a infinito. Procuraremos agora determinar o ponto de inflexao da solucao
neste caso.

Podemos derivar os dois membros de (8) usando a regra da cadeia e obter
2 = ar’ — 2bzz’ = (a — 2bz)z’

Como a solugao (12), no caso em que 0 < xg < ¢, satisfaz 2'(t) > 0 para todo ¢, segue entdo que x”(t) > 0 se
z(t) < g5 e 2'(t) < 0se z(t) > 5. Ou seja, no instante em que x(t) = 55, o grifico de & passa por um ponto
de inflexao. Essa regra pode ser usada para prever a populacao de equilibrio mesmo que nao se conhecam os
valores de a e b, pois um ponto de inflexdo no grafico de x pode ser determinado empiricamente, de maneira
aproximada, marcando em um grafico dados conhecidos. Caso um ponto de inflexao seja detectado, pode-se
estimar que a populagao de equilibrio sera o dobro do valor da populagao no ponto de inflexao.

Quando zg > § ou o < 0, segue de (14) que 2'(t) < 0 para todo ¢ no dominio da solugdo. Nestes casos, o
dominio nao é a reta inteira pois o denominador se anula no ponto ¢; € R tal que

e—alti—to) _ bag

brg —a

O segundo membro da equagao acima é positivo se o < 0 (dai a —bxg > 0) ou se a — bxy < 0 (dai zp > 0). No
caso em que a — bxy < 0, temos lmb:%a > 1 e portanto t; < tg; logo o dominio da solu¢ao do problema de valor
inicial é o intervalo aberto ilimitado (t1,4+00) e 2(t) tende a +00 quando x tende a t;. No caso em que xg < 0,

temos 0 < b;’:ja < 1, logo t; > tg, o dominio é (—o0,t1) e z(t) = —oo quando t — t;.

No caso relevante para o modelo populacional, zo > %, também vale que z(t) — ¢ quando t — +oo. O fato
de o valor da solugao explodir quando t — ¢1, sendo t; < tg, pode ser interpretado como querendo dizer que
se o modelo fosse satisfeito desde sempre, seria impossivel a populagao ter um valor maior do que o valor de

equilibrio § num instante o.

Veja na Figura 1, disponivel em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024 /Figural.jpg, uma ilustracao

dos resultados que acabamos de descrever.

3. AULA DE 5 DE MARGO

3.1. Mais Exemplos. Antes de enunciar teoremas de existéncia e unicidade, vamos estudar mais alguns exem-
plos. Nesta aula, e na maior parte do curso, as solugoes das equagoes diferenciais serao funcoes denotadas por

y().

Consideremos a equagao

(15) xy +y = x.
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Esta equacao ja se apresenta como um problema de achar uma integral indefinida, pois o primeiro membro é
igual & derivada em relagdo a x de zy(z). Assim, temos

2
wty=2 = () =2 = my:/xdx = xyz%—FC.

Dividindo por z, obtemos a solucéo geral de (15):

(16) yla) = 3

Apenas uma das infinitas soluces que encontramos esta definida para x = 0, aquela que se obtém fazendo

C = 0. Assim, y(x) = § ¢ a tinica solugdo do problema de valor inicial

+g, C eR.
x

vy +y = x
17
1 {708 28
Ja o problema de valor inicial
vy +y = w
18
s 106 2
nao tem solugdo se yo # 0. Dado (g, yo) com yo arbitrério, a tnica solu¢do do problema de valor inicial
vy +y = w
19
( ) { y(ro) = o
‘ ( )
_ x| %o(2yo — ®o
yle) = 5 + 5r

O dominio maximal dessa solugdo é a reta R se 2yo = xg, é o intervalo (0,400) se 2yg # 29 e 29 > 0 e é 0
intervalo (—o0,0) se 2y # xg e ¢ < 0.

Veja a Figura 2, disponivel em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024/Figura2.jpg.

Consideremos em seguida a equacao
(20) y +ay = x.
Para transformar o primeiro membro na derivada de um produto, devemos multiplicar os dois membros da

~ 2 a2, g2 ]
equacdo por ez pois (e2 ) =ze’T e, daf

22 22 2

Y+ry=z < ey trezy=xez <+ (e2y) =we?

z? z2 z?2 z2 z
eTy:/merx <— e2y=e? +C < y=1+Ce 2.

_7)2 ~ ~
Ou seja, a solugao geral de (20) é y(x) = 1+ Ce™ =, C € R. Conhecidas todas as solucgoes da equagdo, podemos
mostrar em seguida que, para todo (g, o) € R?, o problema de valor inicial

Yy +ry = =
1) { y(®o) = wo

2
Zo
2

tem solugao tnica, pois existe um tnico valor de C' tal que a equacao yg = 1 + Ce= ¢ satisfeita, a saber,
2

C=(yo—1)e 7.

Consideremos agora a seguinte pequena variagao da equacao (20)
(22) y + ay = 1.

O fator integrante de (22) é igual ao de (20), a dificuldade aqui é que a integral indefinida que aparece no lado
direito da equacao nao pode ser resolvida em termos de fungoes elementares. Ainda assim, podemos escrever

22
5

Y4rzy=1 < ey +zezy=c = (e7y) =e7

eTyz/xEde — y:e_T/erx.
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E correto afirmar que y(z) = e’é Ik e% dz é a solucao geral de (22), pois no sinal da integral indefinida ja esté
embutida uma constante arbitraria adicionada a alguma primitiva fixa determinada (que existe, embora nao
possa ser expressa em termos de funcoes elementares). Esta representagao nao é muito conveniente, entretanto,
para provar que o problema de valor inicial

y+ay = 1
(23) { y(®o) = wo

tem solugdo tnica, para todo (zg,%0) € R2. E mais simples abordar o problema de achar a solucao de (23)
usando integrais definidas e fungoes definidas por integrais definidas com um limite varidvel, usando que (como

vimos acima) que y' + zy = 1 <= (e y)’ = e’z . Fica mais fdcil explicar os préximos passos mudando o nome

22 22
da varidvel independente para t e reescrevendo a equacdo (¢ z y) = ez como

d . 2 2
3

g[e?g(t)] =e
e, para cada = € R, calcular a integral definida de zy a x dos dois lados desta equacao,
Td o 2 T2
/ —leTy(t)|dt = / €7 dt.
o dt l‘o

Usando o teorema fundamental do célculo no primeiro membro, e usando que y(zg) = yo, vem
z2 Zg T2
ezy(x) —e?yo = / e dt,
o
que é equivalente a
z2 3 T2
(24) ylz) = e 7 [e2yo+ / ez dt|.
o

Nossos calculos demonstram que a tnica solugao de (23) é dada por (24). Embora, a principio, a férmula (24),
que dé a solugdo de (23), possa parecer pouco amigdvel ou pouco transparente, uma fungao definida por uma
integral definida com limite varidvel, do ponto de vista conceitual, é tao boa quanto uma fungao que possa ser
expressa por fungoes elementares.

Este ultimo exemplo pode ser generalizado para coeficientes continuos mais gerais. A demonstracao do
teorema seguinte é a dedugao de uma férmula andloga a (24) num contexto mais geral.

3.2. Existéncia e unicidade para a edo linear.

Teorema 2. Sejam p e q funcgdes continuas definidas no intervalo I, sejam xg € I e yg € I. Entdo existe uma
dnica fungdo com derivada continua y(x) definida em I tal que

y +p)y = q2)
(25) { y(®o) = wo

x

Demonstrag&o: Defina P(z) = / p(t)dt, x € I. Segue do teorema fundamental do célculo que P'(x) = p(x),

zo
para todo = € I, e, portanto, (")) = p(x)eP®). Além disso, P(xo) = 0. A funcao e”’(®) serd o fator integrante
de v + p(z)y = q(x), como vemos em seguida, e satisfaz e”’(#0) = 1.

Temos

v +p@)y=q) = "Dy +e"Opa)y = q(2)e"? = ("Py) = g(w)e"®
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O préximo passo € integrar de xp a = esta ultima equagao, e usar uma das versoes do Teorema Fundamental do
Célculo ! juntamente com as informacdes y(zo) = yo e eF’®0) = 1. Daf vem:

x

/ %[eP(t)y(t)] dt = / g(t)e"Wat. = ep(w)y(x)—yoz/ q(t)eP’® at.
Zo zo

Zo

Isto prova que qualquer solu¢ao do problema de valor inicial (25) serd dada por

(26) o) = (ot [ Sa(te" ).

Mostremos em seguida que, reciprocamente, a func¢ao y(z) definida em (26) de fato satisfaz o problema de valor
inicial (25).

4. AULA DE 8 DE MARGO

Substituindo = = zp em (26), vem:

zo
y(wo) = P <y0 [ awer dt) -

0
ou seja, a condigao inicial y(zg) = yo é satisfeita. A partir de (26), pode-se calcular y/(z) usando que P’'(z) =
p(z) e a segunda versdo do Teorema Fundamental do Célculo, 2

Y() = —P@p(a) (yo - [

ou seja, a funcdo definida em (26) satisfaz y' + p(z)y = q(x). O

q(t)ef’® dt) + e P@g(2)eP® = —p(z)y(z) 4 q(z), para todo z € I,

0

Também é possivel demonstrar, com técnicas muito mais sofisticadas, que o problema de valor inicial para
equagoes diferenciais ordinarias lineares de ordem n com coeficientes continuos tem solucao tnica. Para garantir
a unicidade é preciso prescrever o valor da funcao e de suas derivadas até a ordem n—1 em um ponto. Enunciamos
em seguida sem demonstragio o teorema para equagoes de ordem dois (veja, por exemplo, [2, Teorema 2.4]).

Teorema 3. Sejam p, q e r funcdes continuas definidas no intervalo I, e tome arbitrariamente xo € I, a € R
e b€ R. Entao existe uma dnica fungao y(x) definida em I satisfazendo

y'+p@)y+qla)y = r(x)
(27) y(wo) = a
y'(zo) = b
Note que no caso em que p(x) = g(x) = 0 e r(z) = —g para todo & € R, nds resolvemos (27) no primeiro

exemplo da primeira aula.

4.1. Existéncia e Unicidade para a equacdo geral de primeira ordem. Seja Q@ C R? aberto, seja
f:Q = R uma funcdo continua. Diremos que uma fun¢ao y(z), definida em um intervalo I, é uma solugao da
equagdo diferencial ordindria y' = f(x,y) se, para todo x € I, temos (z,y(z)) € Qe y/'(z) = f(z,y(z)). Diremos
que a fungéo y(x) é uma solugdo do problema de valor inicial

(28) {y( y/ = f(xay)

mo) = Y

se, além de ela ser solugio da equacao diferencial y' = f(z,y), for verdade também que zg € I e y(xp) = yo.

1Seja f uma fungdo continua definida no intervalo I, seja F' uma primitiva de f, isto é F'(z) = f(z) para todo =z € I. Entao,
b
para quaisquer a e b em I, temos / f(z) = F(b) — F(a).
a
xT
2Seja f uma funcdo continua definida no intervalo I e seja o € I. Dado zo € I, defina F(z) = / f@t)dt, x € I. Entao F é
=0

uma fungdo derivével e satisfaz F’(z) = f(x) para todo =z € I e F(zg) = 0.
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Teorema 4. Sejam: 2 C R? aberto, f : Q — R uma fungdo continua, (xq,yo) € Q. Entdo o problema de valor
inicial (28) possui pelo menos uma solugao.

O Teorema 4 é conhecido com o Teorema de Peano [4, Section II1.2]. No caso em que f é apenas continua, a
solugao do problema de valor inicial pode ndo ser tnica. Por exemplo, y;(z) = 0 e y2(z) = 2, ambas definidas
para todo x € R, sao duas solucoes distintas do problema de valor inicial

r_ 2/
(29) {2

Diremos que f : Q@ — R, Q C R? aberto, é localmente lipschitziana na sequnda varidvel se, para todo
retangulo fechado @ = [a,b] x [¢, d] contido em €, existir C' > 0 tal que

(30) |f(x,y2) = f(z,y1)] < Cly2 —y1|, paratodos (x,y1) e (2,y2) em Q.

Proposigao 5. Seja f: Q — R tal que g—i(x,y) exista para todo (z,y) € Q e tal que ‘3—5 : Q@ = R seja continua.
Entao f € localmente lipschitziana na sequnda varidvel.

Demonstragio: Dados @ = [a,b] X [¢,d] contido em e x € [a,b], considere ¢ : [¢,d] — R definida por
g(y) = f(z,y). Segue da hipétese que g é uma fungao derivavel em [c, d]. Dados y1,y2 € [c, d], podemos aplicar
o Teorema do Valor Médio a g e concluir que existe £ entre y; e yo (em particular, £ € [¢,d]) tal que

f@,y2) = f(z,01) = 9(y2) —gvr) = ¢ (E)(y2 — 1) = %(%6) (Y2 — 1),

donde segue que

of of
)~ S| < | @0l =ml < s | @] ) -l
Y (zy)eQ | 0Y
Isto prova que vale (30) com C :== sup ‘af(as, y)|, que é finito, pois % é continua e @ é fechado e limitado.(]
(zy)eQ | OY

Teorema 6. Sejam: Q C R? aberto, f : O — R uma funcdo continua e localmente lipschitziana na sequnda
varidvel, (xo,y0) € Q. Entdo o problema de valor inicial (28) possui uma inica solugdo, definida em um
intervalo aberto mazimal; mais precisamente, existe um interavalo aberto I e uma solugao y(x) de (28) definida
em I tal que, se z(x) for outra solu¢io de (28) definida em um intervalo J, entdo J C I e z(z) = y(x) para
todo x € J.

A existéncia e unicidade de uma solucao definida em um intervalo suficientemente pequeno contendo zg,
sob as hipéteses do Teorema 6, é chamado de Teorema de Picard e estd demonstrado nas referéncias des-
tas notas de aula e em diversos outros livros diddticos. A existéncia de um intervalo aberto maximal ao
qual se pode estender essa solucdo é entdo uma consequéncia mais simples do Teorema de Picard. A lei-
tora interessada em estudar uma demonstragao completa do Teorema 6 pode consultar, por exemplo, as notas
https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/edonotas.pdf, originalmente escritas para a disciplina MAT 226 no se-
gundo semestre de 2019.

Exemplo 7. Para todo (zg,%) € R2, o problema de valor inicial

/ 2
(3) {20
y(zo) = Yo
possui solucao tnica, definida em um intervalo maximal aberto I. Esta afirmacao é consequéncia do Teorema 6
pois f(x,y) = y? é continua e possui derivada em relacdo a y continua, logo, pela Proposicao 5, é localmente
lipschitziana na segunda varidvel, o que nos coloca em posicao de invocar o Teorema 6. Neste caso, podemos
explicitar a solugdo em termos de funcoes elementares e encontrar o intervalo maximal. Eo que faremos em
seguida.
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Para qualquer z¢ € R, a solucdo identicamente nula, y(x) = 0 para todo z € R, é a tnica solugdo do
problema de valor inicial

/
y =Yy
32 ,
(32) { y(zo) = 0
cujo intervalo maximal é a reta inteira, R. Se y(z) é qualquer solugao de 3’ = y? definida em um intervalo I e
satisfazendo y(x1) # 0 para algum z1 € I, entdo y(x) # 0 para todo x € I (pois, se y(xq) se anulasse em algum
xo € I, y(x) seria identicamente nula em I, pela unicidade da solugdo do problema de valor inicial (32)). Ou

seja, se y(z) é uma solugdo de y' = y?, entdo ou y(z) é identicamente nula ou y(x) nunca se anula. Procuremos
em seguida as solugoes que nunca se anulam.

Se y(x) é uma solugao de 3y’ = y? que nunca se anula, definida em um intervalo I, entdo temos, para todos
z em [,

12 !/
/ 2 y'(z) 1 1 1
y(z) =y(x)* — =1 <= {— =1 <& —=-24+C <= yla)=——7
y(x)? y(x) y(x) —z+C
para alguma constante real C' (a terceira igualdade é equivalente & segunda igualdade pela regra da cadeia). Na
pratica, essa sucessao de equivaléncias é escrita de maneira mais resumida usando a sugestiva notacao y’ = %:
d d d 1 1
Yoy = Yo = /—y:/dx = ——=3+C = y=-—
dz Y2 Y2 y z+C

(a diferenga de sinal na constante arbitréria é irrelevante, como ja discutimos antes).

Agora que encontramos todas as solugoes de y' = y2, podemos resolver o problema de valor inicial (31) no

caso em que yy # 0. Para tanto, basta substituirmos z por xzy e y por gy na férmula para a solucao geral

y(z) = —;7 e assim determinar o valor de C:

1 1+z 1
Yyo=—-"-— < —Toyot+yC=1 <= C:7OyOZxO+77
—z0+C Yo Yo
logo y(z) = ﬁ, que tende a infinito quando = tende a xy + y%) No caso em que yy > 0, portanto a tnica
Yo

solucdo de (31) com seu respectivo intervalo maximal de defini¢ao é

(@) - € (~o0, 20+ )
ylx) = ———, x € (—o0, 0+ —
—x 4 T+ 5 ’ Yo
0

(o leitor deve esbogar o grafico desta solugao). E interessante observar que nada na aparéncia equacio y’ = y>
anuncia que suas solugoes explodem em tempo finito. Chegamos a esta conclusao fazendo os cédlculos. Vimos
que, se o valor inicial da solugao for yg > 0, depois de o valor de x aumentar y%) a solugao deixa de existir. A
leitora deve agora fazer a discussao correspondente ao caso em que yo < 0.

Foi conveniente invocar a unicidade do Teorema, 6 para concluir que as solucoes de 3 = y? que assumem um
valor nao-nulo é nao-nula em todos os pontos do dominio mas, a rigor, era desnecessario invocar um teorema

tao poderoso. Poderiamos ter usado argumentos mais elementares, de maneira anadloga a como fizemos na Aula
de 1 de margo para a equagdo ' = (a — bx)z (ali a varidvel independente era t).

5. AULA DE 12 DE MARCO

Exemplo 8. Para qualquer (z,yo) € R?, o problema de valor inicial

!/
= =z
y(ro) = o
tem solucdo unica. A maneira mais conveniente de justificar esta afirmagdo é invocando o Teorema 6. Para
tanto, devemos mostrar que a funcio f : R?> — R, f(x,y) = z|y|, que claramente é continua, é também

lipschtziana na segunda variavel. De fato, dados (x,41) e (z,92) em R2, temos

[f (e, y2) = F(zyn)| = [(lyz| — zlnl)| = |2l (g2l = [52D)] < |2/ ly2 =l
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Dado qualquer retangulo fechado @ contido em R?, existe uma constante C' > 0 tal que |z| < C para todo

(z,y) € Q. Logo, para todos (z,y1) e (z,y2) em Q, temos |f(z,y2) — f(z,y1)| < Cly2 — y1], 0 que mostra que
f é localmente lipschtizian na segunda varidvel.

Este problema de valor inicial pode ser resolvido explicitamente. Em primeiro lugar, é evidente que a fungao
identicamente nula, y(z) = 0, para todo x € R, resolve (33 quando yo = 0. Logo, a tunica solucao de (33)
quando yg = 0 é a fungao sempre nula.

Seja y(x) a solugdo de (33) para algum (zg,yo) com yo > 0, definida em um intervalo aberto I. Entao
y(x) > 0 para todo = € I, caso contrdrio, existiria x1 € I tal que y(z1) = 0; daf y(x) seria uma solugédo do
problema de valor inicial

/
y = xlyl
34
(34 Lwen 20"
diferente da funcao identicamente nula, o que contrariaria a unicidade da solugéo de (34). Logo, a solucdo de
(33) no caso em que yo > 0 satisfaz y(x) > 0 para todo & do dominio de y(x), que chamaremos de I. Logo
temos |y(z)| = y(x) para todo x € I, logo a equagdo y' = x|y| é equivalente a, para todo x € I,
2 2

=z <= (logy(z)) =2 < logy(x):%—l—(}' — gylx)=c%T,

y'(z)
y(x)

y'(z) = zy(z)

x

para alguma constante C' € R. Substituindo a condigdo inicial y(z¢) = yo, vem yo = e“e=", logo

o

y(x) = yoe 2

O dominio maximo de definigao desta solugao é a reta inteira, R.

Seja y(x) a solugao de (33) para algum (zg,yo) com yo < 0, definida em um intervalo aberto I. O mesmo

argumento que usamos no caso em que yo era positivo demonstra que y(z) < 0 para todo x € I, logo y = —|y|,
logo, usando uma notagao mais resumida e mais sugestiva do que a que usamos no caso yg > 0, temos
d d x? o2
Yy =zly = d—y =—qy <= /—y:—/xdx <~ logy| :—?—i—C — |y|=ele 7.
€ Y
Substituindo a condi¢ao inicial e lembrando que, como, y(z) < 0 para todo x, e portanto y(z) = —|y(z)| para
22
todo , temos que |y(zo)| = —y(z0) = —yo, vem —yo = e 2, logo
a:271(2j 12—13

—ly(@)| =yoe” =, logo y(x)=yoe 2
para todo x € R.

5.1. Curva da Perseguicao. No instante ¢ = 0, um gato se encontra no ponto de coordenadas (a,0) e um
rato no ponto (0,0) e comega a perseguigao. O rato foge com velocidade constante v ao longo do eixo dos y, no
sentido das ordenadas crescentes. A velocidade escalar do gato também é constante, igual a p e aponta sempre
na direcao do gato. A trajetéria do gato é sobre o grafico de uma funcao y(z). O problema é encontrar a fungao
y(z) e prever se o gato vai conseguir pegar o rato.

A Figura 3 (https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024/Figura3.jpg) ilustra a situacdo. Os pontos G e R
vermelhos indicam os locais do gato e do rato no instante ¢ = 0, os pontos G e R azuis indicam os locais depois
de decorrido um tempo ¢t. As coordenadas do R azul sdo (0,vt), pois vt é a distancia percorrida pelo gato,
que vai em movimento retilineo com velocidade constante v. A distancia percorrida pelo gato é o comprimento
do gréafico da fungdo y(x) entre as abscissas x e a, e isto é igual a velocidade escalar constante do gato w
multiplicada por ¢:

(35) wt = /a V1+y'(s)?ds.

. Os pontos (0,y), (0,vt) e (z,y) formam um tridngulo retdngulo, com dngulo reto em (0,y). A tangente do
angulo em (x,y) é o valor absoluto da inclinacao da reta tangente ao grafico de y(z), —y'(z), pois a funcao y(x)
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é decrescente. Logo, a distancia entre o ponto (0,y) e o ponto (0,vt) é igual a —xy'(x). Segue que

(36) vt = y(z) — ay'(z).
Comparando as equagoes (35) e (36) e eliminando o ¢, vem

—zy'(z) + y(z) / V14y'(s)?ds,

em que denotamos por k a constante positiva igual ao quociente % W Derivando em relagao a t, e multiplicando
por (—1), vem:
2y (x) = k\/1+9y' (x)2.

6. AULA DE 15 DE MARGO

No instante inicial, o gato estd no ponto (a,0) e sua velocidade é horizontal, pois aponta para o gato, que
estd na origem. Dal segue que y(a) = y'(a) = 0. A fungdo y(x) que procuramos determinar é portanto a solugao

do problema de valor inicial
zy’ = ky1+y?
(37) yla) = 0
y'(a) = 0
A equacao diferencial em (37) é de segunda ordem em y, mas y ndo comparece na férmula. Ela é portanto uma
equacao diferencial de primeira ordem em p = 3/,

d
xﬁ = kv/1+ p2,

cuja solugao satisfaz

/\/l—i-p /
log(p+ /14 p?) =klogz+C <= p++/1+p?=e"2"

Para determinar o valor de C, usamos a condic¢ao inicial p(a) = y'(a) = 0. Subbtltulndo r=aep=0em
p4+ 1+ p? =eCzF vem ecak =1 e portanto

VT (2

ou seja, 3

Resolvendo p como funcio de z, vem *

x

(38) pu>(§:;fihxf(af},x>a

x

A funcio y(x) é a tnica primitiva de p(x) que satisfaz p(a) = 0. Dali,

sl O™ e (9] - sk A1
(39) y(z) =

%(”2”2 alog:c)—%(%—aloga), se k=1
Vamos agora analisar o comportamento da solugao. Queremos saber se o gato pega o rato e, se sim, depois de
quanto tempo. Para isso, retornemos a dedugao da equacao. No momento em que o gato estiver num ponto
(z,y(x)), o rato estard no ponto (0,y(z) — xy'(x)) (veja de novo a Figura 3). Dali, se d(x) denotar a distancia

3Para resolver a integral indefinida fazemos a substituicio trigonométrica p = tan6, dp = sec260df, /1 +p2 =

N

/sec@d@ = log(sec + tan 0) + C = log(p + /1 + p2) + C.

V1 4 tan2 6 = sec6, logo / \/17
+p

4A fungdo f : R — (0,00), f(p) = p+ /1 + p2, tende a zero quando p — —oo, tende a infinito quando p — +oo e é sempre
crescente, pois f'(p) > 0 para todo p € R. Logo, f é uma bijegdo, ou seja, para todo u > 0, existe um tnico p € R tal que
p+ /14 p? = u. Este p pode ser determinado por meio de uma manipulagao algébrica simples: p + /1 +p2 =u = /1 +p2 =
u—p=>1+p?=u?—-2up+p?=>2up=u?—-1=p= u?~1

2u
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entre o gato e o rato no instante em que o gato estd em um ponto de abscissa igual a x, entao, usando p =y e
(38),
2

d(@)? = @[+ p(@)? = 2? + = W)k - (a)kr

4 a x
No caso em que a velocidade do rato é menor do que a do rato, k < 1, as fungoes y(z), p(z) e d(z), a principio
definidas apenas para 0 < x < a, possuem extensoes continuas para x = 0. A distancia entre o gato e o rato se

anula quando x = 0. Ou seja, o gato pega o rato no instante em que a abscissa do gato é 0 e o gato e o rato
estdo no ponto de coordenadas (0,y(0)) = (0, %) J4 vimos que, no instante ¢, o gato estd sobre o ponto

(0, vt). Logo a captura do rato ocorre no instante ¢ tal que vt = %, ou seja, lembrando que k = Z,
p 1 ak aw
S ovl1—k2 w22

No caso em que k = 1, vemos de (39) que lir% y(x) = 400 (pois log z tende a —0), o que quer dizer que o gato
z—

nunca atinge o eixo dos y. Mas ainda nao podemos dizer que nesse caso o rato escapa pois, quando k = 1,

2 2 (2% — a2)? 2
¢ rx a T4 —a a
lim d(@)? = lim |22+ 20 (2= 2)7] = lim |22 + 50| = &
Yy d(z) ;L%[fu a7 Tt e .
ou seja, d(x) tende a § quando x tende a zero. O rato nao escapa, mas também nao é pego pelo gato, pelo
menos enquanto os dois forem capazes de manter constantes suas velocidades.

No caso em que o rato pode correr na diregdo da reta determinada por ele e pelo gato, se k = 1 (ou seja,
v = u), a distancia entre o gato e o rato permanece constante, igual a a. Neste caso que estamos discutindo, em
que a fuga do rato estd limitada por uma parede (o eixo dos y) e o gato estd inicialmente na reta perpendicular
a parede passando pelo rato, a distancia entre o gato e o rato decresce (em relagdo ao tempo) a partir do valor
a, tendendo a § quando z tende a zero (que corresponde ao tempo tender a infinito). 5

No caso em que o rato é mais veloz do que o gato (k > 1), tanto y(x) quanto d(z) tendem a infinito quando
x tende a zero. Ou seja, o rato escapa.

6.1. Espelho Parabélico. E bem sabido que antenas parabélicas (superficies de revolugdo cujas segbes axiais
sdo pardbolas) refletem ondas eletromagnéticas paralelas a seu eixo de simetria em dire¢do a um dnico ponto,
onde fica localizado o receptor; e que um farol de automoével tem um espelho parabdlico que projeta todos os
raios de luz emitidos a partir de seu foco paralelamente ao seu eixo de simetria. Nesta subsecdo, nds vamos
provar que quaisquer curvas com essa propriedade sao pardbolas.

Suponha uma funcao y(z) tem a seguinte propriedade: todo raio originado da origem do sistema cartesiano é
refletido pelo gréfico de y(z) paralelamente ao eixo dos x. Vamos deduzir a equagao diferencial que é satisfeita por
y(z) fazendo consideragoes geométricas e trigonométricas em torno de um ponto do grafico (z,y(x)) localizado
no primeiro quadrante. Vamos supor também que a fungao y(z) tem derivada positiva em x. A leitora mais
curiosa deve tentar se convencer, ao final da deducao, que se obtém a mesma equagao nos outros casos.

A partir de agora, vamos denotar os valores das fungoes y e ¥y em x simplesmente por y e 3.

Podemos reformular a propriedade refletora em questao afirmando que, para todo x, a reta normal no ponto
(x,y) do gréfico faz angulos iguais, cuja medida denotaremos por «, com a reta horizontal r passando por (x,y)
e com a reta s que passa pela origem e por (z,y) (para melhor acompanhar a discussao seguinte, o leitor deve
analisar a Figura 4, disponivel em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024/Figura4.pdf). Seja 5 o 4ngulo
que a tangente ao gréfico nesse ponto faz com a horizontal. Por defini¢do de reta normal, temos a+ 3 = 7, logo

1 1

tan 8 - Y
A reta r é transversal a duas retas paralelas: a reta s e o eixo dos x. Seja v a medida do seguinte par de angulos
alternos internos: o angulo formado por r e s a esquerda de r e abaixo de s (que é suplementar ao angulo

(40) tana =

5No caso em que k = 1, o quadrado da distancia do gato ao rato, em funcio de z, é dada pelo polinémio =2 + ﬁ(aﬁ2 —a?)?,

que tem derivada positiva para x > 0. Como z decresce com o tempo, segue que a distancia também decresce com o tempo.



EQUACOES DIFERENCIAIS E APLICACOES 15

formado pelos raios incidente e refletido, que mede 2«, logo tan(2«a) = —tan~y) e o dngulo formando por r e
pelo eixo dos x no primeiro quadrante e & direita de r. Considerando o triangulo retdngulo de vértices (0,0),
(0,7) e (z,y), vemos que tany = £. Logo temos

(41) tan(2a) = —tany = S
X
o . 2tan o
Podemos agora substituir (40) e (41) na férmula da tangente do dobro, tan(2«) = T on? o’ obtendo
—tan® «
2
Y _ v
= —,
S 7
que é equivalente a
(42) y(y')? +2zy —y = 0.

7. AULA DE 19 DE MARGO

Podemos obter y’ como funcao de y e de z resolvendo a equacao de segundo grau em y’ (42):
g g

y = =2z + /4a? + 4y? ou o = —2x — /4a? + 4y?

B 2y 2y

b

donde segue

(43) g+ = Va2 +y? ou yy +x = —/22+42.

Vamos resolver primeiramente a equagéo em (43) que tem o sinal positivo no segundo membro. A mudanga de
varidvel dependente z = 2% + y? ¢ sugerida pelo fato de que yy' + z = (2 + y?)". Dai yy' + 2 = /22 + 2
torna-se equivalente a z’ = 24/z, que é uma equacgdo separdvel (discutidas em mais detalhes a seguir). Temos:

d

d
d—Z:Q\/E — /2\—/}: dr <= Vz=2+C <= 22+ y2=2+C,
i z

C' constante. Mostramos que y(x) é solucao de yy' + z = /22 + y? se e somente se existe C' constante tal que

(44) Vat+y2=a+C.

Precisamos agora encontrar as fungdes y(z) que satisfazem (44) para algum C € R. Como a raiz é sempre nao
negativa, segue que z + C > 0 para todo z no dominio de y(x). Segue de x + C > 0 que

(45) Vaz+yl=24+C <= 22+y*=2>4+200+C?* = > =202+C?

No caso em que C > 0, para que as afirmagoes em (45) sejam satisfeitas para z, devemos ter, além de x+C > 0,
2Cx + C? > 0, que é equivalente a = > —% (que por sua vez implica que x > —C, ou seja z + C > 0).
Dai, y&(z) = vV2Cx + C? e y5(x) = V2Cx + C? sdo solugdes de yy' + . = /22 + y? definidas no intervalo

Ic = (—%, +00) (em z = —%, estas duas fungdes estdo definidas e sdo continuas, mas ndo sao derivaveis). Os
gréficos de yéﬁ e Yy sao dois pedacos da pardbola de vértice (f%, 0) e foco em (0,0). ¢

Quando C < 0, as afirmacoes em (45) também sao verdadeiras, mas sdo vaziamente verdadeiras, pois nenhum
valor de x pode satisfazé-las. De fato, a tltima das igualdades em (45) implica que 2Cx + C? > 0, o que implica
que (pois C' < 0) z < —% < —C, o que é incompativel com x > —C, que decorre da primeira igualdade. Ou

seja, a equagao \/x2 + y2 = x + C nao define uma solugao de yy’' +x = /22 + y2 quando C < 0.

Quando C = 0, \/22 4+ y2 = z + C torna-se /22 + y2 = xz, que é equivalente a y = 0 e x < 0. Obtemos
assim a solugdo singular y(z) =0, x > 0, de yy’' + = = /22 4+ y2, que poderia ter sido descoberta por inspegao
antes mesmo de comegarmos esta andlise. Essa solugao nao resolve o problema de matematica aplicada proposto
inicialmente, o de encontrar o formato de espelhos com uma certa propriedade de reflexao.

6Dado C # 0, a pardbola com foco em (0,0) e vértice em (—%,O) é, por defini¢do, o conjunto dos pontos (z,y) equidistantes

do ponto (0,0) e da reta y = —C. Ou seja, é o conjunto dos pontos (z,y) que satisfazem a equagdo v/z2 + y2 = |z + C|, que é
equivalente a x2 + y2 = (z + C)2, que é equivalente a y? = 2Cx + C2.
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Em resumo, mostramos que todas as solugoes de yy' +x = +/x2 + y? que nao se anulam tém graficos
contidos nas pardbolas y? = 2Cz + C?, C > 0.

Com pequenas alteragoes, e muito cuidado com os sinais, este mesmo argumento mostra que todas as solugoes
nao nulas da equacio yy’' +x = —+/x2 + y2 tém gréficos contidos nas parabolas 32 = 2Cx + C2%, C < 0.

Podemos aproveitar este exemplo para refletir um pouco mais sobre o Teorema 6. As equagoes yy' + =
++/22 + y? colocadas no formato do enunciado do Teorema 6 ficam

/IQ + y2
" .
As fungoes f* sdo infinitamente diferencidveis nos abertos Q1 = {(x,%); ¥y > 0} e Q2 = {(z,9); ¥y < 0}. O
Teorema 6 prevé, portanto, que os problemas de valor inicial associados a y' = f*(z,y) com dado inicial
(z0,y0) em 7 ou Oy (ou seja, com yo # 0) tém solugao unica definida em um intervalo aberto maximal.

y = f*(z,y), com fi(x,y):—gi

Problema 1. Mostre que, para quaisquer xg € R e yy # 0, cada um dos problemas de valor inicial
(46) { y' to = Vati? o { R N
y(zo) = Yo y(zo) = Yo

tem solucao unica. Determine o intervalo maximal de definigao de cada solugao.

7.1. Equagoes Separaveis. Uma equacao separavel é uma equacao diferencial ordinaria da forma

A C))]
47) YT )

dadas f e g fungbes continuas, e supondo que g nao se anula.

Proposicao 9. Sejam f e g fungdes continuas definidas em intervalos, g(y) # 0 para todo y, sejam F e G
primitivas de f e g, respectivamente (isto é, F' = f e G' = g). Uma fungao derivdvel y(zx) definida em um
intervalo I € solugcdo de (47) se e somente se a equagdo

(48) Gly(x)) = F(x) +C

€ satisfeita para todo x € I, para alguma constante C € R.

Demonstracgio: Usando a regra da cadeia e as hipéteses, dada y(z) uma funcdo derivével, temos

L1G(y(@) - F@) = G'(y(@)y(2) - F'(x) = g(y(@))y'(@) — f(z), para todo z € I.

T
Logo, G(y(x)) — F(x) é constante se e somente se g(y(x))y’'(z) — f(x) = 0 para todo x € I, o que é equivalente
f(z)

ay'(z) = 30a)y para todo = € I, que é o que significa y(x) ser solugao de (47). |

O enunciado da Proposi¢ao 9 pode ser reformulado na afirmacdo: a solugdo geral de (47) é dada implicita-
mente por

(49) Gly) = F(x) + C,

C constante arbitraria, o que classicamente se denota por

(50) /g(y) dy = /f(ﬂf) da.

A férmula (50) é muito sugestiva e facil de manipular, mas deve ser lida com cautela. O y no primeiro membro
tem um duplo significado. Por um lado ele ¢ a varidvel independente da integral indefinida [ g(y) dy, por outro
lado, ele denota a funcdo y(x). Falando de um jeito informal, a gente s6 “substitui” (mentalmente) y por y(x)
depois de resolvida a integral indefinida. E deve ficar claro que hd uma “constante arbitraria” somada a um dos
lados de (50) (ou a ambos, tanto faz, pois a soma ou subtracdo de duas constantes arbitraria é uma constante
arbitréria).
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Tudo que o que provamos foi que, se (47) tiver solugao, ela é dada implicitamente por (49), que é 0 mesmo
que (50). A questao da existéncia de solugdes deve ser abordada no contexto de problemas de valor inicial, e
com a ajuda do Teorema da Fungao Implicita, que enunciamos a seguir sem demonstragao.

Teorema 10. Sejam Q C R? aberto, H : Q — R continuamente diferencidvel, e (xq,yo) € Q tal que a derivada
parcial %—Z(xo,yo) € diferente de 0. Entdao existem intervalos abertos I e J, contendo zqy e yg, respectivamente,
tais que I x J C Q) e tais que,

(51) para todo x € Iexiste um tdnico y(z) € J tal que H(z,y(z)) = H(xo,%0)-

Além disso, a func¢ao x — y(x) definida pela propriedade (51) é continuamente derivdvel.

Dai decorre o teorema de existéncia e unicidade para equagoes separaveis.

Teorema 11. Sejam f e g fungdes continuas definida nos intervalos abertos I e J, respectivamente, e suponha
que g(y) # 0 para todo y € J. Dado (x,,y0) € I X J, o problema de valor inicial

r . f(@)
(52) { by =

y(ro) = wo

tem solugdo unica definida num intervalo I C I.

Demonstracgio: Sejam F e G tais que F/ = f e G’ = g e considere H(z,y) = G(y) — F(z). Entdo H é
continuamente diferencidvel no aberto I x J e %—g(xo,yo) = G'(y0) = 9(yo) # 0. Podemos entdo aplicar o
Teorema 10. Seja y(x) a func¢éo continuamente derivével definida em um intervalo I’ contido em I e que satisfaz
(51). Entéo y(zo) =yo €

G(z,y(x)) — F(z) = G(yo) — F(xo).
f(z)
Y)

para todo x € I'. Segue da Proposigdo 9 que y(z) é solucao da equagdo diferencial y’ = IR O

8. AULA DE 22 DE MARGO

Dois exemplos de equacoes separdveis que ja estudamos sao 3’ = y? (neste caso g(y) = y? e f(x) = 1 para
todo x) ey’ = zly| (9(y) = |y| e f(z) = x). Nos dois casos resolvemos o problema de valor inicial para quaisquer
condigoes iniciais (vejam (31) e (33)).

Vamos agora considerar a equacio diferencial 3’ = y%/3, que é uma equacio separdvel com f(z) =1, z € R,
egy) = y?/3, y € R. O método geral descrito no final da aula passada pede que ¢(y) nunca anule. Aplicando
aquele método, encontramos as solugdes de y' = y?/? que nunca se anulam:

(x+0O)3

d d
(33) Y =yf = P=y} = /—Zz/da: — =240 —= y= -
y3

de

Dado (xo,10) € R?, apenas uma das infinitas solucoes de 3’ = 5/ encontradas em (53) satisfaz a condicio
y(zo) = Yo, a saber, aquela cuja constante C' satisfaz

C)3 1
= %, ou seja, C' = 3y; — zo.

Mas isto nao quer dizer que a tnica solugao do problema de valor inicial

r_ 2
54 y = ys
(59 { y(xo) = wo
seja dada por

1
_ 3 3\3
y(x) = (& =20 +3y5)"

27 ’
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isto porque as solugoes de y' = y% que nao se anulam podem ser, digamos assim, “emendadas” com a solugao
y(x) = 0 para todo = € R. Mais precisamente, dados reais a < b, a funcao y,, definida por

7z —a)®, sexz <a,

Yap(x) =1 0, se a <b,
7= (x —b)3, sex >b,

é solucao de i = y*/3, pois a equacio é satisfeita nos intervalos abertos (—oco, a), (a,b) e (b, +00), e nos pontos de

transicao a e b os limites laterais a direita e a esquerda de y, e de yfhb coincidem. Dai, por exemplo, se yg > 0,

tomando b = xg — Syé/ 3o pegando qualquer a < b, y,p é solucdo do problema de valor inicial (54), que tem
portanto infinitas solugoes definidas em R (embora todas elas coincidam no intervalo (b, +00)). Outro exemplo:
dados quaisquer @ e b satisfazendo a < 0 < b, y, ¢ solugao de (54) quando (xg,y0) = (0,0) (veja a Figura
5, disponivel em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024/Figura5.pdf). A nao-unicidade da solugao do
problema de valor inicial (54) quando yo = 0 é pior do que quando yy # 0, pois, quando yo = 0, em qualquer
intervalo aberto contendo zg, (54) tem infinitas solugdes, enquanto que quando yg # 0 a nao-unicidade sé se
manifesta longe de xg.

8.1. Familias de curvas ortogonais. A funcdo f(x,y) em uma equagio diferencial y' = f(z,y) pode ser
interpretada como um “campo de inclina¢ées”. Em um ponto (xg,yo), f(Zo,yo) dé a inclinagao da reta tangente
ao grafico da solugdo de y' = f(x,y) que passa (o grifico) pelo ponto (zg,¥o). Isso pode ser visualizado com
a ajuda do “slope field plotter” do Geogebra. ” Se valer f(z,y)g(z,y) = —1 para todo (z,y), a inclinacio
das retas tangentes aos graficos das solugoes de ¢y = f(z,y) e de vy’ = g(z,y) que passam por qualquer ponto
(z0,yo) serao perpendiculares; ou seja, os graficos das solugoes das duas equagoes diferenciais serao familias de
curvas que se interceptam ortogonalmente.

Vamos verificar este fendmeno para as equagoes diferenciais y' = —x/y e y' = y/x. As solugtes gerais dessas
duas equacoes podem ser encontradas usando o método das equagoes separaveis:

2

' z y? x 2 2
Yy =— < ydy=— [ zdx <= ?z—?—t—C’ —= z"+y =20
Y

Fazendo 2C = r?, vemos que a solugdo geral de y' = —x/y é dada implicitamente por 22 + y% = r
seus graficos estao contidos nos circulos de raio r centrados na origem, r > 0.

2 .
, ou seja,

Y dy dx
y':E — /?:/? <~ logly|=logl|z|+C <— |y|:ec|x\

Fazendo e© = m, vemos que a solucdo geral de y' = x/y é dada implicitamente por |y| = m|x|, ou seja, seus
graficos sao semirretas originadas na origem.

As semirretas originadas na origem e os circulos centrados na origem sao familias de curvas ortogonais, como
: T Y
tinha de ser, pois -3 % =—1para todo (z,y).

Essas ideias e esses métodos podem ser usados também para, dada uma familia de curvas, encontrar uma
outra familia de curvas ortogonais & primeira. Consideremos por exemplo a familia de curvas 22 — y? = C,
C € R. Quando C =0, 22 — 32 = 0 é o par de retas bissetrizes dos quadrantes, y = x ou y = —z. Quando
C #0, 22 —y? = C é uma hipérbole com retas assintotas y = = e y = —z; quando C > 0, a hipérbole intercepta
o eixo dos x, quando C < 0, o eixo dos y. Podemos encontrar uma equacgao diferencial cujas solugdes tém como
grafico essa familia de hipérboles derivando implicitamente y em relagao a x:

-yt =C = 20-2yy/ =0 — y’:f.
Yy
Logo, os gréficos das solugoes de 3y’ = —y/x serdo ortogonais as hipérboles 22 — y? = C. Temos
d d
y=-Y — Y —/—x — logly| = —loglz| +C <= logloy|=C <= |zyl =e"
x y x

"Veja a Figura 6, disponivel em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2024/Figura6.pdf .
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Fazendo e“ = D, vemos que a solucdo geral de 4/ = —y/x é dada implicitamente por |zy| = D, ou seja, seus
graficos sao ramos das hipérboles de equagao xy = D.

Pode ser verificado diretamente, sem falar de equacoes diferenciais, que as hipérboles 22 —y? = C e 2y = D
se interceptam ortogonalmente, mas sabemos de antemao que esse é o caso, pois sao os gréaficos das solugoes de
Yy

y' =a/yedey = —y/x, respectivamente, e ¥ - (—%) = —1 para todo (z,y).

2
. N . x
Problema 2. Encontre uma familia de curvas ortogonais as elipses 5 +y*=a,a>0.

9. MAIS PROBLEMAS

Problema 3. Verifique que as fungoes y1(x) = cos(lnx) e y2(z) = sen(Inx), definidas para z > 0, sdo solugdes
da equacdo z2y" + zy' +y = 0.

Problema 4. Dada f : R — R continua, mostre que y(z) :/ sen(x —t) f(t) dt é solugdo do problema de
0

y' +y=f()
y(0) =y (0)=0 "

Problema 5. Ache todas as solugoes, dando seus dominios maximos, das equacoes:

valor inicial {

(a) y"" =22, (b) 3y +y=2¢"%, (c) (x+3y) —xy’ =0, (d) 29/ = 9.

/ 2

+
(1)

N

=4z

Problema 6. (a) Dado yg € R, resolva o problema de valor inicial { Z?j y
0

Il s

(b) Esboce o gréfico de algumas solugbes encontradas no item (a).
xy + 2y = 422

tem solucao?
y(0) = o ¢

(c) Para que valores de gy o problema de valor inicial {

9,2 2
5 - (a) Mostre que o problema de valor inicial { y' =3ys (327 +1) tem infinitas solugoes.

y(0) =0
by — 1)
(b) Mostre que o problema de valor inicial { z ( (E i(% 1) tem infinitas solugoes definidas em R.

(¢) Mostre que duas solugoes quaisquer do problema de valor inicial do item (b) coincidem em algum intervalo
aberto contendo 0.

Problema 7. (a) Mostre que toda solugao de 2%y’ + 2zy = 1, com z > 0, tende a zero quando z — +o0. (b)
Encontre uma solucdo da equacido acima satisfazendo y(2) = 2y(1).

Problema 8. (a) Mostre que toda solu¢ao de z2y’ + 2xy = 0, com x > 0, tende a zero quando x — +oc. (b)
Encontre uma solugéo da equagdo acima satisfazendo y(2) = 2y(1).

Problema 9. Uma equagdo de Bernoulli é uma equacao da forma y' + p(x)y = q(z)y®, onde « € Re f e g sdo
fungoes continuas definidas num intervalo aberto.

(a) Mostre que a mudanga de varidvel z = y' =% transforma uma equacio de Bernoulli numa equacdo linear.

(b) Resolva:

O)M+%=wf
(2) v+ =y
(3) ¥ =ay?3 — by
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Problema 10. (a) Encontre as solugoes constantes de y' = (y* — 1)(y? — 4).
y' =" - 1)(y* —4)
y(0)=0 ’

(b) Mostre que, se I é intervalo aberto, 0 € I, e se y : I — R é solugdo de entao

ly(x)| < 1 para todo = € I. Dica: Use unicidade.

Problema 11. (a) Seja U C R? um aberto tal que (z,y) € U = (\z,\y) € U para todo A # 0 e seja
f € C(U). Suponha que f satisfaz f(A\x, \y) = f(z,y), para todo A # 0 e para todo (x,y) € U. Mostre que
a mudanga de varidvel dependente v = y/x transforma a equagdo y' = f(x,y) em uma equagao de varidveis
separaveis.
(b) Determine implicitamente a solugdo do problema de valor inicial
r_ Ty _

Yy = T_yzv y(1) =e,
e calcule 3/(1), ¥(1) e y"'(1).
(¢) Fazendo mudangas de varidvel dependente e de varidvel independente da forma z =y+aexz =t+ [ e, em
seguida, usando a técnica do item (a), resolva o problema de valor inicial

y' = % y(0) = 1.
Problema 12. (a) Mostre que a diferenca z = y2 — 31 de duas solugoes da equagao diferencial
(55) y +ady — a2yt =1
satisfaz
(56) 2+ [2® — 227y (2)]2 = 2222

(b) Notando que y; (z) = = é uma das solugdes de (55), use a técnica do Problema 9 para resolver (56) e obtenha
a solugao geral de (55).

Observagdo: A técnica do Problema 12 permite resolver, mais geralmente, equagoes da forma y’' + p(z)y +
q(x)y? = f(x), denominadas equagoes de Ricatti.

10. AULA DE 2 DE ABRIL

Na aula de 22 de marco, usamos o método das equacgoes separaveis para concluir que a solucao geral da
equacao diferencial 3’ = —% ¢ dada implicitamente por z2 4+ y? = 2, r > 0. Isto quer dizer que, se uma funcio
y(z), definida em um intervalo, é solugao de y' = —% se e somente se seu gréfico estiver contido em alguma

curva de equagao cartesiana x? + y? = 72, para algum r > 0. Na vizinhanca de um ponto da forma (&r,0),
entretanto, é impossivel tirar y como funcdo de x na curva 2 + % = 72, mas é possivel tirar  como funcio

dx
de y, x = /72 — 2, e esta funcdo satisfaz a equacao diferencial i _Y (o leitor pode verificar de maneira
x

independente esta afirmagao, que tem de ser verdadeira, pois envolve apenas uma troca no nome das variaveis
em um outra afirmagao que ja sabemos ser verdadeira.

Vamos agora introduzir uma nova notagao que permite resumir as afirmacoes do paragrafo anterior. Diremos
simplesmente que a solucdo geral da equacdo diferencial z dx + ydy = 0 é dada por 22 +y? =12, r > 0.

Mais geralmente, dadas M e N funcoes continuas definidas em um aberto de R?, diremos que F(z,y) = C,
C constante, descreve uma solugao da equacgao diferencial

(57) M(z,y)dx+ N(z,y)dy =0

se

(1) O gradiente de F', VF', nunca se anula nos pontos da curva F(z,y) = C , o que implica, pelo teorema
da funcao implicita que, perto de qualquer ponto da curva, ou existe uma fungéo derivével y(z) tal que
F(z,y(x)) = C para todo z, ou existe uma fungao derivavel z(y) tal que F(z(y),y) = C para todo y.
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d M

(2) No caso de existir uma fungéo y(z) como descrita no item 1, ela satisfaz e (=, y)
dx N(x,y)
d N

(3) No caso de existir uma fungio x(y) como descrita no item 1, ela satisfaz o (z,9) .
dy M(z,y)

10.1. Equagoes Exatas.

Definicao 12. Dadas func¢oes continuas M(z,y) e N(x,y) definidas em um aberto Q de R?, diremos que o
campo vetorial (M (z,y), N(x,y)) € conservativo se existir F(z,y) de classe C* em ) tal que % =Me %—5 = N.
Quando o campo (M, N) for conservativo, diremos também que a forma diferencial ® M (z,y)dx + N(z,y)dy é
exata. A fungio F(x,y) é chamada de potencial do campo (M (x,y), N(z,y)).

Quando o campo (M (z,y), N(z,y)) é conservativo, nunca se anula, e um potencial F(z,y) é conhecido,
entdo as curvas de nivel de F' descrevem solugoes da equacao diferencial (57).

Proposicao 13. Sejam M e N continuas, definidas em um aberto Q de R?, tais que M e N nunca se anulam

simultaneamente. Suponha, além disso, que F € tal que %—I; =M e 88—5 = N. Entdo as solugdes de (57) sdao

todas descritas por F(x,y) = C, C constante arbitrdria.

No caso em que M e N possuem derivadas de primeira ordem continuas, e se o campo (M, N) possui um
potencial F, segue do Teorema de Schwarz (que afiram que as derivadas mistas de segunda ordem sdo iguais se
forem continuas) que

oM 0*F B 0*F _ ON
oy  Oyox  Oxdy  Ox’

Em outras palavras, a igualdade

oM _ oN

(58) oy~ o

é uma condigdo necesséria para que o campo (M, N) seja conservativo. Nem sempre (58) é suficiente para que o
campo seja conservativo. Isso é verdade quando o dominio de M e N é “simplesmente conexo” (sem buracos);
em particular quando M e N estao definidos em um retangulo.

11. AULA DE 5 DE ABRIL

Exemplo 14. A solucgdo geral de (2z + y?)dx + 2xydy = 0 é 2% + xy? = C, C constante.
Problema 13. Encontre o dominio maximal da solugao do problema de valor inicial
{ 2e+y2 +2zyy = 0
y(1) = -1
11.1. Fator Integrante.

Problema 14. A equagio e*secy — tany + ¢y = 0 tem um fator integrante da forma u(x,y) = €% cosy.
Determine a e resolva a equacao.

Problema 15. A equagao x(y? — 1)(Inz)y’ + y(y? + 1) = 0 tem um fator integrante da forma u(z,y) = 2™y".
Determine m e n e resolva a equagao.

8Nao definiremos formas diferenciais nestas notas, mas apenas o significado da frase “a forma tal é exata”.
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12. SOLUGAO DO PROBLEMA 1

Como observamos pouco antes do enunciado do Problema 1, é consequéncia do Teorema 6 que, para quaisquer
(20,y0) com gy # 0, cada um dos problemas de valor inicial em (46) tem solugao tnica definida em um intervalo
aberto maximal. O que este problema pede é que se determine esses intervalos.

Vimos também que as solugoes de yy' +x = y/x2 + y2 que nao se anulam tém gréficos contidos nas parabolas
y? =2Cz + C?, C > 0. Dai, dado (x¢,yo) com yg # 0, a solugao do problema de valor inicial
(59) { w e = oty
y(xo) = wo
tem seu grafico contido na pardbola y? = 2Cz + C?, com C > 0 satisfazendo y2 = 2Czo + C?. Resolvendo a
equacao de segundo grau em C|

(60) C? +220C — y2 =0,

vem
C = —zo+/a34+y¢ ou C = —xg—\/2d+y3.

Para todo (z,yo) com yo # 0, temos:

V22 +y2 > |z > xo, logo —xo+ /22 + 3,
—\/23 4+ Y3 < —|zo| <wo, logo —xo— /23 +y2 <O0.

Assim, a tnica solugao positiva de (60) é C' = —zg + /23 + y3 e, portanto, a tinica solugiao de (59) é dada
implicitamente por y*> = 2Cx + C?%, com C = —z¢ + /22 + y2. A partir de y*> = 2Cz + C?, obtemos duas
solugdes, y = vV2Cz + C? e y = —/2Cx + C2. Para que a condigdo inicial y(z¢) = yo seja satisfeita, devemos
tomar a solugao com sinal positivo no caso em que y > 0 e a solugao com sinal negativo no caso em que yy < 0.
As funcoes y = V20 + C2? e y = —/2Cx + C? sdo derivéveis no conjunto dos x tais que 2Cx + C? > 0, o que
é equivalente (pois C' > 0) a 2z + C' > 0, o que é equivalente a © > —%.

Ou seja, o domfnio maximal da tnica solugdo de (59) é o intervalo aberto ilimitado (—%,+00) com C =

—z0 + /23 + y2 (sendo C positivo).

Com argumentos quase idénticos, podemos mostrar que, dado (xg,yo) com yo # 0, o dominio maximal do

problema de valor inicial
{ vyt = —yatty?
y(zo) = wo

6 (—00,—<) com C = —z¢ — /22 + 42 (sendo C negativo).
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