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1% Prova - 17 de maio de 2022

Questao 1) (2 pts) Seja T': X — Y uma transformagao linear continua entre os espagos normados
X e Y, seja D um subespago denso de X. Suponha que ||Tz| = ||z|| para todo € D. Mostre que
|Tx|| = ||z| para todo x € X.

Solugdo: Dado x € X arbitrario, segue da densidade de D em X que existe sequéncia x, € D tal
que lim x,, = x. Segue da continuidade de T" que limT'xz,, = T'xz. Segue da continuidade da norma e do
n n

fato de que || Tx,|| = ||| (pois x, € D) que
T[] = lim [T, || = Yo [|2 | = ],

como querl'amos provar.

Questao 2) (2 pts) Seja V um espago vetorial com produto interno e seja {zp}neny um conjunto
ortonormal em V. Mostre que, para todo z € V, lim (x,,x) = 0.
n—oo

Sugestdo: use a desigualdade de Bessel.

Solugdo: A desigualdade de Bessel nos da
o
D e x)* < lz)*.

j=1

A convergéncia da série no lado esquerdo desta desigualdade, implica que o termo geral tende a zero,

ou seja lim |(z,,x)|* = 0, donde decorre que lim (x,,z) = 0.
n—oo n—oo

Questao 3) (3 pts) Sejam M e N dois subespacos fechados do espago de Hilbert H. Suponha que
M e N sejam ortogonais um ao outro, isto é, que (x,y) = 0 sempre que x € M e y € N. Mostre que
M + N ¢ fechado.

Sugest&o: mostre que, se (T, + yYn)n em M + N é convergente, entao (), € (yYn)n sdo de Cauchy.

Solugdo 1: Seja (xn + Yn)n, Tn € M, y, € N, uma sequéncia em M + N, convergente para z € H.
Queremos provar que z € M + N. Para todos m, n, usando que x, — x,, é ortogonal a y, — y,, temos
2
1.

|Zm — mn”2 < |lzn — xm”2 + |lyn — ym||2 = [(zn — 2m) + (Yn — ?/m)”2 = [[(xm + ym) — (T + yn)
1



A sequéncia (x,, + yn)n é de Cauchy, pois é convergente. Segue da desigualdade precedente que (zy, )y

também é de Cauchy. Do mesmo modo, demonstra-se que (y,), também é de Cauchy.

Sendo H completo, existem z,y € H tais que limx, =z e limy, =y. Como M e N sao
n n

fechados, x € M e y € N. Logo,
z =lim(x, + yn) = limz, +limy, =z +y,
n n n

logo z € M + N, como queriamos.

Solugdo 2: Seja (zn + Yn)n, Tn € M, y, € N, uma sequéncia em M + N, convergente para z € H.
Queremos provar que z € M + N. Sejam P e @ as projecoes ortogonais sobre M e N respectivamente
(P e @ existem porque M e N sao subespacos fechados). Para cada n, temos que P(y,) = Q(z,) =0,
pois z,, € Nt ey, € M+. Usando a continuidade de P e de Q, e que P e @) deixam fixos os elementos

de M e N, respectivamente, vem:
Pz +Qz =lim P(zy, +yp) + im Q(x,, + yn) = lim Pz, +lim Qy,, = lim z,, + lim y,, = lim(z, +y,) = =
n n n n n n

Mas Pz € M e Qz € N. Logo z € M + N.

Questao 4) (3 pts) Considere o espaco C.(R) das fungoes continuas de suporte compacto de R em

C, munido da norma || f|l1 = [ | f(x)| dz. Mostre que
(a) o subespago {f € C.(R); f(0) = 0} nao é fechado em (C.(R), || - [}1),
(b) o subespago {f € C.(R); f(x) = f(—=x) para todo x € R} é fechado em (C.(R), | - ||1).

Solug&o: (a) Considere

(n—1)|z|, selx|< %
1—Jz|, se|z|]<1
flx) = ) fn(z) = 1— |z, se%ﬁ lz] <1 ,
0, se x| > 1
0, se |z| > 1
n € N. Entao f,, f € C.(R), || f — fulli1 — 0, fn(0) = 0 para todo n, mas f(0) = 1. O que prova que

o subespaco em questao nao ¢é fechado.

(b) Considere o operator linear T : C.(R) — C.(R) definido por (Tf)(z) = f(—z), x € R.
Entao
175l = [ 15=o)lde = [ |f@)]de = fl1. para toda f € Cu(R)
donde decorre que T é continua, e portanto kerT é fechado. O subespago em questao é igual a

ker(I —T).



