INVERSIVEIS E FREDHOLMS SAO ABERTOS

OPERADORES DE FREDHOLM E TOPOLOGIA
2° SEMESTRE DE 2021

Uma éalgebra de Banach A é um espago de Banach munido de uma forma bilinear associativa
AxA>(a,b) —rabe A
satisfazendo ademais que a norma é submultiplicativa: ||abl| < ||a||||b]] para todos a,b € A.

Proposicao 1. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade. GL(A) = {a € A; a € inversivel} € aberto em A.

Demonstragdo: Suponha que a € A é inversivel. Se [|b|| < [|[a™!|| 7}, entdo ||ba™!|| < 1, e portanto a série
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é absolutamente convergente. Para todo N natural,
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Ouseja, 1 —ba™t € GL(A), (1—ba=')"t=3"> (ba')". Logo (a—b) = (1—ba"')a é inversivel se a € GL(A)
e [[ol < fla=tI71. O

Corolario 1. Seja E um espago de Banach. Entdo {T € B(E); T € inversivel} é aberto em B(E).

Demonstragio:A composicao de operadores faz de B(E) uma édlgebra de Banach. g

Coroldrio 2. Seja E e F espagos de Banach. Entao {T € B(E,F); T € inversivel} é aberto em B(E, F).

Demonstrag&o: Suponha que o conjunto que queremos mostrar que é aberto seja ndo vazio e tome Ty €

B(E, F) inversivel. Entéo a aplicagdo
B(E)>T — ToT € B(E,F)

é um isomorfismo de espacos de Banach. O conjunto que queremos mostrar que é aberto é a imagem por este

isomorfismo de GL(B(FE)), que é aberto pelo Corolério 1. O

Sabemos que o quociente E/M de um espago de Banach E por um subespago fechado M torna-se um esapago
de Banach se munido da norma
[zl = inf [z+m], zekF.
meM
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Segue imediatamente da definicdo da norma que a projecdo canédnica = — [z] de E em E/M é um operador
limitado, de norma menor do que ou igual a 1. No caso em que o espago de Banach é uma &lgebra de Banach
A e o subespago é um ideal bilateral fechado I, o quociente é uma dlgebra de Banach (veja por exemplo |2,

Theorem 1.1.1].

Seja agora H um espago de Hilbert. O conjunto K(H) dos operadores compactos em H é um ideal bilateral
fechado de H. Segue do Teorema de Atkinson que um dado T' € B(H) é um operador de Fredholm se e somente
se [T] é inversivel no quociente B(H)/K(H). Como o conjunto dos elementos inversiveis de uma &lgebra de
Banach é aberto e a projegao candnica é continua, segue que o conjunto dos operadores de Fredholm em B(H)

¢é aberto.

Sejam agora Hy e Hy espacos de Hilbert e seja T' € B(H1, H2) um operador limitado de imagem fechada. Seja
P € B(H>) a projecio ortogonal sobre Im T, seja T} a restricio de PT a (ker T)*. Entdo Tj é um isomorfismo
de espacos de Banach entre os espacos de Hilbert (ker 7)* e Im 7. Segue do Teorema 8.9 de [1] e das observacoes
que se seguem que as dimensoes (hilbertianas) de (ker )" e Im T sdo iguais. Suponha, ademais, que H; e Ho
tém dimensdo infinita e que 7' é um operador de Fredholm. Como as dimensdes de (ker T)* e Im T sdo iguais
e eles tém codimensao finita em H; e Hs, respectivamente, segue que as dimensoes de Hy e Hs sao iguais. Dai

segue que existe um operador unitario entre entre os dois espacgos, U : H; — H,. Provamos:

Proposicao 2. Sejam Hy, e Hs espacos de Hilbert de dimensdo infinita. Suponha que existe um operador
de Fredholm entre os dois espacos, T : Hy — Hy. Entao existe um operador unitdrio entre os dois espacos,

UCH1—>H2.

Vimos acima que segue do Teorema de Atkinson que o conjunto dos operadores de Fredholm em B(Hs) é

aberto. Deste fato e da proposi¢ao imediatamente precedente, decorre:

Proposigao 3. Sejam H; e Hs espagos de Hilbert de dimensdo infinita. Entao o conjunto dos operadores de

Fredholm em B(Hy, Hy) é aberto.

Demonstrag&o:Como o conjunto vazio é aberto, basta provar a proposicao supondo que existe um operador
de Fredholm entre H; e Hy. Segue da Proposicao 2 que existe um operador unitario U : H; — Hy. A aplicacao
T +— U~'T é uma isometria que leva o espaco de Banach B(H1, Hy) no espago de Banach B(H;). A imagem do
conjunto dos operadores de Fredholm T : H; — Hs por esta aplicagao coincide com o conjunto dos operadores

de Fredholm T : Hy — H1, que é aberto. O
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