O teorema do indice para o circulo

Rodrigo Ferraz de Andrade

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO TITULO
DE
MESTRE EM CIENCIAS

Programa: Matematica

Orientador: Prof. Dr. Severino Toscano do Réego Melo

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio
financeiro do CNPq

Sao Paulo, agosto de 2008



O teorema do indice para o circulo

Este exemplar corresponde a redagao
final da dissertagao devidamente corrigida
e defendida por Rodrigo Ferraz de Andrade

e aprovada pela Comissao Julgadora.

Banca Examinadora:
e Prof. Dr. Severino Toscano do Régo Melo (orientador)
- IME-USP.
e Prof. Dr. Daniel Victor Tausk - IME-USP.
e Prof. Dr. José Ruidival Soares dos Santos Filho - UFS-
Car.



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao meu orientador, Professor Toscano, ao Daniel V. Tausk e a
Mariana por toda a ajuda, paciéncia e disposicao para ouvir e discutir. Sou
muito grato também a Da. Johanna W. Smit, cujo apoio me foi indispensavel

durante os meus anos de graduagao e mestrado.



RESUMO

Estudamos a algebra de comparacao do circulo, descrevemos o espaco
de Gelfand do seu quociente pelos compactos e damos uma férmula para o
indice dos seus operadores de Fredholm. Depois generalizamos o resultado
para as matrizes com elementos na &dlgebra de comparagdao e damos uma
aplicacao para operadores diferenciais no circulo.

Palavras-chave: Algebra de Comparagao, Teoria do indice de Fredholm,
Espago de Gelfand.



ABSTRACT

We study the comparison algebra on the circle, we describe the Gelfand
space of its quotient by the compacts and we give a formula to compute the
index of its Fredholm operators. After that, we generalize the result to the
matrices with entries in the comparison algebra and give an application to
differential opperators in the circle.

Keywords: Comparison Algebra, Theory of the Fredholm index, Gelfand
Space.
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1. INTRODUCAO

Sejam M uma variedade sem bordo compacta de dimensao n e G uma
métrica riemanniana em M, que, para cada z € M, associa a (z, T, M) um
produto interno < -, - >, definido em 7, M. Definimos entao o operador de
Laplace-Beltrami:

A:C®M) — C®M)
[ — Af,

1

onde, se (V, x) é uma carta para o ponto x € M e fi=foxy Lese<- >

na base de T, M é dado por uma matriz definida positiva G, = (gi5) ;1

cuja inversa denotaremos por G, ! = (glk)?kzl, entao:

(Af)ox 1= |detgz‘j|71/2 klzl aik (g”“! det g”’;xlf> :

Seguem alguns fatos sobre este operador:!

Verifica-se que 1 — A : C®°(M) — C>°(M) é uma bijecao cuja in-
versa possui uma extensdo (1 — A)~! € B(L?*(M)), o conjunto dos ope-
radores lineares limitados em L?(M) com a medida induzida da métrica
riemanniana G. Este operador é positivo e assim existe A := (1 — A)~1/2,
Verifica-se também que A~1(C*(M)) é denso em L*(M), e que se L :
C*®(M) — C°°(M) é um operador diferencial de primeira ordem, entao
(LoA): A=YHC®(M)) — C°°(M) se estende a um operador limitado em
L2(M).

A dlgebra de comparacio A(M) é a menor subalgebra de B(L%(M))

fechada na topologia da norma e invariante pelo adjunto, contendo:

{M, :a€C®M)eVfeL}(M),Vz e M, My(f)(x):=a(z)f(z)} e

{LA : L é um operador linear de ordem 1 com coeficientes C*°}.

Prova-se que A(M) é o fecho da algebra ¥ (M), o conjunto dos opera-
dores pseudo-diferenciais cldssicos de ordem zero, conforme [12], secao 4.

Neste trabalho, consideraremos o caso particular em que M é a variedade
sem bordo compacta S' e estudaremos uma subdlgebra A C B(L%(S')), a
qual, como ultimo resultado deste trabalho, demonstraremos ser a dlgebra

de comparagio A(S1).

Wer [4].
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A principal ferramenta usada é o Teorema de Gelfand para C*-algebras
comutativas. Veremos que o quociente de A pelo conjunto dos seus elementos
compactos é uma C*-algebra comutativa e daremos uma descricao concreta
do seu espago de Gelfand M 4.

Além disso, daremos uma férmula para o calculo do 7ndice de um o-
perador de Fredholm em A, a partir da fungao simbolo o : M,(A) —
Mn(C(M4/x)), que serd definida em 9.2, e provaremos que o indice de um
operador diferencial de Fredholm no circulo é sempre nulo.

O indice de Fredholm dos operadores (elipticos) em ¥ (M) foi calculado
por Fedosov [6] usando o Teorema de Atiyah-Singer [1]. A férmula que
obteremos na pagina 46 pode ser vista como um caso particular da férmula

obtida por Fedosov no contexto geral de variedades.



2. ALGUMAS DEFINIGOES E NOTACOES

2.1. Definigao. Seja A uma &lgebra sobre C com uma operagao *: A — A
com as seguintes propriedades: Para todos a,b € A e todo A\ € C:

(1) (a+ A\b)* = a* + \b*;

(2) o™ =q;

(3) (ab)* =b*a*.

O par (A, x) é chamado uma dlgebra com involugao, ou x-dlgebra.

2.2. Definigao. Uma dlgebra de Banach é uma &algebra munida de uma
norma || - || — Ry submultiplicativa; isto é: para todos a,b € A, ||ab|| <

[lal]||b]], e que é completa nesta norma.

2.3. Definigao. Uma C*-dlgebra é uma algebra de Banach A com uma
involucao para a qual vale a seguinte propriedade que a relaciona com a

norma: Para todo a € A, ||a*a|| = ||a||*.

2.4. Exemplo. Seja (H,< -,- >) um espago de Hilbert. Pelo teorema de
Riesz, sabemos que para todo T' € B(H) existe T* € B(H) tal que, para
todos z,y € H, < Tx,y >=< z,T*y >. Tomando a norma em B(H) como:
|T]|| := sup{||Tx|| : ||z|| < 1}, é simples verificar que a * definida ¢ uma

involugao que satisfaz as condic¢oes acima. Logo, B(H) é uma C*-dlgebra.

2.5. Exemplo. Seja X um espago Hausdorff localmente compacto, e Cp(X)
o conjunto das funcées complexas que se anulam no infinito.? Se tomarmos
a norma do sup; isto é, ||f||ec := sup{|f(z)| : x € X}, e a involugdo como
f* := f, entdo também é facil verificar que Cp(X) é uma C*-algebra.

2.6. Notagdo. S!:={¢? € C:0 € R}.

2.7. Defini¢ao. Dada f € C(S), definimos f € C(R) pela regra que, para
cada 0 € R, associa f(0) := f(e"”). Diremos que f é diferencidvel se, e s6
se, f é for diferencidvel em R. Neste caso definimos f (&) := d% f(6). Além
disso, denotaremos f € C(S1) se, e s6 se, f € C®(R).

2.8. Definicao. Diremos que f : S1 — C é integrdvel se, e s6 se, f for

integravel em [—m, 7], e denotaremos:
1 (7 -
dp = — 0)do
[ fn=5- | o,

2Ver B.1 para definigao.
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onde o segundo termo é a integral de Lebesgue em [—m, w]. Mais geralmente,
diremos que f € LP(S1) se, e s6 se, fP for integravel.
Além disso, a medida p definida acima serd chamada de medida de Le-

besgue em S?.

2.9. Definicao. Seja j € Z. Definimos:
ej: 81 — C
z — ej(z) =2

Assim, se z = ¥, ¢;(0) = V.

2.10. Teorema (Stone-Weierstrass). Sejam M um espago métrico compacto
e B C C(M) uma subdlgebra autoadjunta que contém as constantes e separa
pontos de M. Entdo toda f € C(M) pode ser uniformemente aprorimada
por funcgdes de B.

Demonstragao. Ver pagina 263 de [10]. O

Os seguintes resultados sobre a densidade das funcdes C*°(S') em LP(S?)

serao uteis em alguns pontos da dissertacao.

2.11. Notagao. Seja 2 um espago topoldgico. Denotamos por C'(€2) o con-

junto das funcgoes continuas de 2 em C.

2.12. Definigao. Sejam {2 um espaco topoldgico e f € C(€2). Definimos o
suporte de f como o fecho de {x € C: f(x) # 0} em C, e o denotaremos por
supp(f). Denotaremos por C.(€2) o sub-conjunto de C(2) cujos elementos

tém suporte compacto.

2.13. Teorema. Sejam p € [1,00), Q um espaco de medida localmente com-
pacto Hausdorff e p uma medida regular em Q. Entao C.(2) € denso em

L7(Q).

Demonstracao. Ver teorema 3.14, e paragrafos anteriores a ele, além da

pagina 41 para a definicdo de medida regular, em [15]. O
2.14. Proposicao. Se p € [1,00), entdo C*°(S') é denso em LP(S).

Demonstragio. Que C*(S') é || - ||oo-denso em C(S!) é uma decorréncia
direta do Teorema de Stone-Weierstrass 2.10 acima. Como S! tem medida de

Lebesgue finita, para todo p € [1, 00), ||-||co-denso implica |- ||,-denso. Logo,
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C>(S') é denso em C(S') na norma de LP(S'). Finalmente, pelo teorema
acima, tendo em vista que a medida de Lebesgue é uma medida regular,
temos que C,(S') é denso em LP(S'). Como S! é compacto C.(S1) = C(S1),

e segue o resultado. O
2.15. Proposicao. A familia {e;};cz € ortonormal e completa em L*(S1).

Demonstragao. O espaco vetorial N gerado por {e;};ez ¢ uma algebra auto-
adjunta, que separa pontos e que contém as constantes, pois 1 = v, Logo,
pelo Teorema de Stone-Weierstrass, N é || - ||co-densa em C(S!). Mas, pelo
teorema 2.13, C(S') é || - ||2-denso em L2(S'). Resta entdo ver que N é
|| - ||o-densa em C(S'). Mas isto ocorre, pois se (fn)nen € uma seqiiéncia em
N que converge uniformente para g € C(S'), entdo também converge para

g na norma de L?(S%), pois:

o 2: . 2d
1=l = [ 16 = o
< sup{1fu(0) ~ 9(0)> 10 € '}

— [Ifu — gllZ 2220,

Segue o resultado. O

2.16. Definigao. A transformacdo de Fourier é definida por:

F:L*SY — [1*(z)
fo— F(f):= (fSleijfd'u)jeZ'

2.17. Notagao. Denotarenos, onde for conveniente, F'(f) por j?

Agora vamos listar algumas propriedades tteis da transformacao de Fou-

rier.
2.18. Proposicao. A transformagdo de Fourier € um operador unitdrio.

Demonstragao. De fato, F' leva a familia ortonormal completa {e;}ncz C

L%(S') na familia ortonornal completa {(d;;) ez }icz C 1*(Z). O

2.19. Proposicao. Seja f derivdvel em S'. Entdo, (f/j)jez = (—ijfj)jez.
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Demonstracao. Fazendo a seguinte integragao por partes, obtemos:

™

—ifl; = x e~ (—i) f'(0)do

2 J_,
o { (o) - [ i)
= j% :re—”’@f(e)de
=jf;

O

Uma importante caracterizagio das funcdes em C*°(S') é dada pelo se-

guinte resultado:

2.20. Proposicao. Seja f € L?(S'). f € C®(S!) se, e sd se, para todo
keN, sup{|jkfj] 1j €L} < 0.

Demonstragdo. Segue da proposicao anterior que se f € C*(S!), entdo
f(k)j = (—ij)kfj' Logo,

|f02 = |55 f5?
Como f(]i) € O(SY) c L2(9Y), teII/l\OS que (f®),)jez € [*(Z). Assim,
diez 7% f;]? < oo. Portanto, sup{|i*f;|: j € Z} < <.

Por outro lado, se f € L?*(S') podemos escrever f na base {e;j};ez de

L?(S1); isto é,
f=>_Fes
JEZL
Vejamos que tal convergéncia é também uniforme.

Olhando para esta soma como uma funcao em R temos:
f=>_ 1
JEL
Dai, para quase todo 6 € R, vale:
- ~ ~ i
F0) =" f;6(0) = f;¢°.
JEZ JEZ.

Como vale a hipdtese de que para todo k € N, sup{\jkﬁ| 1 JEL} < o0,
entdo, na verdade, para todo p € C[X], sup{|p(j)f;-| 1 j € Z} < oo. Em
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particular, existe ¢ € R tal que sup{|(1 +j2)J/";-\ :j € Z} < c. Logo, para
cada j € Z,
c

sup{|fe;(0)] : 0 € R} = [5] < 55 = M;.

Como ZjeZ M; < o0, segue, pelo M-teste de Weierstrass, que f= ZjeZ f]e}
converge uniformemente. Como cada um dos somandos é uma fungao con-
tinua, segue que f e conseqiientemente f também o sdo.

Na verdade, a série das funcoes derivadas também converge uniforme-
mente, como vemos por um argumento analogo ao anterior. Considerando
que existe d € R tal que sup{|(j +j3)f;| 1 j € Z} < d, temos:

~ o~ d
sup{|fje;(0)] : 0 € R} = |jfj| < 77— = NN;.
1+
Assim, segue que f é derivavel e f = > jez Ee;-. Procedendo por indugao

e usando o polinoémio j™ + ;712

para mostrar que f € C"(S') e que f(n) =
>jez ]; €§n)a para todo n € N, conclufmos que f € C*(S!), como querfamos

demonstrar. O
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3. ROTEIRO DA DISSERTAGAO

Sejam L?(S') o C-espaco de Hilbert das funcoes de quadrado integravel no
circulo unitario e B(L?(S')) a C*-4lgebra dos operadores lineares continuos
em L?(S'). Vamos considerar duas C*-sub-dlgebras, A; e As, que serdo
definidas a seguir.

Sejam a € C(S') e u € L?(S'). Como S!' é compacto, toda funcdo
continua nele definida é limitada. Assim,

l|au||3 = % /_7T a(0)a(6)|*de
<supfla@)P s 0 € &) [ a(o)Pas

—T

= [lal 3 lull3 < oo
Portanto au € L?(S1).

3.1. Definigao. Seja a € C(S!). Definimos entdo o seguinte operador:

M, : L*(SY) — L%*(Sh)

u — Mg(u),
onde M, (u)(x) := a(x)u(x), para todo z € S.

3.2. Observacio. E claro que nesta definicao estamos escrevendo u por [u] e
M, (u) por [au] e, embora daqui para frente esta simplificagao seja adotada,
¢é necessario notar antes que esta funcao estd bem definida pois se 4 = v em

quase todo ponto, entao é claro que au = av em quase todo ponto.
3.3. Notagao. A; :={M,:a c C(S")}

3.4. Definicao.
M:O(SYH — A

a — M,.
3.5. Proposicao. A; é uma C*-subdlgebra de B(L?(S')).

Demonstragao. E claro que Id = My € A; e que A; é uma sub-dlgebra da
4lgebra dos operadores lineares em L?(S!), com as operacoes nela definidas.
Para ver que A; C B(L?(S')) - ou seja, que M, é limitado, se a € C(S?) -

basta observar que ||M,|| < ||a||so-
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De fato, como ||M,|| = sup{||Ma(u)||2 : u € L*(S') e [|u|]2 < 1}, toman-

do [|ull]2 < 1, temos que:

</S1 au|2d,u> 1/2 < (maz{|a(z)]? : z € S1})1/? (/Sl |U|2d,u> 1/2

= [alloo[[ull2 < lalloc

Ou seja, ||M,|| < ||a||s- Portanto, A; é uma sub-dlgebra de B(L?(S')).
Precisamos verificar que a involucao é fechada para elementos de Aj:
De fato, seja a € C(S'). Entdo, para todos u,v € L?(S!):

< Mj(u),v > =<u, My(v) >= / u(av)dp
S1

= /51 (au)(v)dp =< Mz(u),v > .

Logo, M} = Mz € Ay, pois @ € C(S1).

Finalmente, resta ver que A; é fechada. Para tanto, basta observar que,
da continuidade de a, existe zg € S tal que |a(z0)| = ||a||ls, € que para
todo € > 0 existe V vizinhanca de zp em S' tal que, se z € V, entdo

la(z)| > ||a]|oo — €. Tome ¢ := ﬁXV' Assim, ||¢||a =1, supp(¢p) C V e

1Ma(9)lI3 = /Sl lal*|éPdu > (llallee — €)?l0115.

Como ¢ é arbitrério, ||M,|| > ||al|cc-
Logo, a aplicacdo M é uma isometria, pois ja vimos que ||M,|| < ||al|oo-

Como (C(S1),]|.]|sc) é completo, segue a tese. O
3.6. Corolario. M ¢ wma isometria.

3.7. Definigao. Seja Z o conjunto dos numeros inteiros. Tomando dois
pontos fora de Z, que denotaremos por: —oo e +00, declaramos X := Z U
{—00,+00}. Em X definimos uma topologia através de vizinhangas bésicas
de seus pontos: Se p € Z C X, entdo todo subconjunto de X ao qual
p pertenca é uma vizinhanca de p. Se p = —oo, entdo todo subconjunto
de X ao qual p pertenca e que contenha um segmento inicial de Z é uma
vizinhanca de p. Se p = 400, entao é sé trocar inicial por final na frase

acima.

3.8. Observacdo. Com esta topologia, é facil verificar que X é um espaco

topoldgico compacto que contém Z com a topologia discreta como subespaco
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denso. Além disso, também ¢ imediato ver que C(X) é isomorfo a:

{beC(Z):existem lim b(j) e lim b(j)}.

j—+oo j——00
3.9. Definicao. Seja b = (by,)nez € C(X). Definimos o seguinte operador:
My :1%(Z) — 1*(Z)
u —  My(u),
onde u = (up)nez € Mp(u) := (bptn)nez-
Note que M, agora denota um operador de I2(Z) em si mesmo (e nao de

L%(SY) em si mesmo). O uso em contexto deve deixar claro de que operador

estamos falando.

3.10. Definicao. Seja b € C(X). Definimos o seguinte operador:
Dy : L*(SY) — L2(SY)
v — Dy(v),
onde Dy(v) := (F~o Mo F)(v).
3.11. Observagao. E necessario tomar o cuidado de apontar a simplificacao

da notacao acima. De fato, onde se escreve v, entenda-se [v], e Dy(v) deve
ser entendido por [(F~1M,F)([v])].

3.12. Notagao. Ay :={Dy :be C(X)}

3.13. Definigao.
D:C(X) — A
b —— Dy

3.14. Proposicao. Ay é uma C*-subdlgebra.

Demonstragdo. A idéia é andloga a da demonstracao de que A; é C*-algebra,
observando-se a diferenca que, como a transformacao de Fourier é um ope-
rador unitério, ||Dp|| = || M|, e, além disso, ||Mp|| = ||b]|co- Isto porque,

por um lado, se ¢ € [?(Z), entdo:
1My ()15 = 11(bjes)jezll3 < bl lel13;

logo, || Mp|| < [|b]|oo-
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Por outro lado, se existe n € Z tal que: |b,| = ||b||co, entao ||Mpy(en)||2 =
|br| = ||b]|oc (com e, := (0jn)jez) € assim ||[Mp|| > ||b]|oo. Se ndo existe tal

n € Z, entao podemos assumir, sem perda de generalidade, que:
dim b(j) = [|b]|oo-
oo

Neste caso, dado ¢ > 0, existe m € Z tal que se k > m, entdo: |bg| >
[1b]]oc — €. Assim, |[|[My(er)|l2 = |bk| > ||bllc — €. Logo, para todo ¢ >
0, [|Mp]] > ||bllec — €. Assim, [|Mp|| = ||b||co, como queriamos. Segue o
resultado. O

3.15. Corolario. D ¢ uma isometria.

3.16. Definicao. Seja T uma transformacao linear entre espagos de Banach
X e Y. Dizemos que T é uma transformacgao compacta se, e sé se, para todo

A C X limitado, T'(A) é compacto em ).
3.17. Notagao. K := {T € B(L?*(S')) : T é um operador compacto}.

3.18. Definicao. Sejam A e B operadores em um espago vetorial X. Defin-

imos o comutador de A e B como AB — BA e o denotamos por [A, B].
3.19. Definigao. Denotaremos por A a algebra gerada por A; e As.

Nossos objetivos serao:

(1) Mostrar que se A, B € A, entao [A, B] € K;

(2) Mostrar que K C A;

(3) Mostrar que A/K é uma C*-dlgebra comutativa;

(4) Dar uma descrigao concreta do espago de Gelfand de A/K e mostrar
que ele é homeomorfo a uma reunido disjunta de duas cépias de S*.
Vamos definir e usar a funcao simbolo de um operador em A;

(5) Dar uma férmula para o célculo do indice de um operador de Fred-

holm de A, a partir do conhecimento da funcao simbolo do operador;
(6) Demonstrar um critério para decidir se um operador em M, (.A) é de
Fredholm. Para tanto vamos definir e usar a funcao simbolo de um
operador em M, (A);

(7) Generalizar a férmula do indice de um operador de Fredholm para
M, (A); e

(8) Mostrar uma aplicacdo para operadores diferenciais.
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4. Os COMUTADORES DE A SA0O COMPACTOS

Vamos mostrar que [A4, B] é compacto, sempre que A, B € A. Por uma
questao de fluéncia, alguns resultados utilizados serao provados separada-
mente no apéndice.

Vamos supor inicialmente que A = M, e que B = D,,, com e; = (8;5)jez
e 1 € Z. Neste caso temos que:

[A,B] = AB — BA
= M,D., — D., M,
= M, F M., F — F'M. FM,
tem posto finito, ja que a imagem de M., estd contida em Ce; e os operadores
de posto finito formam um ideal bilateral em B(L?(S')), por 6.3. Logo, como
todo operador de posto finito é compacto, M,D., — D., M, é compacto.

Agora, suponhamos que A = M, e que B = Dy, com b(—o00) = b(+00) =0

e vejamos que o resultado vale.

De fato, se considerarmos inicialmente para cada k € Z a funcao:

kX — C

n s bk

b () bn, se|n| <k
" 0, se|n|>k,

onde

teremos que Dyr = Zf:_ i biDe, e portanto tem posto finito. Mas entao:
1Dy — Dyel| = |~ (Mpy — My ) F|
< |IFHI1[ My — My |11 F|

= || My — My|
= sup b, — b 7% 0
n>k

O que quer dizer que Dy, é limite de operadores de posto finito e portanto é
compacto, por 6.4.
Agora, como:

k—o00

[|MoDy — DpMo — (Mo Dy — Dy Ma)|| < 2| Mo ||| Dy — Dyr|| —— 0

temos que [M,, Dp] é compacto, pois é limite de operadores compactos.
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4.1. Notagao. Agora, precisaremos definir a seguinte funcgao:

sgn:7 — C
-1, sem<0
m +——  sgn(m):= 0, sem=0

1, sem>0

Para ver que [M,, D] é compacto com a € C(S') e b € C(X) vamos usar

o Teorema de Stone-Weierstrass e o seguinte importante lema.
4.2. Lema. Se a € C°°(S'), entdo [My, Dsgn] é compacto.
Demonstragdo. Veja apéncice A. O

Seja agora b € C'(X). Vamos mostrar que existem A, B € C e by € Cy(X),
visto como subespago de C'(Z), tais que b = Asgn + B1 + bg.
De fato, basta que A e B satisfacam A + B = b(+00) e B — A = b(—00).

w e B = w e verificar que

Ou seja, é s6 tomar A =
bo(+00) = by(—o0) = 0.

Entéo, se a € C*(S1) e b € C(X):
[Maa Db] = [Ma, DAsgn+Bl+bo] = A[Ma, Dsgn} + B[Maa Dl} + [Maa Dbo]

onde a primeira parcela é um operador compacto, pelo lema; a segunda é 0,
pois Dy, = Id e portanto comuta com qualquer elemento; e a terceira ¢ um
operador compacto pelos casos anteriores. Logo, neste caso, [Mg, Dp] é um
operador compacto.

Entdo, pelo Teorema de Stone-Weierstrass, se a € C(S!) existe uma
seqiiéncia de fungoes (f,)nen em C°°(S1) que converge uniformemente para
a. Tomando b € C(X), segue que:

[[My,,, Dy] — [Ma, Dy]|| < 2||Dsl[|| My, — Mal|
= 2|[b[[[| fn — al] == 0
Como cada [My, , Dy é compacto, segue que [Mg, Dp] também o é, pois K é
fechado. Logo, o resultado vale para (a,b) € C(S') x C(X).

Provemos agora que [A, B] é compacto, se A, B € Ay, a élgebra finita-
mente gerada por A; e As.

Para tanto, basta ver que [[[;, 4iB;, H;”:l C;Dj] é compacto para quais-
quer A;,C; € Ay e B;, D;j € Ay, pois o comutador é bilinear e todo elemento

de A; ¢ uma combinacao linear destes produtos.
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4.3. Proposigao. [[[[L; A;B;,[[jL, C;D;] € um operador compacto para
quaisquer A;,Cj € Ay e B, Dj € As.

Demonstragdo. Vamos mostrar este fato por inducao em m + n.

Sem+n=0,entaom=n=0¢e
[[[4:B: [[ ¢iD)) = [1d,1d) =0,
i=1 j=1

que é compacto.

Suponhamos agora que o resultado vale para m + n e vejamos que vale
para m + n + 1. De fato, se kK +1 = n + m + 1, entao, pela observacao
algébrica de que:

[AB,C] = ABC — CAB
= ABC - ACB+ ACB - CAB
= A[B,C| + [A,C]B,

segue que:

k l k l l k
[T 4B, ][ CiD)] = AuBi[] [ AiBi, [[ CiDj1+ A1 By, [ [ €051 [ ] Ai B
i=1 j=1 =2 j=1 7=1 1=2

Mas para os dois comutadores que aparecem no membro direito vale a
hipétese de inducao e portanto, como os operadores compactos formam um
ideal bilateral em B(L?(S')) (vide se¢do 6), segue a tese. O

Entdo ji sabemos que [A, B] é compacto, se A, B € Ay. Mas, se A €
Af e B € A, existe uma seqiiéncia de elementos de Ay, (By)nen, tal que
1B — Byl 2= 0.

Logo,

I[A, B] = [A, Bi]|| = [|A(B = By) — (B — Bn) Al
< 2||A|l[[(B = By)|| == 0.
Assim, [A, B] é limite de operadores compactos e portanto é compacto.

Por um raciocinio andlogo, temos que [A, B] é compacto, se A, B € A,

como queriamos demostrar.
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5. Os OPERADORES COMPACTOS ESTAO EM A

Seja K o conjunto dos operadores compactos em B(L?(S')). O objetivo
desta secao é mostrar que X C A. A idéia é utilizar o teorema enunciado

abaixo, cuja demonstracdo se encontra em [5], na pagina 126:

5.1. Teorema. Sejam H um espaco de Hilbert, B uma C*-dlgebra irredutivel

contida em B(H) e K o conjunto dos operadores compactos em B(H). Se
BN K # {0}, entao K C B.

Vamos, portanto, mostrar que a nossa C*-sub-dlgebra A é irredutivel.
Para isso, é claro, precisamos primeiro entender o que é uma C*-sub-dlgebra

ser irredutivel.

5.2. Definigao. Seja T' um operador em um espago de Hilbert ‘H e F um
subespaco fechado de H. Dizemos que F é redutivel por T se, e s6 se,
T(F)C FeT(F+) cFt

5.3. Definigao. Seja & um subconjunto de B(H). Dizemos que S é irre-
dutivel se, e s6 se, nao existe um subespaco fechado préprio de ‘H que seja

redutivel para todo T € S.

Com isto em vista, nosso trabalho daqui para frente serd mostrar que A
¢é irredutivel. O seguinte lema nos fornece uma maneira para verificarmos

este fato.

5.4. Lema. Se H € um espacgo de Hilbert e S C B(H) € tal que para todo
x € H nao nulo Sx ={Tx :T € S} € denso em H, entdo S € irredutivel.

Demonstracao. Se S fosse redutivel, entao H seria a soma direta de dois
subespacos ortogonais, fechados e nao vazios Hy e Ho, ambos T-invariantes,
para toda T' € S. Assim, se y € H é nao nulo, d(y, H1) = ||y|| > 0. Mas,
fixado z € H; nao nulo, temos que T'(z) € Hy, para toda T € S; ou seja,

Sx nao seria denso em H. O

O que faremos a seguir é mostrar que A satisfaz a hipétese do lema?.

Ou seja, mostraremos que para toda f € L?(S!) e toda ¢ € C>(S!) existe
3A demonstragdo apresentada aqui é uma adaptagado daquela feita para o lema V.I.I de

[4], que afirma que toda dlgebra de comparag@o sobre uma variedade de dimensiao maior

ou igual que 2 contém o ideal dos compactos.
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A€ Atal que Af = ¢, o que é suficiente, ja que C°°(S') é denso em L2(S%),
pela proposicao 2.14 acima.
5.5. Definicao. Consideremos a seqiiéncia:

b:72 —C

j o b(y):= [ERGEER

e o respectivo operador em Ay, Dy : Z — C.

5.6. Proposicao. Seja g € C*(S1). Calcular Dy(g) é equivalente a encon-
trar v € C®°(S1) tal que: v — 472" = g.

Demonstracao. Pela proposicao 2.19,

v—dn =g e Ve (1 +47%5%)0; = g;

. . 3
SVjel vj=—"5--=v=Dy9).
JEeL:v; (1t 47279 v b(9)
Portanto v(g) = Dy(g), para toda g € C(S1). O

Agora, vamos passar a obter informactes de Dj resolvendo diretamente
a equacao diferencial acima. Para isto, vamos resolver o seguinte problema

de valor de contorno, cuja resolucao detalhada se encontra no apéndice C:

onde g € C®([—m,n]) e g(—m) = g(mw). Das contas feitas no apéndice,
obtemos que:

v(z) = V(g)(2) :== . H(z,w)g(w)dw,

onde o nicleo H € L?(S! x S') é um nicleo positivo. Mas a regra de
associacdo acima também faz sentido para elementos em L?(S'), e ndo ape-
nas em C*°(S1). Podemos entdo ver V' como um operador de L2(S!). J4
sabemos que Dy e V coincidem e C*(S'), que é denso em L?(S'). Além
disso, como Dy e V sdo continuos em L?(S') (o primeiro é continuo, pela
demonstragao da proposigao 3.14, e o segundo é continuo pelo lema A.9),

entao segue que V = Dy. Disso temos o seguinte:

5.7. Corolario. Dy € um operador integral com nicleo continuo positivo.
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5.8. Proposicao. Im(Dy) C C(S1).

Demonstracdo. Seja z, —— z uma seqiiéncia convergente em S'. Como
H ¢é continua, definindo H, € L?(S') pela regra de associacio H,(w) :=

H(zp,w), temos que:
sup{|H (z,,w)| :n € New € S*} <sup{|H(z,w)|: S* x S'} = M < o0
Ou seja, para todo w € S':
|H(z,w) — Hp(w)| < 2M.

Seja g € L?(S1). Entdo |[{H (z,w) — H(z,,w)}g(w)| é limitada por 2M|g],

que é integravel, pois L? C L', j4 que S' tem medida finita. Assim,

[Dy(9)(2) = Do(9)(zn)| < | [(H(z,w) = H(zp, w))g(w)|dw

St |
pela desigualdade de Holder. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Domi-

nada, segue que:

n—oo

1Dy(9)(2) = Dy(9)(2n)| —— 0
Logo, V(g) € C(S'), como querfamos demonstrar. O

Portanto, ji sabemos que a imagem de D, € B(L?(S')) est4 contida em
C(S1). Isto faz com que agora sejamos capazes de mostrar que para toda
f € L?(SY) etoda ¢ € C°(S!) existe A € A tal que Af = ¢. O que faremos

é construir uma tal A € A que faga este servigo.

5.9. Notagao. Denotaremos a parte real de um nimero complexo z por
Re(z).

5.10. Proposicao. Se f € L?(S') € ndo nula p-q.s., entdo Af é denso em
L2(SY).

Demonstragdo. Vejamos que para toda f € L?(S') ndo nula u-q.s. e toda
¢ € C(S!) existe A € A tal que Af = ¢.

Como ker M, = {0}, entdo M, é injetora, e como D, = F"IM,F e¢ F é
isomorfismo, segue que Dy é injetora. Portanto, fixada f € L?(S') nao nula
p-q.8., temos que Dy(f) # 0. Logo, existe zg € ST tal que Dy(f)(20) # 0.

Se Dy(f)(20) = pe'?, é s6 tomar D := e~ Dy, e teremos entao que:

D(f)(z0) = e Dy(f)(z0) = e “pei® = p > 0.
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Entdo, pela proposicio 5.8 acima, existe U vizinhanca de zy em S tal
que Re(D(f))(w) > 0, para todo w € U.

Seja g € C*°(S1) tal que g(z0) = 1, g > 0 e supp(g) C U. Definindo
h := gD(f), temos que Re(h) > 0 em S* e Re(h)(29) > 0. Assim, temos
que Dy(h)(z) # 0 para todo z € S, pois:

Re(Dy(h)(2)) = ' H(z,w)Re(h)(w)dw > 0,

—T
para todo z € S1. Isto porque este integrando é uma funcdo nio negativa,
que é estritamente positiva no aberto U que tem medida positiva.
Tomando [ := Dy(h), vemos que esta é uma fungao continua que nao se

anula em S' (j4 que a sua parte real é sempre positiva), logo inversivel.

Assim,
—¢l—¢Dh—¢D D = (My; DyM,—i0,D ;
¢—7_7 b()_T b(g (f))_( ¢/ b Me—ib g b)(f)?
ou seja, tomando A := My, DyM,-is, Dy, segue que A € Ae Af = ¢. Como
por 2.14 C*°(S') é denso em L%(S%), segue o resultado. O

Logo, A é irredutivel em B(L?(S')), como querfamos demonstrar.
Além disso, AN K # {0}, pois D,, € ANK. Logo, pelo teorema 5.1,
provamos que K C A.
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6. A/K £ UMA C*-ALGEBRA COMUTATIVA

Seja K o conjunto dos operadores compactos em B(L?(S')). Como vimos,
K C A. O objetivo desta se¢ao é mostrar que A/K é também uma C*-
algebra comutativa. Para tanto, vamos utilizar o teorema enunciado abaixo,

cuja demonstracao se encontra em [5], na pagina 124:

6.1. Teorema. Se U € uma C*-dlgebra e T € um ideal bilateral fechado em
U, entao I é auto-adjunto e a dlgebra quociente U /T é uma C*-dlgebra com

respeito 4 involucao induzida pela projecao canonica.

Assim, precisamos verificar que K é um ideal bilateral fechado de A.
Para ver que I é um ideal a esquerda, vamos usar a seguinte caracteriza-

¢ao de transformacoes lineares compactas entre espagos normados.

6.2. Lema. Sejam X e Y espacos de Banach e T € B(X,Y). Entio T é
compacto se, e so se, para toda seqiéncia limitada (xy)nen em X, (TTp)nen

possut subseqiiéncia convergente em Y .

Demonstragio. Se T é compacto e (x,)ney ¢ limitada, entdo (T, )pen é
compacto, por defini¢ao. Logo, (Tx,)nen possui subseqiliéncia convergente.

Reciprocamente, se toda seqiiéncia limitada (z,)nen possui subseqiiéncia
(n,,)ken tal que (T'wy, )ren converge em ), entdao tomando B C X limi-
tado e qualquer seqiiéncia (yn)nen em T'(B), temos que para cada n € N
existe x, € B tal que y, = Tx,. Assim, por hipétese, (T'zy),ecn possui
subseqiiéncia convergente. Como (Yn)nen = (T )neN € (Yn)nen foi tomada

arbitrariamente, segue que T'(B) é compacto. O
6.3. Proposicao. K € um ideal bilateral em B(X).

Demonstragdo. K é um ideal & direita, pois se K € K e L € B(X), é trivial
que K o L é compacto, ja que se A C X é limitado, entdo L(A) é ainda
limitado e, como K é compacto, K(L(A)) é compacto.

Por outro lado, se (zy,)nen é um seqiiéncia limitada em X, entao, pelo lema
acima, (Kzp)nen possul uma subseqiiéncia convergente (Kxp,)eny. Mas L
¢é continua e assim leva seqiiéncia convergente em seqiiéncia convergente; ou
seja, L(Kxy,) é convergente. Novamente pela caracterizacao do lema acima,

segue que L o K também é compacto. Logo, segue tese. (|
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Finalmente, temos o seguinte resultado:

6.4. Teorema. Sejam X e Y espacos de Banach, entdo K € fechado em
B(X,Y).

Demonstragdo. Seja K € K. Queremos ver que K € K. Como B(X,Y)
¢ métrico (pois é normado), existe uma seqiiéncia (K, )neny em K tal que
||K — K,|| — 0, quando n — .

Seja (zp)neny uma seqiiéncia limitada em X. Como Kj é um operador
compacto, existe Fy C N infinito tal que (Ki(xy))ner, é convergente.

Como (zp)nen € limitada, entdao (z,,)ner, também o é. Como Ks é com-
pacto, existe Ep C Ej infinito tal que (Ka2(zp))ner, € convergente, etc.
Desta forma, construimos uma seqiiéncia encaixante de subconjuntos infini-
tosde N: By D Ey D ... D B D ... A partir dela definimos z,, como sendo o
n-ésimo elemento de (z;)1eg, . Segue entao que (2p)nen estd eventualmente
em FE,,, para todo m € N. Logo, para todo m € N, (K;,(2))neny é um
seqiiéncia convergente e portanto de Cauchy.

Assim, tomando £ > 0 arbitrério e M := sup{||z,|| : n € N} < oo, existe
no € N tal que ||K — K[| < e/(3M +1) e existe mg € N tal que m,n > mqg
implica ||Kp,(2m) — Kno(2n)|| < €/3. Portanto, se m,n > ng:

1K (zm) — K (z0)[| < [|K(2m) — Kng (2| + [ Kng (2m) — Kng (20)|[+

3
HEno (2n) = K (za)l] < [ = Knolll[zml] + 5 + [ Kno — Kl[[[(zn)]]

<7£+£+75<£+§+§—5
3M+1 3 3M+1 ~3 3 3
Como Y é completo, (Kz,)nen € convergente e portanto K € K, como

queriamos demonstrar. O

Segue que K é um ideal bilateral fechado de A e portanto A/ é também
uma C*-dlgebra. Além disso, como K contém os comutadores de A, segue

que A/K é uma C*-algebra comutativa, como querfamos demonstrar.

6.5. Observacdo. Nem todo elemento de A é compacto. Isto porque Id =
M; € A, mas Id nao é um operador compacto, pois (e, )nen € uma seqiiéncia
limitada que nao possui subseqiiéncia convergente. Em particular, A/ nao

¢é trivial.
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7. M/ & HOMEOMORFO A UNIAO DISJUNTA DE DuAs C6P1as DE S'

Agora que ja sabemos que A/K é uma C*-dlgebra comutativa, vamos
passar a tarefa de definir e descrever concretamente o seu espaco de Gelfand,
M /i, mostrando que este € isomorfo a uma reuniao disjunta de duas cépias
de St.

7.1. Definigao. Sejam A e B duas édlgebras de Banach. Um homomorfismo

¢ : A — B é uma funcao linear que satisfaz:

Va,b € A, ¢p(ab) = ¢(a)p(b).

7.2. Notagao. Seja B um &lgebra de Banach. Denotaremos por Mg o con-

junto dos homomorfismos nao nulos de B em C.

7.3. Notacao. Denotaremos por B* o conjunto dos funcionais lineares con-
tinuos de B em C, munido da topologia fraca-* (topologia da convergéncia
pontual). E denotaremos por By := {f € B* : || f|| < 1}, o qual é compacto,

pelo Teorema de Banach-Alaoglu.

7.4. Proposigao. Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Entao Mp

¢ um subespaco fechado de B}, munido da topologia fraca-*.

Demonstragao. Todo elemento de Mp é um funcional linear. E necessario
ver que os elementos de Mp sao limitados com norma menor ou igual a 1, e
que este subespaco é fechado.

De fato, sejam w € Mp e x € B. Como, para todo z € B, w(z) € o(z) (o
espectro de z), pois w(r —w(x)) = 0 que ndo é inversivel. Além disso, como®
r(x) < |lz||, segue que ||w(x)|| < ||z||, para todo z € B. Logo, ||w|| < 1.

Além disso, Mp é fechado em B, ja que se (wq)aca ¢ uma rede em Mp
que converge para w € B7, entao, usando que a multiplicacao de nimeros

complexos é continua e que o limite do produto é o produto dos limites,

4Para uma demosntragao deste resultado veja [14]
5A demonstragio deste resultado pode ser encontrada em [14], pdgina 235. Sendo
r(z) := sup{|\| : (\1g — z) néo é inversivel} o raio espectral de x.

6Para uma rapida introdugdo ao uso de redes, veja o apéndice D.
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temos que:
w(zy) = limwa(zy) = lim(we (2)wa(y)) = lim -(wa (), wa(y))
= -(lim wa (), lim wa (y)) = -(w(z), w(y))
= w(z)w(y);
ou seja, w € Mp. Segue que Mp é fechado em B7 e portanto compacto. [

Em vista deste resultado, podemos formular a seguinte:

7.5. Definicao. Dada uma &lgebra de Banach com unidade B, o espaco de

Gelfand de B é o conjunto Mg munido da topologia fraca-*, induzida de B*.

7.6. Observacgao. A topologia fraca-* é a topologia da convergéncia pontual

em Mpg e as suas vizinhancas basicas sao da forma:

Be(waTl; 7'7:71) = {g € MB :Vn € {17 "‘7n}7 ’fO(xz) - g(xz)| < E}'

Assim, é facil ver que a topologia fraca-* é Hausdorff.
Um resultado importante que vamos usar é o seguinte:

7.7. Teorema (Gelfand). Sejam B uma C*-dlgebra comutativa com unidade
e Mp o seu espago de Gelfand. Entdo:
A:B — C(Mp)
x — A(z):=aval,: Mp — C
[ — avaly(f) := f(=z).

€ um isomorfismo de C*-dlgebras.

Ou seja, dada uma C*-algebra B comutativa com unidade, temos que B é
isomorfa a C'(Mpg). Além disso, temos o resultado 7.12, que é uma espécie de
resultado dual do Teorema de Gelfand, mas antes de demonstra-lo, vamos

precisar dos seguintes lemas e da:

7.8. Definicao. Seja M um ideal de uma algebra A. Dizemos que M é um

ideal mazximal de A se, e sé se, M é um ideal préprio e, para todo ideal I:
McICA=1I=Moul=A.
7.9. Lema. Sejam £ um espago topoldgico compacto Hausdorff, Y C Q e

I(Y):={feC):Vy eV, f(y) =0}. Entao os ideais mazimais de C(2)

sao os conjuntos da forma Z({w}), com w € ).
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Demonstragao. Verificar que os conjuntos da forma Z(Y') sao ideais é trivial.
Vejamos que os ideais maximais de C'(2) s@o todos da forma Z({w}).

Seja I um ideal de C'(£2) e consideremos o conjunto N(I) := (\;¢; Z(f),
onde Z(f) :={z € Q: f(x) = 0}. Vejamos que: N(I) =0 =1=C(Q).

De fato, se N(I) = (), entéo, para cada w € {2, existe f,, € I tal que
fuw(w) # 0. Como cada f,, é continua, existe V,, vizinhanga de w na qual elas
ndo se anulam. Além disso, como I é um ideal, f, € I = fufuw = |fu]® €
I, e assim podemos tomar as funcdes f, = |f,|?. Como Q é compacto,
existe uma sub-colegao finita {Vi,}7; C {Vi}weaq tal que: U;_; Vi, = Q.
Assim, temos que: > 1" | fu, > 0 é um elemento inversivel pertencente a I,
e portanto: I = C(2), como queriamos.

Decorre disso que, para todo = € Q, Z({z}) é sempre um ideal maximal,
pois se Z({z}) € L, entdo é claro que N(L) = 0 (j4 que, pelo Lema de
Urysohn, para todo y # x, existe h € Z({x}) tal que h(y) = 1). Isto d&
conta de uma parte da caracterizagao.

Por outro lado, se z,y € N(I) e x # y, entao I C Z(z) C C(Q); ou
seja, I ndo é maximal. Logo, se I é maximal, entdao N(I) é unitdrio. Como
fel= f(r) =0, entdo I C Z({z}). Como Z({z}) é préprio (pois é

maximal), segue que: I =Z({z}), como queriamos demonstrar. O

7.10. Lema. Sejam B uma C*-dlgebra com unidade e Mp o seu espago de
Gelfand. J é um ideal mazimal de B se, e so se, existe h € Mp tal que
J = ker(h).

Demonstragao. Seja h € Mp e suponhamos que exista um ideal L tal que:
ker(h) C L. Mas o nicleo de um funcional nao nulo tem sempre codimensao
1 e assim a classe de qualquer elemento zo, € L \ ker(h) gera B/ker(h).
Disso decorre que se {7;}ic; ¢ uma base de ker(h), entao {z;};cru{oc) ¢ uma
base de B que estd contida em L. Logo, B/L = {[0]}; ou seja, B = L.
Portanto, ker(h) é maximal.

Reciprocamente, se M é um ideal maximal de B, entdo M é fechado”, e
assim B/M é uma algebra de Banach. Seja x € B\ M e consideremos o

ideal:

J={axr+y:acBeyc M}

"J4 que M C M C B, {inversiveis de B} ¢ aberto em B e M C B\ {inversiveis de B}.
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Temos que M C J, pois para todo m € M, m = 0x + m; e M # J, pois
r=x140 € J, o que quer dizer que J = B por causa da maximalidade
de M. Assim, existem a € B e y € M tais que: ax + y = 1. Portanto, em
B/M,
[1] = oz + y] = [a][z] + [y] = [a][2].

Logo, todo elemento nao nulo em B/M é inversivel e assim, pelo Teorema
de Gelfand-Mazur®, B/M é isomorfa a C.

Seja j este isomorfismo. Entao definindo h := jo[], obtemos um elemento

de Mp cujo nicleo é M. Segue a tese. (]

7.11. Corolario. Eziste uma bije¢ao entre os conjuntos: {Z({w}) : w € Q}
e {ker(h) : h € M¢(q)}-

Demonstracao. Pelos lemas anteriores, ambos tém uma bijecao com o con-
junto: {I C C(Q) : I é ideal maximal}. O

7.12. Proposigao. Se () é um espaco compacto Hausdorff, entao €2 é ho-

meomorfo a Mc(q)-

Demonstragao. Considere a aplicagao:

aval : @ — Mg q)
w +— aval,: C(Q) — C
f— avaly(f) = f(x).
Precisamos mostrar que esta fungao é um homeomorfismo.

De fato, se w, — w é uma rede convergente em (2, entao, para todo

fed):

avaly, (f) = f(wa) — f(w) = avaly,(f);
isto é, aval,, converge ponto-a-ponto para aval,, que é a convergéncia da
topologia fraca-* no espaco de Gelfand. Logo, aval é continua.

Além disso, como §2 é um espaco compacto Hausdorff, {2 é normal, e, pelo
Lema de Urysohn, dados w,v € Q com w # v, existe f € C(£2) tal que:
flw)=1¢e f(v) =0. Logo, se w # v, aval,, # aval,; isto é, aval é injetora.

S6 disto ja decorre que aval é um homeomorfismo sobre a sua imagem,

pois {2 é compacto e, pela observagao 7.6, M¢(q) ¢ Hausdorff.

8Teorema 10.14 de [14] que afirma que: toda &lgebra de Banach cujos elementos nao

nulos sdo inversiveis é isometricamante isomorfa a C.
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Finalmente, decorre do corolario acima que para todo w € {2 existe um,
e apenas um, homomorfismo h € M¢q) tal que: ker(h) = Z({w}). Como
aval,, faz este servigo, temos que h = aval,. Logo, aval é sobrejetora, e

segue a tese. O

Agora, lembrando que M e D estao definidas na pagina 14, e assumindo
que IT é a aplicagao quociente médulo compactos, considere as seguintes
funcgoes:

i1 : C(SY) — A/K
a — i1(a):= (T oM)(a)

b +—— ig(b) := (ILo D)(b)

Zl:MA/K — MC(Sl)

w — y(w):=woig =wolloM

ZQ:MA/IC — MC’(X)

w +— 1p(w):=woig=wolloD

1=1 X19: MA/IC — MC(Sl) X MC(X)

w — (w) = (n(w),1(w)) = (woiy,wois).

Como Mg g1y = Sle Mec(x) = X, para cada w € M 4/ existem z € St

e j € X tais que (w o iy, woip) = (aval,,avalj). Agora, mostrar que:

7.13. Proposicao. ¢ € wm homeomorfismo sobre a sua imagem.’

Demonstragio. Como M 4/ é compacto e Mg(s1) X Mo(x) ¢ Hausdorft,
basta ver que 1 é continua e injetora, pois dai decorrerd que @ é fechada e
bijetora sobre a sua imagem. Vejamos:

Seja w, — w uma rede convergente em M 4 /; isto ¢, pela defini¢ao da
topologia fraca-x, para todo z € A/K, wa(z) — w(x) em C. Em parti-
cular, como para todo a € C(S"), i1(a) € Mk, temos que wq(i1(a)) —

9A idéia desta demonstragao é a mesma daquela do Lema de Herman, do qual este

resultado é um caso particular. Para a demosntragdo do Lema de Herman, veja [3],

pagina 137.
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w(i1(a)), e analogamente wq(i2(a)) — w(iz(a)). Isto é, 1(wy) — 2(w),
pois uma rede num produto cartesiano é convergente se, e s6 se, as suas
coordenadas o s@ao. Como uma fungéo é continua se, e s6 se, leva rede
convergente em rede convergente, segue que 2 é continua.

Além disso, se 1(w) = 1(v), entdo woi; = wo i e woiy = w oig. Logo,
para todo a € C(S!) e para todo b € C(X), temos que w(i1(a)) = w(i1(a))
e w(iz(b)) = w(iz(b)). Portanto, w e v coincidem na &dlgebra gerada pelas
imagens de i e i9, que é densa em A/K. Como w e v sao fungdes continuas,
segue que w = v.

Logo, © é um homeomorfismo sobre a sua imagem, como queriamos de-

monstrar. O

7.14. Definigao. Vamos agora definir a seguinte aplicagao:

L:C(Im(r) — C(Myx)
fo— L(f):=for

7.15. Observagao. Como 2 é um homeomorfismo sobre a sua imagem, fica

claro que L é um *-isomorfismo cuja inversa é

L7V C(My) — C(Im(v))
g — L7 1(g):=gos L

7.16. Definicao. A seguinte composicao de funcdes o := L~ ToAoll ilustrada

pelo diagrama abaixo

Ak A (M) B o)
v

sera chamada funcao simbolo.

Como L™, A e II sdo *-homomorfismos, ¢ também o é. Além disso, com
L~', A sdo isomorfismos, o(A4) = 0 se, e s6 se, [I(A) = 0, ou seja, se, e s6

se, A é compacto. Isto é, Ker(c) =K.

7.17. Lema. Sejam a € C(S'), b€ C(X), z € S! e j € X. Entdo

o(M,)(aval;, avaly)
o(Dy)(aval, aval;)

a(z); e
b(j).
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Demonstracdo. Pela definicio do sfmbolo, temos que o(M,) = (L' o Ao
) (M,), para todo a € C(S'). Entdo, (Lo o)(M,) = (AoIl)(M,). Assim,

se w € My € tal que 2(w) = (aval,,aval;), por um lado,
(Lo 0)(Ma))(w) = (6(Ma) 0 2)(w)
= o(M,)((w))
= o(M,)(aval;, aval;);
por outro lado,
(Ao IN)(Ma))(w) = ((A([Ma]))(w) = avaljyg,)(w) = w([Ma])
= (wolloM)(a) = w(ii(a))
= u(w)(a) = aval,(a)
= a(z2).

Logo, segue que o(M,)(aval;, aval;) = a(z), como querfamos demonstrar.

A outra igualdade é completamente analoga. O

O Espago de Gelfand M y4/x. Daqui para frente, passaremos a car-
acterizar a imagem de :. Levando-se em consideracdo o homeomorfismo
St x X = M sty X Mc(x), que a cada par (2, j) associa (aval,, aval;), va-
mos mostrar que I'm(2) = S' x {—oco, +oo}. Para este fim, vamos precisar

de trés lemas.
7.18. Lema. Im(2) C {aval, : 2 € St} x{aval o, aval; oo} = S1x{—00, +c}.

Demonstragdo. Suponhamos que nio. Entdo existiriam j € Z, z € St e w €
M 4k tais que 1(w) = (aval,, aval;). Mas entdo consideremos b := (d;;)icz €
C(X). E claro que D, é um operador compacto, portanto o(Dy) é a funcao
nula. Por outro lado, vimos, pelo lema, que o(Dy)(aval,, aval;) = b(j) = 1,

o que é uma contradicao. Logo, segue a tese. ([

7.19. Lema. Sejam v € S! e (aval,,aval;) € Im(1), entdo (aval,,,aval;) €
Im(a).

Demonstragdo. Primeiro definimos a fungao:
T,: L*(SY) — L*(SY
fo— T(f): S* — C
z — (T(f)(2) := f(v2).
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Agora, dado w € My tal que 1(w) = (aval,,aval;) € Im(1), vamos
definir w € M 4/ de forma que se [A] € A/K, entdo w([A]) := w([T,-1 AT,]).
Vamos verificar que @ estd bem definido, ou seja, que para cada v € S!

T,-1AT, € A. Primeiramente verificaremos que:

T,-+M,T, = M,

v—1

T,-1DyT, = Dy,

onde a,-1(z) := a(v™12), para todo z € S*. (E claro que a,-1 é continua.)
Para mostrar estas igualdades, primeiro observamos que T, ' = T, -1.

Agora, sejam f € L?(S') e z € S'. Entdo, a primeira igualdade segue de:
M,T,(f)(2) = a(2)f(vz) = a(vv™"2) f(vz) = ToMa,_, (f)(2).

Para a segunda igualdade, tomando v’ := (v7) ez € [°°(Z), notemos que
FT, = M, F. De fato, se escrevermos v = ¥ e fizermos uma mudanca de

variavel, com x + y =: w, entao:

e = ([ et )

—Tr

JEL

(o),
(oo

= My F(f)(2).

Entao, como FT, = M,; F, temos que:

jEZ.

T ,DyT, =T _,F 'M,FT, = (FT,) ' My(FT,)
= (M F) *MyM:F = F~*M,—s MyM,F
=F M, 5y F = F M, F

Agora, seja L € A. Entao existe uma seqiiéncia (L, )nen de elementos da

algebra finitamente gerada Ay que converge para L na norma de A. Como
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a operagao que a cada S € A associa T_,ST, é uma isometria (pois T, é

unitdrio) temos que:

lim T_,L, T, =T_, ( lim Ln> T, =T_,LT, € A.

n—oo (TL—>OO

Ou seja, vimos que w esta bem definido. Além disso, é claro que w é um
homomorfismo, logo w € M 4/x. Resta ver que 2(w) = (aval,-1,,aval;).

De fato, 1(w) = (woiy,woig), e como aval, = wollo M, segue que, para
todo a € C(S'):

woiy(a) =wolloM(a) = w([Ma])
= w([T,-1 Mo To]) = w([Ma,_,])
— woTloM(ayr) = aval. (@, 1)
a1 (2) = a(v12)
— aval, 1, (a).
Por outro lado, como aval; = w o I o D, segue que, para todo b € C(X):
Bois(b) = o IoD(b) = H([Dy))
= w([T,-1 DpT,]) = w([Dy])
— woTloD(b) = aval,(b)
=b(j)
— awal, (b).

1

Tomando v~ no lugar de v na construcao de w, temos que: (W) =

(aval,., aval;); ou seja, (aval,,,aval;) € Im(), como querfamos demonstrar.
O

7.20. Lema. Se z € S! ¢ j € X sdo tais que (avaly,aval;) € Im(1), entdo
(avalz, aval_j;) € Im(e).
Demonstragdo. Consideremos a seguinte funcao:
B:1%(7) — 1%(7)
(Cn)nGZ I B((Cn)nEZ) = (Cfn)nEZ

E claro que B é um s-isomorfismo isométrico, com B~! = B. Portanto,
G := F~'BF também o é.
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Vejamos que se T' € A, entdo GTG € A e que, se (aval,,avalj) € Im(z),
com w € Myx, é tal que 1(w) = (aval,, aval;), entdo w, que a cada T' € A
associa 1w([A]) := w([GAG]), pertence a M 4/ e 1(w) = (avalz, aval ;).

Inicialmente, observamos que:

BF(f)=B </ﬂ eiﬁf(eiff)da;>

—T

= ([ )
_ < /7r i f(e—iw)(—udw)jez
_ (/_7; e—W(foc)(eiw)dw)jEZ

= FC(/f),

=/

onde ¢ : C — C é a fungao conjugado que a cada z € C associa c(z) := Z,
e C: L*(S') — L%(SY) é a funcdo que a cada f € L?(S') associa C(f) :=

f o c. Disso segue que:
GM,G(f) = GM,F~'BF(f)

= GM,F'FC(f) = F"'BFM,C(f)
= FT'FCM,C(f) = CM,C(f)
=CMqu(foc)=Cla-(foc))
=(aoc)-(fococ)=(aoc)-f
= Maoc(f);

ou seja, GM,G = My, € A.

Por outro lado, se d := (b_;);ez, entao:

GDyG(f) = F"'BFF'M,FF'BF(f) = F"'BM,BF(f)
= F'BMy((F(f)-j)jez) = F'B((b;F(f)-j)jez)
= F Y ((0_jF(f)j)jez) = F~'MaF(f)

= Da(f).
Logo, GDyG = Dy € A.
Como ||GSG|| = ||S]|, temos que a transformacao que a cada S € A

associa GSG ¢ continua e portanto, se (7, )nen ¢ uma seqiiéncia em Ay que
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converge para T € A, entao:

lim GT,G = G (nlggo Tn> G =GTG e A,

n—oo
0 que mostra que W estd bem definido em A.
Vamos agora avaliar 1(). Seja a € C(S'). Como 1(0) = (W o i1, o ig),

temos que:

woii(a) =wolloM(a) =w([M,])
= w([GM,G]) = w([Maoc])
=wolloM(aoc)=aval,(aoc)
=aoc(z) =a(z)
= avalz(a)
Por outro lado, se b € C(X), entao:
W oig(b) = woIloD(b) = w([Dy))
= w([GDyG]) = w([Dal)
= w oIl o D(d) = aval;(d)
= d(j) = b(=Jj)
= aval_;(b).
Ou seja, 1(w) = (avalz, aval_;), como querfamos demonstrar. O

Agora usaremos os trés lemas anteriores para provar o resultado desta

secao:
7.21. Teorema. M 4/ € homeomorfo a St x {—o0, +oc}.

Demonstragao. Dom(z) # 0, entdao Im(z) # 0. Pelo lema 7.18 sabemos
que, para algum z € St (aval,,aval ) ou (aval,,aval,,) pertence a I'm(z).
Podemos entao supor sem perda de generalidade que (aval,, avaly) € Im(2).
Pelo lema 7.19, temos que (aval,.,avals,) € Im(z), para todo v € Si.
Logo, {aval, : z € S'} x {avaloo} C Im(2).
Mas, pelo lema 7.20, temos que (avalz, aval o) € I'm(z), para todo z € S*.
Logo, pelo mesmo argumento, {aval, : z € S1} x {aval_} C Im(2).

Como ja haviamos estabelecido a inclusao oposta em 7.18, segue que:
Im(2) = {aval, : z € S1} x {aval_., avaly. } = S* x {—00, 400},

onde o homeomorfismo acima é aquele da proposicao 7.12. (|
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8. O INDICE DE FREDHOLM DE T € A A PARTIR DO SEU SiMBOLO

J& sabemos que o espago de Gelfand de A/K, M 4k, é isomorfo a uma
reunido disjunta de duas cépias de S*.

Nesta secao, vamos definir os operadores de Fredholm e o indice de tais
operadores. O objetivo é mostrar que um operador T' € A é de Fredholm se,
e s6 se, o simbolo de T possui inverso multiplicativo. Além disso, daremos
uma férmula para calcular o indice de um operador conhecendo-se o nidmero
de rotacdo de cada uma das restrigdes de o a S! x {—oc} e a St x {+oc},
denotadas por o~ (T') e o (T), respectivamente. Nosso objetivo é provar a

seguinte férmula:
(1) ind(T) = wind# (o™ (T)) — wind# (o (T)),

onde wind# denota o nimero de rotacao em torno da origem de uma curva
continua de S* em C\ {0}.

8.1. Definicao. Sejam X e Y espagos vetoriais. Uma transformagao linear
T : X — Y é chamada de Fredholm se, e s6 se, dim(ker(T)) < oo e
dim (%(T)) < 00. Denotaremos o conjunto dos operadores de Fredholm
por F(X,Y).

8.2. Definigao. Definimos o indice de um operador de Fredholm T como

sendo a diferenca: dim(ker(T")) — dim (%(TQ =:ind(T) € Z.

8.3. Definigao. Seja T' € A. Definimos 0~ (T) e o1 (T) como sendo as

retricoes de o(T) a S! x {—oo} e a St x {+00}, respectivamente.
8.4. Teorema. T' € A € de Fredholm se, e so se, (1) nunca se anula.

Demonstragao. Como vimos que o (7)) é continua, segue que o~ (T') e o+ (T)
também o sao.

Pelo Teorema de Atkinson'’, T € B(H) é de Fredholm se, e s6 se, [T
é inversivel em B(H)/K. Além disso, se T € A, [T] é inversivel em A/K
se'l e s6 se, [T] é inversivel em B(H)/K, pois A/K é uma C*-subélgebra de
B(H)/K. Logo, T € A é de Fredholm se, e s6 se, [T] € A/K é inversivel.

10yer [5], pdgina 114.

Hge B uma C*-slgebra e A é uma C*-subélgebra de B, entdo: a € A e a™*

€ B=

a~' € A. Para uma demosntracgao disto, veja [13], pagina 41.
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Por outro lado, os elementos inversiveis de C'(Im(z)) sao as fungdes que
nunca se anulam.
Como L~'oA é uma bijecdo entre os inversiveis, ja que é um isomorfismo,

segue o resultado. O

Assim, faz sentido considerar o niimero de rotacido destas duas funcgoes.

O nosso objetivo agora é mostrar que:
ind(T) = wind# (o™ (T)) — wind# (o™ (T)).
Para isto, vamos precisar do seguinte lema:

8.5. Lema (Levantamento). Sejam A uma C*-dlgebra, J um ideal bilateral
fechado de A e 11 : A — A/J a aplicagio quociente. Sejam x,y € A e
a:[0,1] — A/J um caminho continuo ligando [x] a [y]. Entdo existe um
caminho continuo 3 :[0,1] — A tal que (0) =z, f(1) =y ello f = a.

Demonstragao. Ver o apéndice B. (]

O lema acima nos diz que se o ideal é fechado, entao uma curva continua
no quociente pode ser levantada para uma curva continua na algebra. Vamos

usar este fato para provar a seguinte proposigao.

8.6. Proposicao. Se o(T) é homotdpica a o(S) nos inversiveis de C(S' x
{—00, +00}), entdo ind(T') = ind(S).

Demonstragdo. Seja v uma homotopia ligando o(T") a o(S). Entao, como
A~'oL é um *-isomorfismo, A~'o Loy é uma funcio continua. Ou seja, uma
homotopia entre o(T") e ¢(S) induz um caminho continuo nos inversiveis de
A/K ligando [T] a [S].

Entdo, tomando o := A~ o L 0y e notando que K é um ideal fechado de
A, pelo lema 8.5 acima existe § caminho continuo de [0, 1] nos inversiveis
de A tal que 5(0) =T e B(1) = S. Logo, T e S sao operadores de Fredholm
unidos por uma curva continua de operadores de Fredholm. Como o indice

é localmente constante,'? segue que: ind(T) = ind(S). O

8.7. Proposigao. Para cada par (I, k) € Z?, existe Ty, € A tal que:
wind#(o(T)) = k e wind#(oc (T)) = 1.

12y7er [3], pdgina 266.
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Demonstracdo. Seja x* € C(S1) a funcio que a cada z € S! associa x*(2) :=
2¥ € C. Tomando M, x, temos que, para todo (z,j) € St x {—o00,+00},
o(M)(z,j) = 2~

Por outro lado, se considerarmos b € C'(X) dada por

. 0, sen<0
b(j) =
1, sen >0,

entdao temos que, para todo (z,7) € St x {—o0, +oo}, a(Dy)(2,7) = b(j).
Logo, tomando T, = M, »Dy+ M,.(Id— Dy), temos que, para todo (z,j) €
St x {—o0,+00}, 0(Tj1)(2,4) = 2°b(j) + 2 (1 = b(j)). Assim,

o (Ti1)(2) = 2Fb(+00) + 21(1 — b(+00)) = 21 + 210 = 2*
0 (Th)(2) = 28b(—00) + 21(1 — b(—00)) = 2%0 + 21 = 2!
Portanto,
windft (o™ (Ti,)) = k
wind# (o™ (Tr)) =1
como queriamos demonstrar. O

8.8. Proposicao. Seja Tk,l = MXka + MXl (Id - Db). Entao, Ind(Tk’l) =
k—L.

Demonstragao. Inicialmente observemos que, como Ind(AB) = Ind(A) +
Ind(B) (ver [3], pagina 262), Ind(Ty;) = Ind(Tktm,i+m), POIS Thtm itm =
MnTy; e Ind(Mym) =0, ja que Mym é um isomorfismo. Logo, Ind(Ty;) =
Ind(Ty—1p). Tomando n := k — [, resta entdo provar esta proposi¢ao para
T, 0. Para isto, vamos calcular a dimensao do ntcleo e a codimensao da

imagem do operador abaixo:
Tnp = Manb + Id — Dy

Escrevendo f € L?(S') como a sua série de Fourier ez a;jz’, temos que:

Tho(f) =2" Zajzj + Zajzj.

J>0 J<0
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Assim, é mais facil analizar o que acontece com a transformagcao T', que faz

o diagrama abaixo comutar:

Tn,O
L2(Sh) —— L*(S)
F F
2 T 5
5(2) — I5(2)
Logo, se n > 0, entao T associa: (¢;j)jez — (...,c—1,¢0,0,...,0,¢c1,¢2, ...).
———
n casas
Segue que T' é injetora. Logo, dim(ker(T")) = 0. Além disso, o conjunto:

2 (2)
{leah fel, - fenl} € s

forma uma base de % e assim, dim ( Ii%%) =n.

Por outro lado, se n < 0, entao T associa:

(Cj)jEZ — (7 Cn, (CTL-I-l + Cl): ) (CO + C|n\)a Cln|+1, )

In| casas

2
Neste caso é claro que T' é sobrejetora. Seque entdao que dim (%) = 0.

Além disso, temos que ker(7T) é gerado pelo conjunto:

{(eo = €jn)), (e=1 = €nj=1)s -+ (€nt1 —€1)};

logo, dim(ker(T')) = |n| = —n.
Finalmente, se n = 0 nao hd o que fazer, pois neste caso temos a fungao

identidade. Em qualquer caso,
Ind(T) = n.
Como F' é isomorfismo, Ind(T}, ) = Ind(T), e entao:
Ind(Ty;) = Ind(Thp) = Ind(T) =n =k — 1,
como queriamos demonstrar. O

Entao para cada operador de Fredholm A € A, existem k,[ € Z tais que:
k = wind#(o"(A)) el = wind#(oc~ (A)), de forma que se considerarmos T} ;
como acima teremos que o (7T},;) é homotépica a o+ (A),'3 e portanto o(Ty ;)

13pois, se f,g € C(S',C\ {0}), entdo: f é homotépica a g se, e s6 se, wind#(f) =

wind#(g). Para uma demonstracao disto, veja [11], pdgina 65.
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¢ homotdpica a o(A). Assim, pela proposicao 8.6, Ind(A) = Ind(Ty,).

Segue que:
ind(A) = ind(Ty;) = k — | = wind# (ot (A)) — wind# (o~ (4)),
como queriamos demonstrar.

8.9. Observagdo. O valor do indice de um operador de Fredhom A é dado
entao por duas férmulas diferentes, cada uma delas diferenca de dois inteiros,
a saber: wind# (o7 (A)) e wind# (o~ (A)); e dim(ker(A)) e codim(Im(A)),
no caso da férmula provada acima, e da defini¢do do indice, respectivamente.
Entretanto, estes pares de inteiros nao precisam coincidir. Consideremos o

seguinte exemplo': M, € A, onde:
b:72 — C
. . _ a2
J o ) =

Pelo lema 7.17, temos que o(Dy)(aval,, aval;) = b(j), isto é:

o (Dy)(z) = lim

Estas sao funcoes constantes e, portanto, seus niimeros de rotacao sao nulos.
Por outro lado, como a transformacao de Fourier é um isomorfismo, a
dimensdo do niicleo e a codimensio da imagem de Dy, = F~'M,F sao as

mesmas de M. Assim, v = > ey € ker(M,) se, e s6 se:

0= My(v) = M, <Z al€l> = aMy(er)

leZ leZ
Z( 1—12)
= (o7} 5 | €
leZ 141
—?
Z —
SVl e all+12 0

sVieZ\{-1,1}, o = 0.
Logo, ker(M;) = [{e—1,e1}]; ou seja, dim(ker(Dy)) = dim(ker(Mp)) = 2, e

isto basta para concluir o que foi observado acima. (Usando a férmula e a

defini¢ao de indice, concluimos que a codimensao da imagem de Dy, é 2.)

Mpgste exemplo foi fornecido pelo Professor Ruidival, logo depois da defesa desta dis-

sertacao.
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9. T € M,(A) £ DE FREDHOLM SE, E SO SE, SEU SIMBOLO E INVERSIVEL

Na segao anterior vimos que um operador em A C B(H), onde H :=
L?(S1), era de Fredholm se, e s6 se, seu simbolo era uma funcio inversivel.
Nesta segao vamos definir o simbolo de um operador T' € M, (A) C B(H"),
on(T) € M,(C(S! x {+00,—00})), e mostrar que o determinante desse

simbolo é inversivel se, e s6 se, o operador 1" é de Fredholm.
9.1. Lema. Seja H um espago de Hilbert. Entao KC(H") = My, (K(H)).

Demonstragdo. Sejam:
P:H' — H
(1, .0y Tp) — Pi(z) = x,
a projecao canodnica da i-ésima coordenada, e
ILi:H — H"

xr IZ(J}) = (51333)"

Jj=Db
a inclusao na i-ésima coordenada.

E claro que I;P; € B(H"™). Além disso, > 1P =1d.
Assim, se T' € B(H™), temos que:

n

T=1IdoTold= () LP)T() IP)= > L(PTIL)P;.
i=1 j=1

ij=1
Tomando T;; := BT}, temos que a aplicagao

v:BH") — Mu(B(H)
T — A(T):=(T3)i =1
é um *-isomorfismo.
Agora, temos que se T' é compacta, entao, como P; e I; sao limitadas,
T;; = PT1; é ainda compacta, para todos i,j € {1,...,n}.
Reciprocamente, se T;; é compacta, para todos 4,5 € {1,...,n}, entao,
como T' = """ | I,T;; P, temos que T' é compacta.

Logo, segue a tese. [l
9.2. Defini¢ao. Definimos a fungio simbolo de um operador em M, (A) da
seguinte forma:

on: Mp(A) — My (C(S x {—o00,+0}))
(Aij)ijr —— onl(Ay)iimr) = (0(Aiy))7 =
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9.3. Proposigao. A fung¢do simbolo, definida acima, é um *-homomorfismo.

Demonstragdo. O simbolo é claramente uma transformagao linear. Além

disso, ele preserva o produto, pois se A, B € M,,(A), entéo:

on(AB) = on((Aij)ij=1(Bij)i j=1)

= oy (Z AikBkj> = (Z U(Aik)U(Bkj)>

k=1 =1 k=1 i,j=1
= (U(Aij )Zj:l(a(Bij))ijl = 0n (Aij)Zj:I)Un((Bij)?,j:I)
= op(A)on(B).

Agora vejamos que o, preserva a involugao, onde a involugao considerada
¢é a adjuncao de matrizes.
Seja A € M,(A). Entao

on(A") = 0n((4i)i ;) = on((A]:)ig)

Segue que o, é um *-homomorfismo, como queriamos. ([l

9.4. Observa¢ao. Como Ker(c) = K e como vimos que M,(K) = K(H"),
segue que Ker(oy,) = K(H").

9.5. Corolario. A € M, (A) é Fredholm se, e sé se, on(A) € inversivel.
Isto é, A € Fredholm se, e so se, det(o,(A)(avaly, avalj)) # 0, para todo
(2,7) € St x {—o0, +00}.

Demonstragdo. Como vimos, o, ¢ um homomorfismo cujo niicleo é M, (K).

On

My (C(Im(2)))
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Segue do Teorema do Isomorfismo que:
My (A)

My, (K)

Pelo Teorema de Atkinson e pelo fato de M, (A)/M,(K) ser uma C*-
subdlgebra de B(H™)/K(H"), temos que T € M,(A) é de Fredholm se, e

s6 se, [T] € %:E“Ig ¢é inversivel, pelo teorema de Atkinson. Ou seja, se, e

é isomorfo a M, (C(S' x {—o0, +o0})).

s6 se, op(T) € M,(C(St x {—o00,+00})) é inversivel; o que ocorre se, e s6
se, det(o,(A)(aval,, avalj)) # 0, para todo (z,5) € S! x {—o0, +0c0}, como

queriamos demonstrar. [l
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10. O INDICE DE A € F(M,(A)) A PARTIR DO SIMBOLO DE A

Como vimos, um operador A € M, (A) é de Fredholm se, e sé se, o seu
simbolo é 0, (A) é uma fungao (multiplicativamente) inversivel, o que ocorre
se, e 86 se,'? det(0,(A)(2,5)) = (det(o;, (A)(2,7)),det(o;7 (A)(z,7))) tem as
duas coordenadas inversiveis, para todo (z,j) € Im(z). Portanto, A é de
Fredholm se, e s6 se, ambas det (o, (A)) e det(a,, (A)) sao fungoes inversiveis
em S! e que, assim, ndo se anulam. Logo, para um operador de Fredholm
A, faz sentido falar no nuimero de rotacao destas fungoes.

O objetivo desta secao é provar a seguinte féormula:
(2) Ind(A) = wind#(det(o; (A))) — wind#(det (o, (A))).

A demonstracao deste fato serd quase inteiramente andloga ao que fizemos
na secao anterior, com excecao de que precisaremos do seguinte lema fun-

damental:

10.1. Lema. Sejam f,g € C(S*,GL(n,C)) e det € C(M,(C)) a funcdo
determinante. Se detof e detog sdo homotdpicas em C(S',C\ {0}), entdo
f e g sdo homotépicas em C(S*, GL(n,C)).

Demonstragcdao. Ver apéndice E. O

Por outro lado, é claro que a reciproca do lema é verdadeira, ja que a
funcao determinante é continua.

Do que vimos no lema 9.1, temos que ker(o,) = M,(K) = K(H"), que
é um ideal bilateral fechado em M, (A). Além disso, a definicao de oy,
bem como as daquelas fungdes que a compdem, A, e L}, podem ser vistas
como fungoes que aplicam a fun¢ao definida no caso n = 1 a cada uma das
coordenadas das matrizes de M,,(A).

Agora, vamos provar uma proposicao andloga a 8.6, para podermos aplicar

o Lema do Levantamento ao caso matricial também.

10.2. Proposigao. Se o,(T) é homotépica a 0,(S) no conjunto dos in-
versiveis de M, (C(S* x {—o0, +c0})), entdo ind(T) = ind(S).

I5Nesta secio identificamos Im(z) com S* x {—oco, +00} e escreveremos (z, j) no lugar

de (aval,,avalj).
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Demonstragao. Seja v uma homotopia ligando 0, (T) a 0,(S). Entao, como
Al o L, é um isomorfismo, A,! o L, o~ é uma fungio continua. Ou
seja, uma homotopia entre 0,(T") e 0,(S) induz um caminho continuo nos
inversiveis de M, (.A)/M,(K) ligando [T] a [S].

Entdo, tomando « := A;! o L, o+ e notando que M,(K) é um ideal
bilateral fechado de M,(A), pelo lema 8.5 existe § caminho continuo de
[0,1] nos inversiveis de M, (A) tal que 5(0) = T e B(1) = S. Logo, T
e S sao operadores de Fredholm unidos por uma curva de operadores de
Fredholm e que portanto estdo na mesma componente conexa. Como o

indice é localmente constante, segue que: ind(T') = ind(S). O

Agora, sé falta construir um operador U € F(M,(A)) para o qual a

féormula (2) vale. Tal construcao é feita na seguinte proposigao.

10.3. Proposicao. Sejam (k,1) € Z*, T € A, com wind#oc™(T) = k,
wind#o~(T) =1 (e portanto Ind(T) =k —1) e U € M,(A) definido por:

T
Id

Id

Entio U é um operador de Fredholm, Ind(U) = k—1, wind#(det(o;} (U)) =
k e wind#(det(o,, (U)) = 1. Ou seja, a formula (2) vale para U.

Demonstragio. Sejam H = L*(SY), (fi)", € H", k' = dimker(T) e l' :=
codim(Im(T)). Entao U((fi)ly) = 0 se, e s6 se, f1 € Ker(T) e f; =0,
para todo i € {2,...,n}. Assim, se B = {vy,..., v} é uma base de Ker(T),
entao é imediato ver que C := B x {Oyn-1} é uma base de Ker(U). Logo,
dim(Ker(U)) =K.

Agora, se £ = {wy,...,wy} é um subconjunto L.I. de H tal que [E]r =
{[w1]r, ..., [wy]r} é uma base de H/Im(T'), vejamos que [€ X {0pn-1}] é uma
base de H"/Im(U).

De fato, seja x = (x;)I"; € H". Assim, [z1|r = Zé-lzl ajlwj]r. Logo,

] — 25',:1 ajw; € Im(T). Por outro lado, se denotarmos os elementos de
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E x {0yn-1} por w;, i € {1,...,1'}, temos que:

v v
@] =" ajw5] & o — > ajwy € Im(U).
j=1 Jj=1

Mas,

U U
x— ZajuTy = (2)jey — Zaj(wj7 0,...,0)
J=1 J=1

l/
= xl—Zajwj X2y ey Ty | € IM(U).
j=1

Portanto [€ X {Oyn-1}] gera H/Im(U).
Agora, se Zé-lzl a;[w;] = 0, entdo Z§/:1 ajlwjlr = 0. Como ja sabemos
que B é L.I., segue que a; = 0, para todo j € {1,...,I'}.
Logo, dim(H"/Im(U)) ='. Portanto, U é de Fredholm e
Ind(U)y =k —1I' =k — 1.

Vejamos agora que wind#(det ool (U) = k.
Mas isso ¢ claro, j& que ot ((Id)) =1 e:
det oo, (U) = o™ (T) -0 (Id) - ... - ot (Id) = o™ (T).

Portanto, wind#(det oo, (U)) = wind#(oc*(T)) = k e, analogamente,
wind#(det oo, (U)) = wind#(c~(T)) = [. Entao temos que, de fato, a
férmula vale para U, pois:

Ind(U) =K —1' = k — | = wind#(det oo} (U)) — wind#(det oc,, (U)).

O

Entao para cada operador de Fredholm A € M, (A), existem k,l € Z
tais que: k = wind#(deto,(A)) e | = wind#(deto, (A)), de forma que
se considerarmos U como acima teremos que det o (U) é homotépica a
det 0 (A). Pelo lema 10.1, isto implica que o;X(U) é homotépica a o.r(A);
ou seja, 0,(U) é homotépica a 0,(A). Finalmente, pela proposi¢ao 10.2,
Ind(A) = Ind(U). Segue que:

ind(A) =ind(U) =k —1

= wind#(det(o;} (A))) — wind#(det(o,, (A))).
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11. UMA APLICAGAO A0S OPERADORES DIFERENCIAIS

Fixado m € N, para cada k € {0, ...,m}, consideremos a; € C*°(S1) e as
funcoes:
bk :Z — C
j o ()= W

Entao o operador:

(3) A=) " M, Dy,.
k=0

pertence a A.

Além disso, como:

5" 5" jotoo { (£)™ |, se k=m;

(14 52)m/2 N 7™ (1/42 + 1)m/2 0 ,se k < m,

temos:

o(A)(aval,,avalics) = » 0(My,)(aval,, avalis)o(Dy, )(aval,, avalio)

M T

ar(2)br(£00)

iy
o

I
S

m(2)bm (£00).

Portanto, ot (A)(aval,) = a,;,(2) e 0~ (A4)(aval,) = (—1)™am(z). Como A é
de Fredholm se, e s6 se, 0(A) é multiplicativamente inversivel, entao, para
todo z € S, an(2) # 0 e portanto estd bem definido wind#(a,,). Mas,
para toda f € C(C\ {0}), wind#(f) = wind#(—f). Logo,

(4) Ind(A) = wind#(ay,) — wind#((—1)"am) = 0.

Portanto, todo operador da forma (3) é de Fredholm se, e s6 se, a,, nunca
se anula e, neste caso, ele tem indice zero.
Consideremos agora a seguinte funcao:
AN:Z — C
jo— )=
V1452
by,

1
e o seu operado associado D) : L?(S!) — L?(S

11.1. Definicao. H¥(S') := Im(Df) c L?(SY).
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11.2. Definicao. h*(Z) := F(H*(SY)). Ou seja, h*(Z) = MY (1%(Z)).
11.3. Proposigao. h*(Z) = {(a;)jez € I*(Z) : (j*a;) ez € 1*(Z)}.

Demonstragdo. Por um lado se a € h*(S'), entdo existe b € L?(S') tal que:
__ b
aj = (1+ j2)k/2°

logo,
2\
o
P = (1) WP <l

Por outro lado, se para cada j € Z tomarmos d; := a;(1 +j2)k/2, entao é

claro que M}(d) = a. Resta verificar que d € I?(Z). Vejamos:

k
. kY .
0 = 1+ 2o =3 ()l

=0
Entao:
Lk "k
Sk =33 (3) Ml < 3 () ] S btal p <.
JEZ JEZ 1=0 1=0 JEZ.
pois o termo entre chaves é finito por hipotese. Segue o resultado. O

Podemos olhar para H*(S') como um espaco de Banach definindo nele a
topologia induzida pela fungio: D} : L2(S') — H*(S1). De fato:
11.4. Proposigao.
o0
() HF(S") = c>=(sh).
k=0

Demonstragao. Vimos na proposicao 2.20 que:
feC™®(8Y) & VkeN, sup{|j*fj| : j € Z} < .

Além disso,
feHMSY) & 3ge L*(S"): DY(g) = f

& MYF(9) = F(f)

9
(1+ j2)k/2
evVjieZ: (14722 f =g;.

SvViel: f;=

Suponhamos que f € C*°(S!). Entao, para todo k € N, sup{]jkf;\} < 0.
Assim, fixado k € N, e definindo g; := (1 —F‘]'Q)’I‘:/Qj?j7 é claro pela construgao
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que D%(g) = f. Vejamos que a g assim definida realmente pertence a L?(S1).

Tomando [ € N, temos que:
Entao:
g . ok 72 N2
('3;)? = 72 (1 + 52 7 = p(i) 7,
onde é claro que p € C[X] e s6 tem poténcias pares e seus coeficientes sao

positivos. Escrevendo p(z) = Y a,z?" e usando que, para cada n € N,
M, = sup{|j"f| : j € Z} < oo, obtemos que:
5512 <Y anli" 1 =) anME = M < oo

Portanto, para todo | € N, sup{|5'g;| : j € Z} é finito. Assim, g € C*(S') C
L%(S) e segue que f € H¥(S'), para todo k € N. Com isto obtemos a
primeira inclusao.

Por outro lado, se f € 3o, H*(S!), entdo, para todo k € N, existe
g € L? tal que:

Vi€ Z, (1+ %) f; = ;.

Para ver que f € C°°(S!), tomemos [ € N e vejamos que sup{|jlfj| 1jEeL}
¢ finito.

De fato, basta tomar k := 2I, pois entao teremos:

7= L= (L) i <
J (1 +]2)k/2 J 1+]2 J J
e, como pela desigualdade de Bessel ||g]l2 < ||g||2, temos que:
N ~ j—+
5 Fil < [g;] =—=o.
Como [ foi tomado arbitrariamente, segue que f € C°°(S'), como queriamos

demonstrar. O

Agora consideremos o seguinte diagramas:

L2(S) ——— L*(5)
/1
(o) P
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Como (D}*)~1 ¢ isomorfismo de espagos de Banach, entdo L é de Fredholm
se, e 56 se, A 0 é; 0 que ocorre se, e s6 se, an,(e?) # 0, para todo # € R, e
neste caso Ind(L) = 0, conforme (4).

Vimos que C*(S') ¢ H™(S'). Assim, faz sentido perguntar: se u €
C>=(S1), o que é Lu?

11.5. Proposicao. Sejam A =" My, Dy, como descrita em (3), e L :=

Ao D™ que faz o diagrama acima comutar. Entdo:

“ 1d\"
L|Coo(51) = k:Oak <Zd0> .

Demonstragao. Seja u € C*°(S'). Vejamos o que é Dy, o Dy (u):
Fo Dy, 0 D™ (u) = My, o My ™ (@)

Logo, para cada j € Z,

.k- k
—-m R 2\m/2 ks li
F(DbkoD)\ (u))] - (1 _|_j2)m/2(1+] ) Uj =J uj = F ((Z d€9> (U)>

Logo,

Assim, para 0 € R,

A m /1 d\F A
-m 0y _ 0 0
Ao D)) = S ane) (+45) @)
k=0
Ou seja, L restrito a C*°(S1) é um operador diferencial linear. O

Ou seja, se um operador diferencial
Lo:C®(SY) — C>=(Sh
m k
w o Lo(u) = Yiloak ()" (w)
é dado, ja sabemos estendé-lo a L : H™(S') — L?(S'), e temos o seguinte

resultado:

11.6. Teorema. L ¢é de Fredholm se, e s6 se, para todo 0 € R, a,,(e?) # 0.
Neste caso, Ind(L) = 0.
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Um operador diferencial de coeficientes em C°°(S') cujo coeficiente de
maior grau nunca se anula é chamado operador eliptico. Entao, pelo resul-
tado acima, Ly é um operador eliptico em S se, e s6 se, L é de Fredholm.

Com isto fica encerrado o objetivo principal da secdo. Também vale, mas

nao faremos a demonstracao aqui, que:

11.1. Fato. Lo : C*°(S') — C*°(S1), da forma como foi definido acima,
¢ de Fredholm se, e s6 se, L - H™(S') — L2(S') ¢ de Fredholm. E neste
caso, Ind(Ly) = Ind(L).

Finalmente, como afirmamos na introdugao:

11.7. Proposigao. A dlgebra A, definida em 3.19, € de fato a dlgebra de
comparagio de S*, A(S').

Demonstracdo. De fato, considerando a variedade compacta S com a métri-

ca riemanniana canonica, obtemos que o operador A definido na introdugao
~1/2

, 2 . 2 . -

é, neste caso, jﬁ. Assim, A = (1 — %) , 0 que, em linguagem de séries

de Fourier, quer dizer que:

i

FoA(f) = <(1+]2)_1/2

) :M)\OF(f)
JEZ

Portanto, Dy = A.

Denotando:

By :={M,:acC®S)}e

By := {LDj : L é um operador linear de ordem 1 com coeficientes C*°}
sabemos que pelas definigoes:

A=C"(A,Az) e
A(SY) = C*(By, By),

assim, precisamos apenas mostrar que By,By C A e que A, Ay C B. Ve-
jamos:

Ay C A(SY), pois Ay C By.

As C A(SY), pois se L := id% ¢ um operador diferencial linear de ordem
1, entdo LDy € A(S'). Por outro lado, LDy = Dy, onde d(j) :=
Além disso, D1 = M; € By C A(S'). Portanto,

J
@27

{Dy:beC*(d,1)} C ASY
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Mas, C*(d,1) = C(X) pelo Teorema de Stone Weierstrass. Logo, Ay C
A(SY).

B C A, pois é ébvio que By C Aj;.

By C A, poisse L = %d% +ag é uma operador diferencial de ordem 1 com

coeficientes C*°, entao vimos, na proposi¢ao 11.5 e observagao seguinte, que
LDy = A= My Dy, + My, Dy, , € assim:

BQ = {Maono -+ *7\4&11)(,1 tay,a € Coo(Sl)} C .A,

pois M,, € Ay e Dy, € Ag, para i =0, 1. Segue que A = A(S1). O
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APENDICE A. O LEMA SINAL

Recordemos que definimos:

sgn:7Z — C
-1, sem<0
m +—— sgn(m):= 0, sem=0

1, sem > 0.

O objetivo desta segao é provar o seguinte resultado:
A.l. Lema. Se a € C*®(S1), entio [M,, Dsgn] € compacto.
Antes porém vamos precisar de alguns resultados e da definicao a seguir:

A.2. Definicao. Seja S =3 ., a,e™® uma série trigonométrica. Chamare-
mos de a série conjugada de S a série T = —iy_, ., sgn(n)ane™.

A.3. Notagao. Scja f € L?(S'). Denotamos por f° € L%(S') uma funcio
tal que F(f°) é a série conjugada de F(f). Diremos entao que f° é a fung¢do

conjugada de f.
Portanto, temos que f° = —iDyg, f. Assim, se a € C>=(Sh):

[Ma, _iDsgn] (f)(em) = {Ma(_iDsgn)(f) + iDsgnMa(f)}(em)
= (af® = (af)°)(e").

A.4. Observagdo. f € C®(S') = f° e C=(Sh).

De fato, isto segue da caracterizacao das fungdes em C*°(S!) através das
suas séries de Fourier de decrescimento rdpido, proposigao 2.20. Isto porque,
como (fjp( J))jez é uma seqiiéncia limitada, para qualquer p € C[X], entao
¢ claro que a mesma seqiiéncia com seus termos multiplicados por —1, 0 ou

1 é ainda uma seqiiéncia limitada.

A.5. Notacao. Denotaremos %dt por do(t), onde dt é a medida de Lebesgue

na reta.

Agora, vamos usar o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser en-
contrada em [8], nas paginas 122 e seguintes, para mostrar que o operador

acima é compacto.
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A.6. Teorema. Seja f € C(S').1 Entdo, f° possui a seguinte repre-
sentagao, valida para todo ponto:

fo(e®) =1lim [ f (e"(x*t)) cotg(t/2)do(t),
Ec

e—0

onde E. :={t e R:e < [t| < 7}.

Em vista do teorema, temos que, para toda f € C*°(S'):
—i[Ma, Dsgn](f)(eix) =
= lim [a(em) f (e“H)) —a(eTt)) (ei@*t))} cotg(t/2)do(t).
E—> EE
Definindo Q5 := {t € R : ¢ < |z — t| < 7} e fazendo uma mudanga de
varidvel, com t' := x — t, e em seguida fazendo t’' := ¢, temos:

[Ma, —iDegal (f)() = lim hwﬂ—mwﬂw@(ﬁf)ﬂdew

e—0 Qi

O que faremos a seguir é: obteremos um subconjunto compacto de R
como dominio de integracao e que nao dependa de € para podermos passar
o limite da expressao acima para o integrando, via Teorema da Convergéncia
Dominada, apds verificarmos que este se aplica aqui.

Dado que, para cada nimero real u, existe um, e apenas um, nimero real
q(u) € [—m, [ tal que:

q(u) —u

€7
or ’

vamos definir a seguinte funcao:
¢:R — [-m,7
u — qu).
Mas integrar sobre €25 é o mesmo que integrar sobre ¢(£25) =: A, ., j4 que
o integrando é periédico de periodo 27 nas duas variaveis, e a transformagao

q restrita a um conjunto contido em um intervalo de comprimento menor ou

igual a 27 preserva medida. Mas agora temos a vantagem de que:

/Q t

ate®) ~ a(e)] cot (£ 5 ) £(eyao ) =
165 condigdo original de que f fosse continua e satisfizesse uma condigdo de Lipschitz

£
x

é sempre satisfeita por fungdes em C°°(S'), uma decorréncia o Teorema Fundamental do

Célculo.
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— /7r [a(em) — a(eit)] cotg (T) f(eit)XAz,s(de(t)v

—T

como queriamos.
Mais abaixo veremos que a expressao [a(e™) — a(e™)] cotg (25%) define
uma funcdo em R?, a menos de um conjunto de medida nula, a qual possui

uma tinica extensdo em C*(R?). Assim, a fortiori,

) = ale)] coti (£ 5 ) w0

tem quadrado integravel em [—7, 7] C R2.

Para ver isso, vamos precisar do seguinte:

A.7. Lema. Seja ¢ € C*(R). Entdo a funcio f: R? — R definida por:

00 o2y
f(x7y)_{¢/() Lsex =1y

pertence a C°°(R?).

Demonstragao. Para todo t € [0, 1] temos que:
d
(1= )y +tz) = ¢ (1 = )y + tw)(z - y).
Assim, integrando nos dois membros obtemos:
Ld
/ —qﬁ((l —t)y + tz)dt = / ¢'((1 —t)y + tx)(z — y)dt.
0

Agora, usando o Teorema fundamental do Céalculo no primeiro termo temos:

1
@)= 0lo) = (=) | &1 = thy+ ta)i
ou seja, se x # y, entao:

¢(x) —

T —y

/ ¢ ((1 —t)y + tx)dt.

Portanto, f(x,y) fo (1 —t)y + tx)dt, se x # y.

Mas, por outro lado, se x = y, entao
1 1
= / ¢'((1 —t)x + tz)dt = / &' ((1 —t)y + tx)dt;
0 0

ou seja, f(z,y) = fol ¢'((1 — t)y + tx)dt, para todo (z,y) € R2. Como o
integrando é uma funcao C'™ nas trés varidveis, em particular, podemos

derivar indefinidamente sob o sinal de integracao em relacao a = e a y, ja
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que a derivada parcial do integrando serda sempre uma funcao C'*°. Logo,

segue a tese. O

A.8. Observagao. Deste resultado segue, em particular, que g : R — R,

dada pela regra de associagao:

sen(x) sex #0
g(x) = { )

1 ,sex =0

é uma funcao C*° em R. Para ver isto, basta usar o lema, fazendo ¢ := sen,

e observar que g(z) = f(z,0), j& que sen’(0) = 1.

Como g é uma fungao que nao se anula em | — 7, 7[, definindo h := (/N
temos que 1/h existe e é também uma funcao de classe C*°.
Logo, como a e cotg sao fungoes de classe C°(R \ {2k7 : k € Z}) de

periodo m,

f(.y) = [a(z) - a(y)] cote <fc ; y)

pode ser estendida a uma funcao de classe C*° em todo o plano, pois sendo
tal funcao periddica de periodo 27 em cada variavel, em um ponto arbitrario
da forma (x,z + 2k7) - em que a férmula acima nao estd definida - o valor
da funcao estendida serd o mesmo que em (x,z). Ou seja, para ver que a
funcio definida em R? \ {(z,x + 2k7) : * € R e k € Z} pela férmula acima
pode ser estendida para uma funciao em C°°(R?), basta ver que conseguimos
estender esta func@o para os pontos da forma (x,y), com x = y.
Se x # y, entdo podemos reescrever a férmula acima como:

o) —al) <x - y) () —afy) 5 2o (—y) |

T—y 2 T—y sen(% 2

Agora, sabemos pelo lema que o primeiro fator deste produto é uma
funcdo que se estende para C*°(R?). O terceiro fator é uma funcio C* em
R2. Quanto ao segundo fator, se |z — y| < 7, entdo —7 < (z —y)/2 < 7,
assim podemos fazer a composigao 1/h (3”2;9), que é claramente C*° em uma
vizinhanga de {(z, ) : x € R}, pois vimos que 1/h é C*°.

J& sabfamos que f € C®°(R*\{(x,2+2k7) : 2 € R e k € Z}). Agora, pelo
argumento acima, vimos que f possui uma extensio em C*°(R?\ {(z,z +

2km) 1 x € Rek € Z*}). Mas entao pela periodicidade da f, temos que
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ela possui uma extensio G para C*°(R?), que obedece a seguinte regra de

associagao:

G(x,y) = { (a(x) —aly)]cotg (%5%) sex#y

2a' (x) , 8e T =Y.

Entdo, em particular, G é continua em R? e portanto qualquer restricao
de G a um compacto K de R? pertence a LP(K), com 1 < p < oo, j4
que todo compacto de R™ é mensuravel de medida finita, pois é fechado e
limitado. (Por ser fechado, K é um Boreliano e portando mensuravel. Por
ser limitado, K tem medida finita.) Tomando H(z,t) := G (2, 1) X[—r,m) (1)
e notando que: |G(x, -)f!XAM < |G(x, -)f\x[_mw], que é integravel, pois é

limitada, segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que:

™ ~

—i[Ma, Dsgn] (f)(e") = lim [ G(z,t)xa,.f(t)do(t)

e—0 -

_ [ Gz, t)f(t) (iﬂ% XAI,E> do(t)
_ [ G, t) f(E) X[ (E) i

_ﬂ 2
- 1/77 f(a,t) ()t
o). ’
= [ HGw)fw)duu),
onde z := e e w := e'*. Portanto, —i[My, Dsgn] é um operador integral

com niicleo em H € L*(S' x S1), pois H € L*([—m,7]?) e, pelo seguinte

teorema, este é um operador compacto.

A.9. Teorema. Sejam (X, A,u) e (Y,B,)\) espacos de medidas o-finitas e
K € L*(X xY), onde o espaco produto tem a medida produto. Entdo a

segquinte transformacao:
Tk : L2(Y) — L*(X)
f — T(f): X — C
. — Tk(f)(@) = [y K(@,9)f(y)d\y),

estd bem definida, é continua com norma menor ou igual a ||K||2 e € com-

pacta.
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Demonstracao. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e em seguida o

teorema de Fubini, obtemos:

ITx (F)]13 = /X IToe (1) (&) ()

-/,
< [ ([ menrow) [ 116row) )

~ 11718 /. [ / rK<x,y>12dA<y>] du(z)
Syt /X K@) ()

= |IFI311K (2, y)lI3 < oo.

2
dp(z)

/ K(z,y)f(y)d\(y)
Y

Entdo, Tk (f) € L*(X) e portanto estd bem definida. Mais do que isso,
Tk é uma transformacao linear limitada em L?(Y) cuja norma é menor ou
igual a || K||2, 0 que prova a primeira afirmacao feita.

Vamos considerar a seguinte funcgao:

¢: L2 (X xY) — B(L2(Y), L* X))
K +— ¢(K):=Tkg.

De imediato, temos que ¢ é continua, pois, como vimos acima, ||¢(K)|| =
|| Tk || < ||K||2; e disso decorre que: ||¢|| < 1. Entao, se D é um subconjunto
denso de L?(X x Y), temos que ¢(D) é denso em ¢(L?*(X x Y)).

Vamos agora considerar a &dlgebra R gerada pelas reunides finitas de
retangulos do tipo: A x B, onde A C X e B C Y sao conjuntos men-
surdveis de medida finita. (Notemos que a medida produto restrita a R é
ainda o-finita e que xaxp(x,y) = xa(x)xs(y).) A proposigao 4.2.8 de [7]

nos garante que:
A= {ZﬁiXAi(x)XBi(y) :neN, (A;,B;))e Re 3 € R}
i=1
é denso em L?(X x Y).

Seja (An)neny é uma seqiiéncia de fungdes em A que converge para K

em L?(X xY). Entdo, como ¢ é continua, (¢(A,))neny uma seqiiéncia que
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converge para ¢(K). Mas, ¢(A,) =Ta,, e

l
To (@) = | (Z 5iXAi(33)XBi(y)> F()dA(y)
=1

= ZZl;ﬁi (/Y XB; (y)f(y)dk(y)> XA, ()

l

=) (Bici)xa,(@).

i=1
Logo, Tk é compacto, pois é limite dos operadores T4, que tém posto
finito. O

Entdo, de fato, para toda a € C*®(S'), [My, Dsgn] é compacto. Isto

completa o objetivo deste apéndice.
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APENDICE B. O LEVANTAMENTO DE UM CAMINHO EM A/J

B.1. Definigao. Sejam () um espaco Hausdorff localmente compacto e F
um espago de Banach. Dizemos que f € C(Q, E) se anula no infinito se,
e s6 se, para cada € > 0 existe K C Q compacto tal que: ||f(z)|| < ¢, se

B.2. Notacao. Cy(, E) :={f € C(Q,E) : f se anula no infinito}

B.3. Observacgao. A exigéncia de que € seja um espaco Hausdorff localmente
compacto serve apenas para garantir que Cy(Q, E) # {0}. Isto porque
todo espaco localmente compacto Hausdorff possui uma compactificacao de
Alexandrov; isto é 0 é homeomorfo a um subespaco denso em um espaco
compacto Hausdorff Kqg = QU {co}. Como K é compacto Hausdorff, K¢ é
normal. Assim, se xz € 2, existe, pelo lema de Urysohn, uma func¢ao continua
g : Kq :— R continua tal que g(z) = 1 e g(o0) = 0. Tomando v € E'\ {0}:
a:[0,1] — FE
t — aft) = tv,

temos que a composicio f 1= aogjg € Co(Q, E) e f #0.

B.4. Proposicao. Seja E um espac¢o de Banach. Entao (Co(Q, E),|| - ||loo)

também é um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (fp)nen uma seqiiéncia de Cauchy em (Cy(Q2, E), |||]c0)-
Como E é completo, para cada x € Q existe o limite de (fy,(z))nen; vamos

denoté-lo por f(z). Agora é s6 verificar que

f:Q9 — FE
z — flz)

é o limite uniforme de (f,)nen € que f € Cy(Q2, E). Vejamos.

Dado e > 0, existe ng € N tal que, para todo x € Q, ||fn(x) — fi(z)]| <
€/3, se m,n > nyg.

Assim, se n > ng, para todo z € Q, ||fn(z) — f(2)|| <e/3 <e. Isto é, f
é o limite uniforme de (fy,)nen-

Além disso, como f,, é continua, existe um aberto V' tal que, para todo

y €V, || fno(®) — fro(y)|] < &/3. Assim, para todo y € V:
Lf (@) = FI < 1f (@) = Fao @+ 1 fro (@) = o DI+ 1o (v) = FW)]| <€



63

Logo, f é continua em todo = € Q; isto é, f € C(Q, E).

Para ver que f se anula no infinito, vamos tomar € > 0 e g € Co(Q2, E)
tal que [|f — g|lc < /2. Como g se anula no infinito, existe K ., C
compacto tal que se x ¢ K, /o, entdo ||g(x)|| < /2. Mas entdo, se = ¢

K

g,c/2> temos que:

@I < 1f () = g(@)I| + [lg(@)]] <e.

Logo, f € Cy(R2, E), como queriamos demonstrar. O

B.5. Definigao. Sejam ) um espago Hausdorff localmente compacto e E um
espaco de Banach. Dados ¢ € Cy(Q2) e v € E, definimos o produto tensorial

de ¢ por v através da seguinte funcao:

®:Co(Q) xE — Co(E)
(60) — @60)=6@v: O — B
T — () = ¢lz).

B.6. Observagdo. Seja E um espago normado. Entao: Cy((0,1), F) é iso-
morfo a {f € C([0,1], E) : f(0) = f(1) = 0}, onde o isomorfismo é a asso-
ciagao naural que a cada f € Cy((0,1), E) associa a sua extensao continua
no intervalo [0, 1], com f(0) :=0e f(1):=0.

Mais geralmente, se Ko = QU {oco} é o compactificado de Alexandrov de
um espaco localmente compacto Hausdorff 2, entdao Cy(f2, A) é isomorfo a
{feC(Q,A): existe g € C(Kq, A), g(oo) =0e f = gjo}.

O seguinte resultado foi adaptado de [9], lema 10.1.1.

B.7. Proposigao. Sejam Q um espaco Hausdorff localmente compacto e A
uma C*-dlgebra. Entao [@(Co(Q) x A)] € denso em Cy(2, A).

Demonstragdo. Sejam f = gio € Co(€2,A) e € > 0. Como Kq é compacto

e g é continua, existe uma cobertura aberta finita de Kgq, (U;)k_ |,

com
a propriedade de que se z,y € U;, entao ||g(z) — g(y)|| < &, para todo
ie{l,.. k}.

Agora, para cada i fixemos x; € U;, com a Unica restricdo de que se
oo € U;, entao x; := oo.

Seja (h;)%_, uma particio da unidade subordinada & cobertura (U;)F_;;

isto é, para todo i € {1,...,k}, hy € C(Kq,[0,1]), supp(h;) C U;, 0 < h; <1
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e Zle h; = 1. Entao, para todo ¢ € {1,...,k} e para todo = € Kq,

lg(2)hi(z) — g(za)hi(x)]| < [lg(x) — g(zi)[|hi(x) < ehi(z),

pois se x € U;, entao ||g(x) — g(z;)|| < ; e se ndo, h;(z) =0 < e. Portanto,
para todo x € Kq,

k k
lg(a Zg:cu = llg() S hi) = glaihi(o)|
7j=1 =1

(@)hi(z) — g(zi)hi()]|

=1
k
< lg(@)hi(z) — glai)hi(z)]]
i=1
k
< Zshz(x) =
i=1

Tomando a; := g(z;), segue que Zle hi ® a; € Cy(R2, A) ja que a; := 0, se

oo € U;. Entao temos que:

k
1 () = hi(z)ail| <,
i=1
para todo x € 2. Logo, segue a tese. ([

B.8. Lema. Sejam A uma C*-dlgebra, J um ideal bilateral fechado de A e
IM: A— A/J a aplicagio quociente. Entao a fung¢ao
H: CO((Oa 1)7A) - CO((Ov 1)>A/J)
f o H(f):=Tlof

€ sobrejetora.

Demonstragao. Como H é um homomorfismo de C*-algebras e a imagem
de um homomorfismo de C*-algebras é sempre fechada!”, resta verificar que
Im(H) é densa em Cy((0,1),A/J).

De fato, como J é um ideal bilateral fechado ja sabemos que A/J é
uma C*-dlgebra. Entao, pelo que vimos, [®(Cy(0,1) x A/J)] é denso em
Co((0,1), A/ J).

LTyer [13], pdgina 80.
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Seja ¢ ® II(v) € @(Co(0,1) x A/J). E claro que H(¢ ® v) = ¢ @ II(v).
Logo, Y% | i@ Tl(v;) = H(XF_ | ¢i®v;) € Im(H). Ouseja, Im(H) é densa

em Cy((0,1),A/J), como queriamos demonstrar. O

A idéia para a demonstracao do seguinte resultado foi tirada da proposicao
3.4.6, de [2].

B.9. Teorema. Sejam A uma C*-dlgebra, J um ideal bilateral fechado de A
ell: A— A/J a aplicagio quociente. Sejam z,y € A e a: [0,1] — A/J
um caminho continuo ligando [z] a [y]. Entdo existe um caminho continuo

B:10,1] — A tal que B(0) =z, f(1) =y ello = a.

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que z = y = 0. Neste caso, temos
que a € Cy((0,1), A/J) e, pelo lema acima, existe 8 € Cp((0,1), A) tal que:
G=1loaq.

No caso geral, basta considerarmos: &(t) := a(t) —(1—t)a(0)—ta(1), pois
entdao & € Cp((0,1), A/J) e, pelo caso anterior, existe 3 € Co((0,1), A) tal
que: = Iod. Assim, tomando ((t) := B(t)+ (1—t)z+ty, 5 € C([0,1], A)

e é tal que: 8 =1l o cr, como queriamos demonstrar. U
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APENDICE C. SOLUGAO DO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO
Estou interessado em resolver o seguinte problema de valor de contorno:

v — 472" = g;
v(=m) = v(m);
v'(=m) = (),
Entretanto, para facilitar as contas, resolveremos primeiro o seguinte
problema auxiliar em [0, 1], ao invés de [—m, 7|, que serd mostrado equi-

valente ao primeiro mais para frente:

W — = f,
u(0) = u(1),
u'(0) = /(1).

Usando o método da variagao das constantes, obtemos que a solugao geral

para esta equagao é:

(1) u(x) = ¢1 cosh(z) + cosinh(x) + /Om sinh(z — ) f(t)dt

(2) u'(z) = ¢y sinh(x) + ¢3 cosh(z) + /01 cosh(z —t) f(t)dt

Precisamos agora determinar quais sao as constantes ¢; e ca. Substituindo

)
1) = ¢1 cosh(1) + cosinh(1) + fo sinh(1 — t) f(¢)dt;

(
'(1) = ¢1 sinh(1) + co cosh(1) + fo cosh(1 —t) f(t)dt.

Ou seja,

{ (1 —cosh(1))e; — smh( fo sinh(1 —¢t) f(t)dt
—sinh(1)c; + (1 — cosh(1)) fo cosh(1 —t) f(t)dt

Resolvendo o sistema acima, obtemos:

_ Locosh(D) 1) [ eosh(1 —
a= 2 —2cosh(1) [/0 h(l —¢)f(t)dt + h(l)/o h(1 —t)f(t)dt]

_ Locosh(®) - (D) [ i1
2= 5 [ coshlt — )70yt +sinsy) [ sinb(1 — )51
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— COS 1
u(z) = (21_20035(11))) { /0 [sinh(1 — #) + cosh(1 — £)|f(£)dt

1
+sinh(1) /0 [cosh(1 — t) cosh(x) + sinh(1 — ¢) sinh(x)]f(t)dt}

+ /0 sinh(z — t) f(t)dt

1 .
= 2= 2cosh(1)) {(1 - Cosh(l))/0 sinh(1 — ¢ + 2) f(¢)dt

1 T
+ sinh(l)/o cosh(l —t+ :c)f(t)dt} +/0 sinh(z —t) f(t)dt

1
= (2—2010sh(1)) /0 [sinh(1 — ¢t 4 x) — cosh(1) sinh(1 — ¢t + )

+ sinh(1) cosh(1 — ¢ + )] f(¢t)dt + /I sinh(z — ) f(t)dt
0

1

1
— sy, BB @) — sinh(t -+ o)) e

+ /0 sinh(z — t) f(¢)dt

—. / Gl f)dr,
0

onde

inh(1—¢t+2)—sinh(—t+ .
=S 2721‘2083?1)( %) + Slnh(x - t) set<ux

G(z,t) :=
sinh(1—t+x)—sinh(—t+x)
2—2cosh(1)

sex <t

Como ambas as expressdes acima coincidem nos pontos em que = = t,
temos que G é continua em [0, 1] x [0, 1]. Logo, G € L%([0,1] x [0,1]) Além
disso, uma simples verificacao mostra que, para todo (z,t) € [0,1] x [0, 1],
G(z,t) < 0. Passemos as contas:

Antes, vamos isolar duas observacoes tteis. Denotando w := —t + =,

(1) 2—2cosh(1) < 0; e
(2) sinh(1 4+ w) — sinh(w) > 0, sempre.
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De fato, (2) vale, pois:
sinh(1 4 w) > sinh(w) < !t —e™ 17 > ¥ — e
se1l-—e ) >ev(l—e)

_ -1
& e > toe o —e !
1—e
Logo,
sinh(1 — ¢t 4+ x) — sinh(—t + x)
2 — 2cosh(1)

<0

vale sempre.
Agora vamos verificar que G também é negativo para t < x. Para isto,

basta verificar que:
(5) sinh(1 + w) — sinh(w) + (2 — 2 cosh(1)) sinh(w) > 0

De fato, pela férmula do seno hiprebdlico da soma, e como cosh(w) >
sinh(w),

(5) = sinh(1) cosh(w)+(1—cosh(1)) sinh(w) > sinh(w)(sinh(1)+1—cosh(1))

e, para w > 0, sinh(w) > 0. Ent@o precisamos verificar que sinh(1) + 1 —

cosh(1) é positivo. Vejamos:
sinh(1) +1—cosh(1) >0 e—e ' —e—e 1 +2>0
Se>1

Segue entao que (5) é de fato positiva. Logo, G é negativa, como querfamos
demonstrar.

Agora, vejamos que G é periédica em cada uma das suas varidveis sepa-
radamente.
sinh(1 4 z) — sinh(x)

2 —2cosh(1)
sinh(1) cosh(z) — sinh(z) cosh(1) + sinh(xz)
2 — 2cosh(1)
sinh(z) — (sinh(z) cosh(1) — sinh(1) cosh(z))
2 — 2cosh(1)

sinh(z) — sinh(z — 1)
- 2 —2cosh(1)
=G(z,1)

G(z,0) = + sinh(z)
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sinh(1 — ¢) — sinh(—t)
2 —2cosh(1)
_ sinh(1 — ¢) + sinh(?)
N 2 — 2cosh(1)
sinh(1) cosh(t) — sinh(¢) cosh(1) + sinh(¢)
2 — 2 cosh(1) ’

G(0,t) =

Por outro lado,
sinh(2 — t) — sinh(1 — ¢)
2 — 2cosh(1)
Logo, denotando C' := 2 — 2 cosh(1)
CG(1,t) = sinh(2 — t) — sinh(1 — ) + (2 — 2 cosh(1)) sinh(1 — t)
= sinh(2) cosh(t) — sinh(¢) cosh(2)
+ [1 — 2 cosh(1)][sinh(1) cosh(t) — sinh(1) cosh(#)]
= cosh(¢)(sinh(2) + sinh(1) — 2 cosh(1) sinh(1))
— sinh(t)(cosh(2) + cosh(1) — 2 cosh?(2))
= cosh(t) sinh(1) — sinh(¢) cosh(1) 4 sinh(¢).

G(1,t) = +sinh(1 — ¢).

Na tltima passagem usei que: sinh(2) = 2cosh(1)sinh(1) e que: cosh(2) =

2 cos?(1) — 1. Como as expressdes concordam, temos que: G(0,t) = G(1,t).

De volta ao problema original. Estamos realmente interessados em

resolver:

v —4r*" = g;

v(—m) = v(m);

V' (—m) = ' (),
que é o mesmo que o anterior, a menos de uma mudanga de varidveis e um
sinal.

De fato, fazendo as seguintes mudancas de variaveis:

[07 1] - [_77-777]
T — 2mx—Tm=:7
t — 2mt—m=:0,

temos: 27dt = df. E definindo:

v:[-m7n] — C
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obtemos que: 472v" () = u”(x). Logo, definindo f(x) := g(27x —7); isto é,
gv)=1f (%), temos que:
u'(x) —u(e) = f(z) & v(y) —47*" (v) = g(v),
com as respectivas condicoes iniciais. Logo,
=5 [ 6 (5 5) (57

e fazendo: ﬁ(’y, 0) .= -G (%, 9;‘—7?), teremos que H serd um nicleo posi-

tivo em L?([—7, 7] x [~ 7])

o) = o [ HL0)g(0).

Portanto, pelo lema A.9, a funcao que a cada g associa v como acima é

um operador linear compacto bem definido.

Tomando H (", e) := H(~,8), temos que H € L?(S' x S') é um niicleo
positivo, e o operador acima pode ser visto como um operador compacto em
L2(SY).

Além disso, como G é periddica nas duas variaveis, H também o é, e
assim, H é continua em S x S, fato este que é usado na demonstracio da

proposicao 5.8.
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ApENDICE D. REDES

Quando trabalhamos no R"™, podemos testar varias propriedades de um
conjunto A usando seqiiéncias. Por exemplo: se A = A, se A é compacto,
ou se a funcao f : R™ — R™ é continua. Mas, em espacos topoldgicos mais

gerais, o teste por seqiiéncias falha.

D.1. Exemplo. Seja X = [0, 1] com uma topologia em que um subconjunto
de A C X é declarado aberto se, e s6 se, 0 ¢ A ou X \ A é enumeravel.

X ¢é Hausdorff, pois dados z1,z2 € X, com x1 # x5, ambos nao nulos,
{z1} e {2} sdo abertos disjuntos. Se z2 = 0, entdo {z1} e X \ {z1} sdo
abertos disjuntos.

Considere agora o subconjunto B :=|0,1] C X e tome uma seqiiéncia
(n)nen C B convergente em X. Seja x o limite desta seqiiéncia. Vejamos
que x € B. Para isto basta ver que x # 0.

Mas isso é verdade, ja que X \ {x, : n € N} é aberto que contém o zero
e no qual a seqiiéncia nunca entra.

Conclusao: ]0,1] nesta topologia é seqiiéncialmente fechado, mas nao é

fechado, pois seu complementar nao é aberto.

Podemos recuperar as técnicas baseadas em seqiiéncias com pequenos

ajustes se substituirmos a noc¢ao de seqiiéncias pela de redes.

D.2. Definigao. Um conjunto dirigido é um par (I, <), onde I é um conjunto

nao vazio munido de uma relacao =< tal que:

(1) VQEI(aja);
(2) VO&ﬂ;VEI(ajﬂeﬂjW:ajy);e
(3) va?/ﬁelaH’YEI(O{j’yeﬁjry)'

D.3. Definicao. Uma rede em um conjunto X é uma funcao definida em

um conjunto dirigido I tomando valores em X.
D.4. Exemplo. Toda seqiiéncia é uma rede.

D.5. Exemplo. O conjunto R com a sua ordem natural (z <y, se z < y) é

um conjunto dirigido.
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D.6. Exemplo. Sejam X um espago topoldgico e x € X. Seja 7, 0 conjunto

das vizinhangas de x, munido da relacao < definida por:
VU,Vel (UV:UDYV).

Entao (7, <) é um conjunto dirigido e se tomarmos xy € U, para cada U

vizinhanga de x, entdo (zy)yes é uma rede em X.

D.7. Definigao. Seja (z4)acs uma rede em um espago topolégico X. Dize-

mos que (Zq)aer € uma rede convergente em X se, e sé se:
JreX,VWUer,Iyvel (y2a=x,€U).
Neste caso, dizemos que (Tq)aer CONvVerge para T € escrevemos Ty — .

D.8. Definigao. Sejam X um conjunto e B C P(X). B é uma base para
uma topologia se, e s6 se:

(1) UB=X;e

(2) VW1, Wy € B,Vz e Wi N Wy, W3 € B (z € W3 C W1 N W).
Neste caso, a topologia gerada por B é aquela (definida univocamente) cujos

abertos sao as reunioes dos elementos de B.

D.9. Exemplo. Consideremos o conjunto dirigido (Z, <) e a rede:

f:Z2 — R
. ) 7 sej <0
jo— f) = . :
1/j se0<j.

Entao é claro que f é convergente (com limite 0), mas f nao é limitadal

D.10. Defini¢ao. Sejam X o conjunto e SB C P(X). SB é uma sub-base
para uma topologia se, e s6 se, as interseccoes finitas de elementos de SB

formam uma base.

D.11. Proposigao. Sejam X um espago topolégico, x € X, SB uma sub-
base para uma topologia em X e (xq)aecr uma rede em X. Entao x, — x
se, e so se, para todo U € SB, com x € U, existir v € I tal que xo € U, se
v =a.

Demonstragdo. Se x, — x, entdo, dado V € 7., existe v € I tal que
To €V, se v = a. Em particular, como todos os elementos de SB sao

abertos, a afirmacao acima vale para V € 7, N SB.
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Reciprocamente, se para todo V € SB, com =z € V, existe v € [ tal
que x, € V, se v < a, entao, pela definicdo de conjunto dirigido, dado um
nimero finito de elementos Uy, ..., U,, € SBNT7,, existem {y;}.; C ey el
tais que zg € U;, se 73 = 3, e 7 X v, para i € {1,...,n}. Logo, para v < 3,
zg € NI, U;. Como os abertos da topologia sao justamente as reunioes de
interseccoes finitas de elementos de SB, segue da definicao de convergéncia

que T, — T. U

D.12. Proposigao. Sejam X um espago topolégico, S C X ex € X. Entdo

x €8 se, e so se, existe uma rede em S que converge para x.

Demonstragdo. Se x ¢ S, entdo existe V € 7, tal que VN S = ). Logo nao
existe rede em S convirja para x.

Reciprocamente, se € S, entdo, para todo V € 7, existe z1y € V N S.
Considerando o conjunto dirigido (7, D), segue que (zy)yer, ¢ uma rede

em S que converge para . ([

Como um subconjunto S de um espacgo topoldgico X é fechado se, e s6
se, contém o seu proprio fecho, segue que S é fechado se, e s6 se, S contém
todos os limites das redes em S convergentes em X.

Compare este resultado com o primeiro exemplo.

D.13. Definigao. Sejam X e Y espagos topolégicos, t € X e f: X — Y
uma funcao. f é continua em x se, e s6 se, para todo U € Ty, existe
V e 1, tal que f(V) C U. f é continua se, e s6 se, f é continua em todo
rz e X.

D.14. Proposigao. Sejam X e Y espagos topologicos e f: X — Y wuma
fungao. Entao f é continua em = € X se, e s se, para toda rede (Tqo)acr

que converge para x, vale que f(xq) — f(z).

Demonstragao. Se f ¢é continua, entao, dado U € 7y(,), existe V € 7, tal
que f(V) C U. Se (zq)acr ¢ uma rede que converge para z, entao existe
a € I tal que se o < 3, entao xg € V. Logo, f(zg) € f(V) C U; ou seja,
f(xq) converge para f(x).

Reciprocamente, se f nao é continua em z, entao existe U € 7y, tal que
fV)n (Y \U) # 0, para todo V € 7,. Entao tomando zy € V tal que
f(zv) ¢ U, temos que (zy)yer, € uma rede que converge para x, mas que

(f(zv))ver, nao converge para f(xg). O
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D.15. Definigao. Um subconjunto K de um espaco topoldgico X é compacto
se, e s0 se, toda cobertura de S por abertos de X possui uma subcobertura
finita.

Se K é um subconjunto de um espago métrico (M,d), entdo é um fato
bem conhecido que K é compacto se, e s0 se, toda sequéncia em K possui
subseqiiéncia convergente. Mas esta caracterizacao nao vale para espagos
topoldgicos em geral. Se X é um espago topoldgico nao metrizavel, entao
pode existir K C X com a propriedade de que toda seqiiéncia em K possui
subseqiiéncia convergente, mas K nao ser compacto.

Todavia, esta caracterizacao possui uma andloga valida para espacos
topoldgicos se substituirmos seqiiéncia por rede e subseqiiéncia por sub-rede.

Antes de verificar isto, vamos, é claro, precisar das seguintes definigoes:

D.16. Definicao. Seja (I, <) um conjunto dirigido. J C I é cofinal se, e s6
se:
Vael, e J (a<p).

D.17. Definigao. Sejam X um conjunto, (I, =) e (J, <) dois conjuntos
dirigidos e f : I — X uma rede. h: J — X é uma sub-rede de da rede f
se, e 86 se, existe uma fungado g : J — I que satisfaz:

(1) VB1, B2 € J (B1 =g B2 = g(B1) =1 9(B2));

(2) g(J) é cofinal em I; e

(3) h=fog.

D.18. Observagao. Se (I,=) é um conjunto dirigido e L C I é cofinal, entao
(L, 2|1xr) também é um conjunto dirigido.

Isto porque enquanto os dois primeiros axiomas de conjuntos dirigidos se
verificam automaticamente, ja que L C I, o terceiro segue da cofinalidade
de L, pois, dados o, 3 € L C I, existe v € I tal que @« < v e 3 =< . Mas
como L é cofinal existe 6 € L tal que v =< §. Logo, « = § e § = §; ou
seja, (L, =|pxr) satisfaz os axiomas de conjunto dirigido, como querfamos

demonstrar.

D.19. Observagao. Se f : I — X é uma rede, é usual denoté-la por (z4)acr,
deixando a funcao f subentendida, como ja vinhamos fazendo. Da mesma
forma, uma sub-rede fog de f deveria ser representada por ((fog)(8))ge.,

mas poderemos usar a notacgao simplificada (74)se-
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D.20. Exemplo. Sejam (z,),eny uma seqiiéncia em um conjunto qualquer

e [1, oo[ munido com a ordem usual. Consideremos a funcao:
g:[l,oof] — N
x — g(z):=max{n e N:n < zx}.
Entao (Tn, )ref1 00 = (Tg(r))re[l,00] € Uma sub-rede da seqiiéncia (z,)nen-
Este exemplo mostra também que a cardinalidade do conjunto de indices de

uma sub-rede pode ser maior que a do conjunto de indices da propria rede.

D.21. Proposigao. Sejam X um espago topoldgico e (xq)acs uma rede que

converge para x € X. Entdo, toda sub-rede de (7y(gy)pes converge para x.

Demonstragdo. Seja (z4(3))ges uma sub-rede de (zq)acs. Dado V € 7,
existe v € I tal que z, € V, se v = a. Como g(J) é cofinal, existe § € g(J)
tal que v < §. Seja entdo p € J tal que g(u) = §. Como g preserva a ordem,
segue que se p =y 3, entdo § = g(u) =< g(B). Logo, x4z €V, se u =2; B.

Logo, x4y — ', como querfamos demonstrar. ([l

D.22. Proposicao. Sejam X um espago topoldgico, x € X e (q)acs uma
rede em X tal que todas as suas sub-redes de convergem para x. Entao

To — I

Demonstragao. Suponhamos que nao. Entao existe V' € 7, tal que, para

todo a € I, existe v € I tal que @ = y ez, ¢ V. Em vista disso, o conjunto:
J={aecl:z, ¢V}

é cofinal em I. Entao, por D.18, (z4)acs ¢ uma sub-rede de (x4)acs que

nao converge para x, o que contraria a hipotese. Logo, segue a tese. U

D.23. Proposicao. Sejam X um espacgo topologico e S C X um subcon-
junto. Entao S ¢ compacto se, e sé se, toda rede em S possui sub-rede

convergente.

Demonstragao. Se (Tq)acr ¢ uma rede em S que nao possui sub-rede con-
vergente, entdo cada ponto z € S existem v, € [ e V, € 7, tais que se
Yo = @, entdo z, ¢ V.. Vejamos que S nao é compacto.

Se S fosse compacto, como S C UzecgVy, entao existiria n € N tal que
S C Ui, Vy,. Além disso, como I é dirigido, existiria v € I tal que v; =< v,
para todo i € {1,....,n}. Logo, se v < «, entdo z, ¢ S: contradicdo.
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Portanto, S nao é compacto. Ou seja, se S é compacto, entao toda rede
possui sub-rede convergente.

Reciprocamente, se S nao é compacto, entao existe uma cobertura C =
{Vx}xea de S por abertos, a qual nao admite sub-cobertura finita. Definindo
E = ps(C), temos que, para cada D C F, existe xp € S\ UD. Além disso,
FE é dirigido, pois é claro que E é parcialmente ordenado pela inclusao e que,
dados D1, Dy € E, existe D = D1 U Dy € E tal que D1,Ds C D. Vejamos
que (xp)pep é uma rede em S que nao possui sub-rede convergente.

De fato, dado = € S, existe V € C tal que x € V. Como {V} € E,
temos que para todo V € D, xp ¢ UD e portanto zp ¢ V. Como uma
sub-rede precisaria ser definida em um conjunto dirigido cofinal em E, nao
hé sub-rede que convirja para x. Como «x foi tomado arbitrariamente, segue

que esta rede nao possui sub-rede convergente. O
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APENDICE E. LEMA DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

O objetivo deste apéndice é mostrar que se f,g € C(S', GL(n,C)) edetof
e det og s3o homotépicas em C(S1, C\ {0}), entdo f e g sio homotépicas em

C(S',GL(n,C)). Por uma questdo de simplicidade vamos adotar a seguinte:

E.1. Notacao. Se duas fungoes f e g forem homotdpicas, escreveremos:

f~g
E.2. Notagao. GL(n,C) := {A € M,(C) : A é inversivel}.
E.3. Notagao. U(n) := {4 € GL(n,C) : AA* = Id}.

E.4. Observagdo. Se A € U(n), entdo det A € S*. De fato, como AA* = Id,

tomando o determinante dos dois lados obtemos:
1 =det(A)det(A*) = det(A)det(A) = \det(A)|2;
isto é, |det(A)| = 1.

E.5. Notagao. T4 (n) := {(ai;)i;—1 € Mn(C) 1 a;; > 0 e a;; =0, sei>j}
ou seja, o conjunto das matrizes triangulares superiores cujas diagonais pos-

suem todas as entradas positivas.
E.6. Lema. U(n) T4+ (n) = {Id}.

Demonstracio. Seja L € U(n)(Ty(n). E ficil de ver que as colunas de
uma. matriz unitdria formam uma base ortonormal. Assim, nenhuma das
entradas de L pode ter mdédulo maior que 1; caso contrario, a norma do
vetor coluna ao qual ela pertencesse seria maior que 1. Pela observacao
acima, e como L € T4 (n), o produto dos elementos da sua diagonal é 1.
Sendo todos os elementos da diagonal estritamente positivos, todos tém de
ser 1; caso contrario teria de haver um deles maior que 1, uma contradigao.
Além disso, como cada vetor coluna ja tem uma entrada 1, suas outras
entradas tém de ser 0; caso contrario sua norma seria maior que 1, uma

contradicao. Logo, L = Id, como queriamos demonstrar. O
E.7. Proposigao. GL(n,C) é homeomorfo a U(n) x T4 (n).

Demonstragdo. Vamos mostrar que para cada A € GL(n,C), existem U €
U(n)eT €Ty (n) tais que: A=TU.
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Sejam B := {v1,...,v,} C C™ os vetores-coluna da matriz A. Como A é
inversivel, B é uma base de C". Nesta notacao entao, temos que A = [Id]pc;
ou seja, A é a matriz de mudanca de base que recebe um vetor na base B e
o escreve na base candnica C.

Por outro lado, podemos aplicar o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt & base B para obter uma nova base ortonormal A. O processo é

construtivo e a férmula para cada vetor de A := {wy, ..., w,} é dada por:

x; . < Vi, Vj >
Wi i(= ——, com x; = vU; — Z —7 19 Yj,
||zl

para cada i € {1,...,n}. Para ndo ter de carregar esta expressao, vamos

tomar g;; 1= —T;ﬁff Assim, temos que:
gi1 gii-1) 1
wlz< s sy T 707"'70 ;
|31 [EZ2IIEA] 5
ou seja,
1 g21 g31
[lzall =2l [[=s]]
0 1 932
IEIEE
0 Tl
— _ x3
L= [Idjas = 1 In—1)(n=2) Gn(n—2) € T’ (n).
[[zn—2]] [[zn—1ll [[znll
0 1 In(n—1)
[[zn—1ll [[znll
0 0 L
IE

E facil ver que L~! = [Id]ga € T (n). Assim,
A= [Id)gc = [Id]ac[ld]sa = [Id]acL™".

Como U := [Id] g¢ é uma matriz de mudanga de base entre bases ortonor-
mais, entdo U € U(n). Tomando T := L~!, temos que A = UT.

Vejamos agora que a regra de associagao:

¢:GL(n,C) — U(n)xTx(n)
A — p(A):=(UT)
define um homeomorfismo.
De fato, p(A) = ¢(B) = A =UT = B, logo ¢ é injetora.
Como todas as operagoes envolvidas na construgdo do par (U,T") sao

continuas, ¢ também o é.
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Seja (U',T") € U(n) x Ty (n). Entao U'T" € GL(n,C). Denotemos A :=
U'T', com p(A) = (U, T). Ou seja, temos entao que U'T" = UT. Mas entao:
U'U-L =TTt € Un) Ty (n). Assim, segue pelo lema E.6 que: U = U’
e T =T'. Logo, ¢ é sobrejetora.

Finalmente, é claro que a inversa de ¢ é:
e 1:UMn) xTy(n) — GL(n,C)
(U,T) — o YU,T):=UT,

que é claramente continua, ja que a multiplicacao de matrizes s6 envolve

somas e produtos das suas entradas. O
E.8. Lema. T (n) é convezo.

Demonstragao. Sejam A = (a;5)7;—; € B = (bi;);';—; elementos de T} (n).
Entao (1 —t)A+ tB € T4 (n), para todo t € [0, 1], pois, para as entradas
abaixo da diagonal o caminho é nulo; para as entradas acima da diagonal

nao importa; e para as coordenadas da diagonal:

(1 —t)ay; + tby > (1 — t 4+ t) min{ay;, by} > 0,
para todo t € [0, 1] e para todo i € {1,...,n}. Segue a tese. O
E.9. Lema. Seja:

A:[0,1] — GL(n,C)
t — A(t)
um caminho fechado e, para cada t € [0, 1], vamos escrever A(t) = U(t)T'(t),
com U(t) € U(n) e T(t) € T4(n) determinadas pela construgdo acima.

Entao:
wind#(det(A(t))) = wind#(det(U(t))).
Demonstragao. Como T4 (n) é convexo, segue que:

H:[0,1> — Ty(n)
(s,t) +— H(s,t):=(1—38)T(t)+ sld

¢ uma homotopia tal que: H(0,t) =T(t) e H(1,t) = Id. Assim,

G:[0,1> — GL(n,C)
(s,t) —— G(s,t):=U(t)H(s,t)
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é uma homotopia tal que: G(0,t) = A(t) e G(1,t) = U(t). Além disso, como

G é continua em ambas as variaveis,
[0,1] 5 s — wind#(det oG(s,-)) € Z
também é continua e portanto constante. Logo, para todo t € [0, 1],
wind# o det 0o A(t) = wind# o det oG (0, -)(¥)
= wind# o det oG(1,-)(t)
= wind# o det oU (t),

como queriamos demonstrar. O
E.10. Notagao. SU(n) :={A € U(n):det A =1}.

E.11. Proposicao. A aplicacdo:
U:U(n) — StxSU(n)
U — Y(U):=(det(U),U’),
onde U" é a matriz U com o primeiro vetor coluna dividido por det(U), €

um homeomorfismo.

Demonstragao. ¥ é injetora, pois se W(U) = (det(U),U’), posso recuperar
U multiplicando a primeira coluna de U’ por det(U).

U é sobrejetora, pois se («, U) e St x SU(n), multiplicando a primeira
coluna de U por « obtemos uma matriz U € U (n). Quero mostrar que:
U(U) = (a,U).

De fato, U’ e U sdo iguais a menos apenas das suas primeiras colunas,
possivelmente, as quais sao multiplas escalares uma da outra, pois, tomando

B :=det(U):

ﬁ(u'l,,u%) = Oé(fbl, ...,al) = Oé_lﬁ(ull, ,u;) = (fbl, ...,ul).
Mas dai segue que:
1 =det(U) = (o '3)detU' = a1 =a tdet U.

Logo, det U = « e, conseqiientemente, U’ = U. Ou seja, U(U) = (o, U).
Pelo argumento acima, fica claro que a inversa de W é a operacao que
multiplica a primeira coluna pelo escalar. Tanto ¥ como ¥U~! sdo definidas
por operacoes continuas, portanto sao, elas préprias, continuas. Segue a
tese. O



81
E.12. Corolério. GL(n,C) é homeomorfo a S* x SU(n) x Ty (n).

E.13. Proposigao. Sejam U e V' caminhos fechados continuos de [0,1] em
U(n). Entdo:
detolU ~ detoV = U ~ V.

Demonstracao. Seja
L:[0,1? — St
(s,t) —— L(s,t)
uma homotopia ligando det(U) a det(V); isto é, tal que: L(0,t) = det U(t)
e L(1,t) = det V(t), a qual existe por hipétese.
Além disso, como SU(n) é simplesmente conexo'®, temos que existe outra
homotopia:
I1:[0,1> — SU(n)
(s,t) +—— I(s,t)
ligando U’ a V'; isto é, I(0,t) = U'(t) e I(1,t) = V'(¢t).
Assim, como ¥~! é continua, se definirmos:
H:[0,1> — U(n)
(s,t) —— H(s,t):= U1 (L(s,t),I(s,t)),
obteremos que H é continua, e:

H(0,t) = U~YL(0,t),1(0,t)) = (det(U(t)), U’ (t)) = U(t).

Analogamente, H(1,t) = V(t). Logo, segue que U ~ V, como querdmos

demonstrar. O

E.14. Teorema. Sejam A, B € C(S',GL(n,C)). Se detoA ~ detoB em
C(S',C*), entdo A ~ B em C(S*,GL(n,C)).
Demonstragao. Sejam p(A) =: (U, T4) e p(B) =: (V,Tg). Pelo lema E.9,

wind#(det 0A) = wind#(det oU), e
wind#(det oB) = wind#(det oV').

Assim, como ja observamos que funcdes em C(S*,C \ {0}) com o mesmo
nimero de rotagao sdo homotdpicas, temos que: det oA ~ det oU, e det 0B ~

det oV. Como det oA ~ det oB por hipétese, temos que:

detoU ~ det oA ~ detoB ~ detoV.

18yer [11], pdgina 95, coroldrio da proposigao 17.
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Pela proposi¢ao E.13, segue que: U ~ V. Além disso, vimos que T4 (n) é
convexo e portanto T4 ~ Tg. Tomemos entao homotopias L e I tais que:
L(0,t) = Ta(t), L(1,t) = Tg(t), I(0,t) = U(t) e I(1,t) = V(t). Segue
entdo que H (s, t) := I(s,t)L(s,t) é uma homotopia que liga A a B, como

queriamos demonstrar. ([l
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