NOTAS DE AULAS (INCOMPLETAS)

OPERADORES DE FREDHOLM E TOPOLOGIA
2° SEMESTRE DE 2021

1. O CONJUNTO DOS OPERADORES INVERSIVEIS E O DOS OPERADORES DE FREDHOLM SAO ABERTOS

Uma algebra de Banach A é um espaco de Banach munido de uma forma bilinear associativa
Ax A>3 (a,b) —rabe A
satisfazendo ademais que a norma é submultiplicativa: ||ab|| < ||a||||b]] para todos a,b € A.

Proposicao 1. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade. GL(A) = {a € A; a é inversivel} é aberto em A.

Demonstragio: Suponha que a € A é inversfvel. Se [|b]| < [la™!|| 7}, entdo ||ba™!|| < 1, e portanto a série
oo
Z(bafl)n
n=0

é absolutamente convergente. Para todo N natural,

N N
(1=ba ")) (ba )" =D (ba™ )" (1 —ba~ ") =1—(ba )" — 1, N = 0.
n=0 n=0
Ouseja, 1 —ba™t € GL(A), (1—ba=')"t =3 (ba')". Logo (a—b) = (1—ba"')a é inversivel se a € GL(A)
e [[pl] < fla=I71. 0

Coroldrio 1. Seja E um espago de Banach. Entao {T € B(E); T € inversivel} é aberto em B(E).

Demonstragio:A composi¢ao de operadores faz de B(FE) uma dlgebra de Banach. O

Corolario 2. Seja E e F espagos de Banach. Entao {T € B(E,F); T € inversivel} é aberto em B(E, F).

Demonstrag&do: Suponha que o conjunto que queremos mostrar que é aberto seja nao vazio e tome Ty €

B(E, F) inversivel. Entao a aplicagao
B(E)>T — TyT € B(E,F)

é um isomorfismo de espagos de Banach. O conjunto que queremos mostrar que é aberto é a imagem por este

isomorfismo de GL(B(FE)), que é aberto pelo Corolario 1. O
1
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Sabemos que o quociente E/M de um espago de Banach E por um subespago fechado M torna-se um esapago

de Banach se munido da norma
l[z]]] = inf ||z+m|, z¢€E.
meM

Segue imediatamente da definicio da norma que a projecao candnica = — [z] de E em E/M é um operador
limitado, de norma menor do que ou igual a 1. No caso em que o espago de Banach é uma &dlgebra de Banach
A e o subespago é um ideal bilateral fechado I, o quociente é uma glgebra de Banach (veja por exemplo [10,

Theorem 1.1.1].

Seja agora H um espago de Hilbert. O conjunto K(H) dos operadores compactos em H é um ideal bilateral
fechado de H. Segue do Teorema de Atkinson que um dado T' € B(H) é um operador de Fredholm se e somente
se [T] é inversivel no quociente B(H)/K(H). Como o conjunto dos elementos inversiveis de uma &lgebra de
Banach é aberto e a projegao canonica é continua, segue que o conjunto dos operadores de Fredholm em B(H)

é aberto.

Sejam agora H; e Hy espacos de Hilbert e seja T' € B(H;, H2) um operador limitado de imagem fechada. Seja
P € B(H>) a projecio ortogonal sobre Im T, seja Ty a restricio de PT a (ker T)*. Entdo Ty é um isomorfismo
de espacos de Banach entre os espacos de Hilbert (ker T')* e ImT'. Segue do Teorema 8.9 de [7] e das observacdes
que se seguem que as dimensoes (hilbertianas) de (ker T)* e Im T sdo iguais. Suponha, ademais, que H; e Ho
tém dimensdo infinita e que 7 é um operador de Fredholm. Como as dimensdes de (ker T')* e Im T sdo iguais
e eles tém codimensao finita em H; e Hs, respectivamente, segue que as dimensoes de Hi e Hs sao iguais. Dai

segue que existe um operador unitario entre entre os dois espagos, U : H; — H,. Provamos:

Proposicao 2. Sejam Hy, e Hy espacos de Hilbert de dimensao infinita. Suponha que existe um operador
de Fredholm entre os dois espagos, T : Hy — Hy. Entao existe um operador unitdrio entre os dois espagos,

U:H, — Hs.

Vimos acima que segue do Teorema de Atkinson que o conjunto dos operadores de Fredholm em B(Hs) é

aberto. Deste fato e da proposicao imediatamente precedente, decorre:

Proposicao 3. Sejam Hyi e Hy espagos de Hilbert de dimensdo infinita. Entao o conjunto dos operadores de

Fredholm em B(Hy, Hy) é aberto.

Demonstragdo:Como o conjunto vazio é aberto, basta provar a proposicao supondo que existe um operador
de Fredholm entre H; e Hy. Segue da Proposi¢ao 2 que existe um operador unitario U : Hy — Hy. A aplicacdo
T +— U~'T é uma isometria que leva o espago de Banach B(Hy, H>) no espago de Banach B(H;). A imagem do
conjunto dos operadores de Fredholm T : H; — Hs por esta aplicagao coincide com o conjunto dos operadores

de Fredholm T : H; — Hy, que é aberto. O
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2. CArcurLo FuncioNaL CONTINUO

Sejam H um espago de Hilbert e T' € B(H). O espectro de T é o conjunto dos A € C tais que A\l — T néo
é inversivel. Denotaremos por o(T') o espectro de T. Os autovalores de T, se existirem, pertencem a o(T),
que contém também os valores de A para os quais A\I — T nao ¢é sobrejetor sem que necessarimente deixe de ser

injetor.

Teorema 1. ([8, Teorema 9.9]) Seja H um espago de Hilbert complexo. Para todo T € B(H), o(T) é um

compacto nao-vazio de C.

O teorema seguinte é o Teorema 14.2 de [8] no caso em que A = B(H).

Teorema 2. (Célculo Funcional Continuo) Sejam H um espago de Hilbert complexo e T € B(H) normal, isto

é, TT* = T*T. Eziste um homomorfismo de dlgebras € : C(o(T)) — B(H) satisfazendo €(f) = €(f)* e
1€ = sup{|f(2)[; 2 € o(T)} para toda f € C(o(T)) e

(1) f(z)= Z amn2"Z", z€0(T), FCNxN finito = C(f)= Z A T (T)"
(m,n)eF (m,n)eF

Toda funcao continua definida em um compacto K C C é o limite uniforme de uma sequéncia de polindmios
em z e Z restritos a K. Logo (1) implica que € é dnico. Note que (1) é equivalente a pedir que €(A+— 1) =T e

C(A = A) =T, se ja tivermos que € é um “*~homomorfismo”.

Denotaremos €(f) por f(T).

Proposicao 4. Seja (T)ren uma sequéncia de operadores normais em B(H) convergindo para T (que portanto
também é normal). Seja K C C um compacto ' contendo todos os o(Ty) e o(T). Entdo, para cada f € C(K),
[(Ty) = f(T), onde denotamos fly(1,)(Tk) € flo(r)(T) por f(Tk) e f(T), respectivamente.

Demonstragio: Dados f € C(K) e € > 0, seja p um polindémio em z e Z tal que sup{|f(z) —p(2)|; z € K} <

€/3. Como Ty, — T e as operagoes de tomar adjunto, do produto e da soma séo continuas, vem

pT) = > LT — D amaT"(T*)" = P(T).
(m,n)eEF (m,n)eF

Tome kg tal que ||p(Tx) — p(T)|| < €/3 para todo k > kq. Entéo

1 (T) = £ < (1 (Te) = p(Te)ll + [lp(T) = (D) + [[p(T) = F(T)]] < % + 2sup{[f(2) —p(2); z € K} < ¢

para todo k > kg. O

Defini¢ao 1. Um operador T' € B(H) € positivo se T =T* e (Tx,x) > 0 para todo x € H.

IPodemos tomar, por exemplo, K = {\ € C; |A| < sup || Tk||}-
k
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Na definigao precedente, a exigéncia de T ser autoadjunto é supérflua no caso de o espaco de Hilbert ser

complexo, que é o caso que nos interessa ao tratar de teoria espectral:

Exercicio: Sejam H um espaco de Hilbert complexo e T € B(H) tal (T'z,z) € R para todo x € H. Mostre

que T = T*. Sugestdo: Aplique a identidade de polarizagdo para a forma sesquilinear [z,y] = (T'z, y).

Proposicdo 5. Se T € B(H) € positivo, entio o(T) C [0, 00).

Demonstragio: Dado A = a + b, a,b € R, usando que (T'z,z) € R, para todo x € H temos

1T = M)z

(T = a)a|® + ||l = | T2|® + [AP|l2]* — 2a({Tz, z).

Y

Se b # 0, segue que ||[(T — M)z
Isto prova que, para todo A & [0, 00), existe C' > 0 tal que

[b|||]|. Se @ < 0, usando que (T'z,z) > 0, segue que |[(T — A)z| > |A|||=].

(T — Nz| > C|z|, paratodoz € H.

Daf decorre que T'— A é injetor e tem imagem fechada. Como T = T*, o niicleo de (T'— AI) é o complemento

ortogonal da imagem de T"— AI, que é fechada; logo T" — AI é sobrejetor. |

Dado T um operador positivo, a funcao f(t) = v/% é continua em o(T). Definimos entdao v/T = f(T) usando

o célculo funcional continuo.

Proposicao 6. Seja (T),)nen uma sequéncia convergente de operadores positivos em B(H), T,, — T. Entao T
¢ positivo e /T, — VT.

Demonstrag8o: Notando que T,) — T* e (T,z,x) — (Tz,z), concluimos que 7' também é positivo.
Depois basta aplicar a Proposicao 4 para o compacto K = [0, M], tomando algum M tal que ||T;,|| < M para
todo n. O

Coroldrio 3. Seja (T),)nen uma sequéncia convergente de operadores positivos em B(H), T,, — T. Suponha

que cada T, e T sejam inversiveis. Entio /T, e T também sio inversiveis e (v/T,) ™" — (VT)~ 1.

3. CALcuLo FUNCIONAL BORELIANO

Teorema 3. Sejam H um espago de Hilbert complexo e T € B(H) normal. Denotemos por B(o(T)) a *dlgebra
das fungdes borelianas, complexas e limitadas definidas em o(T), munida da norma ||f|le = sup{|f(A)|; X €
o(T)}. Entao existe um *~homomorfismo ® : B(o(T)) — B(H), ®(h) = h(T) que estende o cdlculo funcional

continuo e satisfaz

(1) ||@(h)] < ||hllec para toda h € B(o(T)),
(2) hn(T)v — B(T)v para todo v € H, se hy(A) — h(X) para todo A € o(T) € sup ||hnllco < 00.
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Segue de toda fungdo de B(o(T)) ser o limite ponto-a-ponto de uma sequéncia de limitada fungées em
C(o(T)) que ® ¢é a tnica extensdo do célculo funcional continuo satisfazendo o item (2) do enunciado do

Teorema 3.

O grupo dos operadores unitarios em um espago de Hilbert.

O conjunto dos operadores unitarios em um espaco de Hilbert H, U(H) := {U € B(H); U* = U}, é um
grupo topoldgico com a composicao de operadores como operagao e com a topologia relativa do espaco normado

B(H). Como ||U||? = || U*U|| = ||I||, segue que ||U]| = 1 para todo U € U(H).

Um operador é unitario se se somente é um isomoformismo linear isométrico de H em H, o que por sua vez

é equivalente a U : H — H ser uma bijecdo que preserva o produto interno.

Proposicao 7. Se U € U(H), entdo o(U) C S*.

Demonstragdo:Sendo U normal, podemos considerar o cdlculo funcional continuo a ele associado. Tome
f € C(a(U)) definida por f(A) = A\, A € o(U). Entéo f(U) =UU* =1 = Loy (U), logo 2Z = 1 para todo
z € o(U), logo o(U) C St. O

A proposicao seguinte estabelece que U(H) é conexo por caminhos.

Proposicao 8. Dado U € U(H), existe uma curva continua na topologia da norma [0,1] >t — U € U(H) C
B(H) tal que Uy =1 e Uy =U.

Demonstragdo:Para cada t € [0, 1], considere h; : S' — C definida por
hi(e??) = €’ para todo 6 € (—m, 7]

(na linguagem cléssica, hy é o ramo principal da fun¢io multivalente z — z'). Para cada t, a fungao h; é
continua exceto em z = —1, ponto em que possui limites laterais distintos se 0 < ¢ < 1. Logo, h; é mensuravel

a Borel. Segue da desigualdade
"0 — 5% < |t — 5|, paratodo O € (—m, 7],

valida para todos t,s € [0,1], que
[0,1] 3t — hy € B(o(U))

¢ continua relativamente & norma || - |/co-

Segue da Proposigao 7 que o(U) C S!. Denotando também por h; a restricao de h; a o(U), segue da

continuidade do cdlculo funcional boreliano ® : B(c(U)) — B(H) que
[0,1] >t — h(U) € B(H)

¢ uma curva continua ligando ho(U) =1 a hy(U) =U.
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Resta provar que hy(U) é unitério para todo t. Segue da definicao de h; que hi(A)hi(A) = 1 para todo
A € o(U). Aplicando @ a esta identidade, decorre que ht(U)hy(U)* = he(U)*he(U) = 1. O

GL(H) é conexo por caminhos.

4. GL(H) E CONEXO POR CAMINHOS, SEM TEORIA ESPECTRAL

Seja H um espago de Hilbert separavel.

Nesta se¢ao vamos provar que GL(H) é conexo por caminhos sem usar teoria espectral. Embora mais
elementar, a demonstragdo é bem mais dificil. S&o duas as vantagens de nao usar o teorema espectral (ou
o cdlculo funcional boreliano para operadores normais em B(H), que é equivalente & versao original e mais
conhecida do teorema espectral): (1) a demonstragio se aplica também para espacos de Hilbert reais e (2) ela
pode ser generalizada para demonstrar que, para todo espago Hausdorff compacto X, toda fungao continua de
X em GL(H) é homotdpica a fungdo constante igual a I, o operador identidade em H. Ou seja, na notagao
padrao da topologia algébrica, [X, GL(H)] (o conjunto das classes de homotopia de fungdes continuas de X em

GL(H)) consiste apenas de um ponto.

Esta exposigao é baseada em [2, Section 3.4] e em [6].

Proposicao 9. Dado Ry € B(H) inversivel, existem conjuntos ortonormais {a1,as,---} e {a1,d2, -}, e uma
familia de subespagos de H dimensdo trés Ay, As,---, mutuamente ortogonais, tais que aj,a;, Roa; € A; e a;

¢ ortogonal a a; e a Roa; para todo j.

Proposicao 10. Seja Ry € B(H) inversivel e sejam {ay,as,-- -}, {41,429, -} e A1, Aa, -+ famdlias de vetores
e subespacos satisfazendo as prescricoes da Proposicdo 9. Denotemos por A o subespaco fechado de H que tem
em {ai,as,- -} um conjunto ortonormal completo. Entao existe uma homotopia em GL(H) conectando Ry a

R1, com Ry satisfazendo |Ria;|| = 1 para todo j e Rix = Rox para todo x € A+.

Proposicao 11. Dado Ry € B(H) inversivel, sejam {a1,as,---}, {d1,d2, -} e A1, As, -+ famdlias de vetores
e subespacos satisfazendo as prescri¢oes da Proposicao 9, e seja Ry o operador obtido na Proposicao 10. Entao
existe homotopia conectando Ry a Ry em GL(H), com Ry satisfazendo Rsa; = a; para todo j e Rox = Rax

para todo x € (@j’ilAj)l.

Demonstrag&o: Segue das Proposicoes 9 e 10 que, para todo j, {Rlaj, aj} e {aj,aj} sao conjuntos ortonor-
mais, embora {a;, Ria;} possa até deixar de ser linearmente independente. Vamos construir uma homotopia de
unitérios em A; fazendo primeiramente uma rotagao de m/2 no subespaco gerado por {Ria;,d;} e, em seguida,

uma rotagao de /2 no subespaco gerado por {a;,a;}.
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Para cada j, para cada 0 < ¢t < 1/2, defina o operador unitdrio Utj :A; = Aj por

Utj (R1aj) = (COS 7Tt) Rlaj + (sin 7Tt) COLj
(2) Ul(a;) = (—sinzt)Ria; + (cosnt)a,
Utj(x) = 1z, € [Raj, &j]J-

Como as entradas da matriz de Utj em relagdo a uma base ortonormal de A; sao fungoes continuas, segue que

(veja uma discussdo mais detalhada sobre este ponto um pouco abaixo) ¢ — Utj é uma fungdo continua de

0,1/2] no conjunto dos operadores unitarios em A;, que denotamos por U(A;). Claro que Ul éo operador
] J J 0

identidade de A4; e Uf/2(R1aj) =aj e Ulj/Q(&j) = —Rja;. Para futura referéncia, registramos que

(3) (U] 5)" (@) = Ria;

Para cada j, para cada % <t <1, defina o operador unitario Ui . A; — Aj por

Ui (( 1/2) Ya;) = (cosm(t—1/2))a; + (sinm(t—1/2))a;
(1) GI(UL) Yay) = (—sinm(t—1/2))d; + (cosm(t—1/2))a,
G ) ) = oy e faga)t
Temos também, da mesma maneira, que [1,1] 3 ¢ — Ui e U(A;) é continua. Usando (3) e fazendo ¢t = 1 em
(4), temos
(5) Uy (Rya;) = a;.

Fazendo ¢t = 1/2 em (4), vemos que U1/2( y) = Uf/2 (y) para todo y pertencente a uma base ortonormal de A;.
Logo U1/2 U1/2 Podemos portanto redefinir U7 = U}, 1/2 < t < 1, obtendo assim uma homotopia (U} )co,1]

em U(A;) tal que Up = 14, e U satisfaz (5)

Vamos agora “colar” essas homotopias em U(A;) de modo a obter uma homotopia (Ut)te[o#” no conjunto
dos operadores unitdrios em H, que denotamos por U(H). Para tanto, consideremos a seguinte decomposigao

de H em subespacos mutuamente ortogonais

H = (8572,4;) D (82.4,)"

Todo = € H pode ser escrito de maneira tinica como z = Y - x; + 2/, ; € A; e 2’ ortogonal a z; para todo

=1
j. Para cada t € [0, 1], podemos definir U; € U por

o0
Uz = ZUtxj + 2.

j=1
Dados t,t' € [0, 1], temos portanto
(U = Up)(@)I* = Z (U7 = Ul ()| < sup i = U1 Z 1% < SHPHW U121,
j=1
de onde segue que
(6) 1= Ur | < sup U7 — U

Para provar a continuidade de (U;);eo,1], basta portanto provar que limg Utj, = Utj , uniformemente em j.
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Denotemos por || - |lop @ norma de operadores em M, (C), isto é,
| Az|
[Allop = -
{zeCm;z#£0} HxHG
onde denotamos por || - ||o a norma euclidiana em C". E facil ver que
(7) [Allop < max{lal; 1 < j,k <n},

para toda A = ((a;k))1<jk<n € Myn(C).

Para cada 7, tome a? e a} em A; de modo que 1 = {Ria;, a;, a?} B2 = {a;,a;, a;} sejam bases ortonormais
de A;. Considere ainda a base ortonormal 33 = {(Uf/Q)_chj7 (Ulj/Q)_lColj, (Uf/z)_la}}. Parai = 1,2, 3, considere
o operador unitdrio oy : A; — C3 que leva x € A; em suas coordenadas na base ;. Se 0 < ¢, <1/2, usando
(3), (4) e (7), temos

U7 = ULl = llaa (Us = U)oy | =
cosmt —cosmt’  sinwt’ —sinwt 0
sint — sinwt’!  coswt — coswt! 0 < max{|cost — coswt’|, | sin 7t — sin 7t |},

0 0 0

op

0 que prova que (Ut)te[o,%] é continua. Se 1/2 <t,t' <1, vem

cosm(t —1/2) —cosw(t' —1/2) sinw(t' —1/2) —sinw(t—1/2) 0
||Utj *U,gj;\|:||063(Ut*Ut/)a2_1H = sinm(t —1/2) —sinw(t —12) cosw(t —1/2) —cosm(t' —1/2) 0 <
0 0 0
op
max{|cosm(t — 1/2) — cosm(t' — 1/2)]|,|sinw(t — 1/2) —sinw(t' — 1/2)|},
de onde segue que
(8) sup |U} — U}|| < max{|cosm(t —1/2) — cosm(t' —1/2)],|sin7(t — 1/2) —sin7(t' — 1/2)|},
J

o que prova, devido a (6), que (Ut)te[%,l] é continua.

Consideremos agora a homotopia R; = U;_1 Ry, 1 <t < 2. Usando (5), vem Ry(a;) = Ui(R1a;) = a; para
todo j e Rox = Ryjxz = Rox se x € (EB;.;IAJ)L' =

Seja M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H. Dados T11 € B(M, M), Tos € B(M*), Tys €
B(M*,M)eTy € B(M,M*), um operador T € B(H) pode ser definido por meio de multiplicacdo de matrizes,

x T; T; T
H=MaoM+>| | & oo "lemMmaeMt =0
T2 Ty Ty T

Reciprocamente, todo T' € B(H) pode ser descrito por uma unica matriz como acima, tomando T;; = P,T1;,

P :H—MeDP,: H— M™" projecdes ortogonais, I : M — H e Iy : M+ — H inclusdes. E f4cil ver que
(9) 1731 < |7 para todo (i.5) e |IT] < max{|[T,]; 1 <1, < 2J.

Chamaremos (T};))1<i,j<2 de matriz de T relativa o decomposicio H = M & M*.
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Exercicio 1: (a) Seja E e F subespagos fechados de um espago de Banach X, tais que X = E® F, seja
T € B(X). Mostre que existem unicos 111 € B(E), Tee € B(F), Ti2 € B(F,E) e To; € B(E, F) tais que

T T T T Tz, + Tiox
X—EaF > 1 N 11 T L 1171 R Y
To To1 T T To171 + Thoxo

(b) Mostre que a bijecao definida no item (a), B(X) — B(F) x B(F,E) x B(E,F) x B(F) é um isomorfismo

de espagos de Banach.

Proposicao 12. ([6, Lemma 7]) Seja R € B(H) inversivel. Se existir um subespaco V, V e V+ de dimensdo
infinita, restrito ao qual R € igual a identidade, entdo existe uma homotopia conectando R a identidade em

GL(H).

Demonstracdo: Sendo R continuo, R restrito ao fecho de V, V, também é a identidade. A matriz de R

relativa & decomposicio H = V+ @V é da forma

P 0
Q I

onde I denota a identidade em V. Para cada t € [0, 1], podemos definir R, € B(H) declarando que sua matriz
relativa & decomposicio H = V- @V é
P 0
1-vHQ I
Decorre de (9) que a aplicacao ¢ — R; é continua e Ry = R. Basta agora mostrar que o operador Ry, que tem

como matriz

P
0 I

(escrevemos entdo Ry = P @ I), pode ser deformado & identidade.

Seja {a1, az, - - - } um conjunto ortonormal completo de V. O conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,-- -}

pode ser decomposto como uma uniao infinita de subconjuntos infinitos disjuntos, por exemplo,
N=NoUN3UNgU---, N;={20"2(2k—1); k€ N}, j=2,3,4,--.

Seja Hy = V1 e seja H; o subespago fechado gerado por {a;; i € N;}, j = 2,3,---. Entdao H; @ Hy & - -~
(soma algébrica) é denso em H. Dados B; € B(H;), j =1,2,---, tais que sup{||B;|; 1 = 1,2,--- } = m < o0,
existe um unico B € B(H), ||B|| = m, tal que B restrito a H; coincide com B; para todo j (verifique esta
afirmagao). Denotamos B = By @ By @ ---. Esta “soma” é “associativa” no seguinte sentido. Definindo
Ki=Hy, Ko=Hy @ Hy, Ky = Hi® Hs, --- ¢ Oy = By, Oy = By @ By, C3 = B4 @ Bs, -+, vale também a

igualdade B=C1 @& Cy ® C3 @ - - - (verifique esta afirmacao). E neste sentido que podemos escrever
R=PoLoLolLele  -=Pas(Lel)e(,al)® -,

onde I; denota o operador identidade em H;. Todos os espagos H; sdo espacos de Hilbert separdveis de

dimensao infinita e portanto sdo mutuamente isomorfos. Usando esses isomorfismos, podemos identificar todos
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os operadores identidade, denotando I; = I para todo j, sempre que for conveniente. Em cada H;, podemos
definir operadores P; unitariamente equivalentes a P, e sempre que for conveniente denotaremos P; = P para

todo j. Com esse entendimento, podemos escrever
R=Po (PP 'ol)o (PP 'al)---

Para k = 1,2,---, é possivel construir uma curva continua de operadores inversiveis em B(Hap @& Hopi1)
conectando PP~1 @ I a P~! @ P. Formalmente (ou seja, ignorando o isomorfismo que permite identificar Hoy,

com Haj 11 e Pop com Psy1), essa homotopia pode ser descrita pela férmula ([2, Exercise 3.18])

cost —sint P10 cost sint P 0
(10) 0,7/2] 5t —>
sint cost 0 1 —sint cost 0 I

As homotopias P'P @& I ~, P~' @ P em GL(Hay, ® Hopy1), k= 1,2, -+, podem ser coladas para definir

uma homotopia em GL(H). Rearranjando os paréntesis, vem
R=Po(PP 'ol)o(PP'el) - ~, PO(P'oP)o(P 'oP)®--- = (PP He(PoP HYo(PoP Hae---

Pelo mesmo argumento usado logo acima, cada P @ P~! é homotépico em GL(Hak—1 ® Hay) a Ing—1 @ Lo,

k=1,2,---. Segue portanto que R é homotdpico a Iy ® I & I3 P ---, que é o operador identidade em H. [

Exercicio 2: Verifique em detalhe as afirmagoes a cerca da homotopia em (10) . Em particular, justifique
porque a homotopia sé assume valores em operadores inversiveis e escreva a homotopia mais explicitamente,

escrevendo Po,_1 ou Psy, no lugar de P e fazendo aparecer na férmula o isomorfismo =y : Hap, — Hog41-
Exercicio 3: Demonstre a Proposicdo 12 no caso em que V+ tem dimensdo finita.

Esta praticamente pronta a demonstracao do principal teorema desta secao.

Teorema 4. Seja H um espago de Hilbert separdvel, real ou complexo. Entdo GL(H) € conexo por caminhos.

Demonstragdo: Dado Ry € B(H), segue das Proposigoes 9, 10 e 11 que existe uma homotopia (R;):e[o,2) tal

que Rya; = a; para todo j =1,2,---, sendo {a1,as,- -} um conjunto ortonormal infinito.

Seja V o subespaco de H gerado por {ai,as,---}. Por construgio, sabemos que V1 tem dimensdo infinita
(V1 contém o conjunto ortonormal infinito {ds,és,---}). Segue da Proposicio 12 que Ry é homotépico ao

operador identidade em H. O

Observagdo. O Teorema 4 vale também, com a mesma demonstracao que demos aqui, para espacos de

Hilbert quarterniénicos.

5. O TEOREMA DE KUIPER

Seja X um espago de Hausdorff compacto e seja H um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita.
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Proposicdo 13. Dada f € C(X,GL(H)), existe homotopia (fi)o<i<1 tal que fo = f e a imagem de f1,
{fi(x); x € X}, estd contida em um subespaco V C B(H) de dimensao finita.

Proposicdo 14. Dados T1,Ts,---T, € GL(H), existe um conjunto ortonormal infinito {a1,as, -}, uma
familia de subespagos A1, As,--- de dimensido n+2, A; ortogonal a Ay, se j # k, tais que {a;,Thaj,--- ,Tpa;}

estd contido em A; para todo j.

Demonstragdo: A construgdo comega tomando-se arbitrariamente um a; € H unitario e A; um subespaco

de dimensao n + 2 de H contendo {a;, Tia;,--- ,Tha;}.

O espaco Wy = AL NT;H(A$) NN T, Y (Af) tem codimensdo finita, pois é a intersegio de um niimero
finito de espagos de codimensao finita. Escolha arbitrariamente as unitdrio pertencente a Wi. Cada T;(as2)
pertence a Af, pois as € T[l(All7 i=1,2,---n. Escolha arbitrariamente um subespago Ay C Af de dimensao

n + 2 contendo {ag, Trag, -, Tmas}.

O espaco Wy = WiN Ay NT; H(Ax)N---NT,  (Af) tem codimensao finita. Escolha arbitrariamente az € Wa
unitdrio. Entdo Tj(az) € Af N Ay, i = 1,2,---,n, pois az € T, *(A) NT, Y (A5), i = 1,2,--- ,n. Escolha

arbitrariamente um espaco de dimensdo n + 2 contido em Ai N Ay contendo {az, Tias,- - - ,Thas}.

J& deve ter ficado claro para o leitor como se pode concluir por indugao esta demonstracao. E importante
notar que, para cada n, o W,, correspondente tem codimensao finita, de modo que sempre haverd espago para

continuar o processo. A hipétese de indugao é apresentada explicitamente em [6, Lemma 3]. O

O aparente desperdicio ao tomar cada A; com dimensdo n+2, apesar de bastar tomar um espaco de dimensao
n + 1 para conter {a;,Tia;,---,Tna;}, se justifica para que tenhamos mais espaco para construir homotopias
de operadores em A;. A dimens@o de A; ser maior do que n + 1 garante a existéncia, para cada j, de um vetor

unitario a; € A; ortogonal aos vetores a;, Tia;j, - ,Tha;.

Seja n a dimensao do espago V' de dimenséo finita obtido na Proposigao 13, seja {T1,Ts, -+ , T} uma base
de V. Para cada R € V, temos que a; é ortogonal a a; e Ra;. As demonstracoes das Proposi¢oes 10 e 11
mostram que existe homotopia (R¢)c(o,1) em GL(H) tal que Ry = R e Rja; = a; para todo j. Mas precisamos
de mais do que isso, precisamos de continuidade conjunta nas duas varidveis da aplicagao (R,t) — R;. Esta

afirmagao serd reenunciada de forma mais precisa na demonstragao das duas proposicoes seguintes.

Proposicao 15. Seja V' um subespago de dimensdon < oo de GL(H) e seja f € C(X,GL(H)) tal que f(z) € V
para todo x € X. Sejam Aj, j =1,2,--- subespacos de dimensdo n + 2 mutuamente ortogonais, sejam a; e a;
vetores unitdrios em Aj; tais que a; € perpendicular a a; e a Ta; para todo j e para todo T € V. Entdo existe

uma homotopia (fi)icjo,1) tal que fo = f e [|fi(z)a;|| =1 para todo x € X e para todo j =1,2---

Demonstragéo:

Etc, etc. O



12 OPERADORES DE FREDHOLM E TOPOLOGIA 2° SEMESTRE DE 2021

Exercicio 4.

Sejam V um espago complexo com produto interno e {u,v} um conjunto linearmente independente em V,
|lu]| = |Jv]] = 1. Denotaremos, como de costume, por [u,v] o subespago de V gerado por u e v. Seja w € V

unitario e ortogonal a u e a v, denotemos por W o subespago de V' gerado por u, v e w.

a) Mostre que existem vetores unitdrios u” e v” em V tais que 81 = {u, v’} e B2 = {v,v"} sejam bases
q q ) ) )

ortonormais de [u,v], a matriz de mudanca de coordenadas de (3, para 3; sendo dada por >

| B VTP

o VT [0 (u, v)

Dado 6 € [0, 5], denotemos por Ry e Ry os operadores lineares em W cuja matrizes nas bases 1 e 32 sao

cos# 0 sinf cosf 0 —sinf
[Rl}ﬂl = 0 1 0 e [Rz}ﬁz = 0 1 0
—sinf® 0 cosf sinf 0 cos@

(b) Seja A = ((a;r))1<j,k<3 a matriz na base ; do operador R; o Ry — I. Mostre que

. i
1§%§3|ajk| < 3 max{|sina|, |cosa — 1], |[cosa — |},

onde a € (0,5] e e”* € 5! sdo definidos pelas igualdades |(u, v)| = cosa e (u,v) = e* cos a.

(¢) Supondo que (u,v) € R, para os operadores Ry e Ry definidos antes do item (b) mostre que
(11) [R1o Ry —I|| < Cllu—wl],

com C = 18.

(d) Existe uma constante universal C' tal que valha (11) mesmo que (u,v) nao seja real?

Proposicao 16. Seja V' um subespago de dimensdon < oo de GL(H) e seja f € C(X,GL(H)) tal que f(z) € V
para todo x € X. Sejam Aj, j =1,2,--- subespacos de dimensdo n + 2 mutuamente ortogonais, sejam a; e G;
vetores unitarios em Aj; tais que G; € perpendicular a a; e a Ta; para todo j e para todo T € V. Além disso,
suponha que | Ta;|| = 1 para todo j e para todo T € V. Entdo existe uma homotopia (fi)¢cjo,1) em C(X,GL(H))
tal que fo = f e fi(z)a; = a; para todo x € X e para todo j =1,2---

Demonstragio: Paracadaj=1,2,---, T € VNGL(H) et € [0, %], defina em A; o operador unitario U; (T, t)

pela férmula (2) com T no lugar de Ry; para t € [%,1], use a férmula (4), que depende s6 de j. Para cada

2
T € VN GL(H) fixo, a demonstracio que demos da continuidade de [0,1] 3 ¢ — U/ € U(A;) na Proposicao 11
demonstra também a continuidade de [0,1] 3 ¢ — U(T,t) € U(A;), com as seguintes modificacbes. A base
B1 passa a ser uma base ortonormal de A; cujos dois primeiros vetores sdo {T'a;,d;}; analogamente para [
com a; substituindo T'a;. E B3 passa a ser a imagem de > pelo operador unitario (Ulj /2)_1. As isometrias

a; : Aj — C"2 sio definidas do mesmo jeito e as matrizes 3 x 3 sdo substituidas por matrizes (n+2) x (n+2)

2A matriz [I]gf satisfaz [I}gf [x]g, = [2]8,, [z]g; denotando as coordenadas de qualquer x € [u,v] na base ;.
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com a mesma aparéncia, em que as entradas nulas denotam blocos de zeros de tamanhos 1 X n, n X n oun x 1.

Como, para t € [%, 1], U;(T,t) sé depende de t, isto ¢ suficiente para demonstrar a continuidade da aplicacao
(VAGL(H)) x [1/2,1] — U;(T,t) € U(A;)
Além disso, a continuidade é uniforme em j, tal como expressamos na desigualdade (8).
Para T,T' € VAGL(H) e t,t' € [0, 3], temos
(12) U5 (T, ) = U (T, )| < (|UG(T ) = U (T, )| + U;(T,8) = U (T, )]

De novo pelo argumento da Proposicao 11, a primeira parcela do lado direito de (12) fica arbitrariamente
pequena, uniformemente em j, para |t — t'| suficientemente pequeno. Para estimar a segunda parcela, temos de
levar em conta que a isometria o; depende de T'. Se T'a; = T"a;, a segunda parcela é nula. Se T'a; # T"a;, seja

a # 0 o angulo formado por Ta; e T'a;.
O

Concatenando as homotopias obtidas nas Proposicoes 13, 15 e 16, obtemos imediatamente o seguinte teorema.

Teorema 5. Dada f € C(X,GL(H)), existem um conjunto ortonormal {a1,as,- - -} e homotopia (f;)icjo,3) tais

que fo = f e f3(a;) = a;j para todo j.
6. UM pouco DE K-TEORIA TOPOLOGICA

6.1. O funtor G.

Resumo desta subsegao, que ainda vai ser escrita’s Dado semigrupo abeliano H, definimos o grupo abeliano

G(H) e homomorfismo de semigrupos v : H — G(H). A imagem de 7 gera G.

6.2. Fibrados vetoriais.

Dado um produto cartesiano A x B, denotaremos por m; : A X B — A e m : A X B — B as projegoes

canonicas.

Seja X um espago de Hausdorff compacto. Um fibrado vetorial (complexo) sobre X é um par (E,p), em que

E é um espago topoldgico e p: E — X é uma aplicacao continua e sobrejetora satisfazendo:

(1) Para todo = € X, a fibra E, = p~!({x}) estd munida da estrutura de um espago vetorial (complexo) e
(2) Para todo o € X, existem um aberto U > xy e um homeomorfismo y : p~*(U) — U x CV tais que

M ox =pe,paratodor €U, ¢, ==meox|, :E, — CY ¢ um isomorfismo linear.

Os homeomorfismos satisfazendo a condicao (2) sao chamados de trivializagdes locais do fibrado (E, p). Seus

dominios sao chamados de abertos triviais.
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Analogamente definem-se fibrados vetoriais reais: as fibras F, sdo espagos vetoriais reais e as trivializages

locais tomam valores em U x RYN.

Frequentemente omitiremos a projecao p ao nos referir ao fibrado (F, p), que serd chamado simplesmente de
“o fibrado E”.

Exemplo Dado V um espago vetorial (real ou complexo) de dimensdo finita, o produto cartesiano X x V

munido da projecao candnica sobre X é um fibrado vetorial.

Exercicio 6.1. (a) Mostre que a dimensao das fibras de um fibrado vetorial sobre X é localmente constante.
(b) Mostre que o espaco total E do fibrado vetorial (E,p) sobre X é de Hausdorff (lembrando que estamos
supondo que X é de Hausdorff).

Quando X é conexo, chamamos a dimensao das fibras de posto de um fibrado vetorial sobre X.

Um morfismo entre dois fibrados vetoriais sobre X, (E,p) e (F,q), é uma aplicacdo continua & : £ — F
satisfazendo (i) g o ® = p e (ii) para todo x € X, &, := ®|, ¢ linear. Um isomorfismo entre dois fibrados

vetoriais sobre X é um morfismo bijetor ® cuja inversa ®~! também é um morfismo de fibrados vetoriais.
Um fibrado vetorial sobre X é trivial se ele é isomorfo a X x CV (ou X x R¥, no caso real).
Exercicio 6.2. Considere a unido disjunta das retas tangentes ao circulo S' C R2,
E = {((z0,0), (w,y)) € S' x R oz +yoy = 1},

munida da topologia relativa de R*, seja p : E — S a projecao canénica p((xo,vo), (z,9)) = (20, v0). Mostre

que (E,p) é um fibrado vetorial (real) trivial de posto 1 sobre S*.

Seja (E,p) um fibrado vetorial sobre X, sejam Xo : p 1 (Us) = Uy x CN e x5 : p~1(Ug) — Ug x CN

trivializacoes locais. Se U, N Ug # 0, podemos considerar 3 a funcdo de transicdo
Xa,8 = X80 Xa' : (UaNUg) x CV — (U, NUz) x CN.

Decorre imediatamente que existe g5 € C(U, N U, GL(CY)) tal que xa.5(7,v) = (7, ga p(z)v) para todo
(z,v) € (Us NUg) x CN. No caso em que o = B € Xo = Xg, €nta0 o () é igual & identidade N x N para
todo z € U,.

Seja {Uy; a € I} uma familia de abertos triviais de X, a cada qual deles sendo associada a trivializacdo Xq.

Entéao a familia {g, g; o, 8 € I} satisfaz a condicao

(13) ga,ﬁ(x)gﬁ,'y(x) = ga,ﬂ(x)a Ve e Uy N UsNU,, Vo, 3,7 € 1.

3Pode ser conveniente em alguns contextos incluir nessa definicao a possibilidade de a intersecao ser vazia, de modo que a fungao

de transigdo é a fungao vazia.
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Exercicio 6.3. Seja {U,; @ € I} uma cobertura de X por abertos. Suponha que exista uma familia
{gap € C(Us NUs, GL(CY); (o, B) € I x I} satisfazendo a condigao (13). Considere a unido disjunta dos

abertos da cobertura, Z = U {a} x (U, x CV). Defina em Z a relagio
ael

(o, z,u) ~ (B,y,v), (x,u) € Uy, (y,v) € Ug — r=yev=_gag(x)u

(note que a pode ser igual a ).
(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.
(b) Seja Et o quociente do espaco topolégico Z por ~, seja 7 : Ef — X a aplicacdo que leva a classe de

equivaléncia de (a, z,v) em z. Mostre (ET, p) é um fibrado vetorial sobre X.

Exercicio 6.4. Seja (E,p) um fibrado vetorial sobre X, seja {U,; a € I'} uma cobertura de X por abertos,
seja {ga,p; o, f € I} a familia de funges de transigdo associada a essa familia de abertos triviais. Mostre que

o fibrado ET construido no exercicio precedente é isomorfo a E.

Exercicio 6.5. Defina em [0, 1] x C a relacao

(z,A) ~ (y,m) = (,\)=(y,m) ou {z,y}={0,1} e A=

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.

(b) Seja E o quociente de [0,1] x C por ~, seja p : E — [0,1] a aplicagdo que leva a classe de (z,\) em z.
Mostre que (E,p) é um fibrado vetorial.

(c) Descreva as fungoes de transigdo para uma cobertura de [0, 1] que consista de dois abertos triviais.

(d) Mostre que (F,p) nao é trivial.

6.3. O funtor Vect.

Denotaremos por Vect(X) o conjunto das classes de isomorfismo de fibrados vetorias sobre X. Cada elemento
de Vect(X) serd denotado por [E], sendo E um fibrado vetorial sobre X. Nosso préximo objetivo é munir

Vect(X) de uma estrutura de semigrupo abeliano.
Dados (E,p) e (F,q) fibrados vetoriais sobre X, definimos

EoF = {(e,f) € ExF;ple) =q(f)}

Este conjunto serd entao munido da topologia relativa do produto cartesiano F x F' que o contém. Em F ® F,
definimos p@® q: E®F — X por p®q(e, f) = p(e) = q(f), que é continua (por ser a restricdo de uma projegao

canonica) e sobrejetora.

Exercicio 6.6. Sejam (E,p), (F,q) e (G,r) fibrados vetoriais sobre X.
(a) Mostre que (E @ F,p ® q) é um fibrado vetorial sobre X.
(b) Mostre que E @ F' e F' @ FE sio isomorfos.
(¢c) Mostre que (E@ F)® G e E® (F @& G) sdo isomorfos.
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(d) Sejam E’ e F’ fibrados vetoriais sobre X isomorfos a FE e F', respectivamente. Mostre que E® F e E' & F’

sao isomorfos.

Segue do exercicio precedente que a aplicagao
Vect(X) x Vect(X) 3 ([F],[F]) — [F & F] € Vect(X)
estd bem definida. Munido dela, Vect(X) torna-se um semigrupo abeliano, com elemento neutro dado por

[X > {0}].

6.4. Todo fibrado vetorial é um somando direto de um fibrado trivial.
Esta subsegéo é baseada em [4].

Seja X um espago compacto de Hausdorff.

Proposicao 17. Seja p: E — X um fibrado vetorial de posto N. Ezistem inteiro positivo M > N e morfismo

de fibrados vetoriais o : E — X x CM | tal que o € uma funcdo injetora.

Demonstragdo: Sejam y; : p~+(U;) — U; x CN, j =1, n, trivializagdes locais tais que {Ui,---,U,}
cubra X. Tome \; € C(X) com suporte contido em Uj, j = 1,--- ,n, tais que, para todo x € X, existe j tal que
Aj(z) # 0 (essa condigao serd satisfeita, por exemplo, se {A1, -+, A, } for uma partigdo da unidade subordinada

a cobertura {Uy,--- ,U,}). Para cada j defina agora ®; : E — C¥ por

Aj(ple)) ma(xj(e)) . se  eep H(Uj)

2i(e) = 0 , se egp (U;)

eo:E—CM M =nN,poro(e) = (ple), 1(e), - ,®n(e)), e € E. E simples perceber que m o0 = p e que

o é continua.
Provemos que o é injetora.

e

—

See, f e Eep(e)#p(f), entao m(o(e)) # m1(o(f)) e portanto o(e) # o(f). Suponha que o(e) = o(f)
portanto p(e) = p(f) = x). Tome j tal que Aj(z) # 0. Segue de ®,(e) = ®,(f) que m2(x;(e)) = m2(x;(f))

portanto, que e = f (pois a restricdo m o x; a Ey é injetora, j& que x; é uma trivializagdo).

[©)

)

O

Proposigao 18. Seja ® : E — F um morfismo injetor entre os fibrados vetoriaisp: E — X eq: F — X, seja

E' C F aimagem de ®. Entao q|g : ' — X € um fibrado vetorial e ® : E — E’ € um isomorfismo.

Demonstrag&o: E claro que ® : E — E’ é uma bijegao que preserva fibras e que, restrita a qualquer fibra,
é um isomorfismo linear. Além disso, o ® = p e ® é continua. Para provar a Proposicao, basta provar que
&~z : E' — E é continua (daf, as composicoes x o @1 serdo trivializacdes de E’, para todas trivializacdes x

de E, ®~!: B/ — E ser4d um morfismo de fibrados).
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Provemos portanto que !z : B/ — E é continua.

Basta provar que a restricio de ®~! a E' N ¢~} (U) é continua se U C X for um aberto trivial para E e
para F. Compondo ® & direita e & esquerda com trivializacdes, basta provar que ®~! é continua no caso em
que E=UxCN e F=U xCM. Como ®, é uma transformacio linear injetora para todo x, devemos supor

também que N < M.

Denotemos por {e1, -+ ,en} a base canonica de CV e definamos v;(z) = 73 0 ®(z,¢;), z € U. Claro que as
fungdes U 3 = ~ v;(z) € CM sdo continuas, pois ® é. Como ®, é injetora, {v)(x), - ,vx(x)} é linearmente
independente e gera m2(E%). Dado ¢’ € ', € = (x,v) € U x CM | existem tinicos & (), -+ ,&n(2) tais que

N
v=3g@we) e ) = (@&@) - Env@), ©=qe):
j=1

Para provar a continuidade de ®~! basta portanto provar a continuidade de U > x + (&1(z), - - ,én (7)) € CN.
A n-upla (& (z),--- ,&n(x)) é solugio do sistema linear (com vj(x) = (vj(x), -+, v} () e v = (v1, - ,0p))
I vi(z) . . . k(o) | ] ) [ vy ]
()
| Sn(@) |
L oM(z) .. oM (2) | | v |

Para todo = € U, este sistema linear tem solucao tnica porque v pertence a imagem de ®,. Para cada z € U,
é possivel extrair M — N linhas da matriz dos coeficientes e M — N linhas do vetor-coluna do lado direito da
equagao de modo que o sistema N X N resultante tenha solucao unica, que pode ser expressa pela regra de
Cramer. Como os coeficientes da matriz dos coeficientes dependem continuamente de x, segue que também os
&,7=1,---, N, sao funcbes continuas (note que se um determinante menor for diferente de zero em um ponto,
ele é diferente de zero em uma vizinhanga desse ponto, de modo que a férmula que d4 a solugdo em um ponto,

d4 também a solugdo para todos os pontos em uma vizinhanga desse ponto). O

Proposicao 19. Seja E' C X x CM tal que q == mi|p : E' — X é um fibrado vetorial de posto k. Para cada

z € X, seja V= ma((E")z) (dai podemos escrever E' = U {z} x V;) e seja Fy o complemento ortogonal de
reX
Vy, em CM. Definindo F := U {x} x F,, teremos que 71| : F — X ¢ um fibrado vetorial e ' ® F ~ X x CM
reX

Demonstragdo: A primeira e mais substancial parte da demonstragdo consistird em provar que as projegoes

ortogonais sobre V, definem uma funcdo continua de X em B(CM).

Fixe 2o € X, e tome U um aberto contendo xg e x : ¢~ (U) — U x C¥ uma trivializacio.
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Seja {e1, - ,er} a base candnica de C*. Para cada j = 1,--- ,k, seja vj(x) € CM tal que x *(z,¢;) =
(x,vj(x)) € E'. Entao {vi(z),--- ,vk(z)} é uma base de (E'), para cada x € U. Sejam vj41,--- ,vp tais que
{U1($0)7 e avk($0)7vk+17 e ;UM}

seja uma base de CM. Segue da continuidade do determinante que existe U’ C U, zo € U’, tal que

{vi(@), -+ on(@), kg, - v}
é uma base de CM para todo = € U’. Defina
p: UxCM — U xCM
(2. 255 a5(@)u;(@) — (@) an(@)
Entao ¢ é um isomorfismo de fibrados triviais tal que

(z,v) € E' < o(z,v) € {z} x (C*a®{0}).

Esta tltima condigdao pode ser reformulada dizendo que ¢! restrita a {z} x (C* @ {0}) tem imagem igual a

V.. Denotaremos entao por

U x (CPa{0}) = | J{a} x Ve
zeU’

essa restricio de ¢~ 1.

Para todo x € U’, existe A, € B(CF,CM) injetora tal que ¥ (z, (v,0)) = (z,A,(v)) para todo v € CF.
Segue da continuidade de 1) que, para todo v € C*, a aplicacdo U’ > x ++ A, (v) é continua. Isto implica que
U' >z A, € B(CF,CM) é continua. Considere agora a familia continua de operadores A* A, € B(CF). Como
(A Ayv,v) = ||Av]|? e A, é injetora, vem que A* A, é injetora, e portanto inversivel, pois C¥ é um espago de

dimenséo finita. Segue do Coroldrio 3 que a familia (\/A%A,)~! é continua.

Para cada z € U’, defina R, = A,(,/A%A,)~!. Esta é uma familia continua de operadores em B(C*, CM).
Sendo a composigao de A, com um isomorfismo, a imagem de R, coincide com a imagem de A,. Para todo ,

segue do calculo funcional continuo que
RiR. = (V/A; A,) 7N (A A (VA AT
é a identidade em C* (pois (VA)"'A(VA)~! = 1 para todo A € 0(A%A,)). Dai
(RoR})* = Ro(RyRa) Ry = Ro R}
e portanto R, R} =: P, é uma projecdo ortogonal com imagem igual 4 imagem de A,, que é V.

Seja Q. a projecio ortogonal de CM sobre F, = (V,)*, € X. Esta é uma familia continua pois Q, = [ — P,

T denotando a identidade de CM. Considere o morfismo de fibrados
p:U xCM 5 U xCM, plz,v) = (z,Q(v))
A dimensao da imagem de Q, é M — k. E possivel entao tomar 1 < j; <--- < juy—r < M tal que

{Q-To (ejl)7 o Qg (ejM,k)}
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seja linearmente independente (e portanto uma base da imagem de Q,,, que é igual a F,). Pela continuidade
dos determinantes menores de uma matriz retangular, existe aberto U” contendo xg e contido em U’ tal que,

para todo xz € U”,
{Qa:(ejl)’ T 7Qm(€jM_k)}

seja linearmente independente (e portanto uma base da imagem de @, que é igual a F,). Defina agora

&: Upepn{ay x Fy — U/ xCM~k

(@, oM a(@)Qules)) —  (z,a1(2), oy, (@)

As fungoes ay(x), I = 1,--- , M — k sdo continuas, pois sdo determinadas pela resolugdo de um sistema linear
M x (M — k) que tem um mesmo determinante menor nao-nulo para todo x € U”. Logo £ é uma trivializagao

de F. O

6.5. O funtor K.

Dado X Hausdorff compacto, K(X) = G(Vect(X)). Dado um fibrado vetorial E sobre X, denotamos
[Elo = ~([E]).

Segue dos resultados da Subsecao 6.4:

K(X) = {[E]o — [X x CN]p; F fibrado vetorial complexo sobre X, N € N}.

7. AULA DE 11 DE NOVEMBRO (NOTAS DE GUSTAVO MEZZOVILLA)

Proposigao (3.27 da tese do Rodrigo). T € C(X, F(Hy, Hs)), existe um subespaco W C Hs tal que

m7T, + W = H, (Vz € X)

Demonstragao. Fixe x € X. Como T, é Fredholm, Im T, é fechado e faz sentido
W, == (ImT,)*.

Defina:
Tyx : HieW, — Ho

(v, w) — Ty(v)+w

e ALl y+—— Ty é continua. De fato,

(T —Ty)(v,w)l| = [(Ty —Ty) ()]
< ||Ty - Ty’” ]|
< Ty =Ty [[(v, w)|

Logo |77 — 7|

<|Ty =T, |l e T é continua.
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o Af2: T é sobrejetora. Dado £ = &1 + & € ImT,, & W, existe v tal que

E=T,(v)+ & eImTy : Ty (v,&) =&.
Lema. {T € B(H1,Hs) |ImT = Hy} é um aberto em B(H;, Hs).

Dem. Tome Tj sobrejetor, M = ker Tj. Defina

> B(Hl,Hg) — B(keI‘TmHQ)

S — S rkerTo

E claro que ¥ é limitada.--- O

Pelo lema, para cada x existe um aberto U, tal que: y € U, = T}/ é sobrejetora. Formou-se uma cobertura

por abertos de X e por compacidade, extraia uma subcobertura finita Uy, ..., U, . Construido
Wi=Wy +--+ Wy,

Note que dado y € X, existe um ¢ tal que y € U,, e portanto, T;7* é sobrejetora. Dessarte, Im 7T, + W,, = Ho.
O

Dado T, pela proposicao existe um subespago W de dimensao finita tal que Im T, + W = H, para qualquer
r € X. Defina entao
™ . HaeW — Ho

x

(u,w) +— Tpu+W .

e Af3 (z — T)}V) é continua.
o Af4 TV ¢ sobrejetora, Vo € X, pelo enunciado de Proposicdo.
o A5 TW é Fredholm. Pela afirmacio 4 basta provar que ker 7V é de dimensio finita. Tome (v, w) €

ker TwW7 i.e.,, w = —T,v. Decomponha v = v; + vy € ker T, & (ker T,)*. Logo T,v = T,v, e portanto,

vy € (T F(kerTI)L)_1 (W).

Mas T [(kerr,)+ ¢ injetor, portanto a pré-imagem por W também possui dimensao finita. Como T, é

Fredholm, segue que T, (W)

Tﬁl(W) C kerTx ©® (Tx r(kerTx)L)_l (W)

x

Logo,
(v,w) € T, Y (W) @ (Tp(Hy) N W)
—— N———
dim<oo dim<oo

Conclusao: Dada T € C(X, F(H;, H2)), existe um subespago W C Hy de dimensao finita tal que

™: X — F(H,&W, Hy)

z — (ur— Tou+W)
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é uma familia de operadores de Fredholm sobrejetores. Pelo coroldrio inicial, a dimensdo dos niicleos de (TV) ¢ x

é constante e portanto,

Ker 7" = U {z} x ker TV
reX

é um fibrado vetorial sobre X.

Gostariamos de definir

indy T := [KerTW]O —[X x W]o

Exemplo: Se X = {*}, W = (ImT)*. Dai T, = T : H; — Hy de Fredholm.

TAmD™ . ) F(H, ® W, H,)
* > (u—Tu+ (ImT)")

)J_

é tal que Ker TUmT)™ >~ kerT. ---

8. INDICE DE UMA FAMILIA CONTINUA DE OPERADORES DE FREDHOLM I

Sejam X espago Hausdorff compacto, sejam H; e Hs espacos de Hilbert de dimensao infinita.

Proposicao 20. Seja T € C(X, F(Hy, H3)) uma fungao continua tomando valores em operadores de Fredholm.

Se x +— dimker T for localmente constante, entdo

kerT = U{z}xkerTm C X x Hy,
reX

munido da topologia relativa de X x Hy e da projecdo p(x,v) = x € um fibrado vetorial sobre X.

Proposicao 21. Dada T € C(X, F(Hy, H3)), existe subespaco W C Hy de dimensao finita tal que ImT,+W =
Hy para todo x € X. Definindo T)V : Hi @ W — Hy por TV (v,w) = T,.(v) +w, seque que TV ¢é um operador
de Fredholm sobrejetor para todo x € X e a funcdo x v TV é continua, T € C(X, F(H, @ W, Hy)).

Corolério 4. ker TV ¢ um fibrado vetorial sobre X .

Proposigao 22. Se W e W’ sdo subespagos de dimensdo finita de Ho tais que ImT, + W = ImT, + W' = H,
para todo x € X, entdo os fibrados ker TV @ W' e ker ™ & W sdo isomorfos.

Com estes prepararativos podemos definir o indice de uma familia continua de operadores de Fredholm.

Definicao 2. Dada T € C(X,F(H1, Hs)), tome W C Hs tal que ImT, + W = Hs para todo x € X e defina
TV € O(X, F(H, ® W, Hy) por TV (v,w) = T (v) +w, x € X, (v,w) € Hy ®W. Dai

indT = [ker TV ]o — [X x W]y € K(X).
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Problema. Seja T € C(X, F(Hy, Hz)) tal que x — dimker T, seja localmente constante.
Mostre que ind T' = [ker T']p — [ker T*]p.

Exercicio. Seja H um espaco de Hilbert. Considerando o isomorfismo canénico B(H @ H) ~ My(B(H)) como
uma identificacdo, mostre que:

(a) Um operador T' = (T;;))1<4,j<2 € B(H @ H) é compacto se e somente se T; ; € K(H) para todo (4, j).

(b) O quociente B(H ® H)/K(H @ H) pode ser canonicamente identificado com My(B(H)/K(H)). A projegao
canénica ¢, : B(H & H) — B(H @ H)/K(H & H) satisfaz ¢2((T3;)):,;) = ((¢(T3i,5)))i,5, com ¢ denotando a
projecao canénica q : B(H) — B(H)/K(H).

(¢c) Um dado T € B(H@® H) é um operador de Fredholm se e somente se g2(7") é inversivel em My(B(H)/K (H)).
(d) Dados S, T € B(H) operadores de Fredholm e A, B € My (H) operadores inversiveis, entao (S&I) A (T®I) B
é um operador de Fredholm em H ® H.

9. INDICE DE UMA FAMILIA CONTINUA DE OPERADORES DE FREDHOLM II

Sejam X um espago Hausdorff compacto, H; e Hs espagos de Hilbert de dimensao infinita.

Proposicao 23. Dado T € F(Hy,Hs), seja V. C Hy um subespago fechado de codimensdo finita tal que
VNnkerT = {0}. Entio T(V) € fechado e tem codimensio finita. Ademais existe aberto U C F(Hy, Ha),
T € U, tal que, para todo S € U, temos

(1) VnkerS = {0},
(2) T(V)t 5y — y+ S(V) € Hy/S(V) é uma bijecio linear continua.

Demonstragdo: A inclusdo i : V — H; é um operador de Fredholm, pois V' tem codimensao finita. Logo

Toi:V — Hy é de Fredholm, logo T'(V') é fechado e tem codimenséo finita.

Denote W = T(V )+, considere a soma direta de espacos de Hilbert V @& W e defina ¢ : B(Hy, Hy) —
B(Va&W,Hy), S+ ¢, por ¢g(v,w) = Sv+ w. Segue da estimativa ||¢4 (v, w)|| < (||S]| + 1)||(v,w)|| que ¢4 é
de fato limitado, ||¢4|| < ||S|| + 1. Segue de

l(¢s = ¢ ), w)ll = [I(S =Sl < [IS=S"llv] < [I(v,w)]

que a aplicagao nao-linear ¢ é continua.

O operador T' = ¢,. é sobrejetor, pois ImT" = Im T + (Im T)* = Hy. Além disso, se T'(v,w) = Tv+w = 0,
weImTN(ImT)t = {0} ewv € ker TNV, espaco que também é nulo, por hipétese. Logo T é inversivel. Como
¢ é continua e o conjunto dos inversiveis em B(V @& W, H3) é aberto, segue que existe aberto U C B(H;, H2)
tal que T € U e ¢, é inversivel para todo S € U. Como F(H;, Hz) é aberto em B(Hy, Hz) e T é um operador
de Fredholm por hipdtese, podemos supor que U C F(H;, Hs). Para todo S € U, temos (ker SNV) x {0} C
ker ¢, = {(0,0)}, logo ker SNV = {0}.
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Para provar a afirmagao (2) do enunciado da Proposigao, basta observar que a aplicagao T(V)t >y

y+ S(V) € Hy/S(V) pode ser escrita como a composi¢ao de dois isomorfismos lineares:

Voew ps(Vew) _ H
W — g — s.ve) = S
w — [(0,w)]
[(v,w)] — [ps(v,w)]
(aqui denotamos por [z] a classe de x € V @& W nos dois quocientes que aparecem neste diagrama). O

Proposicao 24. Dado T € F(Hy,Hs), seja V. C Hy um subespago fechado de codimensdo finita tal que
VNnkerT = {0}, seja U C F(Hy, Hs2) aberto contendo T tal que as condigées (1) e (2) do enunciado da
Proposi¢ao 23 sejam satisfeitas para todo S € U. Em U x Hs defina a relagdo de equivaléncia: (S1,y1) ~ (Sa,y2)
se e somente se S = Sy e yo —y1 € S1(V). Considere

Hy
Fo= (UxH)/~ = UISHx 575
= Qs

munido da topologia do quociente. Entdo I € um fibrado vetorial sobre U com proje¢io p : F — U dada por
p(S,y+S(V)) =5.

Demonstracgo: Seja g : Ux Hy — (U X Hg)/~ aprojegao canénica. A composicao poq é projecao do produto
cartesiano U x Hs na primeira coordenada, logo é continua. Decorre da definicao da topologia quociente entao
Ho

que p é continua. E claro também que, para cada S € U, a fibra p~1(S) = {S} x 305 pode ser canonicamente

munida de uma estrutura de espaco vetorial. Basta portanto provar a trivialidade local.

Considere f : U — B(Hj,V) definida por f(S) = (S 04)*, com 4 denotando, como antes, a inclusdo de V
em H;, que é um operador de Fredholm. Logo f(S) é um operador de Fredholm para todo S € U. Segue
de || f(S) = f(SH = ||(S=S5)od| <|IS—=5| que f é continua, f € C(U, F(Hs,V)). Para cada S € U,
ker f(S) = S(V)t ~ Hy/S(V). Segue da Propriedade (2) da Proposicio 23 que ker f(S) ~ T(V)1 para
todo S € U, logo dimker f(S) é constante, logo, pela Proposi¢ao 20 (que vale também sem supor que X seja
compacto),

E = U{S}xkerf(S) = U{S}XS(V)J‘ C U x Hy
seu Seu
é um fibrado vetorial, com projegdo p: E — U, p(S,y) = S.

A aplicacao
p: EFE — F
(Sy) — (S,y+S(V))
é uma bijegao, com inversa
P F — FE
(S,y+S(V)) — (S, Pyy),
com P, € B(H,) denotando a projecao ortogonal sobre S(V)L. Percebe-se que p = po ¢ e que, restrita a cada
fibra, ¢ é um isomorfismo de espagos vetoriais. Se provarmos que @ e ¥ sao continuas, a trivialidade local de
p: ' — U serd consequéncia da triviliade local de p: E — U, que ja sabemos ser verdadeira. De fato, se x for

uma trivializagao de E, x o ( serda uma trivializagao de F.
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Que ¢ é continua decorre imediatamente da continuidade de q. Provar a continuidade de 1 é equivalente
a provar a continuidade da aplicagdo m : U x Hy — U x Ha, 7(S,y) = (S, P, y). Esta afirmagdo pode ser
demonstrada usando a continuadade da raiz quadrada de operadores positivos, tal como fizemos na demonstracao

da Proposigéo 19. (...) O

Proposicao 25. Dada T € C(X,F(Hy, Hs)), existe um subespago fechado de codimensao finita V- C H;y tal
que V Nker T, = {0} para todo x € X.

Teorema 6. Dada T € C(X,F(Hy, Hs)), seja V.C Hy um subespago fechado de codimensao finita tal que
V NnkerT, = {0} para todo x € X. Defina em X x Hy a relagdo de equivaléncia: (xz,u) ~ (y,v) se e somente
x=yeu—v€T,(V). Munido da topologia do quociente,

= (X x Hy)/ U{x}x

T(V) reX

¢ um fibrado vetorial sobre X com a projecao canénica p(x,v + T,(V)) = x.

Demonstragio: Vamos provar (e isto basta) que, para todo z € X, existe aberto U, contendo z tal que

Plp-1(v,) cp N U,) = Uy

é um fibrado vetorial.

Dado z € X, aplique ao par (T, V') as Proposigoes 23 e 24 para obter U, C F(H;, Hs) e fibrado vetorial
H,
e Fo= St x o — U
O conjunto U, = {y € X; T, € U, } é aberto porque é a imagem inversa do aberto U, pela aplicagao continua
T : X — F(Hi, Hz). Podemos considerar portanto o pullback T*F,, fibrado vetorial sobre U,. A bijecao

evidente

= )« (% ) — U x g =00

yeUs yEU,
preserva fibras e é um isomorfismo linear em cada fibra. Para provar que p~*(U,) é um fibrado vetorial,
basta portanto mostrar que esta bijecdo é um homeomorfismo. Para isso, é preciso atentar para o fato de
que a topologia de T*F, é a topologia do produto de U, por um espac¢o quociente (definido no enunciado
da Proposicio 24) e que a topologia de p~1(U,) também é a de um espaco quociente, definido no enunciado
desta Proposicao. A aplicacdo que desejamos demonstrar que é um homeomorfismo pode ser colocada no lado
superior horizontal de um diagrama comutativo quadrangular, sendo as flexas verticais as projecoes canonicas
nos quocientes (uma delas na verdade é o produto da identidade por uma dessas projegoes) e a flecha horizontal
inferior é a aplicacao
U, xT(U,) x Hb — U, X Hy
(0. T0) — (5.0),

que é continua e tem inversa continua (o conjunto do lado esquerdo sendo munido da topologia relativa de

U, Xx Uy X HQ) O
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10. AULA DE 2 DE DEZEMBRO. NOTAS DE GUSTAVO MEZZOVILLA

Nosso objetivo é provar que o Indice de Familias de Atiyah definido anteriormente nao depende da escolha
de V. Seja
(14) Hy/T(V) = | {a} x Ho/To(V)
rzeX

para um subespago V' C H; fechado com codim (V) < oo. Vimos:

Teorema 7. Seja T : X — F(Hq, H2) uma familia continua de operadores de Fredholm, com X compacto
Hausdorff.

1
2

) Eziste Vo C Hy subespago fechado de codimensao finita tal que Vo Nker T, = {0} para qualquer x € X.
) Em X X Ha, (z,u) ~ (y,v) &z =y eu—v € Hy é uma relagdo de equivaléncia.

3) Ho/T (Vp) € um fibrado vetorial sobre X, munido da proje¢ao (z,v + Tp(Vp)) — x.
)

(
(
(
(4) O indice de Atiyah ind, (T) = [X x Hy/Vo), — [H2/T (Vp)], € K(X).

Essa defini¢ao de indice é relativamente complexa, dada a construgao especifica de V. Vejamos que qualquer

subespago de H; de codimenséo finita que satisfaz a propriedade 1 (7) também satisfaz as propriedades 3 e 4.

Proposicao 26. Hy/T (V) é uma fibrado vetorial sobre X .

Demonstra¢ao. Fé nas notas perdidas. O

Teorema 8. O indice de Atiyah nao depende da escolha de V, i.e., Se V e V' sdo subespagos de codimensdo

finita com V Nker T, = {0} = V' Nker T, para todo x € X, entdo:

(15) (X x H1/Vo]y — [H2/T (Vo)lp = [X x H1/V]y = [H2/T (V)]

Considere uma sequéncia exata de modulos My, Ms e M3,
(16) 0— My 55 My -4 Mz — 0

Invocacao Algébrica. Se existe p : My — M, tal que po f = Id,, (i.e., a sequéncia cinde a esquerda),
entdo existe s : M3z — M> tal que gos = Id,, (cinde a direita).

Definigao 3 (Sequéncia Exata de Fibrados). (---)

Exercicio:

Sejam F4, FEs e E3 fibrados sobre X que constituem uma sequéncia exata de fibrados vetoriais:
(17) 0B —5 B 2B —0

Prove que se ela cinde a esquerda, ela cinde a direita.
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Demonstragdo de 8. Vimos na aula anterior que podemos simplificar o argumento e supor que V' C V. Note

que

Hl/V/ — Hl/V

(18)
v+V — v+ V

é sobrejetora e portanto, Hy/V = Ié.l/‘y,/. Dai,

(19) (X x H1/V)® (X xV/V)Y=2 X x H V'
Além disso, todos os fibrados acima sdo fibrados triviais (pois V' e V'’ possuem codimensédo finita). Seja ¢ :

X xV/V'+—— Hy/T (V') com lei de formagcao dada por ¢(x,v+ V') = (x, Tyv + T, (V')). Vejamos que ¢ é um

morfismo de fibrados que faz o seguinte diagrama comutar.
Nao consegui compilar.

Note que se v1,v2 € V sao tais que v1—vg € V', entdo T,v1 —Tyvs € T, (V') para qualquer x. Reciprocamente,

suponha que T (v) € T,,(V') para algum v € V.
T,(v) €T, (V)= 3v e V' :v -1 €ker T,

Como v' € V! C V, temos que v —v' € kerT,, NV = {0}, logo, v = v'. Portanto, ¢ estd bem definida e é um

morfismo de fibrados.

Seja T(V)/T (V') := Q¢ o subfibrado gerado. Considere

(V) + Hy j Hs

(20) 0— ) — ) — o) —

E uma sequéncia exata e vejamos que ela cinde a esquerda. Como V possui codimensao finita e T, é Fredholm

para qualquer = € X, T, (V') é um subespago fechado e portanto, seja P, a projegio ortogonal em T, (V).

Lema 1. P(.): X <— B(H2) ¢ continua.

Demonstragao. Segue da continuidade da raiz quadrada de operadores positivos (2 proposigao

19). O

Defina
p Hy/T(V') — T(V)/T(V')

(@0) = (2, P(v))

(21)
Como T'(V)/T(V") = {(z, Tov+ Tu(V)) | (z,v) € X x V/V'}, vejamos que p estd bem definida. Se vq,ve € Ha,

temos que

TI(V'):C>TX(V)

(22) V1 — U € TI(V/) Pyvy — Pyvg € Tm(V/)
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Logo, p = (Id, P(.)) estd bem definida e é uma inversa esquerda de 7. De fato,
(23) (poi)(Tyv+ Tu(V')) = Po(T0) + (V') = Lo + T (V).

Pelo exercicio 7, a sequéncia exata (20) cinde a esquerda e portanto a direita também. Entao:

H _T(V) H
(24) T = ) © T

Passando para a classe, temos:

(25)
Subtraindo, segue o resultado. O
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