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13 GEOMETRIA ANALITICA
NO PLANO

13-1. INTRODUGAO

A matematica &, de certa forma, muito diferente das outras ciéncias: ¢
a tnica na qual, praticamente, nada precisa ser jogado fora. Os matema-
ticos sio séres humanos e, assim sendo, cometem enganos. Mas, em mate-
matica, os erros de alguns individuos sdo, et geral, percebidos muito rapi-
damente. Resulta que, quando uma geragio descobre alguma coisa em
matematica, a geragio seguinte pode prosseguir descobrindo mais, sem
precisar parar para corrigir erros sérios no que ja era suposto conhecido.

Um sintoma desta situagiio € o fato de que a geometria desenvolvida
pelos antigos gregos é tdo correta hoje quanto o foi a dois mil anos atras.

O primeiro grande avango na geometria, depois dos gregos, foi o desen-
volvimento de um névo método, chamado geometria analitica. Este mé-
todo foi descoberto no século dezessete por René Descartes (1596-1650).
Como veremos, o que Descartes féz foi explorar as relagdes entre a geome-
tria ¢ a algebra e mostrar como cada uma poderia langar luz sébre a outra.
Neste capitulo, daremos uma pequena introdugio & geometria analitica,
para que vocé possa perceber o que ela ¢ e como funciona.

13-2. SISTEMAS DE COORDENADAS
EM UM PLANO

Ja sabemos, do Cap. 2, como funciona um sistema de coordenadas so-
bre uma reta.

4 } 1
T

0 x 1 V2 2

|
N+
|

Uma vez estabelecido um sistema de coordenadas sébre uma reta, a cada
ponto corresponde um nimero € a cada niimero corresponde um ponto.
Faremos 0 mesmo agora, em uim

plano. Em um plano, a um ponto tY
correspondera ndo um Unico nime- 31

ro, mas um par de nimeros. Primei- 21

ramente, tomamos uma reta X no 1}

plano e fixamos um sistema de coor- —t ——
denadas sdbre X. Esta reta sera cha- —3-2-1 ?__ 123 X
mada eixo-x. Ao tragar figuras, ge- 0

ralmente colocamos uma ponta de 1

seta no eixo-x para dar énfase ao -3

sentido positivo sébre X.

Seja, agora, Ya reta perpendicular ao eixo-x pelo ponto de coordenada 0.
Sobre Y, fixamos um sistema de coordenadas.de tal modo que o ponto zero
de Y seja o ponto zero de X. (Isto pode ser feito pelo Postulado da Colo-
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cacdo da Régua.) A reta Y serd chamada eixo-y. Como antes, indicamos o

sentido positivo com uma ponta de seta. O ponto onde a reta X intercepta

a reta Y é chamado origem. A origem € denotada por 0, para que nos lem-

bremos que & o ponto zero de cada um dos eixos.
Podemos, agora, identificar qual-

quer ponto do plano com um par de

ntimeros da seguinte maneira. Dado 4 Y
um ponto P, tra¢amos uma perpen- 3
dicular ao eixo-x. Seja M o pé desta 24N p
perpendicular, s6bre X. Scja x a i
coordenada de M na reta X. O nil- M -
mero x & chamado coordenada-x _4_3_2_1? 1 2%3 4 X
de P ou abcissa de P. (Na figura, 2
x = 21, aparentemente.) -3

Tragamos, entiio, uma perpen- —4

dicular ao eixo y. Seja N o pé desta
perpendicular, sébre Y. Seja y a coor-
denada de N na reta Y. O nimero y € chamado coordenada-y de P ou

ordenada de P. (Na figura, v = 1%, aparentemente.) De modo resumido,
indicaremos que P tem estas coordenadas escrevendo P(21, 14),
Vejamos alguns exemplos mais. Da by
figura, podemos concluir o seguinte:
Pi(1, 3), o8
Py-2, 4) .
Py 4, 2), 3¢
Py(-3, -2, pt 2
P 1, —4), ) S
Pg(3, - 2), "
~5—4-3 —2-1 0] 1 2 J3 4 5 X
P43, 1). 1770
H =2
P4 P6
-3
Psl‘;d'n
-5

Observe que a ordem na qual as coordenadas sfio escritas é importante.
O ponto com coordenadas (1, 3) é P, e éste ponto é diferente de P, , cujas
coordenadas sdo (3, 1). Assim, as coordenadas de um ponto formam um
par ordenado de nimeros reais, ¢ vocé ndo pode dizer onde um ponto
estd, a menos que vocé saiba qual o nimero que vem e¢m primeiro lugar.
Resumiremos tudo isto acima nas seguintes defini¢des.
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Definigbes Y
A coordenada-x de um ponto P € a coorde- N P
nada do pé da perpendicular ao eixo-x por P. Yer-==%
A coordenada-y de P ¢ a coordenada do pé da i
. . M
perpendicular ao eixo-y por P. Se P tem coorde- 5 -

nadas x ¢ y, entdo escrevemos P(x, y).

- Da mesma forma que uma reta separa o plano em duas partes (cada
uma das quais & chamada semiplanoc), os dots eixos separam o plano em
quatro partes, chamadas guadrantes. Os quatro quadrantes sio identifi-
cados por nitmeros:

1] v

Mostramos que, pelo esquema fixado, todo ponto P determina um
par ordenado de miimeros reais. A reciproca também & verdade? Isto é,
todo par ordenado de numeros reais {a, b} determina um ponto? E facil
ver que a resposta é “Sim”.

oy
et
|
1
1
1
Cy -
o ° x
i
i

No ponto do eixo-x' de coordenada x = g, levantamos uma perpen-
dicular. Fazemos o mesmo no ponto do eixo-y com coordenada y = b.
O ponto onde estas perpendiculares se encontram & o ponto com coorde-
nadas (a, b)

Assim, temos uma correspondéncia bijetora entre os pontos do plano
e 0s pares ordenados de nliimeros reais. Uma correspondéncia déste tipo
€ chamada sistema de coordenadas. Para descrever um sistema de coorde-
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12.

13.

. (a) D& as coordenadas de cada ponto P da fi-
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nadas, precisamos escolher (1) uma reta X (o ¢ixo-x), (2) uma reta Y (o
eixo-y) e uma dire¢io positiva em cada um dos eixos. Uma vez que tenha-
mos feito estas trés escolhas, os sistemas de coordenadas em ambos os
eixos ficam determinados, determinando, por sua vez, as coordenadas de
todos os pontos do plano.

Neste tivro, nunca trataremos de dois sistemas de coordenadas ao mes-
mo tempo. Tendo fixado um sistema de coordenadas, todo ponto P deter-
mina um par odernado (g, b) e todo par ordenado (g, b) determina um ponto.
Nio havera, portanto, nenhum prejuizo em ignorar a diferenca entre pon-
tos e pares de nimeros. Isto nos permitird usar frases muito convenientes
como “o ponto (2, 3)” e “P = (3, 4”.

Probiemas 13-2

gura como um par ordenado de nlimeros.
(b) Existem trés pontos colineares? Quais séio
suas coordenadas?

{(c) D& os pontos do quadrante I; do quadran-
te IV,

. Quais sdo as coordenadas da origem?
. Qual é a coordenada-y do ponto (3, — 5)? do ponto (5, - 3)? de pente (-5, 3)?
. Considere o ponto C(4, 7). Quais sio as coordenadas de sua projeciio A, no ¢ixo-x?

Quais sio suas coordenadas de sua projecio B, no eixo-y?

. Responda as questdes do Problema 4 para o ponto D(-4, 7).

Dé o ponto que é projegiio do ponto (0, 6) sébre o eixo-x.
Dé& o ponto que & projegdo do ponto (— 1, 0) sébre o eixo-y.

. Copie e complete: A coordenada x de todo ponto do eixo-y & ...................
. Copie e complete: A coordenada y de todo ponto do eixo-x é ...................
. Considere os pontos

A(5, 2, B(4, -3), C-4, 4 e D(-3, -5).

{a) Escreva éstes pontos na ordem (da esquerda para a direita) de suas projegdes

sobre o eixo-x.
(b) Arranje-os na ordem (de baixo para cima) de suas projegdes sdbre o eixo-y.
As retas por P(5, 7) perpendiculares aos eixos-x ¢ y formam um retingulo com os
eixos. Ache o perimetro do retdngulo.
Ache o perimetro do retdngulo formado pelos eixos ¢ perpendiculares aos eixos
pelo ponto (-4, —2).
Proceda como no Problema 11 para o ponto P(—%, 3); para o ponto P(- \/5, EIR
para o ponto P(a, b), onde a e b sfio nlimeros reais quaisquer.

| b

14.

15.

+ 16.

17,

* 18,

*+ 19,

*+20.
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Em qual dos seguintes pares os pontos estio mais proximos: (3, 0) e {7, 0), ou (3, Q)
e (— 2,017

Em qual dos seguintes pares os pontos estdo mais proximos: (2, 1) e (1, 2), ou (2, 1)
e (2, O

Um sistema de coordenadas tridimensional. Se
tomarmos uma reta perpendicular aos eixos-x
¢ y na interse¢io de ambos, poderemos fixar
um sistema de coordenadas no espago. Neste
sistema, temos correspondéncia bijetora entre
os pontos do espago e as triplas ordenadas de
nimeros teais. Na figura, as setas indicam a
diregiio positiva em cada eixo e os segmentos
de reta pontilhados sdo os segmentos perpen-
diculares que projetam cada ponto P nos res-
pectivos ¢ixos. A projecio de um ponto em um
eixo é a coordenada déste ponto naquele eixo. Assim, um ponto fica completamente
determinado por suas trés coordenadas ¢ escrevemos P(x, y, z).

Na figura, P é um ponto no plano xy, de modo que sua projegdo no eixo z {ndo in-
dicada) & 0. Sua projegio no eixo-x é 2 e no eixo-y é 3. Portanto, escrevemos P(2, 3,0).

{a) P, ¢ um ponto no plano yz. Escreva suas coordenadas como uma tripla orde-
nada de niimeros reais.

(b) Os pontos P, ¢ P, estdo, ambos, no plano xz. Escreva suas coordenadas como
triplas ordenadas de nimeros reais.

(c)" Quais pares de pontos estio em um plano paralelo ao plano xy? Vocé pode
demonstra-lo? O que vocé observa sdbre as coordenadas déstes pontos?

Sc um ponto P é descrito por P( x, y, z), sdbre que eixo estd cada um dos pontos
A0, 3, 0), B(-2, 0, 0), C(, 0, 57

Se um ponto P ¢ descrito por P{x, y, z), em que plano est4 cada um dos seguintes
pontos:

R{4, 0, 2}, 83, -2, 0 €

T, 1, 51

Ao representar um ponto em um esbégo de um
sistema de coordenadas tridimensional, ¢ cos-
tume considerar, em primeiro lugar, sua pro-
je¢do no plano xy. Na figura, P’ & a projecio
de P(2, 3, 4) no plano xy. Quais sio as coorde-
nadas de P?

(a2} Qual a distincia de P ao plano x)? ao

plano xz? ao plano yz?

L P(2,3, 4)
1
1
.
1
I

Y
04 2.3
= ¥

_———— o

(b) Qual a distincia do ponto 4 ao plano xy? ao plano xz? ao plano yz?

(a) Qual a distancia do ponto (3, 2, —2) ao plano xy? ao plano xz? ao plano yz?

(b) Responda a parte (a) para o ponto (x, y, z), onde x, y ¢ z sio nimeros reais
quaisquer.
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RENE DESCARTES (1596-1650)

Descartes € um homem famoso em dois ramos muito distintos: éle ¢ conhecido
entre os filosofos como um grande fildsofo e entre os matematicos como um grande
matemético.

Sua maior contribuigio 4 matemadtica foi a descoberta dos sistemas de coorde-
nadas e sua aplicagio-aos problemas de geometria. Desde entdo, a dlgebra e a geo-
metria se desenvolveram juntas, com vantagens para ambas. Até os dias atuais,
sistemas de coordenadas como os usados neste livro siio chamados de sistemas
de coordenadas cartesianas, em honra ao seu inventor. O conceito de coordenadas
foi, realmente, a primeira contribuigio fundamental & geometria depois dos gregos.
(A palavra cartesiana vem de Cartesius, forma latina do nome de Descartes.)

Parte do mérito da descoberta de Descartes deve ir para Pierre Fermat, que
teve muitas idéias semelhantes, mais ou menos ao mesmo tempo. Fermat foi um dos
poucos grandes matematicos amadores. Trabalhava para o govérno francés e se
dedicava 4 matematica nos momentos de folga. Ele escrevia cartas aos amigos
sdbre suas descobertas e nunca as publicou em nenhuma outra forma. Mas o con-
teido das cartas de Fermat & atualmente incluido em todos os textos usuais de
teoria dos niimeros.

O desenvolvimento dos sistemas de coordenadas deixou os fundamentos para
o desenvolvimento do caleulo, logo depois, por Newton ¢ Leibniz, Desta forma,
Descartes deve ser um dos homens que Newton tinha em mente quando disse
que se apoiava em ombros de gigantes.
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13-3. COMO USAR PAPEL QUADRICULADO NO
TRACADO DE SISTEMAS DE COORDENADAS

Ao tragar figuras de sistemas de coordenadas, é conveniente usar papel
quadriculado. Neste papel, as retas horizontais e verticais estdo impressas,
mas ainda temos de fazer o resto.

4y

3

2

P
1
—5| —4| —3f —2| -y © 1 12 B 4 |5 x

-1
-2
-3

Na figura acima, as retas vermelhas representam as retas que ordinaria-
mente estiio impressas no papel. Tudo o mais deve ser desenhado com uma
caneta ou um lapis. Observe que o eixo-x estd indicado com x ao invés de X.
Isto ja é de costume. Aqui, o simbolo x nio & nome de coisa alguma; é
simplesmente um lembrete para o fato de que as coordenadas sébre éste
eixo estio sendo denotadas pela letra x; valem as mesmas observagdes
para o eixo y.

Lembre-se que, antes de discutirmos sistemas de coordenadas, tinhamos
liberdade de tragar figuras em qualquer escala que quiséssemos. Por exem-
glo,l c;da uma das figuras abaixo é perfeitamente boa para um guadrado

e lado 1.

1 L
t

Da mesma forma e pela mesma razio, podemos indicar qualquer escala
que quisermos s0bre o papel quadriculado. Por exemplo, poderiamos ter
marcado a mesma félha de papel da seguinte maneira:
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-2

Por térmos esta liberdade, é absolutamente necessario indicar que escolha
foi feita, escrevendo indicagdes numeéricas nos eixos para indicar a escala.
Se ndo tivéssemos feito isto na figura acima, ninguém seria capaz de dizer
se P & o ponto (1,1), o ponto (2,2) ou o ponto (&, 7). _
Repetindo: para mostrar um sistema de coordenadas em um papel qua-
driculado, tragamos 0s eixos e indicamos a escala.
~ Observe que podemos tragar eixos em qualquer uma das seguintes po-
sigbes (ou outras) numa f6élha de papel.

Y X

x4
-y

Nenhum déstes desenhos esta ldgicamente errado. Mas uma pessoa acha
muito mais facil ler os gréficos feitos por uma outra se elas concordarem,
de inicio, em tragar o eixo-x horizontalmente, com as coordenadas cres-
cendo da esquerda para a direita e o eixo-y verticalmente, com as coorde-
nadas crescendo de baixo para cima.

Uma ltima precaugdo: Vocé ja viu, provavelmente, muitos graficos nos
quais as escalas horizontal e vertical podiam ser escolhidas independen-
temente uma da outra. '
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24
14
14
1900 |9=20 1920 1 9:60 T;;Ipo 1900 1 9420 1 9550 1 9:60 T;“DO

Por exemplo, se vocé deseja tragar um grafico mostrando como o pre-
¢o de queijo (em cruzeiros por quilo) cresceu no periodo de 1900 a 1960,
péo hd necessidade de nenhuma conex@o entre as escalas sObre os eixos.
(As escalas medem espécies diferentes de coisas, de qualquer modo.)

Por outro lado, quando vocé esta iracando um sistema de coordenadas
para fins geométricos, a figura ficard destorcida se as escalas sébre os eixos
forem diferentes. A razio € que as escalas serdo usadas para medir distancias.

[ 24

Na figura, as escalas nos dizem que PQ = 2 ¢ PR = 2. Portanto o tridn-
gulo APQR deve ser isosceles. Mas certamente, &le nio parece isosceles,
e LQ ¢ LR nio parecem congruentes. Isto significa que fizemos uma
figura distorcida. Para evitar tais distor¢Ges, usamos a mesma escala em
cada eixo.

Problemas 13-3

[Observagdo: Em téda esta série de problemas, vocé percebera que o papel qua-
driculado impresso sera util, ainda que nfio essencial. Nos Problemas 1 até 12,
trace um par de eixos para cada problema.]
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Escolha uma escala apropriada sébre um par de eixos e indigue os seguintes pontos:

A(2, 3), B(3, 2}, C(4, - 3), D(— 3, - 4). Em que quadrante esta cada ponto?

Indique cada um dos pontos A(0, 0), B(3, 0), C(5, 3), D{0, 3). Calcule
(a} o perimetro de [JABCD.

(b) a[1ABCD.

Indique cada um dos pontos P(0, 0), Q(3, 0) e R(0, 4). Calcule
{a) o perimetro de APQR.

(b) aAPQR.

Indique cada um dos pontos F(0, 0, G(8, 0) ¢ H(8, —6).

(a) Calcule aAFGH.

(b) Qual é o comprimento de FH?

5. Dado que o triingulo AABC tem os vértices nos pontos (0, 1), (0, 6) e (12, 1), calcule

(=

00 =

10

11

12

13

aAABC e o perimetro de AABC.
. Indique cada um dos pontos A(1, 0), B{7, 0), C(10, 4) ¢ D(4, 4). Calcule o perimetro

e a area de (JABCD,

. Qual & a area do tridngulo cujos vértices sdo os pontos (0, 5), (4, 0), ¢ (-4, 0)?
. Indique cada um dos pontos K(-2, 5), M(-2, -3) ¢ L{4, —3). Calcule aAKML.

Qual ¢ o comprimento de KL?

. Um tridngulo tem os vértices em (0, 0), (0, 12) e (10, 0). Calcule 0o comprimento
da mediana relativa do lado de menor comprimento. _

. Indique cada um dos pontos A(-3, —4), B(- 3, 6) e C(4, 6). Ache as coordenadas
do ponto D tal que (JABCD seja um retingulo.

. Os vértices de um tridngulo sio os pontos (1, 8), (4, 1) ¢ (7, 1). Calcule a area do

tridngulo.

. As extremidades da base de um tridngulo isdsceles sdo os pontos (3, 0) e (-3, 0).
Ache as coordenadas do outro vértice de modo que a irea do triingulo seja 15.
. “Quando um quadrado nio é um quadrado?” Nas figuras abaixo, a escala sébre
o eixo-x & propositalmente diferente da escala s6bre o correspondente eixo-y, de
modo a dar uma visio distorcida da figura pretendida. Qual a figura, em cada caso?

la, b)

Y

{a, b)

* 14. Dada a figura a seguir, 4 esquerda, calcule o perimetro de (JABCD.

(R PO P

Bow B8 B L LR

S

et o

I AR 1T

*+
*+

*®+
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J
T H2.6,9
AlO, 4,6} B8(D,12,6) ] D{2, 6, 6)
:" C(2,12, 6)
Al8,6,6) ] _
T B(8, 12, 6)
gt ——tt—
D(3,4,0) <(8,12,0)
X x

15. No Problema 14, qual é o comprimento da projecio de AC no ptano xy?
16. Dada a figura a direita, acima, calcule BE.

17. Desenhe um sistema de coordenadas tridimensional. Marque a mesma escala sé-
bre os cixos-y e z. SObre o eixo-x (aquéle que vem “em diregio” a vocé) use uma
escala que seja 0,7, mais ou menos, da escala dos outros ¢ixos. Localize o ponto
A(l, 3, 2) ¢ o ponto B(l, - 3, 2). Trace AB. Qual é o comprimento de AB?
[Sugestdo: Veja o Problema 19 de Problemas 13-2.]

18. Trace a figura do Problema 19 de Problemas 13-2, mas, ao invés de projetar P
no plano xy em primeiro lugar,

(a) projete P no plano yz. {b) projete P no plano xz.

13-4. A DECLIVIDADE DE UMA RETA NAO
VERTICAL

O eixo-x e tddas as retas a éle paralelas sdo ditos horizontais. O eixo-y
e todas as retas a éle paralelas sio ditos verticais.

4 !
] -
a L
[ -
o] b x
Lz

Na figura, é facil ver que todos os pontos da reta horizontal L, tém a
mesma coordenada-y, a, porque o ponto (0, a) é o pé comum a todos os
segmentos perpendiculares ao eixo-y por pontos de L, . Da mesma forma,
todos 0s pontos da reta vertical L, tém a mesma coordenada-x, b. Eviden-
temente, um segmento é dito horizontal se a reta que o contém ¢é horizon-
tal; um segmento ¢ dito vertical se a reta que o contém ¢ vertical.
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A idéia de declividade (inclinagdo) de um segmento é sugerida pelas
seguintes figuras.

by

P2, 3) Pl 3) , Po(8, 3)

—t,
P9, 2)  Pglll, 2)

2 10 11 X

A declividade do primeiro segmento & 2; a declividade do segundo & —-2;
do terceiro, §; do quarto, 0. Para ser exato:

y
Definicao Py
Y2p--

SeP} = (xlaJ{x)CPz =(x3, J2)

e P, P, & ndo vertical, entdo a decli-
vidade de PP, é i Py H
[
]
_ Y20, H

" o = -

Alguns fatos s6bre declividade sdo 6bvios, a partir da definigfio.
(1) Se os pontos P, ¢ P, sdo trocados, a declividade nio muda, porque

YiYe _ Y2y _ ==y,
X1=Xy  Xp=X1  —(X1-Xy)

Em outras palavras, a declividade de um segmento ndo depende da ordem
na qual as extremidades sio mencionadas.
(2) Por outro lado, ¢ importante mencionar as coordenadas na mesma
ordem no numerador e no denominador. A formula
V1=V

X3— Xy
nfio é uma fdrmula correta para a declividade.
(3) Para segmentos nfio verticais, a formula da declividade sempre nos
d4 um nimero, porque o deominador x, —x, ndo pode ser 0.
(4) Para segmentos verticais, a férmula da declividade nunca nos da um
mamero, porque, neste caso, o denominador x,—x, € igual a 0. De fato,
ndo existe declividade de um segmento vertical.

Prprp—

e FikiHL

i SRR R T

e
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(5) Se um segmento € horizontal, a declividade € 0. (O numerador y; — ¥,
& 0 e 0 denominador x, - x; nio é zero.)

{6) Se um segmento ndo ¢ horizontal (nem vertical), entdo a declividade
nido & 0.

(7) Se um segmento se eleva da esquerda para a direita, a declividade é
positiva. Se um segmento se eleva da direita para a esquerda, a declividade
& negativa. (Veja a figura a esquerda, abaixo.)

y H

Y2

o]

O
¥

m>0.

Se um segmento tem declividade positiva, entdo a declividade € a razdo
de duas distancias como se vé na figura a direita, acima. Aqui, com x; < x,
ey, <y,,temos PR =x,—x; e RP, = y,—y,. (Por qué?) Portanto

_Y2—¥1 _ RPy
m==2J21=-_"2
Xa— Xy P 1R _

Se um segmento tem declividade negativa, entdo a declividade € o oposto

de uma razio de duas distincias.

Y

n

y2

o] xq xz X

Aqui, com x; < X; & y; <y, temos

P\R=1x;,—-x;
como antes, mas
- RP, = yi—y, = (2 1)
Portanto

Y2—h RPz_

mNM=——=———

Xa—Xy PlR
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Estas idéias relacionam declividade com nossa geometria ¢ tornam sim-
ples ver por que o seguinte teorema é verdadeiro. ’

Teorema 13-1

Em uma reta nlo vertical, todos os segmentos tdm a mesma declividade.

Demonstragdo. Se a reta € horizontal, esta afirmagdo é 6bvia, porque todos
o0s segmentos da reta devem ter declividade igual a 0. Os casos que interes- o T T TR
sam estdo indicados nas seguintes figuras:

Assim, na figura, a declividade de L &

% 184
N -3 2
5-2° 3
P Qualquer outro segmento da mesma reta daria a mesma resposta.
2
p i
€ v Problemas 13-4
- 1. Responda as questdes abaixo para cada figura.
0 x o] x Y
' Caso 1 Caso 2 y ] c
6 L]
No Caso 1, temos 5 c 5 Y
AP,RP, ~ AP,R'P,. 7_ 4 4 4 7
de modo que ! 3 pAN : 4 ]
RP, PR i 4NN 4NN
RP, PR’ A . A G x
RP, RP : o| 1 234 5 o 1 23 4 5
222 2, 3
P,R ~ PR f {a) Quais sio as coordenadas de 4, B e C?
PP - PP A .. b to vale BC? quanto vale AB?
Portanto P,P, ¢ PP, tém a mesma declividade. ; ( }) g"::l: ;eclividadeqde T
No caso 2, temos também (c) Qu )

2. Desenhe um par de eixos de coordenadas. Localize quatro pontos 4, B, Ce D

AP\RF, ~ AP\R'P; . que tenham a coordenada-x = 3. Localize quatro pontos P, §, R e S que tenham

e

Isto nos d4, como antes, a coordenada-y = — 2. Indique cada ponto pelas suas coordenadas.
RP, R'P) é 3. Dé a declividade de cada segmento mostrado na figura.
PR PR z 4’{
Este resultado é o que queriamos, porque as declividades de nossos dois ? 7
segmentos sdo os opostos destas duas razdes. i P d
Agora que temos o Teorema 13-1, podemos falar niio apenas sdbre de- ; 5 G
clividade de segmentos mas também sdbre declividade de retas. 3 4 s |/ p
4
3
Definicdo 2 / < ™
E F|H L L
A declividade de uma reta ndo vertical é a declividade de qualquer um A ! - x
de seus segmentos. of v 2 34 5 6 7 8 9 101112131415161718 19
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. Quais pares de pontos dados abaixo determinam retas horizontais? Quais deter-
minam retas verticais? ,
@G N e 3, 7N b) (2,4 e (2,-1)
) (5 2) e (-3, 5. o -1 e (4, -1)
€ (3,3 e (-3, 3 N @47 e (-2 6.
(g 0, 0 ¢ (0, 9. hyoe e (3 0.
i (@b e (a ch G) (@, b) e (c, b).

. Ache a declividade de cada reta que contém cada um dos pares de pontos dados

abaixo.

@O0 e ({4
(C) (2$ kz) [ (4! 2)
(e) (2,00 e (0, 6).

(b) (10, 5) ¢ (6, 8).
@3 e (-2 3.
H (15, 6) e (-2, 23).

. Ache a declividade de cada reta que contém cada um dos pares de pontos dados
abaixo.
@ 57 e (3, -8)
(b) &, 9 e (%)
(© (V2 6/3) e (/8 J12)
(d) (63, 49) e (-7, 9).
{€) (24, 3b) ¢ (-a b)
® © n) e (n, 0)
. Os vértices de um tridingulo sdo os pontos A(-2, 3), B(5, —4) e C(1, 8). Calcule a

declividade de cada lado.

- Os vértices de um paralelogramo siio os pontos R(1, 4), S( 3, 2), T(4, 6) e V(2, 8).

Calcule a declividade de cada lado.

. Determine a declividade de cada lado do quadrilatero cujos vértices séio A(S, 6),

B(13, 6), C(11, 2) € D(1, 2). Que espécie de quadrilatero &?

Um quadrilitero tem os vértices nos pontos M{a, b), Nic, b), O(c + d,e)e P(a + 4, ¢).
Calcule a declividade de cada lado.

C & o ponto médio de AB, A éoponto (-3, —2) ¢ Bé& o ponto (2 8). Qual ¢ a decli-
vidade de BC?

Dados os pontos D(- 4, 6), E(1, 1) e F(4, — 6) calcule as declividades de DE ¢ EF.
Os pontos D, E e F sdo colineares? Por qué?

Trace um sistema de coordenadas ¢ marque o ponto (2, 0). Marque, agora, tres
outros pontos cujas coordenadas x sio maiores que 0 e menores que 8 e que estdo
s6bre uma reta com declividade igual a 2, contendo (2, 0).

Uma reta com declividade ~ 1 passa pelo ponto (-2, 5). Qual é a coordenada-y
do ponto, sbbre a reta, cuja coordenada-x ¢ 37

Trace um sistema de coordenadas. Trace a reta que passa pela origem e pelo ponto
(93000000, 62000000). D2 trés pontos desta reta cujas coordenadas-x sio menores
que 10,

Trace um sistema de coordenadas e marque o ponto (-3, 1). Marque, agora, trés

outros pontos cujas coordenadas-x sio maiores que 0 e menores que 10 ¢ que
estiio sGbre a reta de declividade igual a —§, que passa por (- 3, 1).

oy

. MU RN T R Y
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13-5. RETAS PARALELAS E PERPENDICULARES

Usando declividade, podemos muito facilmente dizer se duas retas nio

verticais sfo paralelas. .
(1) Se duas retas ndio verticais s@o paralelas, entdo tém a mesma decli-

vidade.
[

Isto resulta do fato que
AP ,RP, ~ AP\R'P,.

(2) Se duas retas ndo verticais e distintas se interceptam, entdo suas
declividades sdo diferentes.
Y Palxz, y2)

A

x

YaFtry2

Se as duas retas se interceptam em P, , como na figura, entdio as declivi-
dades séo
_Y2— ,
X2 Xy

m = Ya— Vs,
Xz— Xy
Aqui, m # m', porque os denominadores sio iguais e os numeradores sdo

diferentes. '
Combinando éstes dois resultados, obtemos ¢ seguinte teorema:
Teorema 13-2

Duas retas nfio verticais sio paralelas se ¢ sOmente se tém a mesma
declividade.
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Suponha, agora, que tenhamos
duas retas perpendiculares intercep-
tando-se em P. Suponha que nenhu-
ma das duas seja vertical.

Tomamos um ponto @, sdbre
uma das retas, acimae dAdireitade P, |  $b-—-——
¢ completamos o tridngulo retdngu-
lo APRQ. Tomamos, entdo, um pon-
to (’, sbbre a outra reta, acima e & o NF
esquerda de P, fazendo PQ’ = PQ. [

Completamos o tridngulo retingulo

=y

AQ'R'P.
Vocé deve verificar, agora, que os simbolos na figura nos dizem que
APRQ = AQ'R'P.
Portanto
RO _RP
PR QR
Mas a declividade de L é
RQ
"=PR’
e a declividade de L &
, _ QJRJ
" ="RP
Portanto
s 1
m=-—":
m

Isto &, se duas retas sdo perpendiculares, a declividade de uma é o oposto do
inverso da outra.
O mesmo esquema funciona ao contrario.

F 44
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Dado m’ = — 1/m, construimos APRQ como antes. Tomamos, entdo, R’
de modo que R'P = RQ e completamos o tridngulo retingulo AG'R'P com
Q' ¢ L. Temos, entio,

APRQ = AQ'R'P,

como antes. Portanto, / 1 ¢ £ 2 sio complementares ¢ L1 L.
Resumimos a discussio acima no seguinte teorema:

Teorema 13-3

Duas retas nio verticais sio perpendiculares se ¢ sémente se o produto
de suas declividades for —1.

Nenhum dos dois altimos teoremas se aplica ao caso em que uma das
duas retas dadas é vertical. Mas para retas verticais, os fatos sio claros.
Se Lé vertical, entdo as retas paralelas a Lsdo, simplesmente, outras retas
verticais. E as retas perpendiculares a uma reta vertical sio, simplesmente,
as retas horizontais,

Problemas 13-5

. Asretas L, , L,, L, & L, tém declividades %, — 4, - 1}, }, respectivamente. Quais

os pares de retas perpendiculares?

. Considere os pontos A(—1, 5), B(5, 1), C(6, —2) ¢ D{0, 2). Calcule as declividades

de 4B, BC, CD e AD. [(JABCD é um paralelogramo?

. Sem uso de figura, determine quais dos seguintes quadrilateros, cujos vértices sdo

dados aqui, sdo paralelogramos.

(a) A(-2, -2), B4, 2), C(9, 1), D{3, -3).

(b) K(-5, —2), L{-4, 2), M(4, 6), N3, 1)
(c) P(5, 6), 007, -3), R(-2, —12), S5(-4, -3).

. Os vértices de um tridngulo sdo A(16, 0), B(9, 2) ¢ C(0, 0).

(a) Quais sio as declividades dos lados?
(b) Quais sio as declividades das alturas?

. Dados os pontos E(- 4, 0), G(3, 5) e K(8, - 2), mostre que o produto das declividades

de EG ¢ GK & - 1.

. Demeonstre que o quadrilatero com vértices A(-2, 2), B2, -2}, C(4,2)e D(2, 4 ¢

um trapézio com diagonais perpendiculares.

. Considere os pontos W(0, 3), X(6, 4), Y(12, - 3) e Z(~ 2, - 12). Quais pares de retas

determinadas por éstes pontos sdo perpendiculares? Demonstre sua resposta.

. Quatro pontos, tomados aos pares, determinam scis segmentos. Para cada conjunto

de quatro pontos dados abaixo, determine os segmentos paralelos. [ Cuidado! Dois
segmentos que tém a mesma declividade ndo sdo necessariamente paralelos.]

(a) A(Sl 6): B(S! 2)’ C(S’ 9)= D(G’ _1)
{b) P(0,-8), Q(3,-2), R(4,0), S(7,6).
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. Demonstre que o tridngulo cujos vértices sdo H(- 12, 1), K(9, 3) ¢ M(11, —18) é

um tridngule retingulo.

Mostre que a reta que passa por (3n, 0) ¢ (0, 7n) € paralela A reta que passa por
0, 21n) ¢ (9n, 0).

Se a reta que contém os pontos (— 8, m) e (2, 1) & paralela & reta que contém os pon-
tos (11, — 1) e (7, m + 1), qual deve ser o vator de m?

Que valdres de k tornarfio a reta que contém os pontos (k, 3) e (-2, 1) paralela
a reta que contém os pontos (5, k) e (i, 0)7

No Problema 12, que valdres de k tornario as retas perpendiculares?

Dados os pontos P(1, 2), Q(5, — 6) e R{b, b}, determine o valor de & de modo que
/£ PQR seja um angulo reto.

Calcule as declividades das seis retas determinadas pelos pontos A(- 3, 4), B(3, 5),
C(7, -2) e D(- 1, —3). Demonstre que [JABCD & um losango.

Uma semi-reta PQ faz um &ngulo de 30° com o eixo-x. QR L PQ. S¢ P, Q e R sdo
os pontos P{— 4, 0), O(5, 3\/37), € R(x, 0), determine o perimetro e a drea de APQR.

13-6. A FORMULA DA DISTANCIA

Se conhecemos as coordenadas dos pontos P, e P,, entfio os pontos
ficam determinados. Portanto, a distincia entre &les também fica deter-
minada. (Cap. 2, Postulado da Distincia). Veremos, agora, um meio de
calcular a distAncia P,P, em térmos das coordenadas (x, , y,) e (x;, ¥,).

y
N Pylxa, ya}
ra 42 2lx2, ¥2
Pilxy, y% |
i i . Rlxz 1)
Mld My -
Xt [+] X2 x

Sejam M, , N, , M, e N, os pés das perpendiculares por P, ¢ P, , como
indicado na figura. Seja R o ponto onde a reta horizontal por P, intercep-
ta a reta vertical por P,. Entiio

(PyP,)* = (P1R)* + (RP,)?,

pelo Teorema de Pitdgoras. PR = MM, , porque lados opostos de um
retingulo sdo congruentes. RP, = N;N,, pela mesma razio. Portanto,
por substituigéio,

(Plpz)z = (M1M2)2 + (NlNz)z. -
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Mas, sabemos pelo Postulado da Régua que
MM, = lxz—x1|

NN, = |}’2*J’1|-
Portanto
(P\P,Y = I’cz“-’cll2 + |J’2—Y1 2.

Como o quadrado de um nimero & o mesmo que o quadrado de seu valor
absoluto, esta expressio pode ser escrita na forma

(PP = (x,—x1)% + (y2—yo)*
Sendo P,P; > 0, obtemos
PP, = \/(xz—xq)z + (y2-y)

Esta é a formula que estdvamos procurando. Ao deduzi-la, demonstramos
0 seguinte teorema:

Teorema 13-4. A Férmula da Distincia

A distAncia entre os pontos (x,, y,) e (x3, v2) é
\/(xz —x1)% + (- v
Por exemplo, se P, = (3, 4) ¢ P, = (-2, 1), a férmula nos diz que
PP, = JF2-37 +(1-4
= JE57 + (32
=./25+9
= /34
Observe que poderiamos ter tirado . j_" Pi(3, 4)
éste resultado da figura, sem usar a
formula. Temos a = 5, b = 6. Pelo
Teorema de Pitagoras,

PP, =.[a® + P?
=./5% + 32

_/HA ol vz 5 4

Observe, entretanto, que, para ver isto, temos que percorrer a mesma linha
de raciocinio que usamos ao deduzir a férmula. A questéio central da de-
dugdio de férmulas gerais é que temos que completar um raciocinio apenas
uma vez, e entiio aplicar o resultado sempre que precisemos déle, ao inves
de repetir o mesmo processo de raciocinio a todo instante.
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Problemas 13-6

. Use a formula e calcule a distdincia entre
{a) 0,00 e (3, 4. L) 0, 0) e (3, -4).
€,y e (6 4. d) 8, 11) e (15, 35).
€ 3,8 e (-5-7. H 2,3 ¢ (-1, 4).
g (5, -1) ¢ (-3, -5 (h) (-6,3) ¢ (4, -2).

. Ache o perimetro do triingulo cujos vértices sio A(5, 7), B(1, 10) e C(- 3, — B).
. O tridngulo APQR tem vértices P(8, 0), Q(- 3, 2) e R(10,2).

(a) Calcule o comprimento de cada lado.

(b} Calcule a area do triingulo.

AKLM tem vértices K(- 5, 18), L(10, -2) e M(-5, —10).
(a) Calcule o perimetro de AKLM.

{b) Calcule aAKLM.

. Os vértices de um quadrilatero sdo D(4, - 3), E(7, 10), F(- 8, 2) e G(- 1, - 5). Calcule

o comprimento de cada diagonal.

. Demonstre que o tridngulo cujos vértices sdo A(2, 3), B(- 1, - 1) e C(3, - 4) & is6s-

celes.

. Um trigngulo tem vértices G(0, 7), H(5, - 5) e K(10, 7). Ache o comprimento da

altura em relagiio ao lado de menor comprimento.

. Um tridngulo tem vértices M(-6, 0), P(0, 6) e Q(2, —2).

(a) Calcule o perimetro de AMPQ,
(b} Calcule o comprimento da altura em relagfio ao lado de maior comprimento.

* (c) Calcule a area do tridngulo.

10.

11,
v 12,

. Calcule os valéres de b de tal modo que o tridingulo de vértices (- 6,0), (0, 6) e (b, — b)

seja equilatero.

Dados os pontos A(- 1, 6), B(1, 4) ¢ C(7, - 2), calcule AB e BC. Demonstre que B
esta entre A e C.

Demonstre que, para os pontos D(-4,-6), E(— 1,—2)¢ F(3, 1), Enfioestaentre D e F.

No sélido retangular a esquerda, abaixo, um dos vértices esti na origem ¢ 4, B
¢ C estio sbbre os eixos x, y e z respectivamente. P’ é a projecio de p no plano xy.

(a) Calcule OP. (b) Calcule OP. {c) Calcule CP'.

z

4 z
€10, 0, 54

NN

- A Pl D(5, 8, 4)

e |y e ¥
o\ BO,8,0) A0, —4,—2)__
. Y <~ D'
FA6,0,00 P16,8,0) S ~
AR |- S

x 8(5, ) (5.8, ~2)

*+

*+

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Na figura anterior, a direita,

(a} Calcule AB, BC, AC, DC, e AD.

(b) Mostre que AD* ={(5-0)* 4+ (8 + 42 + (4 + 22

Calcule a distincia da origem ao ponto P(g, b, ¢). A formula resultante muda se
a, b, ou ¢ € um nitmero negativo? [Sugestdo: Use a figura do Problema 13 acima
para ajuda-lo.]

Mostre, com um diagrama semelhante a figura do Problema 14 acima, que a dis-
tincia PQ entre P{x,, y,, z,) e Q(x;, ¥;, z;) & dada pela férmula

PQ = \/(xl —X2F + -y + (2, - 20)%

Calcule a distincia P@Q, sendo as coordenadas de P e  dadas por:
(a) P(4, -1, -35); Q(7, 3, 7). (b) P(O, 4, 5); Q-6 2, 3).
{(¢) PG3, 0, 7); o-13 7 (d) P(-3, 4, -5): Q(6, -8, 3).
(e} P(1, 2, 3); 02, 3, 4).
Demonstre que o tridngulo com vértices A(2, 0, 8), B(8, -4, 6) e C(- 4, - 2, 4) & is0Os-
celes.
Mostre que AABC é um triingulo retingulo se os vértices sdo

A2, 4, 1), B(li, -8, 1) e C(2, 4, 21}

A figura ABCD tem vértices A( 3, 2, 5), B(1, 1, 1), C(4,0, 3 e D(6, 1, 7).
(a) Mostre que os lados opostos sio congruentes.

(b) ABCD ¢, necessariamente, um paralelogramo?
Rua 10
Numa cidade cuidadosamente planejada, as Rua 8
ruas sio distribuidas com avenidas numeradas Rua 8
percorrendo a diregiio norte-sul e ruas nume- Rva 7
radas percorrendo a direciip leste-oeste, como :“f’ &
no diagrama ao lado, ¢ de modo a formar qua- ua 5
drados congruentes. Se vocé toma um taxi no Rua 4
cruzamento da Rua 2 com a Avenida 6 e orde- Rus 3
na ao motorista que o leve ao cruzamento da Rua 2
Rua 10 com a Avenida 12, pelo caminho mais o 3
curto possivel, qual ¢ a distncia (em nimero oo : =e-
de quadras) que vocé percorre? Esta distdncia 2¥2E 333
€ a menor entre os dois pontos? Explique. 3 3 3 5 § s §
a4 <

13-7. A FORMULA DO PONTO MEDIO. DIVISAO
DE UM SEGMENTO POR UM PONTO
NUMA RAZAO DADA

Considere um segmento P,P,, sdbre o eixo x:

Py

(o] 0

Pa

X2

n--v

¥
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Seja P o ponto médio, sejam as coordenadas dos trés pontos como se vé
na figura ¢ suponhamos que x;, < x,. E muito facil ver como expressar x
em térmos de x; e x,. Queremos que

PP =PP,.
Como
PP =|x-x|=x-x

PP, = |x,—x| = x,-x,
nossa equagio significa que
x + X3 .

X—Xy = X3~ X ou X=—=

Esta féormula também funciona quando x, < x; . (Demonstragio? Se
trocarmos x; € x,, o problema fica inalterado, do mesmo modo que a
formula.)

Uma vez que temos a formula do ponto médio para segmentos sdbre o
eixo-x, ¢ facil passar para o caso geral

P
Y| P ..——-——..FI.--—---.E

[]

|

I .

Mb ML M

O X3 x A2 x

Aqui, se P ¢é o ponto médio de P, P, Pz, entio M é o ponto médio de M, M.
(Por qué?) Portanto
N1t %,

2
Do mesmo modo, obtemos

y= 1+ y2,
Resumindo, temos o seguinte teorema:
Teorema 13-6. A Férmula do Ponto Médio

Dados os pontos P, = (x,, y,) e P, = (xz, ¥,), 0 ponto médio de

PP, & o ponto
(X1t X2 yity
Pe (i 23
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Considere, agora, um problema mais geral. S0 dados um segmento
P,P, sdbre o eixo-x e um nimero positivo r.
Py

o x

- Py

x ¢ v
=¥

Queremos encontrar as coordenadas do ponto P que divide P, P, na razic
de r para 1. Ou seja, desejamos
PP
PP,

=r, -ou P1P=I'PP2.

Se x, < x,, como na figura, isto significa que

x—xq = Hx;—x), ou X 4+ rx =x, + ¥rx,,

ou
Xy +rx;

1+
Note que parar = 1,isto nos deve dar as coordenadas do ponto médio. (D4?)
Para o caso x, < x; , a formula é exatamente a mesma, mas a dedugio
é ligeiramente diferente. (Usamos P, P = x, - x, PP, = x - x, € obtemos a
mesma férmula.)
Como no caso do ponto médio, podemos ficilmente passar ao caso geral.

Se Y
PP,
entdo
MM ,
MM, ™" | L
My CM M -
O xy x X2 x

porque AP,PQ ~ AP,P,Q,. Portanto, segue-se que
X1 + rX, .
I
Exatamente da mesma forma, obtemos

Yty
147

Assim, temos o seguinte teorema:
Teorema 13-6

Se P € um ponto entre P, e P, e

PP _
PP, "
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entdo

p (XLt Vit )
1+r 1+r

Problemas 13-7

. Ache as coordenadas do ponto médio de cada segmento na figura.

Y
[
E(—8, 5)
5 —
C( —51 3) T D“, 3} B(7r 4)
——

4 A3 2 H6, 1)

1 I I [ I
T

1“\’_3"’0__/;"‘5' L
)

Fl—6, -2 /- HY, —1)
G{—5, —4) T  K(6, —4)

- Use a formula para calcular as coordenadas do ponto médio de cada segmento
determinado pelos seguintes pares de pontos.

(a) (6, 0) e (10, 2). by, T e (11, 17).
© (12, 3 e (3, 2). d(-56) e (6 -5).

© V2, -3 ¢ (J18, /75 ® G-9 e G D

(8 (a, 0) e (0, b). M) (a, b) e (c d).
Y
f

151 o Al3, 15}

. Se A(3, 15) e C(13, 0) sdo as extremidades de um -
segmento ¢ B & um ponto de AC, ache as coorde- lo—b
nadas de B, dado que a razio AB/BC é igual a n
(@) 4. (b) %. s+
(© %. (d 3. g

0 5 10 ¢(13,0)
. 830 dados os pontos P(5, 2) e R(20, 14) e Q entre P e R. Determine as coordenadas
de Q se PQ/QR é& igual a

@i M2 @1 @4
. Quais siio as coordenadas dos pontos que dividem em trés partes congruentes o
segmento determinado pelos pontos (2, -3) ¢ (8, 9)?
. Se os vértices de um tridngulo sdo A(5, - 1), B(1, 5) ¢ C(- 3, 1), quais sfio 0s compri-
_ mentos das medianas?

. Os vértices de um quadrilatero sio 4(0, 0), B(3, 1), C(7, 4) e D(2, 3). Mostre que as
duas diagonais t¢ém o mesmo ponto médio. O quadrilitero é um paralelogramo?
Por qué?

10.

11,

12,

13.

* 14,

*15.

* 16.
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. Dados P(-3, - 4j, M(b,— 1) € Q(7, b), calcule b de modo que M seja o ponto médio

de PQ.

. Dados G{-5, 8), K(2, a) ¢ H{b, 1), calcule a ¢ b de modo que K seja o ponto mé-

dio de GH.

Um segmento de reta tem M(3, — 5) como ponto médio, e uma das extremidades

€ A(2, — 4). Quais sio as coordenadas de B, a outra extremidade?

E dado um quadrilatero cujos vé;_tjgegrs_i‘io  A(3,-2), B(-3,4), C{1, 8) e D(7,4). W, X,

Y e Z sdo os pontos médios de AB, BC, CD ¢ DA, respectivamente.

(a) Calcule as coordenadas de W, X, Y ¢ Z.

(b) Calcule o perimetro de (W XYZ.

(c) Calcule as declividades de WX ¢ YZ.

Demonstre que as diagonais de CJPQRS tém o mesmo ponto médio ¢ sdo perpen-

diculares uma 4 outra, dado que os vértices sdo P(2, 1), (7, 4), R(4, 9 e S(- 1, o).
y

Cl(o, 3m)
Usando coordenadas, demonstre que duas das

medianas do triingulo de vértices (m, 0), (- m, 0)
e (0, 3m) sdo perpendiculares uma a outra.

Al—m,0) Cl Bim, 0)

A(-3, 2) e B(5, 12) sio dois dos vértices do AABC. Uma reta por G, ponto médio
de AB, e paralela a AC, intercepta BC em H(10, 2). Calcule as coordenadas de C,
o terceiro vertice.

Dada a figura, determine as coordenadas ﬂ)
ponto médio de cada um dos segmentos A0,
BO, CO, AB, BC e AC.

A16, 0, 0)

Na figura, P'Q’ ¢ a projegdo de PQ no plano xy, PK || P'Q, P'A|| cixo-y, AQ ||
eixo-x, M € o ponto médio de PQ, M’ & a projegio de M, H ¢ o ponto médio de
QK ¢ B ¢ C s3o os pontos médios de AP e AQ', respectivamente.

(a) Por que PP | MM | Q"

(b} Por que M’ ¢ o ponto médio de P'Q"?

(¢) Ache as coordenadas de P, @', A ¢ K.

(d) Ache as coordenadas de B, C, H ¢ M.

(e} Ache as coordenadas de M, o ponto médio de PO.
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* 18

** 19,

*+ 20.
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Q1,99

Escreva uma formula geral para as coordenadas do ponto médio M do segmento
que liga os pontos P(x, , y;, 2,) € Q(x,, y;, z3), baseado nas observagdes que vocé
féz ao resolver o Problema 16.

Ache as coordenadas dos pontos médios dos segmentos que ligam os pontos:

(a) (3’ 3, 0} € (1, 1, 8)
(b) 8, 5 3) e {0, 0 -5
(c} -6, 2, 4) e (6, -2, —4).

(@) 3J2, 2JT5, -53) e (2,0, y27).
No Problema 16, ache as coordenadas dos dois pontos que dividem PQ em trés
partes congruentes.

No Problema 16, ache os perimetros de ABMM e AAQQ'. E verdade que ABMM' ~
~ AAQQ"?

13-8. O USO DE SISTEMAS DE COORDENADAS
NA DEMONSTRAGCAO DE TEOREMAS DA
GEOMETRIA

Veremos, agora, como os sistemas de coordenadas podem ser usados na
demonstragdo de teoremas da geometria. O principal propoésito desta se-
¢d0 ¢ ilustrar um certo método de trabalho em geometria. O método sera
mais facilmente compreendido se os primeiros exemplos com os quais
lidarmos forem simples. Por esta razdo, aplicaremos o método, em pri-
meiro lugar, a alguns teoremas ja conhecidos.

_ ' c
Teorema A

O ponto médio da hipotenusa de
um tridngulo retdngulo € equidistante
dos vértices.
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O primeiro passo ao aplicar os métodos de coordenadas ¢ escolher o
sistema de coordenadas de tal modo a tornar a parte algébrica tao simples
quanto possivel. Uma boa escolha para éste problema é o visto na figura
abaixo. Isto é, colocamos a origem em A4, com B e C nas partes positivas
dos dois eixos. Assim, B = {(a, 0), C = (0, b), como na figura. Portanto, pela
Formula do Ponto Médio, D = (a/2, b/2). Ora,

o Bk
R

Portanto, AD = BD. Isto demonstra o teorema porque BD = CD, pela de-
finigdo de ponto meédio.

A nossa escolha dos eixos ndo & a finica boa escélha possivel. As seguin-
tes figuras sugerem esquemas qgue sio igualmentes bons.

Y 4)’
) Cla, b)
pClO, B)
a b
(5 2)
Bla, 0) Alo x Blo Ala, 0] X

Entretanto, se vocé toma 0s eixos ao acaso, vocé pode transformar um
problema simples em um problema complicado.

[ 24 Cle, d)
| (ke 4o
2 2 Ala, b)
Bls, f}
o X

Para iniciar a demonsiragdo, com base nesta figura, vocé deve encontrar
um meio de dizer, algébricamente, que AABC tem um angulo reto em A.
Isto pode ser feito, mas ndo parece nem muito simples nem muito comodo.
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Ao usar sistemas de coordenadas para demonstrar fatos sdbre parale-
logramos, quase sempre colocamos Y
0s eixos como se vé a direita. Dado
um paralelogramo [JABCD, colo- pib, c} Cld, o}
camos a origem em A, com B na »
parte positiva do eixo-x, e Ce D no
semiplano superior. Ora, a declivi-
dade de ABé0e AB || CD. Portanto, B
a declividade de CD é 0. Isto nos da A

2
>

Dib, <) Cld, c;

Portanto, podemos trocar ¢ por ¢

na figura. (Por qué?) Afirmamos,
também, que

d=a+b. : B -

A a X

Se AD e BC nio sdo verticais, entio tém declividade, e a declividade dos

dois segmentos é a mesma. Assim,
c-0 ¢-0

b- d-
b=d-a, ed—a+b Se AD e BC siio verticais, entao

b=0, d=a ¢ d-a+0—a+b
como antes. : Y
Podemos, portanto, denominar
os pontos de nossa figura da maneira Dib, <) Cla+b, c
vista ao lado.
Conhecendo éste esquema, varios

teoremas sobre paralelogramos se
tornam muito simples.

]

Teorema B

Se as diagonais de um paralclogramo sdo congruentes, entdo o parale-
logramo & um retangulo.

Demonstragdo; Na notagio da figura acima, temos que AC = BD. Pela
Formula da Distincia, isto nos diz que

Ja +8-07 + (-0 = Jla-b)* + (0-¢)?,

ou (@+ b +c*=(@-b?+

. ) segmento entre os pontos médios das

. Os segmentos que ligam, ordenadamen-
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ou @+ 2ab + b* + 2 =a*>-2ab + b +
Portanto dab = 0.

Sendo a > 0, segue-s¢ que b = 0, isto significa que D esta sébre o eixo-y.
Portanto, /. DARB é um angulo reto ¢ (JABCD é um retdngulo.

A série seguinte de problemas pretende dar a vocé alguma pratica no
uso de sistemas de coordenadas. Ao resolver &stes problemas, portanto,
vocé deve tentar fazer a dlgebra se incumbir da maior parte do trabalho,
usando os exemplos ilustrativos desta se¢io como modélo.

Problemas 13-8

Demonstre os seguintes teoremas usando os métodos de coordenadas.

. As diagonais do retdngulo 4 esquerda, abaixo, sdo iguais em comprimento.

:' y Ci2b, 2
DIo, b) Cla, b) b £
- x -
AlD, 0] 8la, 0) Al0, 0} B(2a, 0)

. O segmento entre os pontos médios dos dois lados do tridngulo a direita, acima,

& paralelo ao terceiro lado e seu comprimento é metade do comprimento do ter-
ceiro lado. [Sugestdo: Uma vez que vamos calcular as coordenadas dos pontos
médios ¢ metade do comprimento da base, é conveniente, mas ndo necessario, to-
mar as coordenadas de 4, B e C como na figura.]

. As diagonais de um losango siic perpendiculares entre si. { Sugestdo: Sejam (0, 0),

{a, 0), (@ + b, c} e (b, c) os vértices. Verifique que a declividade de uma ¢é o oposto
do inverso da declividade da outra.]

. A mediana de um trapézio & paralela as bases e seu comprimento é a metade da

soma dos comprimentos das bases.

Y

diagonais de um trapézio & paralelo as
bases e seu comprimento é metade da
diferenga entre os comprimentos das
bases.

Dib, ¢l Cld, o

A0, 0] 8la, 0)

te, os pontos médios de lados consecuti-

vos de um quadrilatero formam um pa-

ralelogtamo. [Observagdo: Podemos se-

lecionar nossos eixos de modo que um DId, ¢}
vértice seja (0, 0) e um lado da figura fi-

que ao longo do eixo x, ndo importa

quéio “pontuda” a figura possa ser.]




10.

*1L

12

. Num trifingulo, o quadrado de um lado oposto /
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. Os segmentos que ligam, em ordem, os pontos médios de lados consecutivos de

um trapézio isosceles formam um losango.

. No trifingule AABC, se CM é a mediana em relacio a AB, entio

AC? + BC* = 1AB? + 2CM2,

[Sugestdo: Escolha (0, 0) como ponto médio de AB.]

a um &ngulo agudo & igual 3 soma dos quadra-
dos dos outros dois lados menos duas vézes o
produto de um déstes lados pela projegio do
outro lado sdbre éste. Ou seja: AC? = 4B* +
+ BC?-24B- DB. Em que ponto da demons- -
tragdo vocé necessita da hipdtese de que ~ B Ala, 0) | DIO, O} Bib, 0}

¢ agudo?

Cl0, ¢)

A soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo & igual 4 soma dos quadra-
dos das diagonais.

Em um quadrilitero, a soma dos quadrados dos lados ¢ igual 4 soma dos quadra-
dos das diagonais mais quatro vézes o quadrado do comprimento do segmento
que une os pontos médios das diagonais.

Demonstre que as quatro diagonais de um sélido retangular sio congruentes e se
interceptam em um ponto médio comum.

13-9. O GRAFICO DE UMA CONDICAO

Por um grdfico entendemos uma figura no plano, isto & um conjunto
de pontos. Assim, dngulos, triingulos ¢ semiplanos sio graficos, da mesma
forma que segmentos, retas ¢ semi-retas.

O térmo “grafico” é geralmente usado quando estamos descrevendo
uma-figura através de uma condi¢do que é satisfeita pelos pontos da fi-
gura dada, e por nenhum outro ponto. Aqui estio alguns exemplos.

Condigdo Grafico
1.y>0. Semiplano acima do eixo-x.
2 x>0 ~ Semiplano & direita do eixo-y.
3. x=0. O eixo-y.
4 x>0¢e¢ ypy>0. O primeiro quadrante.
5. x=1. A reta vertical por (1, 0).
6. x = 3. A reta vertical por (3, 0).
7. 1<x <3, A faixa infinita entre as retas descritas pelas
condigbes 5 ¢ 6.

]

Os sete graficos sdo vistos na pagina seguinte.
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y>0.
1.
44
0 X
x=0.
3.
iy |
0 I
x=1
5.
R4

377

x>0 e y>0.

4,

1< x<3.



* 10.
* 11

. Enuncie as condigbes que descrevem a regisio
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Em cada um déstes casos, dizemos que a figura é o grafico da condicio
que a descreve. Assim, cada uma das sete figuras da pagina 377 é o grdfico
da condigiio indicada.

Repetindo: o grdfico de uma condigio é o conjunto de todos os pontos
que satisfazem a condigio.

Este térmo & mais freqiientemente usado quando a condigio & enuncia-
da algébricamente, em térmos de coordenadas, como nos exemplos acima.
Quando a condigio é enunciada em forma de uma equagdo, falamos, na-
turalmente, da figura como grafico da equagio. Por exemplo, a reta verti-
cal por (1, 0) é o gréfico da equagio x = 1. Da mesma forma, a primeira
das sete figuras ¢ o grafico da desigualdade y > 0.

Problemas 13-9

. No mesmo par de eixos, esboce o grafico das seguintes condigdes:

{a) x = 5. (b)) x <-2. € y=4 @ y=0.

. Esboce em um par de eixos os conjuntos de pontos descritos pelas seguintes con-
digdes:
(a) fx| =2 (d) |y] < L © |x| = 3.

- Esboce a reunido dos graficos de x = 3 e y = 2. Qual & a intersegiio?
. 8do dadas as condigdes: {i) x & um niimero positivo e (ii) y ¢ um nimero positivo.

{a) Esboce a reunido dos graficos.
(b) Esboce a intersegio dos graficos.

- Esboce a intersegdio dos grificos destas quatro condigdes:

xz0, x<6, yz0

y< 4

Descreva a intersegiio em palavras,

esbogada 3 direita.

. Esboce o grafico e calcule a drea da intersegio dos conjuntos de todos os pontos
satisfazendo as condigBes

-15x<3 € -2xy<s

. A distincia de um ponto P{x, ) ao ponto A(l, 0) ¢ igual a distdncia do ponto P

ao ponto B(7, 0). Escreva uma equagiio que expresse esta condigio. Quantos pon-
tos P existem? Esboce o conjunto de todos &stes pontos.

. Escreva uma equagiio para o conjunto de todos os pontos que sio equidistante-

de A(0, 6) e B(6, 0). Esboce o grafico.
Esboce o grafico de y = |x].
Esboce o grifico de y = —|x|.

* 12,

*+ 13,

** 14,

** 15,

16
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Um ponto P(x, y) estd entre os pontos A(1, 3) e o ponto B(8, 6). Use a férmula da
distincia e a defini¢io de “entre” para escrever uma equacio expressando esta
condiglo sébre P.

Se P =(x,y), 4 =(a c)e B={b, d), qual ¢ condigio sdbre os pontos P, 4 ¢ B que
& expressa por .

Jx—aP + (y- o + S + (v d? = Jla-b) + (c-d)*?

No mesmo par de eixos, esboce o conjunto de todos os pontos P(x, y) satisfazendo
as condigoes:

@ o D AGT2+ S+ =5

0 J&x-32++ 27 = Jx-N + (-1 i £
Na figura, o plano E é paralelo ao plano 8T ‘

xz e o plano F é paralclo ao plano yz. Ee F 6t A

sc interceptam em AB. CG esta no plano E, F =+

CH esta no plano F ¢ ambas as retas estiio 4:L

no plano xy. 2_:

(a) Quais sio as coordenadas de Cf : A4 G{ '{
(b) Qual a equagdo que di a condigio da 2 Ao 2 |4 ,‘4 V 8

4 X

qual o plano E ¢ o grafico? Da qual o
plano F & o grifico?

(¢} AB & o grifico de que condigio?
(d) O ponto C ¢ grafico de que condigio? X

Em um sistema de coordenadas tridimensional, quais sdo os graficos das seguintes
condigdes?

(a) z=0.

(d) y=3.

g x=0 ¢ y=0
@ |y|=2 e z=0.

(€ y=0

® |y =2
h)x=3 ¢ z=0.
) x=3 e y=2

(b) x = 0.
(€) z=5.

13-10. COMO DESCREVER UMA RETA COM
UMA EQUACAO

E fécil descrever uma reta verti-
cal com uma equagio.

Se a reta intercepta o ¢ixo x em
{a, 0), entdo ela é o grafico de x = a.

Para retas nio verticais, precisa-
mos usar a declividade. Suponha-
mos que a reta L passe pelo ponto
P, = (x,, v,) e tenha declividade m.
Se P = (x, y) ¢ um outro ponto de L,

entio re) o X
Y- —

x_xl
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porque todos os segmentos de L t€m
declividade m. Evidentemente, esta (%4
equagdio ndo é satisfeita quando
X = x, ey =y, , porque, neste caso,
a fraclio 4 esquerda se transforma
na expressio sem sentido 0/0, que T Pilxi, 1)
ndo & igual a m (nem igual a qual-
quer outre namero). Mas, isto se -
arranja facilmente: Multiplicando
por x-—x,, obtemos '

Y=y = mx—x).
Esta operagdo junta um ponto ao grdfico: a nova equagio é satisfeita por
todo ponto de Ldiferente de P,, porque a outra equagio também o era.
E a nova equagiio €, também, satisfeita pelo proprio P, , porque quando
X = x; € v =1, obtemos 0 = m-0, que &€ uma afirmagio verdadeira.
Escrevemos éste resultado como um tcorema:

Teorema 13-7

Seja Luma reta com declividade m, passando pelo ponto (x,, y,). Entdo
todo ponto de L satisfaz a equagio

Y=y =m(x-x,)

Note que éste teorema nao diz que Lé o grafico da equagio. E, de fato,
ndo demonsiramos isto ainda; demonstramos apenas metade disso. Quan-
do dizemos que Lé o grafico da equagio, isto significa duas coisas:

(1) todo ponto de L satisfaz a equagfo, ¢

(2) todo ponto que satisfaz a equacgiio estd sébre L.

Até aqui, demonstramos {1). Demonstraremos, agora, (2).

Y

el

(o]

x

.Suponha que P(k, y) &€ um ponto para o qual

Y=y = mx—xy).
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Se x = x,, entdo y = y,, de modo que P estd em L. Se x # X, , entdo
P,P ndo é vertical, e sua declividade é

Y-y _

XX,

Portanto, P,P e L tdm a mesma declividade. Portanto, estas retas sio pa-
ralelas ou idénticas. Elas ndo podem ser paralelas porque (x, , y,) perten-
ce a ambas. Portanto, PP é L, ¢ P estd em L.

Isto nos da um teorema que € mais simples e também diz mais que o
precedente. ‘

Teorema 13-8

O grifico da equagiio
Y=y =mlx—x,)

¢ a reta que passa pelo ponto (x,, y,) e tem declividade m.

Se conhecermos as coordenadas de dois pontos de uma reta, é facil achar
uma equagio para ela.

b 4

Suponha, por exemplo, que a reta passe pelos pontos

P2, 1) e P53
Entdo a declividade é :

_3-1_ 2
M523
Usando P, (2, 1) e m = %, na equagiio dada pelo Teorema 13-8, obtemos
1) y—1—%x-2).
Podemos simplificar, obtendo uma equagiio equivalente:
3y-3=2x-4,
2) 2x-3y =1
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Observe, entretanto, que, embora a equacio (2) seja “mais simples” que
a equagdo (1), ndo é mais facil de interpretar. Usando o Teorema 13-8,
podemos dizer, imediatamente, que o grafico de (1) é a reta por (2, 1) com
declividade %. Isto ndo é tdo 6bvio para a forma simplificada (2).

Dada uma equagfio na forma do Teorema 13-8, ¢ facil tragar o grafico.
Tome, por exemplo,

y—3 =20+ 1).

Vocé pode ver, imediatamente, que
o grafico contém o ponto (—1, 3).
Para tragar a reta, precisamos, sim-
plesmente, conhecer mais um ponto
dela. (Por qué?) Pondo x = 0, obte-
mos

y-3=20+1),

y =5 :'374—101 2 3 x

Portanto, (0, 5) estd no grafico. Podemos, agora, usar uma régua porque
sabiamos, de inicio, que o grafico teria de ser uma reta. Do ponto de vista
pritico, entretanto, é uma boa idéia testar nosso trabalho calculando as
coordenadas de um terceiro ponto. Por exemplo, fazendo y = 0, obtemos

0-3 =2(x + 1),

ou

0 que nos da
x=-3.
Portanto, (-3, 0) estd no grafico exatamente como a figura sugere.
O seguinte teorema & uma conseqiiéncia simples do Teorema 13-8.

Teorema 13-9 R4

O grafico da equagio
y=mx+b

¢ a reta que passa pelo ponto (0, b)

¢ tem declividade m. ‘/b
A razio & que nossa equagio

pode ser escrita na forma

y—b = m{x-0).

(o] x

Podemos, agora, tragar o grafico da equagio
y=|x|

pelo seguinte método. Tracamos, primeiramente, a seguir, i esquerda, os
graficos das equagbes y =x e y = —x.
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j ¥ 4

Ly:y=x y=Ix|=—x x<0. y=|x|=u x>0
x X
ly:y = —x.
Lembramos que |x| é definido pelas seguintes condigdes:
{tf) Para x>0, |x|= x.
(2) Para x <0, |x]| = —x.

Isto significa que a direita do eixo-y, nosso grafico estd sObre a reta
L,, mas niio em L, . A esquerda do eixo-y, o grafico estd sdbre a reta L,
mas ndo em L, . O grafico, portanto, ¢ como o que esta a direita, acima.

E facil ver que as duas semi-retas sdo perpendiculares, Portanto, o gra-
fico de y = |x| & um angulo reto. '

Problemas 13-10

1. As equagdes abaixo estio escritas na forma dada pelo Teorema 13-8. Para cada

equagio, determine a declividade € as coordenadas de dois pontos do grafico e
faca um esbégo déste ultimo.

@ y-3=2x-4). (b) y—1 =%x—6).
(€ y+ 6 =-Hx—8). (d) y—5 = 3x.
{e) v =—20x + 3) '

2. Escreva uma equagiio para a reta que passa pelo ponto P ¢ tem declividade m,

sendo dado que

@P=@d 1) e m=3 WMP=F -4 e m=-2
) P=(B8,2) e m=31 (dP=(-40 e m=3
) P=(6,5 e m=20
. Para cada par de pontos, calcule a declividade e escreva a equagdo da reta que
0§ contém.
(a) (5, 2) e (2, 8).
(b) (2, 4) e (4, 5).
(c) (0, 0) e (1L, 5).
d @2 7N e (-8, 3).
(e) (=6, 0) e (0, 4).
@ O -15 e (12, ~18).

(g) (-4, -13) ¢ (19, 33).

) V2 B e -3 -2
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. JoAo e Maria estavam comparando as respostas de suas tarefas para casa. O pro-

blema era:

“Escreva uma equacio para a reta que passa pelos pontos (2, — 5} e (8, 7).
Jodo obteve a equagiio y + 5 = 2(x -2} ¢ Maria, a equagio y— 7 = 2(x ~§). Qual
resposta € a correta? Explique.

. Para cada uma das equagdes dadas abaixo, escrita na forma dada pelo Teorema

13-9, determine a declividade ¢ a interse¢io com o eixo-r fazendo, depois, um
esbogo do grifico.

@ y=2x+6. by y=-2x + 6.
© y=4%x (d) y=2x-6.
(&) y=4%x-6.

. Ache uma equagio para a reta que passa pelo ponto (0, 4) cuja declividade & - 5.
. Escreva uma equagdo para a reta que passa pelo ponto (7, —6) e paralela i reta

dada pela equagdo _
y=14x4 L

. Escreva uma equaciio da reta que passa pelo ponto (-2, 0) ¢ perpendicular 4 reta

dada pela equagio .
y=—%x +6.

. Em um par de eixos, trace os graficos das equagdes

y=3 y=x+3  y-3=-3x-8)

{a) Quais sio as coordenadas dos trés pontos nos guais as retas se interceptam?
{b) Calcule a 4rea da regido triangular limitada pelas trés retas.
Em um par de eixos, trace os graficos das equages

y=-fx+4 y=3x+4 y+1=-%x-10).

{a) Quais sfo as coordenadas dos trés pontos nos quais as retas se interceptam?
(b) Calcule a drea da regidio triangular limitada pelas trés retas.

Esboce o grafico de x = |y|.

Esboce o grafico de |x| + |y| = 4.

Usando a forma da equagio de uma reta dada pelo Teorema 13-8, demonstre que
a equagio de uma reta pelos pontos (g, 0) e (0, b) pode ser escrita na forma

%+—=1 (@ b#0).

Use o Problema 13 para escrever uma equagdo da reta cuja interse¢do com o eixo-x
¢ o ponto (5, §) e cuja intersegio com o eixo-y € o ponto (0, 3). Faga uma verifi-
cagiio da resposta, usando a forma dada pelo Teorema 13-8, da equagio de uma reta.
Num sistema de coordenadas tridimensional,

Ix+6y+2z=12

€ a equaglio de um plano que intercepta os trés eixos. Quais sio as coordenadas
destas trés intersecdes?

** 16,

** 17

*+ 18,

*+ 19,
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Na figura a direita, o plano K intercepta
os eixos nos pontos indicados. A equa-
¢do do plano K &

6x + 4y + 9z = 36.
(a) Ache as equagdes das intersegdes do
piano K com cada plano coorde-
nado.

(b) Mostre que a equagio de K pode
ser escrita na forma

4
80, 9, 0)

Z=1

X y
R x

Escreva uma equacgéo para o plano determinado pelos trés pontos:

(@) 5, 0, 0), (0, 3, 0) ¢ (0, 0, 4
(b} (12, 0, 0), (0, 4, ), e (0, O, - 3).
© (5, 0, 0), 0, -3, O) ¢ (0, 0, 10)

[Sugestdo: Veja os Problemas 13 e 16 acima. Vocé ndo precisa demonstrar que
as equagdes estdo corretas. |

Para cada uma das equagdes seguintes, determine as intersegdes com os trés ¢ixos.
Esboce o grafico tridimensional de cada equagio.

(a) 4x + 3y + 2x = 12.
(b) 14x + 35y + 10z = 70.
(€) 9x—-Ty + 21z = 63.
(d) 6x + 5z = 30.

Na figura, 4B, CD ¢ EF sio as projecdes de PQ nos planos xy, yz e xz, respecti-
vamente.

(a) Calcule as coordenadas de A, B, C, D, E ¢ F.
(b} Ache as equagdes de A8, TD ¢ EF nos seus respectivos planos coordenados.
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Problema Magno

Dado o triingulo AABC com vértices A(a, «), B(b, ¥') e Clc, €'} tais que

Dca<ece<bel<d<b <.
Y

Clc, ')
Ala, o)

\ Bib, b
5 _ B h o,

ol

Demonstre que
aAABC = §[a(b'— ) + b’ - a') + cla’ - D]

O que acontece & formula a direita se A e B sfio trocados? A e C? B e C?

Revisdo do Capitulo

1. Quais sdo as coordenadas da projegio do ponto (5, 2) sébre o eixo-x? E sbbre o

eixo-y?

2. Qual é o quarto vértice de um retdngulo cujos trés primeiros vértices sdo (-1, - 1),

(3, -1 e (3 5N
Ache o perimetro e a drea do tridngulo cujos vértices sio (3, 2), (3, —4) ¢ (9, —4).

4. E dado o triingulo A4BC com vértices A(— 3, -5}, B(3, 3} e C(13,-9).

=

(a) Calcule as coordenadas do ponto médio de cada lado.
(b) Calcule o comprimento de cada mediana.

(c) Escreva a equaciio da reta que contém cada mediana, na forma dada pelo
Teorema 13-8.

. Os vertices de um quadrilitero.sio os pontos A(- 1, 1), B(4, 3), C(6, ~2) ¢ D(1, - 4).
(a) Demonstre que [JABCD € um paralelogramo.
(b} Demonstre que as diagonais sio perpendiculares.
(c) As diagonais sio congruentes?
. Uma reta tendo declividade % contém o ponteo (0, — 6). Qual ¢ a coordenada-y do
ponto daTéta cuja coordenada-x é 127
Usando os métodos de coordenadas, demonstre que as diagonais de um trapézio
isdsceles sdo congruentes, se o trapézio ndo f6r um paralelogramo.

8. Demonstre que o tridngulo cujos vértices sdo A(-3, 7), B(2, -2} e C(11, 3) € um

o

tridngulo retingulo isdsceles.

. Uma extremidade de um segmento € o ponto (- 1, 8) e o ponto médio do segmento
& (4, 2). Calcule as coordenadas da outra extremidade.

10. Um tridngulo tem vértices A(5, 7), B(2, 0) e C(5, — 3). Ache a altura relativa ao lado

11

mais longo. Calcule a drea do tridngulo.
. As extremidades de um segmento sdo {4, —-2) e (13, 13). Calcule as coordenadas
dos pontos que dividem éste segmento em trés partés congruentes.

12,

13.

14.

15.
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Escreva uma equagiio para o conjunto de todos os pontos que sio equidistantes
de A(0, 8) e B(12, - 8).

Escreva uma equagio para a reta que passa pelo ponto (0, 5) ¢ € paralela a reta
y=2x-13.

Escreva uma equagio para a reta que passa pelo ponto (6, - 1) e é perpendicular
areta y=3x+ L

Em um par de eixos, trace os grificos dasequagdes x = 9,y = xey—1 = —3{x - 1).
(a) Calcule as coordenadas dos pontos da intersegio das retas.

{b) Calcule a area da regido triangular limitada pelas retas.



14 CIRCU N!:ERENCIAS
SUPERFICIES
ESFERICAS

14-1. DEFINIGOES BASICAS

A grosso modo, uma circunferéncia é o contbrno de uma regiio re-
donda no plano; ¢ a superficie esférica & a superficie de uma bola redonda
no espago.

As seguintes definigbes expressam as mesmas idéias numa linguagem mais
precisa.

Definicdo

Seja P um ponto num plano dado e seja r um namero positivo. A cir-
cunferéncia de centro P e raio r € o conjunto de todos os pontos do plano
cuja distincia a P ¢ igual a r.

Definicdo
Seja P um ponto ¢ seja r um nimero positivo. A superficie esférica de

centro P e raio r € o conjunto de todos os pontos do espago cuja distincia
a P é igual a r.

\3
Duas ou mais superficies esféricas ou \__ 4,
circunferéncias de mesmo centro, chamam-
se concéntricas.
Na figura, P é o centro comum de trés
circunferéncias concéntricas.
Uma corda de uma circunferéncia é um
segmento cujas extremidades estdo na cir-
cunferéncia.
Na figura, AB ¢ uma corda. : /\ 8
Uma reta que intercepta a circunferén- ____f -
cia em dois pontos é chamada uma secante
4 circunferéncia. )
Assim, téda corda determina uma se-
cante e téda secante contém uma corda.’
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Analogamente, uma corda de uma su-
perficie esférica € um segmento cujas extre-
midades estdo na superficie esférica. E uma
secante a uma superficie € uma reta que
intercepta a superficie esférica em dois
pontos,

Um didmetro de uma circunferéncia ou superficie esférica € uma corda
que contém ¢ centro

Um raio de uma circunferéncia ¢ um
segmento do centro a um ponto da cir-
cunferéncia. (Andlogamente para superfi-
cies esféricas.) O ponto A é chamado extre-
midade final do raio PA. P A

Observe que estamos usando a palavra
raio com dois sentidos, significando um
segmento ol um nimero, mas deve ficar
clare no contexto qual o significado dese-
jado. Analogamente, se uma circunferéncia
tiver raio r, falaremos do nimero 2r como sendo o didmetro da circunfe-
réncia. E claro que o namero 2r é o comprimento de qualquer corda pas-
sando pelo centro.

Repetindo: Na figura a direita, r € o
raio; PB & um raio; PA & um raio; 2r é o
didmetro; AB & um didmetro; e PC & um
raio sendo C sua extremidade final.

“Teorema 14-1

A intersecio de uma superficie esférica com um plano passando pelo
seu centro é uma circunferéncia de mesmo centro € mesmo raio.
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Para se ver porque isso € assim, basta lembrar a definigdo de superficie
esférica e a defini¢io de circunferéncia. Dada uma superficie esférica S com
centro P e raio r ¢ um plano E, S é o conjunto de todos os pontos do espago
cuja distdncia a P é igual a r. A interse¢iode Se E€ o conjunto de todos
os pontos de E cuja distAncia a P ¢ igual a 7. [sso & uma circunferéncia
com o mesmo centro P ¢ o mesmo raio r.

Conhecendo éste fato, podemos dar a seguinte definigéio.

Definigdo
A interseciio de uma superficie esférica com um plano passando pelo
seu centro é chamada circunferéncia maxima da superficie esférica.

Ha uma outra razio para £sse nome:
as circunferéncias maximas sio as maiores
circunferéncias contidas na superficie esfé-
rica. Por exemplo, se desenharmos meri-
dianos e paralelos da maneira usual, como
nos globos terrestres, entdo o equador €
uma circunferéncia maxima mas os outros
paralelos de latitude néo o séio. Os outros
paralelos de latitude sfo menores que o
equador, tornando-se muito pequenos per-
to dos Polos Norte e Sul

Problemas 14-1

. Copie e complete: O conjunto de todos os ponmtos.................. a uma dada
distincia de um ponto dado chama-se...................

. Copie e complete: Um didmetro de uma circunferéncia é.................. que contém
L PP da circunferéncia.

. A sentenga abaixo contém a palavra “didmetro” duas vézes. Explique como “dia-

metro” & usado em cada situagio:

Apesar de uma circunferéncia poder ter apenas um didmetro, uma circunfe-
réncia na realidade tem infinitos diimetros.
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4. No enunciado do Teorema 14-1, qual o significado da palavra “raio™?
5. Indique se as afirmagbes abaixe sio verdadeiras ou falsas.

10.

(a) Um didmetro de uma circunferéncia ¢ uma secante i circunferéncia.
{(b) Todos os raios de uma superficie esférica sio congruentes.

(c) Todo didmetro de uma superficie esférica é o didmetro de uma circunferéncia
maxima.

(d} Um raio é uma corda de uma circunferéncia.

(e) Uma secante a uma superficie esférica a intercepta em exatamente um ponto.

() Uma corda de uma circunferéncia contém exatamente dois pontos da circun-
feréncia.

(8) Uma superficic esférica e uma circunferéncia méaxima da superficie esférica
tm o mesmo centro e 0 mesmo Taio.

Quais dentre as afirmagdes abaixo vocé julga serem verdadeiras?

{a) Se um raio divide ao meio a corda de uma circunferéncia, entdo éle & perpen-
dicular & corda.

(b) A interse¢do de uma reta com uma circunferéncia pode ser vazia.

(¢} Duas circunferéncias podem se interceptar em exatamente trés pontos.
(d) Uma reta pede interceptar uma circunferéncia em exatamente um ponto,
(¢) Duas superficies esféricas podem se interceptar em exatamente um ponto.
(f) A interse¢do de duas superficies esféricas pode ser uma circunferéncia.

(8) A secante que é mediatriz de uma corda de uma circunferéncia contém o centro
da circunferéncia.

(h) Se uma reta intercepta uma circunferéncia em um ponto, ela intercepta a cir-
cunferéncia em dois pontos.

D
e r—— o~ - e - » A
. 3¢ ABeCD sdo dois didimetros de uma circunferéncia,
entio AC = BD ¢ AC| BD. 8
[of

. Demonstre que os didmetros de uma circunferéncia sio as maiores cordas da

circunferéncia. [Sugestdo: Se ¢ & o comprimento de uma outra corda qualquer,
c < 2r?]

. Se AB ¢ CD sio dois didmetros de uma superficie

esférica, entdio a figura ACBD ¢ um retangulo.

\
A

Demonstre: Se duas cordas congruentes de uma circunferéncia tém, cada uma,
um ponto comum com um didmetro e interceptam a circunferéncia em lados

opostos do didmetro, entdo as cordas determinam dngulos congruentes com o
didmetro,
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14-2. RETAS TANGENTES A CIRCUNFERENCIAS

Em tdda esta seg@o estaremos falando de circunferéncias num plano
fixado.

Definigdes

O interior de uma circunferéncia é o conjunto
de todos os pontos do plano cuja distincia ao
centro € menor que o raio. O exterior de uma
circunferéncia ¢ o conjunto de todos os pontos
do plano cuja distincia ao centro é maior que
o raio.

Exterior

Assim, todo ponto do plano esta no interior ou no exterior ou na cir-
cunferéncia. Freqiientemente diremos, abreviadamente, que o ponto estd
dentro da circunferéncia ou fora da circunferéncia. (Lembre-se que 0 < r
porque r > 0. Portanto o centro estd automaticamente no interior).

Definigbes

Uma tangente a uma circunferéncia € a reta
(no mesmo plano) que intercepta a circunferén-
cia em um e um s6 ponto. Esse ponto é chamado
o ponto de tangéncia ou ponto de contato. Dize-
mos que a reta e a circunferéncia se tangenciam
nesse ponto.

Toda circunferéncia tem uma tangente em cada um de seus pontos.
Podemos ver isso a partir do seguinte teorema:

Teorema 14-2 R

Uma reta perpendicular a um raio pelo seu
ponto. de intersecdo com a circunferéncia € tan- p o
gente 4 mesma.

Demonstracdo. Seja La perpendicular ao raio
PQ em Q. Precisamos mostrar que nenhum ou-
tro ponto de L estad na circunferéncia. J

Seja R um outro ponto de L. Pelo Teorema 7-7, 0 menor segmento de P
a Lé o segmento perpendicular. Portanto PR > P(Q. Portanto PR > re R
ndo estd na circunferéncia; R esta no exterior.

]

A reciproca também é verdadeira.
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Teorema 14-3

Téda tangente a uma circunferéncia & perpendicular ao raio que con-
tém o ponto de tangéncia.

]

)
ru

m

Q

A figura 4 esquerda mostra a situag¢iio como ela realmente acontece.
A figura a direita ilustra a demonstragiio indireta que daremos abaixo.

Demonstragdo. A reta Lé tangente a circunferéncia C no ponto Q. Suponha
ndo ser L perpendicular a PQ. Vamos mostrar que essa hipdtese leva a uma
contradigio.

Seja F o pé da perpendicular de P a L. Entdo F # . Seja R um ponto
da semi-reta oposta a FQ, tal que FR = FQ. Entio APFR = APFQ. (Por
qué?) Portanto PR = PQ = r ¢ R ¢st na circunferéncia. Portanto Linter-
cepta a circunferéncia em dois pontos e nio em um. Isso € impossivel porque
L é uma reta tangente. Portanto nossa hipétese é falsa e L1 PQ em Q,
como queriamos demonstrar.

Na figura a esquerda, abaixo, as duas circunferéncias se tangenciam in-
ternamente. Na figura a direita as duas circunferéncias se tangenciam exter-
namente. 4

Definigdo

Duas circunferéneias siio tangentes se elas sio tangentes 4 mesma reta
no mesmo ponto. Se duas circunferéncias tangentes sdo coplanares ¢ seus
centros estio num mesmo semiplano determinado pela sva tangente co-
mum, entdo elas se tangenciam internamente. Se duas circunferéncias tan-
gentes sfo coplanares e seus centros estio em semiplanos opostos relati-
vamente 4 tangente comum, entdo elas se tangenciam externamente.

. Na figura, vé-se um arranjo de trés circun- C
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Problemas 14-2A

. Desenhe uma circunferéncia com centro P e raio PQ = 1,5 cm. Localize um ponto 4

tal que PA = 2cm e um ponto B tal que PB = 1 cm. Agora copie e complete
as seguintes afirmagdes:

(a) A estano....oovvveininnnnns da circunferéncia porque ..............oocoeieiii
(b) B estd No .o.ooooinniiiiiiiint da circunferéncia porque .............ooiiiie
{c) As circunferéncias de raios PA, PQ e PB sio chamadas ...........................

. Descreva como vocé pode construir uma tangente a uma circunferéncia em um

ponto dado da mesma se lhe for dado o centro da circunferéncia.

. E & um ponto no exterior de uma circunferéncia. Quantas tangentes a circun-

feréncia contém E? Faga um desenho.

B

. Demonstre: Dadas duas circunferéncias concéntricas,

téda corda da circunferéncia maior, que & tangente a 8
circunferéncia menor, é dividida ao meio no ponto de
tangéncia. [Sugestdo: Desenhe PA, PQ ¢ PB.]

. Demonstre que as tangentes a uma circunferéncia nas extremidades de um dié-

metro sio paralelas.

feréncias tendo raios diferentes e tais que
qualquer uma é tangente as outras duas. Faga
desenhos mostrando pelo menos trés outros
arranjos.

. Demonstire ¢ seguinte tcorema:

Se duas circunferéncias sio tangentes, seus centros ¢ o ponto de tangéncia
sio colineares.
[Sugestdo: Desenhe sua tangente comum.]

& Cx

caso 1 caso 2

8. Demonstre que se duas circunferdncias congruentes se tangenciam cxternamente,

qualquer ponto equidistante de seus centros estd na sua tangente comum.

9. A distancia de um ponto E do centro A de uma circunferéncia ¢ 20. O raio da cir-

cunferéncia & 5. Uma reta por E & tangente i circunferéncia em B. Determine EB.
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11.

12.
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Na figura, cada uma das circunferéncias de centros
A, B ¢ C & tangente as outras duas. Se AB = 10, ‘

AC = 14 e BC = 18, determine o raio de cada cir- @Y\

cunferéncia. [Sugestdo: Iguale o raio de uma circun-
feréncia a x.]

E dada a figura, na qual as circunferéncias sdo
tangentes, P e P’ sdo seus centros ePBePA
sio as tangentes em B ¢ A respectivamente.
Sabendo-se que os raios sio 9 e 6, determine
PB e P'A.

Duas circunferéncias concéntricas tém didmetros 10 ¢ 26. Tangentes a circun-
feréncia menor passam pelas extremidades de um didmetro da circunferéncia
maior. Determine o comprimento do segmento ao longe de cada tangente que
tem uma extremidade em cada circunferéncia.

Dados: Na figura 4 esquerda, abaixo, AB é um dimetro da circunferéncia de
centro P. L& tangente a circunferéncia em T. AD e BC sio, cada um, perpendiculares
a L. Demonstre: PD = PC.

Na figura, a direita, acima, as circunferéncias com centros P e S sdc ambas tan-
gentes i reta L em . Uma secante a circunferéncia maior passa por P, é tangente
a circunferéncia menor em T, e intercepta L em R. Dado que os raios das circun-
feréncias sio 8 e 3, determine QR.

Numa circunferéncia de centro P, AB é um didmetro ¢ AC & uma outra corda
qualquer. Uma secante por P, paralela a AC, intercepta a tangente em ¢ num
ponto D. Demonstre que DB é tangente i circunferéncia em B. [Sugestdo: Intro-
duza PC]

Os seguintes teoremas sdo faceis de demonstrar,

Teorema 14-4

A perpendicular pelo centro de uma cir-
cunferéncia a uma corda divide a corda ao
meio.
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Teorema 14-5 R

O segmento do centro de uma circunferén-
cia ao ponto médio de uma corda € perpendi-
cular 4 corda.

Teorema 14-6

No plano de uma circunferéneia, a media-
triz de uma corda passa pelo centro.

Demonstragio? (Se vocé ndo vé como usar
algum dos teoremas anteriores, tente usar o
Teorema 6-2).

Corolario 14-6.1

Nenhuma circunferéncia contém trés pontos colineares.

(PR a1 L bla
)

i - o
[

Ll

Demonstragio. Se trés pontos (, R, § da circunferéncia fossem colineares,
entdo a mediatriz das cordas QR e RS seriam paralelas. Isso é impossivel
pois ambas as mediatrizes passam pelo centro.
Definicdo

Circunferéncias com raios congruentes se dizem congruentes.

Observe que essa definicio de circunferéncias congruentes esta de acdrdo

com o uso da palavra congruente para segmentos, ingulos e triingulos.

A idéia fundamental, em cada caso, é que duas figuras sio congruentes se
elas tiverem a mesma forma e mesmo tamanho.

Teorema 14-7

Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, cordas
equidistantes do centro sdo congruentes.
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Demonstracéio? {Nas figuras acima algumas das indicagdes sio basea-
das no Teorema 14-4.)
Teorema 14-8

Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, duas cor-
das congruentes quaisquer sdo equidistantes do centro.

Demonstragio?
Finalmente observamos:
Teorema 14-9

Se uma reta intercepta o interior de uma
circunferéncia, entdo ¢la intercepta a circun-
feréncia em dois e sdmente dois pontos,

Demonstragdo. Como na figura, seja € uma
circunferéncia de raio r, s¢ja L uma reta e
seja R um ponto de Lno interior de C. Entio
PR < r. Seja F o pé da perpendicular de P
a Le seja PF =5,

. Numa circunferéncia com 10 cm de raio, uma corda
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{1}Se X estaem Le C, entio o APFX tem um angulo reto em F, e assim
r? =5+ FX%
Portanto ]
FX = Jri-s%
(2) Se X ¢ um ponto de Le FX = /r? - 5% entlo X esta em C. A razio
¢ que
PX? = PF* + FX*
=32 + (r*-5%)
= ?’2.
Mas r2-s% > 0, pois r > 5. Assim, pelo Teorema 2-1, existem exata-
mente dois pontos X de Ltais que FX = \/r*—s% Portanto exatamente
dois pontos de Lestio em C, como queriamos demonstrar.

Problemas 14-2B

. Enuncie os teoremas ou coroldrios que justificam as conclusdes abaixo. Consulte

a figura na qual P € o centro da circunferéncia.

{(a) Se PN L CD, entiic CN = ND.

(b} Pontos 4, @ ¢ B sdic ndo-colineares.

(c) Se¢ PM = PN, PM L 4B ¢ PN 1 CD, entdo
AB = CD.

(d) Se AB=CD, PM L AB ¢ PN LCD, entio
PM = PN.

(e) Se RT & uma tangente, RT L PQ.

{f) Se M esta no interior de uma circunferéncia, entio MQ intercepta a circun-
feréncia exatamente em um ponto distinto de Q.

estd a 6 cm do centro. Qual o comprimento da corda?

(2

. Um diimetro ¢ uma corda tém uma extremidade comum. Se o comprimento do

didmetro é 40 e o comprimento da corda € 24, a que distancia esta a corda do centro
da circunferéncia?

. Uma corda tem comprimento 16 cm e estd a 15 ¢cm do centro de uma circun-

feréncia. Qual é o raio da circunferéncia?

. Na figura, P é o centro da circunferéncia,

PD1AC, PELBC,.

d
. A\
PD = PE. . ‘

Demonstre que / DBA = / EAB. B
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11.

* 12,

. Demonstre: Em qualgquer circunferéncia, os pontos
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médios de tddas as cordas congruentes a uma corda
dada formam uma circunferéncia concéntrica com a
circunferéncia dada e de raio igual a distincia de
de qualquer uma das cordas ao centro.

. Demonstre: Numa circunferéncia, se dvuas cordas tém uma mesma extremidade

¢ determinam &ngulos congruentes com um didmetro no mesmo ponto, entio
as cordas sio congruentes.

. Dado um arco de circunferéncia, como na figura

4 direita, expligue como vocé poderia achar o centro A
e o raio da circunferéncia.

. Numa circunferéncia, uma corda de comprimento 12 cm ¢ paralela a uma tangente

¢ divide ao meio o raio desenhado ao ponto de tangéncia. Qual o comprimento
do raio? :

Uma corda de comprimento 18 cm é perpendicular a um raio de uma circunfe-
réncia. A distincia da intersegdo da corda e o raio a extremidade final do raio é
3 cm. Determine o comprimento do raio.

Responda cada parte désse problema da seguinte maneira:

Escreva “extra” se é dada mais informagio que a necessdria para obter uma
resposta numérica. Escreva “ndio suficiente” se a informagio dada for ndo
suficiente. Escreva “OK” se a informacio dada & justamente a necessdria para
permitir uma solugiio numérica. Escreva “contraditdria™ se a informagdo dada
fér contraditoria.

[Observagdo: Vock niio precisa resolver o problema; 36 decidir se € ou néio possivel
resolvé-lo.]

Na figura, P & o centro da circunferéncia ¢ AB L CD.
(a) AF=5 AB="? (bB)PB=7,CD=7 (¢ AC=9,PB="1
(d) CF=3,FP=2,PD =6,CD ="
(e} PB=13, PF =5 AB ="

) AB=16,CD =20, CF =4, PB =1
(g CF=7,PB =17, FB=1),CD ="?
(h) CD =30, AB =24, AC="?

(i PB =25 FB=20,CF =10, AC="?
G) PD=12,CF =6, AB="?

Demonstre: Se duas cordas congruentes (nio did-

metros) de uma circunferéncia se interceptam num o

didmetro, elas determinam &ngulos congruentes com
o didmetro.

*13.

14.
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Duas circunferéncias de raios desigvais se interceptam nos pontos R ¢ 5. Mé o
ponto médio de PP, o segmento entre os centros das circunferéncias, Uma reta

por R é perpendicular a MR ¢ intercepta as circunferéncias novamente em 4 e B.
Demonstre que AR = BR.

Demonstre o seguinte teorema.
Trés pontos quaisquer nio-colineares pertencem a uma circunferéncia.

14-3. PLANOS TANGENTES A SUPERFICIES
ESFERICAS

Se realmente vocé aprendeu o contetdo da segdo anterior, vocé ndo
tera dificuldades com esta. O motivo é que a relagio entre superficies esfé-
ricas e planos no espago é muito parecida com a relagéio entre circunfe-
réncias e retas num plano. Existe, portanto, uma estreita analogia entre as
definices e teoremas da segio anterior € as defini¢Ges e teoremas desta.

Definigoes D Exterior

QO interior de uma superficie esférica é o
conjunto de todos os pontos do espago cuja
distincia ao centro é menor que o raio. O
exterior de uma superficie esférica € o conjun-
to de todos os pontos do espago cuja distin-
cia ao centro é maior que o raio.

Assim, cada ponto do espago estd no interior ou no exterior ou na su-
perficie esférica. Freqiientemente, diremos, abreviadamente, que um ponto
esta dentro da superficie esférica ou fora da superficie esférica.

{Lembre-se que 0 < r porque r > 0. Portanto o centro estd automa-
ticamente no interior.)

Definigbes

Um plano tangente & uma superficie esférica € o plano que intercepta a
superficie esférica em exatamente um ponto. Esse ponto é chamado ponto
de tangéncia ou ponto de contato. Dizemos que o plano ¢ a superficie esfé-
rica se tangenciam nesse ponto.
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Na figura anterior, o plano E é tangente a superficie esférica em Q. Obser-
ve que o ponto Q ndo parece estar na “ponta” da superficie esférica. (Quan-
do uma bola redonda estéd numa mesa e a olhamos de cima, ndo podemos
ver o ponto onde ela estd se apoiando na mesa.)

Toda superficie esférica tem um plano tangente em cada um de seus
pontos. Podemos ver isso a partir do seguinte teorema.

Teorema 14-10

Um plano perpendicular a um
raio, pelo ponto de interse¢io do
raio e a superficie esférica, € tangente
a4 mesma.

Demonstragio. Seja E perpendicular ao raio PQ em Q. Precisamos mostrar
que nenhum outro ponto de E esta na superficie esférica.

Seja R qualquer outro ponto de E. Pelo Teorema 8-10, o menor segmen-
to de P a E & o segmento perpendicular. Portanto PR > PQ. Portanto
PR > r ¢ R ndo estd na superficie esférica; éle estd no exterior.

A reciproca também é verdadeira.

Teorema 14-11

Todo plano tangente a uma su-
perficie esférica é perpendicular ao
raio que contém o ponto de tan- 4
géncia.

Demonstragdo. E & tangente a S no ponto Q. Suponha que E niio € perpen-
dicular a PQ. Vamos mostrar que essa hipotese leva a uma contradigio.
A figura ilustra a demonstragio indireta.

Seja F o pé da perpendicular de P a E. Entdo F # Q. Seja R um ponto
na semi-reta oposta a FQ, tal que FR = FQ. Entio APFR = APFQ. (Por
qué?) Portanto PR = PQ = r ¢ R esti na superficie esférica. Portanto E
intercepta a superficie esférica em um ponto distinto de Q. Isso é impossi-
vel pois E é um plano tangente.

Nessa demonstragiio e muitas vézes antes, desenhamos figuras em que
a intersegiio de um plano e uma superficie esférica parecia ser uma circun-
feréncia. Antes de proceder com nossa investigagio de planos tangentes,
vamos mostrar que essas figuras estdo corretas.
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Teorema 14-12

Se um plano intercepta o interior
de uma superficie esférica, entiio a
intersegio do plano e a superficie es-
férica é uma circunferéncia. O centro
dessa circunferéncia é o pé da per-
pendicular do centro da superficie
esférica ao plano.

——————

Demonstragao. A notagiio é a da figura. Dado que o plano E intercepta o
interior da superficie esférica § em um ponto R, seja F o pé da perpendicular
de P a E. Precisamos mostrar que a interse¢fio de E e § € uma circunferéncia
com centro em F.

PR < r porque R esti no interior. Pelo Teorema 8-10, PF < PR. Por-
tanto PF < r. Seja PF = s.

(1) Seja X um ponto qualquer na intersegiio de E e 8. Entdo o APFX
tem um angulo reto em F. Portanto

2+ FX*=r? e FX = [rf—s%.

Portanto X estd na circunferéncia de centro F e raio t = /rf —s%

Portanto a intersegiio de E e § esta na circunferéncia de centro F e raio
= /r-—s*

Isso nfo significa necessdriamente que a interse¢do € a circunferéncia.
Para completar a demonstragéo, precisamos mostrar que todo ponto da
circunferéncia pertence a intersegio.

(2) Seja X um ponto qualquer da circunferéncia em E com centro F e
raio ¢t = ./r* — s%. Pelo Teorema de PitAgoras,

PX? =2 4 52
=(?-sY) + 5
=r?

Portanto PX =r ¢ X pertence a superficie esférica.

Teorema 14-13

A perpendicular do centro de uma superficie
esférica a uma corda divide a corda ao meio.

Demonstragio? (E a mesma demonstragio
que a do Teorema 14-4.)




10.

11.

. A superficie esférica § é tangente ao plano E
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Teorema 14-14

O segmento do centro de uma superficie es-
férica ao ponto médio de uma corda é perpen-
dicular & corda.

A demonstragio € como a do Teorema 14-5.

Problemas 14-3

. Copie e complete: Se um plano intercepta uma superficie esférica, a intersegfio

em A. Péocentrode Se B, C,eDes:t_ﬁg
em E. Que relagio existe entre P4 e 4B,
AC e AD? Explique.

. Numa superficie esférica de raio 15, a distincia de uma corda ac centro & 9. Qual

o comprimento da corda?

. A corda de uma superficie esférica ¢ 12 cm e estd a 6 cm do centro da superficie

esférica. Determine o raio da superficie esférica.

. Demonstre: Se¢ dois didmetros de uma superficie eslérica s3o perpendiculares, a

figura formada pelos segmentos que ligam suas extremidades em sucessdo ¢ um
quadrado.

. Calcule o raio de uma circunferéncia determinada por um plano a 4 cm do centro

de uma superficie esférica cujo didmetro € 10 cm.

. Dada uma superficie esférica e trés de seus pontos, explique como determinar o

centro € o raio da circunferéncia que contém os trés pontos. Explique como de-
terminar o centro e o raio da superficie esférica.

Explique porque duas circunferéncias maximas quaisquer de uma supetlicie esférica
se interceptam nas extremidades de um diimetro da superficie esférica.

Demonstre o seguinte teorema:

Se dois planos interceptarn uma superficie
esférica ¢ suas distincias ao centro sfo iguais,
entdo as intersegdes sdo ou dois pontos ou
circunferéncias congruentes.

* 12

** 13,

** 14,

Circunferéncias e Superficies Esféricas 405

Dados: Plano E intercepta a superficie esférica S. Pé o centrode §. 4, B.Ce M
estio em E. A ¢ B estdo em §.

o 8
PM LE. @
AM L MB.

AC = BC. 5
AM = PM.

AB=S5

Determine: O raio da superficie esférica, m /. APB ¢ PC.

Duas circunferéncias maximas se dizem perpendiculares se estiverem em planos
perpendiculares. Mostre que para cada duas circunferéncias maximas existe uma
circunferéncia maxima perpendicular a ambas. Se duas circunferéncias maximas
na terra sdo meridianos (pelos poélos), que circunferéncia maxima & perpendicular
a ambas?

Na figura P ¢ P’ sdo os centros das super-
ficies esfericas S ¢ §'. 4 e B sdio dois pontos

da interse¢iio das duas superficies esféricas. y “\ A

AB ¢ PP se interceptam em M. PA & tan- I AN

gente a 8 em A. ' /,———---’-il— if',f’ :;‘.‘_\ bl

(a) Descreva a intersegiio das superficies P*-TI "";5 :'3:" P p
estéricas § e §. ' UL

(b) Se o raio de S é 12 e PA = AB, calcule 'f' T

-

oraio de S’ ¢ a distincia entrc os centros
das superficies esféricas.

14-4. ARCOS DE CIRCUNFERENCIAS

Comegamos éste capitulo com uma discussio de circunferéncias e pros-
seguimos dando uma discussfio analoga para superficies esféricas. No resto
do capitulo, no entanto, vamos trabalhar apenas com circunferéncias, por-
que a teoria correspondente para superficies esféricas ¢ demasiadamente
dificil para um primeiro curso em geometria.

Na figura abaixo, / APB & um dngulo central da circunferéncia C.

Definicédo
Um édnguloe central de uma circunfe-

réncia € um angulo cujo vértice é o
centro da circunferéncia.
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Na figura seguinte, a curva colorida
é um arco menor AB e a curva preta é
0 arco maior AB. Em ambos 0s casos
4 e B sio as extremidades do arco.

Definigdes

Seja C uma circunferéncia de centro P e sejam A e B pontos em C que
nio sejam extremidades de um didmetro. Entdio o arco menor AB é a reu-
nido de A, B e todos os pontos de C que estio no interior do L APB. O
arco maior AB é a reunido de 4, B e todos os pontos de C que estio no
exterior do / APB. Em cada caso A e B siio as extremidades do arco AB.

Se A e B sfio extremidades de um
didmetro, obtemos dois arcos, cada
um dos quais ¢ chamado semicircun- A P B
feréncia. '

Definicéo

Seja C uma circunferéncia e sejam A e B as extremidades de um didme-
tro. Uma semicircunferéncia AB & a reunido de A, B e dos pontos de C
que estdo num dado semiplano de origem AB. Os pontos A e B sdo cha-
mados extremidades da semicircunferéncia.

Observe que a notagio AB para arcos é sempre y
ambigua, porque todo par de pontos 4 e B de uma A
circunferéncia é formado por pontos que sfio extre-
midades de dois arcos distintos da circunferéncia. X
A maneira mais siples de evitar essa ambiguidade
¢ escolher um outro ponto X do arco e representar 8
0 arco por AXB.

Por exemplo, na figura acima, AXB & o arco menor, desenhado em cor e
AY B ¢ o arco maior, desenhado em préto. Quando pelo contexto esta claro
a que arco estamos nos referindo, podemos simplesmente escrever AB.

Queremos agora definir medida em graus de arcos, na maneira sugerida
pelas indica¢Bes nas seguintes figuras:
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180°

60°

60°
300° P -

300°

45°

45°

315°
315°

Observe que a medida em graus de um arco ndo depende do tamanho
da circunferéncia. Nos pares de circunferéncias concéntricas acima, arcos
correspondentes 1ém mesma medida. Observe também que & medida que
o arco fica mais comprido (numa circunferéncia fixa) a sua medida torna-se
maior, Assim um arco maior sempre tem medida maior que 180.

Essas idéias sdo elucidadas pela seguinte definicéo.

Definigdo

(1) A medida em graus de um arco menor
¢ a medida do dngulo central correspon-
dente.

(2) A medida em graus de uma semicir- A B
cunferéncia ¢ 180.
P
mAXB = 180.

(3) A medida em graus de um arco maior
¢ igual a 360 menos a medida do arco me-
nor correspondente.

Dagqui para frente, nos referiremos 4 medida em graus de um arco sim-
plesmente como sua medida. A medida de um arco AB sera representa-

da por mAB.
O seguinte teorema parece razoavel mas sua demonstragdo € surpreen-
dentemente monétona. :
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Teorema 14-15. Teorema da Adi¢do de Arcos

Se B ¢ um ponto de AC, entdo
mABC = mAB + mBC.

—~
mABC =r+s.

Vamos omitir a demonstragio dessa afirmagio e considera-la para fins
praticos como um postulado. Observe que, quando ABC é um arco menor,
nossa férmula é conseqiiéncia direta do Postulado da Adigio de Angulos.
Existem, no entanto, outros casos que precisariam ser considerados numa
demonstraciio completa.

Problemas 14-4 =
A
1. Na figura, 4 e B sdo extremidades de um didmetro.
{a) Nomeie as semicircunferéncias. DO
{b) Nomeie os arcos menores. B
{c) Nomeie os arcos maiores.

2. Na figura, 4 esquerda. abaixo, P & o centro da circunferéncia e RQ = PS. Determine

mRQ: mRS; mSRQ. mRSQ.

(A,
[

3. Na figura a direita, acima, os difimetros AB ¢ CD se interceptam em P. Se
m/ ABC = 40, determine a medida de cada um dos arcos menores da circunferéncia.

4. Demonstre: Se ‘_Q_H e MK sio dois didmetros de uma circunferéncia, entio
mGK = mHM.

S
5. Nessa figura, qual arco tem a maior medida? /£\
. ) B,
- C P A R -

6. Demonsire: A bissetriz de um édngulo central de uma circunferéncia divide ao
meio o arco menor correspondente.
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7. Dado: AR ¢ uma semicircunferéncia de centro C. D
PJ e AB sic concéntricas.

EC L AB ¢ DC LCF. R ;

Demonstre: mAD + mQT = mEF + mRS.

8. Dois pontos numa circunferéncia determinam um arco menor ¢ um arce maior.
Se a medida do arco maior & 40 a2 menos que 4 vézes a medida do arco menor,
determine a medida de cada arco.

14-5. ANGULOS INSCRITOS E ARCOS
INTERCEPTADOS

Nas figuras abaixo, / x se diz inscrito no arco desenhado em cbr.

Essa idéia pode ser descrita ficilmente em palavras.

Definigdo
Um é&ngulo é inscrito num arco se

.(1) os lados do dngulo contém as extremidades do arco ¢
(2) o vértice do dngulo é um ponto, mas ndo uma extremidade do arco.

E claro que s¢ D é um ponto qualquer
de ABC, distinto de A e C, entdo ABC = ADC
¢ assim /. ADC também esta inscrito no mes-
mo arco. Na figura 4 direita, todos os dngulos
vistos estdo inscritos no arco AC que € de-
senhado em cér. Pela figura parece que todos
ésses angulos sdo congruentes, e de fato, isso
¢ sempre o caso, ¢como veremos logo.

Nas figuras seguintes, o dngulo intercepta o arco ou arcos desenhados
em cor.
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N

\

Mas na figura seguinte, ndo dizemos que o angulo intercepta o arco
desenhado em cor.

A7

néio

Na defini¢iio seguinte, vamos permitir os quatro primeiros casos mas
0 quinto nio. '

Definigdo

Um éngulo intercepta um arco se

(1) as extremidades do arco estiio no dngulo,

(2) todos os outros pontos do arco estdio no interior do Angulo e
(3) cada lado do angulo contém uma extremidade do arco.

Teorema 14-16

A medida de um angulo inscrito & a metade da medida do arco inter-
ceptado. '

Re-enunciado. Seja /A inscrito num arco
BAC de uma circunferéncia, interceptando
o arco BC. Entio

m/ A = imBC.
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Demonstragdo. Caso 1. Vamos considerar primeiramente o caso em que
£ A contém um diimetro da circunferéncia. Pelo Corolario 9-13.3,

r=s+1L

Pelo Teorema do Triangulo Isdsceles,
t = s. Portanto

5=

2

Isso prova o teorema no Caso I, porque s =m/ A e r = mBC.
Sabemos agora que o teorema ¢ vilido no Caso 1. Vamos usar €sse
fato para mostrar que €le vale sempre.

Caso 2. Suponha que B ¢ C estdo em
semiplanos opostos relativamente ao dii-
metro por A, assim

Sabemos pelo Caso 1 que

Portanto, por adi¢io
t4u=3r+s)
Mas
t+u=mlLA e r+s=m§lf

(Justificagiio, em cada caso?) Portanto m/ A = mBC, como antes.

Caso 3. Suponha finalmente que B ¢ C estio no mesmo semiplano de-
terminado pelo didmetro por A. Entdo

r+ s=mBCD

t +u=miLBAD.
Pelo Caso 1,

t+u=1%r+s),

u = 35.
Portanto
t =3r,

e m/ A = 3mBC, como antes. (Justificagiio, para cada passagem?)
Teorema 14-16 tem dois corolarios importantes.
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Corolario 14-16.1

Qualquer dngulo inscrito numa semi-

circunferéncia € um Angulo reto.

A demonstracgio é dbvia: um tal dngulo
sempre intercepta uma semicircunferéncia
e 90 = 1. 180.

Corolério 14-16.2

Dois dngulos quaisquer inscritos no mesmo arco sio congruentes,
Novamente, isso é Obvio: éles interceptam o mesmo arco.
Definicdes

Um quadrilatero & inscrito numa circunferéncia se os vértices do quadri-
latero estdo na circunferéncia. Se os lados do quadrilatero sdo tangentes
a circunferéncia, entio o quadrilatero & circunscrito a circunferéncia.

SX0)

Problemas 14-5

. E dada a figura.

(a) Nomeie o arco no qual / z estd inscrito,
{b) Nomeie o arco que / x intercepta.

(c) Nomeie o arco que / z intercepta.

(d) Nomeie o 4ngulo inscrito em ‘BCA. A \V <
{¢) Nomeie o arco que / BAD intercepta. :

(Y Nomeie o &ngulo inscrito em CBD.

. E dada a figura com A4S tangente em S.

(a) Nomeie ofs) arco(s) interceptado(s) pelo /£ x. A
(b) Nomeie ofs) arcos) interceptado(s) pelo / z.
(¢) Nomeie ofs) arco(s) interceptado(s) pelo 2 y.
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3. Na figura 3 esquerda, P é o centro da circunferéncia. Se m/ B = 35, determine
miAe miP.

@ Q
N7 H

4. Na figura 4 direita, acima, se m/ M = 75, mMK = 90 ¢ mGH = 70, determine
as medidas de todos os outros arcos e angulos.

5. Se m/ RQS = 45 ¢ P ¢ o centro, demonstre que
RP L SP.
: Q

6. AB é um didmetro de uma circunferéncia ¢ C ¢ D sio
pontos de uma circunferéncia em semiplanos opostos de A 8
AB tais que BC = BD. Demonstre que

AABC = AABD.

7. Dados: I:_é, 0 centro « da semicircun_feréncia @ C Q
PR divide AC ao meio e PQ divide BC
ao meio.

Demonstre: PR 1 PQ. A B
P

R

8. Demonstre: Se duas circunferéncias se tangenciam internamente e sdo tais que
a circunferéncia menor contém o centro da circunferéncia maior, entdo qualguer
corda da circunferéncia maior, tendo uma extremidade no ponto de tangéncia,
¢ dividida ao meio pela circunferéncia menor,

9. Dada a figura com mAG = mBG, demonstre que
AMHB ~ AMAG.

A G

10. Demonstre: Em qualquer circunferéncia, cordas paralelas interceptam arcos de
mesma medida.

11. Demonsire o seguinte teorema:

Numa circunferéncia, um diimetro perpendicular a uma corda divide ao meio
os arcos determinados pelas exiremidades da corda.
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Demonstre: Se um angulo inscrito num arco circular é um angulo reto, o arco
¢ uma semicircunferéncia.

Numa semicircunferéncia ACB, CD L AB em D. Demonstre que CD & a média

geométrica de AD ¢ DB.
-
) B

Dado que
(a} AD =9 ¢ DB = 4, determine CD.
Figura para os Problemas 13 o 14

(b) AB =25 ¢ AD = 3, determine CD.

(c) AD = 32 e CD = 8, determine DB. A
(d) AD =3 e DB =1, determine CD.

(e) AB=25¢e CD =12, determinec AD ¢ DA.

Numa circunferéncia, se o didmetro AB ¢ perpendicular 4 corda CD em E, demonstre
que CD? = 44E- BE.

Demonstre o seguinte teorema:

Os angulos opostos de um quadrilitero inscrito
sio suplementares.

Na figura, se m/ P= 60 e mPSR = 128, 0 que € m/_ Q,
m/ R em/8?

-
3}
(7
=

Figura para os Problemas 18 o 17

Na figura, 4B é um didmetro da menor de duas circun- Q
feréncias concéntricas, AP ¢ B sdo tangentes A circun-
feréncia menor em A4 e B respectivamente. Demonstre
que AB e PQ se interceptam no centro das circunferéncias.

(L

Se um tridngulo isosceles ¢ inscrito numa cir-
cunferéncia, a medida do arco interceptado pele
Angulo do vértice & o dbbro da diferenca das
medidas do Angulo externo na base do tridngulo
¢ do angulo da base. A

c D

C

AABC esté inscrito numa circunferdncia. A corda AE L BC e corda CD L 4B.
Demonstre que BD = BE.

Duas circunferéncias congruentes se tangenciam externamente em 7. O didmetro
PQ ¢ paralelo ao didmetro SR com § e ¢ em semiplanos opostos determinados
por PR. Demonstre que [1PQRS & um losango.

14-6. ARCOS CONGRUENTES
Definicdo

Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes. dois arcos
se dizem congruentes se éles tém a mesma medida.
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Observe que também aqui, o significado intuitivo da palavra congruen-
te &€ que as duas figuras tém o mesmo tamanho e forma; uma pode ser
transportada de modo a coincidir com a outra.

Teorema 14-17

Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, se duas
cordas siio congruentes entio também o sio os arcos menores.

A A’

Demonstragdo. A notagio da demonstragio é a da figura. Precisamos
mostrar que r = 5. Por LLL,

AAPB = AA'P'B'.

Portanto m/ APB = m/ A'P'B. Cor_ng mAB = m/ APB ¢
mAB =m/ APB, temos r=s ¢ AB = AB.

Teorema 14-18

Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, se dois
arcos sfio congruentes, as cordas correspondentes também o séo.

Na demonstragfio, ha trés casos a considerar porque dois arcos congru-
entes podem ser arcos menores, arcos maiores ou semicircunferéncias. A
seguinte figura sugere a demonstragiio para o segundo désses casos.-

Obtemos AB = A'B’, usando LAL.
Teorema 14-19
Dado um dngulo com o vértice numa circunferéncia, formado por uma

semi-reta secante e uma semi-reta tangente, a medida do Angulo é a metade
da medida do arco interceptado.
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Demonstragdo. Na notagio da figura, temos

x + y =90, 2y + z = 180;
e queremos mostrar que

=iz
Isso ¢ facil, porque

x=90-y

z = 180-2y.

Problemas 14-6

1. Na figura A esquerda, abaixo, AB = CD. Demonstre que AC = BD.

2. Na circunferéncia 4 direita, acima, com centro P, PM = PK e PM ¢ PK sio per-

pendiculares ds cordas RS e QT respectivamente. Demonstre que RS = (7T

3. KH e KG siio tangentes  circunferéncia em H eG.Se F
a medida do arco maior GH & 242, determine
m{ DGH e m/. GHK.

4, Nafigura do Problema 3, porque /. KHG =~ / KGH? H

5. Na figura do Problema 3, sem /. K = 60°, mostre
que a medida do arco maior GH & duas vézes a medida
do arco menor GH.

D G K

6. Demonstre: Se duas tangentes a uma circunferéncia se interceptam, elas formam
um tringulo isdsceles com a corda ligando os pontos de tangéncia,

7. Demonstre o seguinte teorema:

Se dois arcos sio congruentes, entdo qualquer dngulo inscrito em um dos
arcos ¢ congruente a qualquer dngulo inscrito no outro arco.

8. Na figura a seguir, 4 esquerda, AD ~ CB. Demonstre que [JADBC ¢ um trapézio

isésceles.

10.

1L

12.

* 13,

14.
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D
D
A C
A B
P
C B

. Na figura a direita, acima, o quadrado [JABCD & inscrito na circunferéncia ¢ P

é um ponto qualquer de AB distinto de A e B. Demonstre que PC e PD dividem
o angulo 7/ APB em trés &ngulos congruentes.

Na figura PA e PD sio tangentes em A e D,
respectivamente. Se

mAD =70, mBC =170

m{ TAB = 40,
determine a medida dos dngulos e arcos menores da figura.

AB & um diametro da circunferéncia na qual a corda DE é
paralela a tangente CB.
(2) Dado mBD = 64, determine a medida dos angulos e
arcos menores da figura. A 8
(b) Dado que AE = 16 ¢ que o raio da circunferéncia
& 10, determine o comprimento dos segmentos.
(c) Usando a informagio da parte (b), determine a area )
do [QADBE.
Dado um angulo com o vértice numa circunferéncia, formado por uma semi-reta
secante e uma semi-reta tangente, demonstre que o ponto médio do arco inter-
ceptado é equidistante dos lados do angulo.
Duas circunfergncias nio congruentes sio tangentes em um ponto T. Uma se-
cante, L, por T, intercepta a circunferéncia maior em A ¢ a circunferéncia menor
em B. Demonstre que as tangentes em A ¢ B sio paralelas. [Observagdo: Existem
dois casos: (a) as circunferéncias se tangenciam internamente; (b) as circunferéncias
se tangenciam externamente.]

C

5

Na figura, PR e QS sdo tangentes e PQ & um
didmetro. Dado que

mMQ =120 ¢ RQ=38, P e

\_/

determine o raio da circunferéncia.
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Demonstre o seguinte teorema:
A medida de um 4ngulo, formado por duas
secantes a uma circunferéncia que se inter-
ceptam em um ponto interior da mesma, é a
metade da soma das medidas dos arcos inter-
ceptados pelo dngulo e o dngulo oposto pelo
vértice,

[Sugestdo: Demonstre m . DKB = }(mDB + mAC). Primeiramente introduza BC.]

Na figura do Problema 15, dado que

(a) mDF = 40 ¢ mAC = 90, determine m/ AKC.

(b) mAD = 100 ¢ mBC = 170, determine m/ BKC.

(¢} mAC = 130 ¢ m/ DKB = 75, determine mDB.

(d) mTCD =310 e mBC = 200, determine m/ AKC.

(e mBAC = 180 ¢ m{ DKB = 57, determine mAD,

Demonstre o seguinte teorema;
A medida de um &ngulo formado por duas K

secantes a uma circunferéncia, que se inter-
ceptam no exterior da circunferéncia, é a
metade da diferenca das medidas dos arcos D
interceptados.

[Sugestdo: Demonstre m/ K = 4(mBD - mAC). Primeiramente introduza BC.]

Na figura do Problema 17, dado que

(a) mBD = 70 e mAC = 30, determine m/ K.

(b) mBD =126 ¢ mAC = 18, determine m/ K.

(©) mAC = 50 ¢ m/ K = 22, determine m8D.

(d) mAB = 80, mBD = 80, e mCD = 190, determine m/ K.

{¢) mL K = 28, mABD = 166, e mACB = 290, determine mCD.

Verifique que o teorema do Problema 17 é vélido se a expressdo “duas secantes”
for substituida por “uma secante ¢ uma tangente” ou por “duas tangentes”.

& B

D C

Duas tangentes a uma circunferéncia formam um éngulo cuja medida & 72. Qual
€ o nimero de graus nos arcos interceptados?
T S

Dado que KS é tangente i circunferéncia em T K -
e que a secante KR contém P, o centro da circun-
feréncia,sem/ K = 35, determine m@Tem/ STR.

22,

*+ 23,

*+ 24,

* 25.

* 26.
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Sido dadas duas tangentes a uma circunferéncia que se interceptam em K. Se a
medida de um dos arcos interceptados ¢ 4 vézes a medida do outro arco, qual é
a medida do L K?

K c\_/ﬂ
Na figura, se mBD = 70 e m/ DMB = 4m/ K, determine mAC ¢ m¢ K.
B

Dada a figura, determine a razio de x para y o
para a qual A

m{ DMB =2m/ K. [

E dada uma circunferéncia € um ponto P no seu exterior. Uma reta por P & tan-
gente 4 circunferéncia em 7 Uma secante contendo P intercepta a circunferéncia

em Q e R, com Q entre R ¢ P, A bissetriz do £ QTR intercepta RQ em 5. Demonstre

que

Y
AWB
14-7. SEGMENTOS SECANTES E TANGENTES.

POTENCIA DE UM PONTO EM RELACAO
A UMA CIRCUNFERENCIA

PT = PS.

Dado: AD ¢ DB siio didmetros de circunferéncias
tangentes congruentes. ‘B_C' ¢ uma tangente em C.

Demonstre: mAC = mDC + mDE.

Definicdo

Se OA é tangente a uma circunferéncia \\
em 4, entio QA4 é chamado um segmento A
tangente A circunferéncia a partir de Q.
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Teorema 14-20 A

Os dois segmentos tangentes a
uma circunferéncia a partir de um P . o
ponto do exterior sdo congruentes
e determinam fAngulos congruentes :
com o segmento do ponto exterior )
ao centro.

Re-enunciado. Dada uma circunferéncia C com centro P € um ponto @
do exterior de C, se JA4 e OB sifio tangentes a C em 4 ¢ B, entdo QA OB
e L PQA =/ PQB.

Demonstragdo. PA = PB porque A4 ¢ B estdo na circunferéncia; e PQ = PQ.
Pelo Teorema 14-3, /. A e / B so dngulos retos. Pelo Teorema 7-4, temos
APQA =~ APQB.

Portanto QA = QB e / PQA = / PQB, como queriamos demonstrar.
Considere agora o caso de duas retas secantes a uma circunferéncia,
pelo mesmo ponto do exterior.

Na figura, @S ¢ QT sdo chamados Segmentos secantes a circunferéncia.
Para sermos exatos: - :

‘DefinicOes

Se um segmento intercepta uma circunferéncia em dois pontos e exata-
mente um déles & uma extremidade do segmento, entdo o segmento é
chamado um segmente secante a circunferéncia,

O teorema seguinte diz que na figura acima sempre temos

QR-0S=QU-QT.

Isto ¢, o produto das “duas distdncias” de Q & circunferéncia é completa-
mente determinado pela circunferéncia dada e o ponto @ nio mudando
quando escolhemos retas secantes diferentes.
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Teorema 14-21. O Teorema da Poténcia

Dada uma circunferéncia C e um ponto Q do seu exterior, seja L, uma
reta secante por Q, interceptando C nos pontos R ¢ §; seja I., uma outra
reta secante passando por @, interceptando C nos pontos U e T. Entio

QR QS = QU - QT.

Demonstragio. Considere os tridngulos AQSU e AGTR. Eles tem o 2 Q¢
em comum. E 7/ QSU = / QTR porque sdio inscritos no mesmo arco
RSU = RTU. Pelo Corolario AA (12-3.1), temos

AQSU ~ AQTR
Portanto
os _Qu
0T ~ QR’
[+
QR QS =QU-QT,

como queriamos demonstrar.

Assim o produto QR QS fica determinado quando a circunferéncia C
¢ o ponto exterior Q sio dados. Esse nitmero é chamado a poténcia de Q
em relagdo a C.

O Teorema 14-22 vai dizer que na figura abaixo, na qual 07 é um seg-
mento tangente, temos

OR- QS = QT2 3
Essa equagio diz que
QT= ./OR- QS. R

Assim QT é a média geométrica de
OR e (8. O teorema € mais facil de se enunciar que o anterior.

Teorema 14-22

Dado um segmento tangente 37 a uma circunferéncia e uma reta se-
cante pelo ponto Q, interceptando a circunferéncia nos pontos R e S, temos

OR-0S = QT2

Em outras palavras, ¢ quadrado do comprimento de um segmento tan-
gente € a poténcia de sua extremidade exterior em relagio a circunferéncia.
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Demonstragdo. TR & o arco interceptado pelo 2 QSTe £ QTR. As passa-
gens principais na demonstra¢io sdo como se seguem:

(1) m£ QST = 3mTR.
(2) m£L QTR = imTR.
3) LQST= L QTR.
4y L0=L0Q
(5) AQST ~ AQTR.
0s _oT
(7) QR-QS = QT2
Quais as justificagbes para cada passagem?
O teorema seguinte afirma que na figura abaixo temos

QR-QS = QU-QT.

Teorema 14-23

Sejam RS ¢ TU cordas duma mesma circun-
feréncia, interceptando-se em Q. Entéo

QOR-QS = QU -QT.

Novamente daremos apenas as passagens principais da demonstragao:

(1) LU= LR
(2) £8QU = / TQR.
(3) ASQU ~ ATQR.
gs _Qu,
@ 57=5r
(5) QR-QS = QU- QT
Esse teorema nos permite definir poténcia de um ponto em relagdo a
uma circunferéncia no caso em que o ponto estd no interior da circunfe-
réncia. Vimos que o produto QR - @S fica determinado quando sdo dados
" a circunferéncia C ¢ o ponto @; ésse nimero nfio muda quando escolhe-
mos cordas diferentes contendo Q. Podemos portanto definir.a poténcia de
Q em relacio a C como o nimero QR - Q8.

Problemas 14-7

1. Demonstre: Se a medida do dngulo determinado por dois segmentos tangentes
a uma circunferéncia, de um ponto do exterior, & 60, entido os segmentos tangentes
formam um triingulo équilétero com a corda que liga os pontos de tangéncia.

10.

11.

. Dados: Circunferéncias C e €', ambas tangentes

. Os lados do [JABCD sio tangentes & circunferéncia,
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. Um ponto P esta a 13 cm do centro de uma circunferéncia de didmetro igual a

10 cm. Qual o comprimento dos segmentos tangentes do ponto P?

. A soma dos comprimentos de dois segmentos tangentes a uma circunferéncia de

um mesmo ponto exterior é igual ao didmetro da circunferéncia. Determine a
medida do angulo determinado pelos segmentos tangentes.

a Lem T P ¢ um ponto qualquer de L (distinto
de T). P4 ¢ PB sio segmentos tangenfes.
Demonstre PA = PB.

como é visto na figura. Demonstre que
AB + DC = AD + BC.

A P B

. Dois segmentos tangentes a uma circunferéncia de um ponto exterior determinam

um angulo de 60°. Se o diimetro da circunferéncia € 10, qual o comprimento dos
segmentos tangentes?

. Se os segmentos tangentes do Problema 6 determinam um &ngulo de 120°, qual

o comprimento dos segmentos tangentes?

R
. Na figura, OR ¢ QS sio segmentos tangentes a cir- ’
cunferéncia de centro P. QP intercepta a circunfe- Q
réncia em M. Demonstre que M € equidistante dos ‘
segmentos tangentes.
s

. Duas cordas de uma circunferéncia se interceptam. Os segmentos de uma corda

tém comprimentos 4 ¢ 6. Se o0 comprimento de um segmento da outra corda é 3,
determine o comprimento do segmento restante.

Determine a poténcia de  (veja figura) em relagio a C, dado que

@) QS =9 e QR =5 $ T
b)gs =3 e SR =12 R
() QU=7 e QT =5 -

(dQoT =1 ¢ TU =13,

() OR =4 e SR =14

u

O didimetro de uma circunferéncia é 37 cm. A 1 cm da extremidade d¢ um didmetro,
&le intercepta uma corda a 4 cm da extremidade desta. Qual o comprimento da corda?
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D

12. Na figura, AB = 25, AE = 18 ¢ DC = 27. De-
termine EB, DE e EC.

13. Determine a poténcia de @ (veja a figura) em relagho a C, dado que:
(a) QR =4 e @S =13

(b} QR=6 e RS =8 5 c
(© QT=17 e UT=9.

QU =./14 ¢ QT=./3%. £

(¢} 9S =23 e RS =17. @

T
v”

14. Na figura, se PA= 6, PB = 15 ¢ PC =8, qual P

o valor de PD? s
15. Na figura, se PB =24, AB =16 ¢ PD =16, 8

qual o valor de PC?
16. Na figura, se PD = 20, CD = 12 ¢ AB = 27, ¢

qual o valor de PB?

b

Figura para os Problemas 14, 15, 16

17. Na figura, QT é um segmento tangente. Determine a poténcia de Q em relagio

a C, dado que
5
R
Cc
Q
T

(@) QR =4, 05=9,e QT =6,
(b) @S =13 ¢ RS=9

18. Na figura abaixo, PA ¢ um segmento tangente. Dado que PB =5 ¢ PC = 20,

determine PA.

) QT=8 e RS=12
A
19. PA é um segmento tangente. Se PA = 8¢ PB = 7,
determine PC? g
20. PA é um segmento tangente. Dado PA =16 ¢ B
- BC =24, determine PC.
c

(d gR=./6 e QS=.%
€ 0S=./17 ¢ QT = /13
Figura para os Problemas 18, 19, 20
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21. Dada a figura 4 direita, abaixo, com as duas circunferncias tangentes a L em 7]
sendo P um ponto gualquer de L, distinto de T, demonstre que

PM:-PR = PK-PS.

22. Na figura 4 esquerda, acima, A € um ponto gualquer de L distinto de T, o ponto
de tangéncia comum das circunferéncias. Demonstre que
AB  AC
AD  AE

l 23. Se uma tangente comum a duas circunferéncias intercepta a reta dos centros, em

um ponto entre os centros, ela é chamada tangente interna comum. S¢ ela ndo inter-

cepta a reta dos centros, em um ponto entre os centros, ela ¢ chamada tangente

externa comum.

Nessa figura, AB ¢ uma tangente externa comum e¢ CD é uma tangente interna

comum.

Dadas duas circunferncias, quantas tangentes internas comuns € quantas tan-

gentes externas comuns existem se

(a) as circunferéncias nio se interceptam
como na figura?

(b} as circunferéncias se tangenciam exter-
namente?

(c) as circunferéncias se interceptam em
dois pontos?

{d) as circunferéncias se tangenciam inter-
namente?

(e) as circunferéncias sio concéntricas?

24, Duas circunferéncias de raios 5 e 17, respectivamente, tém um segmento tangente
externo comum de comprimento 16. Qual a distincia entre seus centros?

. . . . A
25. Os raios de duas circunferéncias sdo 3 e 8,

e a distdncia entre seus centros & 13. De-
termine o comprimento do segmento tan-
gente externo comum.

[Sugestiic: Introduza a reta por Q perpen-
dicular a AP.]
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A distincia entre os centros de duas cir- )
cunferéncias de raios 3 e 6 & 18. Qual o com- p Q
primento do segmento tangente interno
comum?

s

Demonstre que os scgmentos tangentes externos comuns a duas circunferéncias
sio congruentes.

Demonstre: Se duas circunferéncias e uma reta se interceptam no mesmo ponto,

ou pontos, entdo a reta divide ao meio todo segmento tangente externc comum
as circunferéncias.

C
Caso 1

Demonstre: As tangentes internas comuns
a duas circunferéncias que ndo se inter-
ceptam ¢ a reta dos centros das circunfe-
réncias se interceptam num mesmo ponto,
[Sugestdo: Faga uma demonstragio indi-
reta. Desenhe os raios. Use semelhanca e
proporgdes.]

Demonstre que os segmentos tangentes internos comuns a duas circunferéncias
que ndo se interceptam sdio congruentes.

DB é um didmetro de uma circunferéncia. Uma tangente por D ¢ uma secante
por B se interceptam num ponto 4. A secante também intercepta a circunferéncia
em C. Demonstre que DB? = AB-BC.

RS & um diimetro de uma circunferéncia. L, éa tangente & circunferénciaem R ¢ L,
¢ a tangente em $. Uma reta, contendo @, ponto qualquer de L, distinto de R,
€ tangente 4 circunferéncia em P e intercepta L, em T. Demonstre que

aCJQRST =4RS- QT

Na figura, AB é um didmetro e CD & a
tangente em B. Demonstre que

AC-AG = AD- AH. H
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14-8. CIRCUNFERENCIAS EM UM PLANO
CARTESIANO

Se construirmos um sistema de coordenadas no plano, é facil ver o que
serd a equagdo de uma circunferéncia. Considere primeiramente o caso em
que o centro estd na origem,

A circunferéncia com centro em O ¢ raio r é definida pela condigio.
OP =r.

Sejam (x, y} as coordenadas de P. Vamos usar a féormula da distancia e
escrever nossa equagio algébricamente como

JE-02 + (y-07 =r,

ou
x4yt =2
Se o centro € o ponto Q{a, b), entdo a circunferéncia & definida pela
condigio
QP =r. ¥
Algébricamente, temos
L]
Jex-a® + (y-b)P =,
ou
(x—a? + (y-b? =r2

Teorema 14-24

O grafico da equagiio
(x-a)P + (y-b? =r?

€ a circunferéncia de centro (a, b) e raio r.
Podemos aplicar ésse teorema de frente para tras e de tras para frente.
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(1) Se¢ conhecemos o centro € o
raio, podemos escrever a equagio
da circunferéncia. Por exemplo, a
circunferéncia de centro (3, 1) e raio 14
2 é o grafico da equagio

(x-3P + (y-1P = 4. 0

ny

{2) Dada uma equagfio do tipo 4
tratado no Teorema 14-24, podemos
dizer qual deve ser o centro € o raio Plx, y)
da circunferéncia. Por exemplo, A
dado , S

x+ 1>+ (y-22=9, Y

sabemos que o centro é{- 1, 2)e o

x

io & , "4-3-2-10
raio é 3. -

Até aqui, estd tudo muito bem. Mas suponhamos que nossa segunda
equacgiio para circunferéncias tivesse caido nas méos de alguém que gosta
de “simplificar” tdda equagiio que vé. Ele teria “simplificado” a forma pa-
driio, obtendo

x4+ 2x+ 142 -4y+4=9,
e em seguida
X2+ y2+2x-4y-4=0

Algumas vézes encontramos equagdes de circunferéncias nessa forma. Para
descobrir como € seu grafico, precisamos “dessimplificar” para voltar 3
forma padrio

(x—ay + (y-b? =r2
O método ¢ o de completar o quadrado. Primeiramente rearranjamos
os térmos de modo a deixar juntos os térmos em x e aquéles em y e trans-

portamos os térmos constantes para o outro lado do sinal de igualdade.
Isso da

X 4+2x  +y -4y =4

Queremos agora adicionar algum térmo aos dois primeiros para comple-
tar um quadrado perfeito. Isto &, queremos

x2+2x+ () =(x-a)
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Como
(x—a)* = x*-2ax + a2

devemos ter a = —1, a*> = 1. Portanto o que precisamos adicionar é 1.
(A regra ¢ simples: tomamos a metade do coeficiente de x e o elevamos
ac quadrado). Da mesma maneira, vemos que para obter um quadrado
perfeito, devemos adicionar 4 aos térmos que envolvem y.

Como estamos adicionando um total de 5 4 esquerda, devemos também
adicionar um total de 5 & direita. Isso dé

X*+2x+ 1+ -4y +4=445
ou
(x+ 1+ (y-2P =9,

que ¢ a forma padrdo. Podemos entdo dizer que o grafico é uma circunfe-
réncia de centro em (-1, 2) ¢ raio 3.

Se na forma padrio, (x-a)* + (y—b)? = r?, desenvolvermos tudo e
rearranjarmos os térmos, obtemos

x4+ y*-2ax-2by + a® + b*—1? = 0.
Isso tem a forma
2+ +Ax+By+C=0,
onde 7
A=-2a, B=-2b, C=a®+b*—r2

Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 14-25

Tdda circunferéncia ¢ o grafico de uma equagiio da forma

X+ +Ax+By+C=0.

Parece razodvel supor que a reciproca também é verdadeira. Isto é,
podemos pensar que o grafico de uma equagfo dessa forma é sempre uma
circunferéncia. Mas isso, absolutamente, nio é verdade. Considere, por
exemplo, a equagio

x4yt =0.
Aqui A = B=C =0. Se x e y satisfazem essa equagio entio x e y sdo
ambos zero. Portanto o grafico contém apenas um Gnico ponto, a saber,

a origem.
Considere em seguida a equacio

x2+yt+1=0..
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Aqui 4 = B =206 C = 1. Como x* > 0 e y? > 0, para todo x e v, segue-
se que x° + y° + 1 = 1 para todo x e y. Portanto, x* + y? + 1 nunca é
lgual‘ a 0 para nenhum x e y. Portanto, o grafico de nossa equagio ndo
contém nenhum ponto; o grafico é o conjunto vazio.

O teorema seguinte nos diz, de fato, que os tinicos graficos possiveis

sdoa 91rcunferenma que normalmente esperariamos e as duas possibilidades
pecul;ares que acabamos de discutir.

Teorema 14-26

O grafico da equagiio
X+ y + Ax+By+C=0

€ (1) uma circunferéncia, (2) um ponto ou (3) o conjunto vazio.

Denfonstracao. Em nossa equagiio geral, vamos completar o quadrado para
0s termos que envolvem x e também para os térmos que envolvern ¥, como
fizemos no exemplo acima. Isso d4 ’

x? + Ax + y* + By =-C,

A 2 2
x2+Ax+(7) +y2+By+(g) =—C+(%)2+(g—)2-

4\ B\* A+ B*-4C
X+ 5 By _A"+ B -4C
( 2) +(y+2) i

Existem agora trés possibilidades.

(1)' Se a 'fragﬁf) a direita é positiva, entdio ela tem uma raiz quadrada.
O grifico é entdo uma circunferéncia de centro

(@ b) = (—%,-%)

r=4%4/AT + BZ-4C.

(2) Se a fragdo a direita é 0, entdo o grafico é o ponto

(4-2)

(3) Se a fracdo 4 direita € negativa, entdo o grafico é o conjunto vazio
porque o lado esquérdo nunca pode ser negativo. ,

e raio

10.

11.

12.

Circunfer8ncias 8 Superficies Esféricas 431

Problemas 14-8

[Observacdo: Os problemas désse grupo, quando existir uma escolha de método,
devem ser resolvidos pelo processo das coordenadas.]

. Escreva a equagio da circunferéncia cujo centro csta na origem e cujo raio &

{a) 4. (b 7. © %
(d) 11. (© 15 ) =

_ Dada a circunferéncia de equagio x? + y? = 25, entre os seguintes ponios quais

sio os da circunferéncia?
{a) (0.-5) (b) 3,4) © 3,2

(d) (24, 1) € /8 -v17) 6 23,/ 13)

_E dada uma circunferéncia de equagio x? + y* = 36. Entre os seguintes pontos

quais estio no interior, quais no exterior ¢ quais estdo na circunferéncia?

@ (3,3./3 (b} (4,-5) {¢) 6,0) (@) (5,-3)
(e) (-4,—4) 0 22,27 @ &9 (h) -2/ 6,4

. Determine o raio ¢ escreva a equagio da circunferéncia de centro na origem e

que contém o ponto

{a) (0,-4). (b) (3,5).

) 2/ 17

(© 2,7)

. Escreva as equagdes das circunferéncias com centro e raio dados abaixo.

(a) (2,5);4
(C) (_4, _6); \/_ZT

(b) (3,016
@ ©. 73

. Uma circunferéncia, cujo centro ¢ o ponto (2, 3), contém ¢ ponto (6, 6). Escreva

sua equagio.

. Uma circunferéncia, com centro em (-4, 0), passa pelo ponto (2, —1) Escreva sua’

equagio.

_ Os extremos de um didmetro de uma circunferéncia sio (-6,2) ¢ (6, -2). Determine

seu centro, seu raio e escreva sua equagio.

. Escreva a equagio da circunferéncia que tem por didmetro um segmento de extre-

midades (5,8) ¢ (-1,—4).
Determine o centro e o raio de cada uma das circunferéncias:

(b) x + y* -9 = 0.
d(x+ 4+ - 5 = 36.
f) 4x* + 4y* = 36.

() 3% + - 1) = 12.

() 5x% + 5y* -7 =0.

{a) x2 + y* =16.

© (x-3P + (-T2 =8

(e) (x—2)* + y* =13,

(g) 9x* + 9y*—25 = 0.

(@) 2x + 5 + Ay-42-14 = 0.

Determine o centro ¢ o raio de uma circunferéncia cuja equagio ¢
x2-6x+ 9+ y*-8y+ 16 =4
Determine o centro e o raio de uma circunferéncia cuja equagio é

x4y +8x-2y-8=0,



13

14.

15.

16.
17.

18.

19

21.

* 22,

23.
* 24

25.

*+ 26.
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Faca o grafico da equagio
x4 y*—8x + 6y = 11,
Faca o grafico da equagio
x2 4+ yi-4x + 8y +4=0.
Faga o grafico da equagio
x2 4+ y + 6x-2y = -10.

Escreva a equagdio da circunferéncia com centro em (- 3, 4), que é tangente ao eixo-x.
Escreva a equagiio da circunferéncia tangente aos eixos x e y, sabendo-se que
seu raio & 3 e que 0 centro estd no quarto quadrante.

Identifique as figuras geométricas caracterizadas pelas seguintes equagdes:

(a) x*> + y* = 15.

(b) x* + y* + I4x— 16y + 104 = 0.

© x*+6x—2y-x*+2=0.

(d) x>+ y*> + 10x-4y + 33 = 0.

&) 2x2 + 22 + 12x + 9= 0.

) x>+ y* +4x—-10y + 29 =0,

Na circunferéncia de equagio x? + y? = 49, uma corda é perpendicular a um

didmetro no ponto (0, 4). Determine o comprimento da corda e determine as coor-
denadas das suas extremidades.

. Demonstre que a mediatriz do segmento de extremidades (g, 0) ¢ (0, ) contém o

centro da circunferéncia cuja equagio & x% + y? = 42

Dada a circunferéncia de equagio x* + y2 = 225 e os pontos A(-15,0) e B(9, 12),
(a) Mostre que AB € uma corda da circunferéncia.

(b) Determine o ponto médio de AB.

(c) Determine a equagio da mediatriz de AB.

(d) Mostre que a mediatriz de 4B contém o centro da circunferéncia. -

Dada a circunferéncia cuja equagfio é x2 + y*—8x -4y -5 = O e os pontos D(~1, 2)
e E(8,5),

{a) Mostre que DE é uma corda da circunferéncia.

(b) Mostre que a mediatriz de DE contém o centro da circunferéncia.

(¢) Determine a disténcia do centro da circunferéncia a DE.

Determine a area do quadrado inscrito na circunferéncia de equagio x* + y* = 144,
Determine a area do quadrado inscrito na circunferéncia de equagio

X2 4y +8x-10y + 5 =0,
Uma corda da circunferéncia x* + y* = 72 & tangente a circunferéncia x* + y* = 18.

Ache o comprimento. da corda.

Se a corda do Problema 25 é tangente A circunferéncia menor no ponto (=3, -3),
determine a equagfo da reta que contém a corda e determine as coordenadas
das extremidades da corda. '

+- il

27.
28.

* 29,
*+ 30.

=+ 3L

*+ 32,

*+ 33

*t 34,

* 35,
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Determine o comprimento dos segmentos tangentes do ponto (13,0} & circunfe-
réncia de equagdo x> + y? = 25.

Determine o comprimento dos segmentos tangentes do ponto (16, 12) a circun-
feréncia de equagdo x? + y* = 100.

Determine o comptrimento dos segmentos tangentes do ponto {-8,3) 4 circunfe-
réncia de equagiio x% + y*—14x + 10y + 10 = 0.

Dada a circunferéncia de equagio x> + y*> = 36, para que valdres de a estd o
ponto (a,a + 4) no interior da circunferéncia?

Mostre gue as duas circunferéncias cujas equagdes sio x2 +y* =16¢
x2 + y?—20x + 64 = 0 se tangenciam externamente. Quais sdo as coordenadas
do seu ponto de tangéncia?

Mostre que as duas circunferéncias de equagdes x* + y* +8x +6y=0¢
x? 4 y*~16x-12y = 0 se tangenciam externamente. Determine a equagfio da
reta que passa pelo ponto de contato e que € a tangente comum.

Dada a circunferéncia de equagio x? + y? + 16x + 12y = 125,

(a) determine a equagdo da circunferéncia de raio 5 que ¢ inlernamente tangente
a circunferéncia dada em (4, 3),
{b) determine a equagiio da tangente comum.

Determine a equagio da circunferéncia que é tangente as quatro circunferéncias
caracterizadas pelas quatro equagdes:
2+ ¥+ 10x =10
x2 + y? - 10x = 0.
x2 4+ 4+ 10y =0.
_ x4+ y2 - 10y = 0.
Usando uma escala de cérca de | ¢m = 1 unidade, desenhe cuidadosamente as
circunferéncias de equagdes: '
(- 102+ (- 12
(x+ 12+ (y - 1)?
(x - B2+ (y+ 1)?
x+ 12 +(+ 1P =
{a) Determine a equagido da circunferéncia que tem cada uma das circunferéncias
dadas como circunferéncia tangente interna.

(b} Determine a equagdo da circunferéncia que tem cada uma das circunferéncias
dadas como circunferéncia tangente externa.

1.
L.
1.
1.

Revisdo do Capitulo

. Verifique se vocé sabe definir cada um dos seguintes térmos:

Circunferéncia Circunferéncia maxima Arco interceptado
Superficie esférica Extremo final Angulo central
Corda Ponto de contato Arco maior
Secante Interior de uma ¢ircunferéncia Arco menor
Tangente Internamente tangentes Semicircunferéncia
Raio Externamente tangentes Segmenfo tangente
Difmetro Angulo inscrito.
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10.

11.

12.

13.

. Na figura, AB ¢ tangente 4 circunferéncia. Se

. Na figura, AB & tangente i circunferéncia. Se

434 GEOMETRIA MODERNA

. Copie e complete: Duas circunferéncias ou duas superficies esféricas de mesmo

centro sdo chamadas ...................eeeen

. Como pode ser a intersegiio de um plano com uma superficie esférica?

. Como pode ser a interse¢dio de uma reta ¢ uma circunferéncia?

. Em que condi¢gdes se pode afirmar que um ponto é exterior a uma circunferéncia?
. O que se pode afirmar sdbre um angulo inscrito num arco maior? num arco menor?

numa semicircunferéncia?

. Se duas cordas se interceptam no interior de uma circunferéncia, o que se pede

afirmar sébre a poténcia do ponto de intersecio em relagio i circunferéncia?

A

mBD = 128, mDE = 38 ¢ mCE = 104, quais sio
as medidas dos seis ngulos?

AC =9 e CE = 7, determine AB.

Figura para os Problemas &, 9, 10

Na figura, se BD=CD=15¢ mBC = 120, qual
o valor do raio da circunferéncia?

Na figura, se RP =8, MP =6 ¢ PQ = 3, qual
o valor de KQ?

Na figura, se MR = MK, mMK = 140 e mMQ = 26,
qual o valor de m/ RPK?

Figura para os Problemas 11 e 12

Indique se as afirmagdes abaixo sio verdadeiras ou falsas.

{a) A medida de um dngulo central ¢ igual a medida do arco que &le intercepta.

(b) Se dois arcos sio congruentes, um dngulo inscrito num dos arcos é congruente
ao dngulo inscrito no outro arco.

(c) Se dois angulos inscritos em dois arcos sdo congruentes, entdo os arcos sdo
congruentes,

(d) Um ponto que & ponto médio de duas cordas de uma circunferéncia é o centro
dessa circunferéncia.

(¢) Numa circunferéncia, sc mAB = {mAC, a corda de AB tem por comprimento
a metade da corda de AC.

f) Uma secante que divide aoc meio duas cordas de uma circunferéncia € per-
pendicular a cada uma das cordas.

(2) Se uma reta divide ao meio uma corda de uma circunferéncia, entdio ela divide
a0 meio 0 arco menor da corda.

(h) Se duas cordas de uma circunferéncia sdo ndo-congruentes, a corda menpr
estd mais proxima do centro.

14. Dada uma circunferéncia de centro P ¢ CB | PQ, se

16. Demonstre ser impossivel que os comprimentos dos
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(i) Uma tangente a uma circunferéncia no ponto médic de um arco ¢ paralela
4 corda do arco.

() O centro de um arco ¢ o ponto que divide o arco ao meio.

(k) Duas tangentes a uma circunferéncia nas extremidades de um didmetro séio
paralelas.

(1) Duas tangentes a uma mesma circunferéncia podem ser perpendiculares entre si.
C

Y
A Q

m/ BCP = 55, qual o valor de mBQ ¢ mAD?

15. Se AB é um didmetro de uma circunferéncia com centro P ¢ X e Y sio pontos

da circunferéncia tais que X Y divide ao meio o / AXB, demonstre que PY L AB.

SEN

segmentos de duas cordas de uma circunferéncia que se
interceptam sejam 4 inteiros consecutivos.

17. Na exploragio de uma ruina antiga, um arquedlogo encontrou uma pega do arco

de uma roda. Para reconstruir a roda éle precisava do diimetro. Marcou trés
pontos 4, B e € no arco de modo que a corda AB fdsse congruente 4 corda AC.
Se AB =15 cm ¢ BC = 24 cm, qual era o didmetro da roda?

18. Escreva a equagdo da circunferéncia de centro em (0,0) e raio 4.
19. Dé o centro e o raio de uma circunferéncia cuja equaciio ¢ x2 + 10x + y* + 16 = Q.
20. Um quadrilatero estd inscrito numa circunferéncia. Se as medidas de dois de seus

angulos sdo 68 e 143, quais sic as medidas dos outros dois angulos?

21. Um furo circular de 40 cm de didmetro é recortado numa félha de madeira com-

pensada ¢ um globo esférico de 50 cm de didmetro é colocado no furo. Quanto
abaixo da félha de madeira o globo penetrara?

C

22. Uma circunferéncia tem por didmetro o lado AB de D E

um tridngulo equilitero AABC e intercepta os outros

dois lados do AABC em D ¢ E. Se o diimetro da cir-

cunferéncia & 16, determine a irea do quadrilatero A B
inscrito (JABED.
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24,

* 25,

* 26,
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Na figura, AB é um didmetro de uma cir-
cunferéncia. Se AB = 8, AQ = 4e PQ = 12, P
determine PB ¢ PR.

Consideremos t8das as circunferéncias tangentes a uma reta no mesmo ponto.
Demonstre que os segmentos tangentes tragados de um outro ponto da reta a
todas as circunferéncias sio congruentes.

Dado que A4, B, C sio pontos de uma circunferéncia, tais que mAB = mAC =
= mBC =120, P & um ponto qualquer de AF, demonstre que PA + PB = PC.
[Sugestdo: Introduza a reta por A paralela a PB.]

Na figura, P4 ¢ tangente 4 circunferéncia em 4. AP =
=PX =XB. Se PQ =1 e QR =8, determine AX.

Problemas Magnos

Um dos primeiros fatos que um estudante de astronomia aprende & que a latitude
de um ponto na terra & igual ao fngulo que Polaris (a Estréla do Norte) forma
com a linha do horizonte, quando observada daquele ponto. Mostre porque isso
acontece, demonstrando o seguinte teorema: A situagio fisica & descrita pelo
seguinte simbolismo: NS & o eixo da terra, a circunferéncia é um meridiano, C é
o centro, E estd no equador, O é o observador, OH & o horizonte e m/ POH & a
elevagio de Polaris.

Né Hir

Dados: A circunferéncia de centro C. \
Raio CE L NS. c E
OH ¢ tangente em 0.

Demonstre: mOE = m/ POH. 5|

Duas circunferéncias ndo-congruentes se interceptam em dois pontos X ¢ ¥, Uma
secante por X intercepta a circunferéncia maior em 4 ¢ a menor em B. Uma secante
por Y intercepta a circunferéncia maior em C e a menor em D. Demonstre que
AC | BD.

©
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Na plataforma de um navio em alto mar,
o capitdo pediu 2 um jovem oficial que i \
estava ao seu lado que determinasse a

distincia ao horizonte. O oficial pegou

papel e lipis e em poucos instantes deu

uma resposta. No papel &le havia escrito

a formula d = §./5h. Mostre que essa }

formula é uma boa aproximacgio da dis-

tincia em quildmetros, ac horizonte, se h € a altura, em metros, do observador,
acima da dgua. (Suponha gue o raio da terra seja 6.400 km.) Se a ponte esti a
30 metros acima da 4gua, qual é a distincia ao horizonte?



15 CARACTERIZACOES
E CONSTRUCOES

15-1. CARACTERIZACOES

Vocé se lembrara de que, no Cap. 6, demonstramos um teorema que
caracterizava a mediatriz de um segmento em um plano.

Teorema 6-2

A mediatriz de um segmento, em um plano,
¢ o conjunto de todos os pontos do plano que
sdo equidistantes das extremidades do seg-
mento. rt T B

i

De modo resumido, dizemos gue os pontos da mediatriz Lsdo caracte-
rizados pela condi¢gio PA = PB. Com isto, queremos dizer que (1) todo
ponto de Lsatisfaz 4 condi¢io PA = PB ¢ (2} que todo ponto do plano
que satisfaz a condigio PA = PB e¢sth em L.

Da mesma forma, demonstramos, no Cap. 8, que o plano perpendicular
ao scgmento AB pelo seu ponto médio & caracterizado pela condigio
PA = PB. (Aqui, evidentemente, P pode ser qualquer ponto no espago.)

Caracterizagdes aparecem ndio apenas em teoremas, mas também em
definices. Por exemplo, a superficie esférica de centro em P e raio r &, por
definigiio, o conjunto de todos os pontos Q tais que PQ = r. Assim, dize-
mos que a superficie esférica é caracterizada pela condigdo

PQ=r
Ap
Cuidado: Na figura plana abaixo, \\
todo ponto de CD ¢ equidistante \&!
de A e B. T ~
~,
») \\’ P _.p
r
R
,I
ES ,,x!
/,’
sk’

Mas o segmento CD ndo ¢ caracterizado pela
condiciio PA = PB, porque esta condicio &
satisfeita por muitos outros pontos que nio
estiio em CD, a saber, todos os pontos de CD.
Da mesma forma, na figura seguinte, todo
ponto de AB se acha a uma distancia 1 de P.
Mas AB nio é caracterizado por PQ = 1,
porque todos os pontos da circunferéncia sa-
tisfazem a mesma condigio.
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Esta ¢ a raziio por que o re-enunciado de um teorema de caracterizagio
aparece, geralmente, em duas partes:

(1) Tod‘o ponto do conjunto dado satisfaz a condigio dada,

(?) Reciprocamente, todo ponto que satisfaz i condi¢io dada estd no
conjunto dado.

Veja, por exemplo, os re-enunciados dos Teoremas 6-2 e 8-6.

Problemas 15-1

Noi problemas de | a &, uma afirmagio de caracterizagiio é acompanhada de um
esbdgo qQue a representa. Vocé deve decidir quando, de fato, cada afirmagio é uma
caracterjzag:ao. Caso seja, responda “verdadeiro”. Caso ndo o seja, escreva uma
aﬁn:nacao correta e faga um esbdgo também correto. Nos esbogos, os referidos
conjuntos de pontos sio figuras sélidas, enquanto que as figuras sor,nbreadas sdo
aquelas contidas nas condiges dadas ou necessirias as justificacdes.

. O conjunto de todes os pontos de um plano E, que sio equidistantes de duas retas

paralelas em E, ¢ a mediatriz, em E, de qualquer segmento perpendicular 4s duas
retas e temdo uma extremidade em cada reta.

/’ "\\
-I-——-—-o;r ———————————— - ’ x
¥ / N
- a / )
| o ! \
+ | !
-.-—-——--n ——————————— - \\ ‘l'
\ S
A "
\\ -

——

2. q conjunto de t.odos 0s pontos que sfo pontos médios dos raios de uma circunfe-
Iéncia ¢ uma c1{‘cunfcren01a concéntrica 4 circunferéncia dada e com raio igual
a metade do raio da mesma circunferéncia.

3. O conjunto de todos os pontos de um plano, que estdio a 1 m de uma reta, é uma
reta paralela i reta dada, & distincia de 1 m desta,

_I"I m
————

4 0 conjunto de todos os pontos que estdo i distdncia de 1 m de uma reta é uma
superﬁFle cilindrica com 1 m de raio e tendo a reta dada como eixo.

5. O conjunto de todos os pontos que sio centros de circunferéncias tangentes a uma
reta em um ponto dado da reta é uma semi-reta perpendicular a reta no ponto dado.

’ P P
| ”/:""*-'-. ™\
TN vy
A .
P Pf Pf/

N
|
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6. O conjunto de todos os pontos que sio centros de esferas de raio r, tangentes a
um plano ¢ um plano paralelo ao plano dado a uma distincia r do mesmo.

7. O conjunto de todos os pontos que sio vértices de dngu-
los retos de tridngulos retingulos, tendo o mesmo seg-
mento como hipotenusa, ¢ uma circunferéncia com a
hipotenusa como didmetro menos as extremidades do

didmetro.

8. O conjunto de todos os pontos de um plano cuja dis-
tdncia a um ponto dado é menor que 2 m ¢ um circulo,
com centro no ponto dado e raio de 2 m,

Nos problemas de 9 a 20, faga um esbdgo e descreva o referido conjunto de pontos.

9. O conjunto de todos os pontos equidistantes de dois pontos dados.

10. O conjunto de todos os pontos que sdo pontos médios de todas as cordas de uma
circunferéncia, tendo um comprimento dado.

11. O conjunto de todos os pontos que sdo pontos médios de cordas de uma circunfe-
réncia, tendo um ponto dado da circunferéncia como uma extremidade comum.

12. O conjunto de todos os pontos que estio a 1 m de um segmento dado de 4 m de
comprimento e, também, a 2 m do ponto médio do segmento.

13. O conjunto de todos os pontos 4, em um plano, para os quais A4BC, que tem
um segmento dado, BC, como base, tem uma édrea dada. _

14. O conjunto de todos os pontos de um plano que sdo centros de circunferéncias
tangentes a uma dada circunferéncia, em um dado ponto desta.

15. O conjunto de todos os pontos no exterior de uma circunferéncia de didmetro 6
que sio extremidades de segmentos tangentes de comprimento 4.

16. O conjunto de todos os pontos de um plano que estdo a 3 m de um segmento,
AB, de comprimento 2 m.

§7. O conjunto de todos os segmentos que estdio a 1 m de um segmento, 4B, de com-
primento 2 m. -

18. O conjunto de todos os pontos em um plano que sdo centros de circunferéncias
com um raio dado e que contém um ponto dado.

19. O conjunto de todos os pontos de um plano que estédo a 3 m de cada um de dois
pontos dados, separados pela distncia de 5 m.

20. O conjunto de todos os pontos que estiio a 3 m de um plano dado e também estdo
a 5m de um ponto dado do plano.



22,

" 23,

* 24,

+ 25,

* 26.

+ 27

21. E dada uma circunferéncia C com centro em P
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=

€ um ponto 4 no plano de C. Seja B o ponto

intersegio de AP e C, de tal modo que P nio

estd entre A ¢ B. Entiio AB é a distdncia do ponto c
A G circunferéncia C.

Descreva-o conjunto de todos os pontos de um planc cujas distincias a uma cir-
cunferéncia dada é igual ao raio da mesma.

Descreva o conjunto de todos os pontos de um plano cuja distdncia a uma circunfe-
réncia dada ¢ uma distancia fixada menor que o raio.

Algumas vézes, a solugio de um problema de caracterizagfio requer uma discussio
de varios casos. Considere, por exemplo, o problema seguinte € sua solugio; vocé
deve copiar em seu caderno ¢ completar os espagos em branco.

Descreva o conjunto de todos os pon-
tos de um plano que estio a uma dada
distincia de um ponto dado e equidis-
tantes de duas retas paralelas dadas.

Solugdo

(1) O conjunto de todos os pontos a
uma distdncia r de um ponto P &
: S Cdecentroem Peraior.

(2) O _conjunto de todos os pontos equidistantes das retas paralelas L, e L, €

AB, 2 (e, de qualquer segmento entre L, e
L,, perpendicular 2 ambas.

(3) O conjunto referido ¢ a intersecic de AE ¢ C.
(i) Se C ¢ AB nido se interceptam, o conjunto & .............

(i) Se C ¢ AF sdo............ » O conjunto tem exatamente um ponto.
(i) Se A contém um ponto no ............ de C, o conjunto tem exatamente
............ pontos.

Descreva o conjunto de todos os pontos de um plano, equidistantss de dois pon-
tos dados ¢ de duas retas paralelas dadas.

Descreva o conjunto de todos os pontos de um plano a uma dada distancia de um
ponto dado e a uma dada distincia de uma reta dada.

Descreva o conjunto de todos os pontos de um plano que sdo centros de circunfe-
réncias tangentes a uma reta dada em um ponto dado desta reta e que sdo centros
de circunferéncias com um certo raio dado tangentes 4 mesma reta dada.
Descreva o conjunto de todos os pontos que estio a uma dada distincia de um
plano dado ¢ a uma dada distincia de um ponto dado no referido plano.

+ oy

443

Caracterizagdes e Construgdes

15-2. O USOC DE CARAQTERIZACOES NA
GEOMETRIA ANALITICA

Na geometria analitica, usamos caracterizagbes continuamente. Por

exemplo, na figura, a reta L ¢ o grifico da equacio
X

x+y=1L {

L
(Por qué?) Isto significa que a reta é \
caracterizada pela condigdo x + y = i
= 1; todo ponto (x, y) de Lsatisfaz
esta condigfio ¢ nenhum outro ponto

a satisfaz.

0 \
Da mesma forma, na proxima figura, a circunferéncia é caracterizada

pela condicio
y

(x-1?+y* =1

{(Por qué?) De fato, tdda vez que disser-
mos que uma figura € o grifico de uma
certa equagdo, isto significa que a cqua-

¢io é a caracterizagio do grafico. Na .
maioria das vézes, o nosso trabalho em
geometria analitica depende de serem as
figuras com que estamos lidando carac-
terizadas por equagdes simples.

Problemas 15-2

[Observagio: A notagiio seguinte ¢ freqlientemente usada para descrever conjun-
tos em geometria analitica.
{x, P|x+y=tex=1}
Isto significa “O conjunto de todos os pares 'ordenados (x, » tais' que x +y = i
e x = 1”. Neste caso, evidentemente, é o conjunto formado pelo Ginico par {1. 0},
Portanto, podemos escrever {(x,y)|x+y=1¢e x=1} = {(1,0}.]
1. Esboce cada um dos seguintes conjuntos (isto &, esboce os graficos):
(@ {(x »)|x=3} ® {x, »]y=-2}
© {(x. »ly=x-2} @ {(x, »|x+y=10}

2. Esboce cada um dos seguintes conjuntos:

@ {(x 9)|x>-1} (b) {{x, »|y <0}
© {0 »|x <y} @ {(x, jx+y=1}

3. Faca um esbdgo e descreva por uma equagio o conjunto de todos os pontos P(x, ¥
que sdo equidistantes de A(5, 0) e B(l, 0).



10,

L
12,
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. Faga um esbdgo ¢ descreva por uma equagio o conjunto de todos os pontos P(x, y)

que sio equidistantes de C(2, 2) ¢ D(2, —8).

- Faga um esbégo e descreva por uma equagio o conjunto de todos os pontos P(x, y).

que séio equidistantes das retas x = -3 e x = 7.

. Esboce cada um dos seguintes conjuntos:

(@ {(x, p)|x* + y* = 253
© {6 D x-17 + y* = 4}

(b} {(x, »|x*+y* =8}
@ {(x, |x*+ @+ 1* =9}

- Esboce e descreva o conjunto de todos os pontos P(x, y) que sdo equidistantes dos

pontos A0, 5) e B(5, 0).

. Esboce ¢ descreva, do modo mais breve possivel, os seguintes conjuntos:

@ {{x. ¥ix=3e yp=6}

® {x, pHx=yex=35

© {x, D|x*+y*=16e x =-4}
d) {(x, | x> +y¥*=25¢ y= 3}
@ y=-2¢|x|=7)

M {G »Ixl=3¢y| =5}

. Qual a diferen¢a entre os seguintes conjuntos?

@ {(x, ¥|x=4¢y=75} (b) {x, y}|x =4 ou y =5}
Fgca um esbdgo e descreva com uma equagiio o conjunto de todos os pontos P(x, y)
tais que a distincia ao ponto (8, 0) seja duas vézes a distincia ao ponto (2, 0).

Esboce o seguinte conjunto: {(x, y)|-1 < x<5e0<yx<4}
Esboce o seguinte conjunto: {(x, y)|(x—3)> + y* = 25 ou {x + 6)* + y* = 52}
15-3. TEOREMAS SOBRE CONCORRENCIA
Definigéo

Duas ou mais retas sdo concorrentes se existe um vinico ponto que per-
tence a todas elas. O ponto comum é chamado ponto de concorréncia.

Evidentemente, é facil que
duas retas, no mesmo plano, se-
Jam concorrentes. Isto é 0 que
¢speramos, quando tragamos
duas retas ao acaso; se duas re- -
tas sio paralelas e imprimimos
uma rotagio a uma delas, mesmo

pequena, as retas se tornam con- )
correntes. / : \
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Mas, para trés retas serem concorrentes, & muito diferente. De modo
geral, esperamos que trés retas em um plano determinem um tridngulo.

Se acontecer serem elas concorrentes, ¢ se movemos uma delas um
pouquinho, as chances siio de que elas nio continuem concorrentes.

Sob certas condigdes, entretanto, podemos mostrar que trés retas sdo
concorrentes. Nosso primeiro teorema déste tipo € o seguinte:

Teorema 15-1. O Teorema sdbre a Concorréncia das Mediatrizes.

As mediatrizes dos lados de 8 ¥
um tridngulo sdo concorrentes. O La
ponto de concorréncia é equidis-
tante dos vértices do tridngulo. b
I 1 m
A i / v C

Demonstracdo. Suponhamos dado o tridngulo AABC. Sejam L,, L, e L
as mediatrizes de AB, AC e BC. Se L, e L, fossem paralelas, entio AB ¢ :RQ
seriam paralelas. (Por qué?) Mas AB intercepta AC. Logo L, e L, se in-
terceptam em um ponto P.

Pelo teorema de caracterizagio das mediatrizes (Teorema 6-2), temos
PA = PB, porque P estd em L, . Pelo mesmo teorema, PA = PC, porque
P esta em L,. Portanto, PB = PC. Pelo mesmo teorema, isto significa

que P esti em L,.
Desta forma, as mediatrizes sio concorrentes e o ponto de concorréncia

& equidistante dos vértices.
Corolério 15-1.1 _
Trés pontos ndo-colineares quaisquer estio sdbre uma circunferéncia.

(Estdo sdbre a circunferéncia de centro P e raio PA = PB = PC.)

Corolario 15-1.2
Duas circunferéncias podem se interceptar, no méaximo, em dois pontos.

(Na demonstragio, vocé precisa dos Corolarios 14-6.1 e 15-1-1))
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Até aqui, usamos o térmo altura (para um tridingulo) em dois sentidos:
pode significar (1) um segmento perpendicular a um lado do tridngulo,
a partir do vértice oposto ou (2) o comprimento de um segmento déste
tipo. No teorema seguinte, usaremos a palavra altura com um terceiro
sentido: aqui, significa (3) a reta por um vértice do tridngulo, perpendicular
ao lado oposto.

Teorema 15-2. O Teorema sdbre a Concorréncia das Alturas

As trés alturas de um tridngulo
sdo sempre concorrentes, | L '

A demonstragio & simples,
desde que vocé use o artificio
mostrado a direita.

Demonstragdo. Dado o tridngulo A4ABC, pelos seus vértices, tragcamos re-
tas paralelas aos lados opostos. Duas quaisquer destas retas ndo siio para-
lelas. (Por qué?) Portanto, elas determinam um tridngulo ADEF.

Sabemos que lados opostos de umr paralelogramo sio congruentes.
Com duas aplicagbes sucessivas do mesmo teorema, obtemos

AD = BC = AE.

Portanto, a altura por A, perpendi-
cular a BC, é a mediatriz de DE. Pe-
las mesmas razdes, as outras duas
alturas do AABC sio mediatrizes
dos outros dois lados do ADEF. Pelo
Teorema 15-1, estas trés retas sfio
concorrentes. ]

Observe que &ste teorema seria
falso se interpretassemos a palavra
altura com o sentido antigo, signifi-
cando um segmento. Os segmentos
perpendiculares nio se interceptam,
necessdriamente. Sdo as refas que
sempre si0 concorrentes.

¥+ 10.
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Problemas 15-3

. Copie cada um dos seguintes tridngulos em seu caderno ¢ construa as trés alturas

¢ as trés mediatrizes dos lados. para cada tridingulo, mostrando os pontos de con-
corréncia.
C

L

A ;3 K M 4 Q

. O ponto de concorréncia das alturas de um tridngulo ¢ chamado ortocentro.

(a) Em que tipo de triingulo o ortocentro & um vértice do tridngulo?
() Em que tipo de tridngulo o ortocentro coincide com o ponto de concorréncia
das trés mediatrizes?

. Trés pontos estio sdbre uma circunferéncia. Os pontos sdo ligados por segmentos

que formam um tridngulo. Onde as mediatrizes dos segmentos se encontram?

. Dados trés pontos ndo-colineares, onde se¢ encontra o ponto, do plano determinado

por éles, que é equidistante dos trés pontos dados?

Esboce ¢ descreva o conjunto de todos os pontos equidistantes de cada um de trés
pontos dados, nio-colineares.

Dado um triingulo, qual é o ponto de seu plano equidistante dos trés vértices?
A altura perpendicular 4 hipotenusa de um tridngulo retingulo isosceles mede 7 cm.
Qual ¢ a érea do tridngulo?

Dado um Angulo qualquer / BAC, descreva o conjunto de todos os pontos inte-
riores que sio equidistantes dos lados do 4ngulo. Vocé deve demonstrar a resposta.
{Cuidado: &ste conjunto niio é nem uma reta nem uma semi-reta.)

Um quadrildtero é ciclico se os quatro vértices estio em uma circunferéncia. De-
monstre que as mediatrizes dos quatro lados e as mediatrizes das diagonais de um
quadrilitero ciclico sdo concorrentes.

Ache equagdes para as mediatrizes dos lados do tridngulo AABC. (Veja a figura a
esquerda) e mostre que sdo concorrentes, dados A(3, 4), B(5, 8) ¢ C(- 1, 10).

86,00 X

** 11. Dada a figura a direita, acima, ache equagdes para as alturas por A e B do tridngulo

AABC e mostre que ¢las se¢ interceptam sdbre o eixo-y.
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Problema Magno

Foram encontradas as seguintes instrugbes em um velho mapa:

“Parta do cruzamento da Estrada do Rei com a Estrada da Rainhka. Prossiga em
diregiio norte, pela Estrada do Rei, até encontrar um grande pinheiro e, depois,
uma figueira. Volte ao cruzamento. Na dire¢iio oeste, pela Fstrada da Rainha,
existe uma paineira e na direciio leste, na mesma estrada, existe um jacarands.
Um ponto migico ¢ o encontro da reta determinada pela paineira e pelo pinheiro
com a reta determinada pela figueira e pelo jacarandi. Um outro ponto mégico
¢ o encontro das retas determinadas pelo jacaranda ¢ pinheiro, com a reta figueira-
-paineira. O tesouro estd onde a reta determinada pelos pontos magicos se en-
contra com a Estrada do Rei”

Uma equipe de exploradores encontron a paineira a 400 m do cruzamento, o ja-
caranda a 200 m do mesmo cruzamento e o pinheiro a 300 m, também do cruza-
mento, mas ndo encontraram nenhum sinal da figueira. No entanto, &les consegni-
ram localizar o tesouro, a partir das instruges do mapa. Mostre como &les fizeram
isto. Um membro da equipe observou que éles tiveram muita sorte em encontrar o
pinheiro ainda em pé. O chefe da equipe sorriu e disse: “Nio precisamos do pi-
nheiro.” Mostre que éle tinha razio.

15-4. AS BISSETRIZES DE UM TRIANGULO

O préximo fato que desejamos
demonstrar é que as bissetrizes de
um tridngulo sio sempre concorren-
tes. '
Para chegar a éste resultado, en-
tretanto, precisamos, primeiramen- > \

te, aprender alguma coisa mais s6bre
bissetrizes. O que precisamos é de
uma caracterizagio. Isto & dado no
préximo teorema.

Teorema 15-3

A bissetriz de um &ngulo, menos sua
extremidade, € o conjunto de todos os pon- A

tos do interior do dngulo que sio equidis-
tantes dos lados.

Re-enunciado. (1) Se P esta no interior de
£ BAC e P & equidistante de 4B e AC, en-
tdo P estd na bissetriz de 7/ BAC.

(2) Se P esta na bissetriz de / BAC ¢

P # A, entdo P esta nointerior de / BAC A
e ¢ equidistante de AB e¢ AC.
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As figuras ilustram as duas partes do re-enunciado. A notagdo das de-
monstragdes ¢ a mesma das figuras.

Demonstragdo de (1)
Afirmagées Justificagbes
1. P estd no interior do / BAC. Dado.
2. PM L 4B ¢ PN 1 4C. Defini¢éio de distancia de um ponto

a uma reta.

3. .M e /N sio angulos retos. Dado.

4 /M= LN Angulos retos sio congruentes.

5. PM = PN. Dado.

6. AAMP = AANP. Teorema 7-4.

7. . PAM = / PAN. Partes correspondentes.

8. AP & bissetriz de / BAC. Passagens 1 e 7 e a definicio de
bissetriz de um angulo.

Demonstragdo de (2)
Afirmagédes Justificagdes
1. P estd na bissetriz de - Dado.
LABC ¢ P # A.

2. P estd no interior de / BAC. Passagem 1 ¢ definigio de bissetriz
de um angulo.

3. . PAM = / PAN. Definigio de bissetriz.

4. /M= LN. Angulos retos sdo congruentes.

5. PA = PA. Identidade.

6. AAMP = AANP. Teorema LAA.

7. MP = NP. Partes correspondentes.

As afirmagdes 2 ¢ 7 sdo as conclusdes que queriamos.
Agora, podemos demonstrar nosso teorema sdbre concorréncia:
Teorema 16-4. O Teorema sbbre a Concorréncia das Bissetrizes
As bissetrizes de um tridingulo sio B

concorrentes em um ponto que €
equidistante dos trés lados.

Aty [
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Demonstragdo. Dado o tridngulo AABC, seja P a intersegiio das bissetrizes
de £ Ae / B. Entio P estd no interior de / A e no interior de / B, e, por-
tanto, ¢std no interior de / C. Assim,

(1) P & equidistante de AC ¢ 4AB;

(2) equidistante de AB e BC;

(3) equidistante de AC e BC;

4) esta na bissetriz de /2 C.
Justificacbes?

- - Tie - Ba -
@ o

Problemas 15-4

. Uma reta intercepta os lados de / BAC em P

. OABCD ¢ um quadrilatero convexo.

e Q. Localize os pontos de PQ que sdo equi-
distantes de AB ¢ AC. A Q

m

(a) Diga_(.:om& encontrar um ponto que é equidistante
de AD e AB e que também ¢ cquidistante de D e C. C
(b) 'D_iga _como_achar um ponto que ¢ equidistante de
4B, AD ¢ DC.
(c) Os pontos da parte (a) e (b) coincidem? A
8

Descreva o conjunto de todos os pontos que sdo centros de circunferéncias tan-
gentes a ambos os lados de um dngulo dado.

. Descreva o conjunto de todos os pontos que sdo equidistantes de duas retas que se

interceptam.,

. Descreva o conjunto de todos os pontos que sfo equidistantes de duas retas que

se interceptam e que estdo a 2 cm do ponto de intersegio.

. Descreva o conjunto de todos os pontos que sio equidistantes de dois planos que

se interceptam.

. Descreva o conjunto de todos os pontos do interior de um ingulo que sio equi-

distantes dos lados do Angulo e que estio a uma dada distdncia de uma reta dada.

. Demonstre que as bissctrizes de dois angulos consecutivos de um paralelogramo

. Demonstre o seguinte teorema:

* 10,

se interceptam em um ponto que & equidistante de um par de lados opostos.

E dado o angulo £ DAE, com A-C-E ¢ A-B-D.
Entfio as bissetrizes dos angulos /. DAE,
/.DBC ¢ / ECB séo concorrentes.

Descreva o conjunto de todos os pontos que sio equidistantes das trés retas deter-
minadas pelos lados de¢ um triingulo.
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+ 11. Faga varios esbogos de quadrilateros convexos diferentes e trace, cuidadosamente,

as bissetrizes dos dngulos. As quatro bissetrizes, em cada quadrilatero, sio concor-
rentes? Em que tipo especial de quadrilétero as bissetrizes sio concorrentes? Existe
um processo geral de descrever todos os quadrilateros cujas bissetrizes sdio con-
correntes?

**+ 12. Dado um par de eixos coordenados, mostre que o conjunto de todos os pontos

equidistantes dos dois eixos &
fx, ¥y =x ou y=—x}.

16-5. 0 TEOREMA SOBRE A CONCORRENCIA DAS
MEDIANAS

Uma mediana de um tridngulo € um

segmento que liga um vértice ao ponto

médio do lado oposto. Na figura, D ¢

o ponto médio de BC e AD é chamada

mediana de A a BC. 8 .
Uma figura cuidadosamente tragada

sugere que as trés medianas de um tri-

angulo sdo, sempre, concorrentes. E

muito mais ficil demonstrar isto, en-

A

tretanto, se usarmos uma figura para
fazer uma previsdo de onde o ponto de F E
interseciio deve estar. Na figura, tudo ’ \
se passa como AP = 2PD, BP = 2PE .
¢ CP = 2PF. E, de fato, isto é verdade. 8 D
Teorema 15-5. O Teorema sdbre a Concorréncia das Medianas.

As medianas de um tridngulo sio concorrentes. O ponto de concorrén-
cia estd a dois ter¢os ao longo de cada mediana, a partir do vértice ao
lado oposto.

Cc

Na demonstragiio, serd conveniente usar um sistema de coordenadas.
Y
Alba,. 6b)

E(3a+ 3¢, 3b)

x
B Clée, O)

Demonstragdo. Tomamos os eixos como esta indicado na figura. Usamos 6a,
6b e 6¢ para evitar fragBes, mais tarde. E € o ponto médio de AC; obtemos
suas coordenadas pela formula do ponto médio (Teorema 13-3).
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Seja, agora, P o ponto da mediana BE tal que BP = 2PE. Pelo Teorema
13-6 (que vocé deve rever), obtemos

Pﬁ(0+2(3a+3c) 0+2-3b)
3 T3
= (2a + 2¢, 2b).

&Y

Alba, &b)

Q
D C
B 3c be

__Seja, agora, Q o ponto da mediana AD, a partir do vértice A até o lado
BC, tal que AQ = 209D. Sendo D = (3¢, 0}, temos

0= 6a+23 6b+2:0
3 ’ 3
= (2a + 2c, 2b).

Isto significa que P = @, porque um ponto fica determinado pelas suas
coordenadas.

Da mesma forma, segue-se que o ponto correspondente da mediana de
C a AB é o mesmo ponto P. Isto demonstra o teorema.

Definicéo

O ponto de concorréncia das medianas é chamado baricentro de um
tridngulo.

Problemas 15-6

1. Na figura abaixo,a esquerda, as medianas AE, BF ¢ CD siio concorrentes em (.

(a) Se AE =9, quanto vale AQ? (b) Se QD = 5, quanto vale CD?
(c) Se BQ = 12, quanto vale QF? (d) Se QE = 4, quanto vale AQ?
c
F E
A D B A D B

+ 5. E dado o Iridngulo AABC com os vértices A(6, 0), 1
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2. Dados: A figura anterior, a direita, com a mediana CD e Q o baricentro de A4BC.
Demonstre: A altura por Q até AB é um térgo da altura por C até 4B.
3. Usando a figura do Problema 1, demonstre que gAAQB = a[JCEQF.

G
4. No triﬁngt_t_l_o AGKM, o baricentro  esta sdbre a
mediana GR ¢ GH ¢ uma altura. Dado que QR = 4
¢ HR = 6, quanto vale GH? Q
K H R M

B(0, 10) e C(0, 0).

{a) Ache as coordenadas dos pontos de concorréncia
das mediatrizes dos lados.

(b) Ache as coordenadas do ortocentro.

(c) Ache a distincia do ortocentro ao ponto de con- 1
corréncia das mediatrizes. cio, o) Al6,00 X

+ 6. Dado o triingulo AABC do Problema 5, ache as coordenadas do baricentro e a

distdncia do baricentro ao ortocentro.

+* 7. Dado o trifngulo APQR com vértices P(-- 6, 0), ¢(2, 0) ¢ R(0, 6), ache a distincia

entre o baricentro ¢ o ponto de concorréncia das mediatrizes dos lados.

++ 8. Dado o triingulo APQR do Problema 7, ache as coordenadas do ortocentro e a

distdncia do ortocentro ao baricentro.

15-6. CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

Até agora, fizemos geometria com uma régua graduada ¢ um transfe-
ridor. Com efeito, nossos postulados nos diziam que temos uma régua
infinitamente longa, com simbolos numéricos sdbre ela. Usamos esta “ré-
gua” para tragar retas e medir distincias. Temos, também, um transferidor.
Com é&ste, podemos medir dngulos ¢ também tracar dngulos com uma
medida dada, a partir de uma semi-reta dada.

Este &, provivelmente, 0 processo mais simples de se fazer geometria.
Existe, entretanto, um outro processo muito importante. E a geometria
com régua sem graduagfio, ¢ compasso. Neste esquema, ndo temos uma
régua com simbolos sdbre ela, mas apenas uma barra reta (infinitamente
longa, evidentemente), de modo que, embora possamos tracar linhas retas,
nido podemos medir distincias, de¢ modo algum. Também temos um com-
passo. Com éle, podemos tragar circunferéncias, com um dado ponto como
centro € passando por um outro ponto dado qualquer. Mas ndo podemos
medir 4ngulos da mesma forma que ndo podemos medir distdncias.
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Este é 0 esquema desenvolvido pelos gedmetras gregos da antiguidade.
(Realmente, distincia e medida angular ndo sdo mencionadas nos Elemen-
tos de Euclides.) Este esquema tem um consideravel interésse matematico
nos dias de hoje e leva a alguns problemas curiosos, quando tentamos
descobrir que tipo de figuras podemos tragar com uma régua nio graduada
e um compasso. A solugio de alguns desses problemas é de grande valor
pratico em desenho mecénico, razio pela qual & conhecida pelos desenhis-
tas profissionais.

Independentemente de como fazemos geometria, temos certos instru-
mentos de desenho e uma teoria matematica correspondente. A teoria
matematica € exata sempre mas os resultados obtidos com os instrumentos
sdo apenas aproximados.

Para justificar nossas construgdes com régua e compasso, precisamos
de um teorema que descreva o modo pelo qual as circunferéncias se inter-

ceptam. Suponha que sio dadas duas circunferéncias de raios a e b, sendo
¢ a distdncia entre os centros.

otc<b. . b4c<a.

Se as circunferéncias se interceptam em dois pontos, ¢como na figura
superior, 4 esquerda, entio cada um dos nfimeros a, b e c é menor que a
soma dos outros dois. Chegamos a estas trés desigualdades aplicando a
Desigualdade Triangular (Teorema 7-8) ao tridingulo APQR, de trés modos.
Por outro lado, se uma destas desigualdades funciona ao contrario, as
circunferéncias niio se interceptam, como mostram as outras trés figuras.

E se a soma de dois daqueles nimeros ¢ igual ao terceiro, entdo as circun-
feréncias sdo tangentes.
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o+b=c. . .
atc=b. b+c=a.

Esta situagfo ¢ descrita no seguinte teorema:

Teorema 15-6. O Teorema das Duas Circunferéncias

Sio dadas duas circunferéncias de raios a e b, sendo ¢ a distincia entre
os centros. Se cada um dos niimeros 4, b ¢ ¢ € menor que a soma dos outros
dois, entdo as circunferéncias se interceptam em dois pontos em lados opos-
tos da reta que passa pelos centros.

Isto € um teorema porque pode ser demonstrado, desde que se ggeira
ter um trabalho longo e arduo. No capitulo presente, entretanto, omitimos
a demonstragio e consideramos a afirmagio como um postulado.

15-7. CONSTRUCOES ELEMENTARES

Nesta secio ¢ na proxima, mostraremos como s¢ fazem as construgdes
mais simples. Todas estas, evidentemente, serio executadas em um plan9
dado. Elas aparecerio, matis tarde, como passagens de construgdes mais
dificeis.

Construgdo 1. Como dividir um
angulo em dois Aingulos congruentes.
E dado o angulo / A.
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1. Usando 4 como centro, trace uma circunferéncia. A circunferéncia
interceptara os lados de £ A nos pontos B e C. Obviamente, AB = AC,
como indicam os simbolos da figura.

2. Trace uma circunferéncia de centro B e raio r = BC.
3. Trace uma circunferéncia de centro e mesmo raio r = BC,

Pelo Teorema das Duas Circunferéncias, estas duas circunferéncias se
interceptam em dois pontos, que estio em lados opostos de BC. (As hi-
poteses do Teorema das Duas Circunferéncias estiio satisfeitas porque cada
um dos nameros r, r € r € menor que a soma dos outros dois.) Seja P o

ponto intersegio que estd no lado oposto de BC, em relagio a A, como
na figura.

4. Trace AP.

Por LLL, temos APAB =~ APAC. Portanto, / PAB = £ PAB, de modo
que AP & a bissetriz.

(Ao tragar as duas circunferéncias, nas passagens 2 e 3, poderiamos
ter usado qualquer raio maior que $BC. Nao ha perigo de ficarmos em
duvida, 2 menos que usemos um raio tio pequeno que as circunferéncias
ndo se cruzem.)

Construgdo 2. Como reproduzir um angulo dado em um lado dado de
uma semi-reta dada.

Eaareza sEIVE TS

Sdo dados o Angulo / A, uma semi-reta com extremidade D e um se-
miplano H, com a semi-reta dada contida na sua origem. Desejamos cons-
truir unia semj-reta DF, com F em H, de modo a obter um segundo dngulo
que Sgja. EongruenTé/“aq'])rimeiro.

- '\\% y .

3 . A s . .
1. Trace unialcircunferéncia com centro em 4 e um raio r, qualquer.

A circunfe@zinth%ré\o% lados de £ A nos pontos B e C.

\~~.
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(4}

(2
B / 5 (3)

(n

G

2. Trace a circunferéncia com centro em D e raio r = AB = AC. Esta
circunferéncia interceptara a semi-reta dada num ponto E.

3. Trace a circunferéncia de centro E e raio s = BC.

Estas duas circunferéncias se interceptariio em dois pontos F e G, em
lados opostos de DE. (Pergunta: Como sabemos que cac%a um dqshnﬁme—
ros r, s € r &€ menor que a soma dos outros dois? Esta ¢ a f:ondlc;go que
precisamos para aplicar o Teorema das Duas Circunferéncias.) Seja F o
ponto interse¢io que estd em H. como na figura.

4. Trace DF.
Esta & a semi-reta que estamos procurando. Por LLL, AFDE = ABAC.

Portanto, / FDE = / BAC, como gueriamos.

Construgio 3. Como reproduzir um tridngulo dado em um lado dado
de uma semi-reta dada.
E
B

L -
+ . — T .

A b C 0 b F

E dado o triingulo AABC. Também sio dados' uma semi-reta‘com
extremidade D ¢ um semiplano H contendo a semi-reta na sua origem.
Desejamos construir o tridngulo ADEF, com F na semi-reta dada e E em
H, de modo que ADEF = AABC.

{. Primeiramente, tragamos wma

circunferéncia com centro em D e \ £
raio b = AC. Esta circunferéncia in- s + ] m —
tercepia a semi-reta num ponto F ¢

DF = AC.



458 GEOMETRIA MODERNA

2. Trace uma circunferéncia com centro em D e raio c,

3. Trace uma circunferéncia de centro F e raio A. Estas duas circunfe-
réncias devem se encontrar, como na figura, em dois pontos em lados opos-
tos de DF. E pelo Teorema das Duas Circunferéncias, elas se interceptam
déste modo, porque cada um dos niimeros a, b e ¢ & menor que a soma
dos outros dois. (Por qué?) Como esta indicado na figura, seja E o ponto
de interse¢io que estd em H.

4. Agora, trace os segmentos DE ¢ EF. Por LLL, temos ADEF ~ AABC,
que ¢ o que queriamos.

Se vocé olhar novamente para a Segio 6-7, vera que na demonstragio
de LLL, tinhamos 0 mesmo problema da Construgio 3, a saber, o problema
de reproduzir um dado triingulo em um lado dado de uma semi-reta dada.
. Vale a pena comparar os dois métodos. (Na Seg@io 6-7, usamos régua gra-
duada e transferidor ao invés de uma régua simples € um compasso. E
usamos, também, LAL ao invés de LLL, para mostrar que nossa construgio
funcionava.) :

Problemas 15-7

[Observagdo: Os problemas desta série devem ser resolvidos com régua nio gra-
duada- e compasso.]

- Trace uma reta horizontal no alto de uma félha de seu caderno. Usando 0 com-
primento do segmento AB abaixo, marque {(com o compasso) uma escala de pelo
menos [0 unidades de comprimento. Use esta escala sempre que precisar ao resolver
os problemas que se seguem.

A B
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Construa triingulos cujos lados tém os comprimentos dados abaixo.
{a} 5, 6, 8 (b} 3 5 7 ()4, 4 5 (d) 6, 10, 8

. Desenhe um tridngulo obtuso e construa as bissetrizes dos Angulos,
. Desenhe um tridngulo escaleno AABC. Reproduza éste tridngulo, em um dado

lado de uma semi-reta dada, por um método que dependa do Postulado ALA.

4. Construa um tridngulo equilatero com um lado de comprimento 5.
. Construa um tridngulo isdsceles tendo a base de comprimento 8 e dois lados con-

gruentes de comprimento 5.

. Demonstre que & sempre possivel construir um tridngulo equilatero que tenha um

segmento dado como um de seus lados.

. Sio dados os comprimentos a ¢ b para os lados congruentes e a base, respectiva-

mente, de um triingulo isosceles a ser construido. Que condigdes sdbre a e b sdo
necessirias para que a construgio seja possivel?

. Desenhe um quadrilateroc convexo. Reproduza-o em um lado dado de uma semi-

reta dada.

15-8. CONSTRUGCOES ELEMENTARES
(CONTINUACAD)

Construgdo 4. Como construir

a paralela a uma reta dada por s , /
um ponto €xterno. .

Sdo dados a reta Le o ponto
externo P. Sejam @ e R dois pon- /2/

tos quaisquer de L.

=
—

1. Trace PQ.

2. Pela Construgio 2, trace / QPS congruente a / PQR, com § no lado
oposto de PQ, em relagio a R. Entdio, / QPS ¢ / POR sdo angulos alter-
nos-internos. Logo, PS [ OR, que é o que queriamos.

Construgao 5. Como dividir um segmento em um numero dado de seg-
mentos congruentes.
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E dado 4B, que queremos dividir em n segmentos congruentes. (A fi-
gura mostra o caso n = 5.}

1. A partir de A, trace uma semi-reta que nio esteja contida em AB.

2. Nesta semi-reta, trace n segmentos congruentes AP,, P,P,,...,
P, ,P,, com as extremidades coincidindo, da maneira indicada. (O com-
primento déstes segmentos nio importa, desde que todos os segmentos
tenham o mesmo comprimento. Podemos escolher P, 4 vontade e obter
0§ outros segmentos com o compasso, um de cada vez.)

3. Trace P,B.
4. Pelos outros pontos P, P,,..., P,_,, trace semi-retas paralelas a
P,B, que interceptario 4B nos pontos Q,, @,,..., Q,_;.

Como nO 1nossas paralelas interceptam segmentos congruentes sdbre a trans-
versal AP,,, ¢las também interceptardo segmentos congruentes sobre a
transversal AB. (Isto & o Corolério 9-30.1 .) Portanto, os pontos Q, , @, , ...,
Q.- dividem AB em n segmentos congruentes.

Construgdo 6. Como construir a mediatriz de um segmento dado.
E dado o segmento AB.

1. Trace uma circunferéncia de raio r = AB
€ centro A. 2} '

2. Trace uma circunferéncia com o mesmo
raio e centro B. A B
O Teorema das Duas Circunferéncias se aplica
a éste caso, porque cada um dos niimeros r, r e r
¢ menor que a soma dos outros dois. Portanto
as circunferéncias se interceptam em dois pontos S
PeQ 2
— r=AB.
3. Trace PQ.

Sendo P equidistante de A e B, P esti na mediatriz de AB. Pela mesma
razéo, ¢ estd na mediatriz. Mas os dois pontes determinam uma reta.
Portanto, PQ ¢ a mediatriz de 4B.

Evidentemente, nfo ha necessidade de se usar circunferéncias com raio
r = AB. Qualquer raio maior serviria ignalmente bem. Na verdade, qual-
quer raio maior que $AB serviria. (Justificacdes?)

Obviamente, se podemos construir a mediatriz de um segmento, pode-
mos construir o ponto que divide o segmento dado em dois segmentos
congruentes. (Este é o ponto R, na figura precedente.)

Construgdo 7. Como construir o ponto médio de um segmento dado.
A mediatriz, automaticamente, nos di o ponto médio.
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Construgdo 8. Como construir uma perpendicular a uma reta dada, por

um ponto dado. ‘
Caso 1. Sdo dados uma reta Le um ponto P. Suponha primeiramente

que P é um ponto externo. Seja @ um ponto qualquer de L.

4 P
N m R
r .r' AN r ,' N T
', \‘ ’, \\
’ N, N
’ N, 4 \
2 Q NS (’ .
L) L)
1 R S R . /k_’
N,
~, ’
ri 2T
\‘ 7
Q

1. Trace uma circunferéncia com centro em P e raio r > PQ. Estando
Q no interior da circunferéncia, segue-se, pelo Teorema 14-9, que Linter-
cepta a circunferéncia em dois pontos R ¢ §. .

2. Construa a mediatriz de RS. Esta reta passa por P porque P é equi-
distante de R ¢ S.

Observe que, para tracar a mediatriz, nio precisamos completar t6da a
Construgdo 6; precisamos tragar o suficiente de cada circunferéncia para
obter um ponto intersegio Q@ distinto de P.

Portanto, 'P_Q' é a mediatriz porque contém dois pontos que sdo equi-
distantes de R e §S.

Caso 2. Se o ponto P estd em L, a construgiio & mais simples.

{2

1 ()

1. Trace uma circunferéncia qualquer com centro em P, interceptando
L nos pontos R e S.

2. Trace a mediatriz de RS.

Isto é tudo.

Problemas 15-8

[Observagdo: Os problemas desta série devem ser feitos com régua nio graduada
& compasso.]

1. Construa um tridngulo retingulo isdsceles.
2. Constrza um losango, sendo conhecidos os comprimentos das diagonais.



- SRR SV

12,
13.

14.

15.

16,

17.

18.

19.

20.

21,

22

23.

24,

*25.

* 26.
* 27

* 28.

462 GEOMETRIA MODERNA

- Construa um paralelogramo, dados um dos angulos, o comprimento do lado me-

nor e o comprimento da diagonal maior.

. Construa um angulo de 60°.
. Construa um &ngulo de 30°.

Construa um angulo de i5°.

. Construa um #ngulo de 75°

. Construa um tridngulo isosceles, dadas a base ¢ a altura perpendicular & base.
. Construa um triingulo equilatero, conhecida a altura.

10.
11.

Dado o dngulo do vértice de um tridngulo isésceles, construa um dngulo da base.

Construa um tridngulo istsceles, dados um &ngulo da base e a altura perpendicular
4 base,

Divida um segmento dado em trés segmentos congruentes.

Dado um segmento de comprimento a, construa um segmento de comprimento
a2

Dado um segmento de comprimento a, construa um segmento de comprimento
a3

Dados dois segmentos de comprimentos a e b, construa um segmento cujo com-
primento seja a média geométrica de a e b. [Sugestdo: Veja o Problema 13 de
Problemas 14-5.]

Dado um segmento de comprimento @, construa um segmento de comprimento

a6,

Construa um tridngulo retingulo, dados um dngulo agudo ¢ o comprimento da
hipotenusa.

Construa um triéingulo retdngulo, dados um dngulo agudo ¢ a altura perpendicular
4 hipotenusa.

Construa um tridingulo, dados os comptimentos de dois lados e o comprimento
da mediana em relagfio ao lado maior.

Construa um paralelogramo, dados um 4ngulo, um lado ¢ a altura perpendicular
a é&ste lado.

Construa duas circunferéncias tangentes internamente, conhecidos os raios,
Construa uma circunferéncia tangente a ambos os lados de um dngulo, conhecidos
o ingulo e o raio.

Conhecido o raio, construa trés circunferéncias congruentes, cada uma tangente
A outra,

Construa um tridngulo equilstero, dado um segmento cujo comprimento & igual ao
perimetro do tridngulo.

Construa uma tangente a uma circunferéncia por um ponto externo a circunfe-
réncia. [Sugestdo: Use o Corolirio 14-16.1]

Construa um trapézio isdsceles, dadas as bases ¢ uma diagonal.

Construa um tridngulo isdsceles, dadas a base e a altura perpendicular 2 um dos
lados congruentes. [Sugestdo: O Problema 25 poderia ajudar.]

Construa um tridngulo retdngulo, dados um angulo agudo e um segmento cujo
comprimento ¢é igual 4 soma dos comprimentos dos catetos. [Sugestéio: Como vocs
pode usar um &ngulo de 45°7] :
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* 29, Sio dados dois pontos 4 ¢ B de uma reta L.
Em A, uma circunferéncia C é tangente a L.
Construa uma circunferéncia tangente a L
em B e também tangente 4 circunferéncia C.
[Sugestdo: Analise o diagrama, no qual @
& o centro da circunferéncia procurada.]

* 30. Construa um tridngulo, dados os comprimentos de dois lados € o comprimento
da mediana determinada pelo terceiro lado.

Problema Magno

Dados um segmento AB e um dngulo / C, construa o conjunto de todos os pontos
P de um planc tais que L APB = ¢/ C.

15-9. CIRCUNFERENCIAS INSCRITAS E
CIRCUNSCRITAS

Na figura abaixo, a circunferéncia C, se diz inscrita no tridngulo AABC
e a circunferéncia C, se diz circunscrita ao tridngulo AABC.

Cy

Definigdes

Se uma circunferéncia é tangente aos trés lados de um triﬁngulq,ﬁ entéo
dizemos que a circunferéncia esta inscrita no tridngulo € que o trmngule
estd circunscrito a circunferéncia. Se uma circunferéncia conterp os trés
_vértices de um tridngulo, entio dizemos que a circunfgréncia Psta} circuns-
crita ao tridngulo ¢ que o trifingulo estd inscrito na circunferéncia.

E um fato que todo tridngulo esté circunscrito a alguma circunfer.éncia,l
e inscrito em alguma outra. Um meio de s¢ ver por altp, porque isto &
verdade, ¢ imaginar uma pequena circunferéncia no interior ~do tnangulc_;,
que gradualmente aumenta de raio. No ponto om.ie o raio néio pode mais
aumentar sem que a circunferéncia saia fora do tridngulo, a circunferéncia
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esta inscrita. Da mesma forma, imagine uma circunferéncia cujo raio va

diminuindo sempre, com o tridngulo em seu interior. No ponto em que o

raio ndo puder mais diminuir, a circunferéncia deve estar circunscrita.
Demonstraremos, agora, ndo apenas que as circunferéncias inscrita e

circunscrita existem, mas também que podem ser tragadas com régua e
compasso.

Construgio 9. Como circunscrever uma circunferéncia a um tridngulo.

E dado o tridngulo AABC.

1. Construa as mediatrizes de 4B e AC.
Estas retas se interceptam em um ponto P.
Pelo Teorema 15-1, P é equidistante de A,
BeC

2. Trace a circunferéncia de centro P e
raio r = PA. Sendo PB=PC=PA=r,a
circunferéncia contém nio apenas A4, mas
também B ¢ C.

Definicdo
O ponto de concorréncia das mediatrizes de um triingulo é chamado
circuncentro do tridngulo.

Vamos tragar, também, a circunferéncia inscrita.

Construgdo 10. Como inscrever uma circunferéncia em um tridngulo dado.
E dado o tridgngulo AABC. H

1. Divida / A em dois dngulos con-
gruentes,

2. Divida £ B em dois dngulos con-
gruentes,

Peto Teorema 15-4, as bissetrizes se
encontram em um ponto equidistante
dos trés lados do tridngulo.

3. Trace a perpendicular a AC por P.
Seja D o pé da perpendicular.

4. Trace a circunferéncia com centro
em P e raio r = PD.

C

Ora, a circunferéncia € tangente a AC em D porque AC & perpendicular
ao raio PD. Pela mesma razfo, a circunferéncia é tangente, também, aos
outros dois lados. Construimos, portanto, a circunferéncia pedida.

P T~ S T - N S R 6 ]

11.
* 12

* 13,

* 14,
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Definigao

O ponto de concorréncia das bissetrizes de um tridngulo ¢ chamado
incentro do tridngulo.

Problemas 15-9

[Observagdo: Os problemas desta série devem ser resolvidos com régua ndo gra-
duada ¢ compasso.]

. Construa um tridngulo equilitero. Construa, entfo, as circunferéncias inscrita e

circunscrita.

. Construa um tridngulo retingulo isésceles. Construa, entdo, a circunferéncia inscrita.
. Dado um triingulo escaleno, construa a circunferéncia circunscrita,

. Dado um tridngulo escaleno, construa a circunferéneia inscrita.

. Circunscreva uma circunferéncia a um quadrado dado.
. Dado um losango, construa a circunferéncia inscrita.

. Responda a seguinte questdo fazendo a construgdo. Demonstre, entdo, a resposta.

Quantas cordas caberdio em uma circunferéncia, ligadas uma A outra pelas extre-
midades, se cada corda é congruente ao raio da circunferéncia?

. Construa um tridngulo retAngulo, dados um Angulo agudo € o raio da circunferén-

cia circunscrita.

. Construa um tridngulo isésceles, dados a base e o raio da circunferéncia inscrita.
10.

Construa um tridngulo retingulo isosceles, dado o raio da circunferéncia citcuns-
crita.

Construa um tridngulo equilatero, dado o raio da circunferéncia inscrita.

Construa um triingulo retdngulo, dados um cateto ¢ o raio da circunferéncia
inscrita.

Construa um tridqngulo isésceles, dados o dngulo do vértice e o raio da circunfe-
réncia inscrita.

Demonstre que o perimetro de um tridngulo retdngulo & igual 4 soma do didmetro
da circunferéncia inscrita mais duas vézes o diimetro da circunferéncia circunscrita.

15-10. OS PROBLEMAS INSOLUVEIS DA
ANTIGUIDADE

Os antigos gregos descobriram tddas as construgdes que vocé estudou
até aqui, juntamente com muitas outras, mais dificeis. Existiam alguns pro-
blemas, entretanto, que os melhores matemaéticos gregos estudaram du-.
rante anos, sem nenhum sucesso.
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Para se ter uma idéia de como pode ser
complicado um problema de construgiio, consi-
dere o problema de dividir uma circunferéncia
em 17 arcos congruentes, com régua ¢ compasso.
Quando vocé traga as cordas correspondentes,
chega a uma figura chamada poligono regular de
17 lados. Este problema era bastante conhecido,
mas permaneceu sem solugiio cérea de dois mil
anos. Finalmente, a construgiio pretendida foi
descoberta, no século passado, por C. F. Gauss.

Mas alguns dos antigos problemas gregos acabaram sendo mais dificeis
que os problemas mais complicados: eram, realmente, impossiveis de se
resolver.

(1) A DIVISAO DE UM ANGULO
EM TRES ANGULOS CONGRUEN-
TES.

Dado um angulo qualquer L BAC, de-
sejamos construir duas semi-retas AD e
AE (com D e E no interior de £ BAC) de
modo que

L BAD = { DAE = / EAC.

Nesta construgio podemos usar apenas
régua e compasso.

A primeira coisa que a maioria das
pessoas tenta € tomar AB = AC, tragar
BC ¢ entiio dividir BC em trés segmentos
congruentes, como se vé na figura 4 direita.
Isto ndo resolve; £ BAD e 4 EAC sfio con-
gruentes, como se pode demonstrar, mas
nenhum déles ¢ congruente a / DAE. Na
verdade, ninguém achou um método que
funcionasse.

(2) A DUPLICAGAO DO CUBO. Um cubo de
aresta a tem volume a®. Dado um segmento de com-
primento a, queremos construir um segmento de com-
primento b, tal que um cubo com aresta b tenha volu-
me igual a duas vézes o volume de um cubo de aresta a.

Algébricamente, & evidente, isto significa que a
. a
b =24° ou b= af/i. V=a3.

i
1
i
i
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Com é&ste problema, também, ninguém teve sorte. H4 umna curiosa lenda
em conexdo com &le. Conta a histoéria que o povo de uma certa cidade
grega estava morrendo, ¢m grande numero, dizimado por uma peste ¢
que se consultou o oraculo de Delfos para se descobrir qual deus estava
zangado e qual a causa. O oraculo disse que o deus era Apolo. O altar de
Apolo, na cidade, era um cubo de ouro sélido. Apolo queria que o altar
fosse duas vézes maior.

Voltando, de Delfos para a cidade, o povo construiu um ndvo altar,
com arestas cujo comprimento era duas vézes o comprimento da aresta
do altar antigo. A peste se tornou mais violenta, ao invés de se acalmar, ¢
o povo percebeu que Apolo deveria ter se referido ao volume de seu altar.
(Evidentemente, quando a aresta era duplicada, o volume era multiplica-
do por oito ao invés de dois) Isto levantou o problema de duplicagdo do
cubo, mas os mateméticos locais foram incapazes de resolvé-lo. Assim, a
primeira tentativa de se aplicar a matematica a saude publica foi um com-
pleto desastre.

{3) A QUADRATURA DO CIRCULO. Dado um circulo, desejamos
construir um quadrado que tenha a mesma 4area.

1 =

Isto significa, algébricamente, que b = aﬁ.

Por cérca de dois mil anos, os melhores matematicos tentaram desco-
brir meios de executar estas construges com régua simples e compasso.
Finalmente, descobrin-se, modernamente, que &stes trés probiemas eram
impossiveis de se resolver.

Impossibilidade em matematica ndo tem o mesmo significado que “im-
possibilidade” na vida diaria, de modo que cabe uma explicagio.

Freqiientemente, quando dizemos que alguma coisa € impossivel, esta-
mos simplesmente querendo dizer que é algo muito dificil, como encontrar
uma agulha num patheiro. Muitas vézes, queremos dizer que ndo vemos
como fazer certa coisa € duvidamos que possa ser feita. Assim, o povo
dizia que maquinas voadoras eram impossiveis e tinham razﬁo, até que
alguém construiu um aeroplano ¢ voou.

A 1mposs1b111dade matemdtica ndo é isto. Em matemaética, existem algu-
mas coisas, que de fato, nio podem ser feitas ¢ ¢ possivel demonstrar isto.

(1) Ndo importa o quanto vocé seja inteligente, vocé ndo pode achar
um nimero inteiro entre 2 ¢ 3, porque tal mimero nédo existe.

(2) Caso é&ste problema pare¢a muito trivial para ser levado a sério,
considere a seguinte situagdo. Partimos dos niimeros inteiros, positivos,



468 GEOMETRIA MODERNA

negativos e o zero, sendo permitido fazer adi¢des, subtragdes, multiplica-
gOes e divisdes. Chamemos de “construtivel” todo niimero que possamos
obter, partindo dos inteiros, com um numero finito de passagens déste
tipo. Por exemplo, o seguinte niimero é construtivel:

3,1y 174 5

7 5) 1319 1)
1 /1 1 2/(7 1
?(?““7)"?(?‘7)

Suponha, agora, que o problema & “construir” o niimero ﬁ com opera-
¢Oes déste tipo. Este problema é impossivel, isto &, ndo pode ser resolvido.
A raziio € que os niimeros “construtiveis” por meio destas regras sio os
numeros racionais e ﬁ ndo & um numero déste tipo. Nio adianta pro-
cura-lo entre os “numeros construtiveis”, porque nao é ai que éle esta.

Problemas de construtibilidade com régua € compasso sio muito mais
do que pode sugerir o segundo exemplo. Partindo de um segmento AB,
descobrimos certos segmentos que podemos construir com régua e com-
passo. Por exemplo, ha segmentos construtiveis de comprimentos 24B,
148, /2 AB e {;AB. Mas niio existe nenhum segmento construtivel CD
para a qual

CD* = 24B3.

E isto que estamos querendo dizer quando afirmamos que a duplicagiio
do cubo é impossivel.

A divisio de um 4ngulo em trés Angulos congruentes merece uma
discussdo em separado. :

(1) Alguns dngulos podem facilmente ser divididos em trés dngulos
congruentes com régua ¢ compasso. Por exemplo, um 4ngulo reto. E isto
significa que a divisdo é possivel para dngulos de 45°, 22,5° e muitos outros.
Quando dizemos que o problema da divisio de um angulo em trés Angulos
congruentes é impossivel, estamos querendo dizer que existem alguns an-
gulos para os quais as semi-retas, que dividem um angulo em outros trés
congruentes, nio podem ser construidas.

{2) O problema da divisdo de um angulo em trés outros congruentes
se torna resoluvel se deixarmos as regras um pouquinho menos rigidas,
permitindo-nos fazer duas marcas na régua.

. Edado o quadrado [JABCD. M ¢ N 580 08 pontos
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S#o dados, agora, o dngulo / B e uma régua com duas marcas. Seja r
a distincia entre as duas marcas. Primeiramente, tragamos uma circun-
feréncia com centro em B e raio r. A circunferéncia intercepta o angulo
nos pontos A e C.

Colocamos a régua, entfio, de modo que (a) passe por C. Depois, desli-
zamos e giramos a régua de tal modo que (b) uma das marcas caia s6bre
um ponto @ da circunferéncia e (c) a outra marca caia sdbre um ponto
P da semi-reta oposta a BA.

Temos, entdo, a situagio vista na figura. Sendo o tridingulo AQBP is6s-
celes, com QB = QP = r, os Angulos da base tém a mesma medida a, como
estd indicado; da mesma forma para o triingulo ABCQ. Ora, a medida
de um angulo externo de um tridngulo é a soma das medidas dos Angulos
internos ndo adjacentes. Aplicando &ste teorema ao tridingulo AQBP, te-
mos b = a + a = 24. Aplicando o mesmo teorema ao tridngulo ABCP,
temos ¢ = b + a. Portanto, ¢ = 3a. Isto &, m/ P = im/ ABC.

Reproduzimos, agora, duas vézes o dngulo 2 P no interior de /. ABC:

A B P

E o problema esta, portanto, resolvido.
Evidentemente, &ste procedimento ndo era permitido pelas antigas re-
gras gregas para construgdes com régua ¢ compasso.

Problemas 15-10

. (a) Qual é o nimero que somado com 5 dd cinco vézes o proprio nimero? De-

monstre a resposta. _
(b} Qual é o niimerc que multiplicado por 4 e dividido pelo préprio namero re-
sulta 57 Demonstre a resposta.

. Explique como dividir um angulo de 135° em trés dngulos congruentes, com régua

€ COmpasso.

. Demonstre que € impossivel construir um tridngulo tal que dois lados megam 2 ¢

3 m, respectivamente, e cuja altura em relagio ao terceiro lado € 4 m.
D M C

médios de DC e BC, respectivamente. AM e AN in- R
terceptam BD em R ¢ S, respectivamente. Demons-
tre que AM e AN dividem BD em trés segmentos
congruentes mas ndo dividem / DAB em trés an- .
gulos congruentes. A B
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. Um carpinteiro & capaz de dividir em trés dngulos congruentes qualquer &ngulo,
usando um instrumento chamado esquadro de carpinteiro, visto na figura abaixe.
Todos os dngulos siio retos ¢ EF = CD = §AB.

13

F A

Para dividir um dngulo 2 PRQ em trés outros congruentes, o carpinteiro, primei-
ramente, Usa a parte mais longa do esquadro para tragar uma semi-reta ST para-
lela a RP a uma distdncia EF. Colocando, entio, o esquadro de modo que DE
contenha R, A esteja sdbre ST e B sébre RQ, o carpinteiro sabe que RD ¢ R4 divi-
dem £ PRQ em trés dngulos congruentes. Demonstre que isto ¢ verdade.

Revisdo do Capitulo

. Descreva o conjunto de todos os pontos de um plano que sio equidistantes de
duas paralelas dadas.

. Descn_*.va o conjunto de todos os pontos de um plano que sdo centros de circun-
feréncias tangentes a uma dada circunferéncia em um ponto dado desta altima.

. Descreva o conjunto de todos os pontos do espago que estdio a uma distincia dada
de um ponto dado.

. S&0 dados uma reta e um ponto num mesmeo plano E, estando o ponto fora da reta,
Descreva o conjunto de todos os pontos de E que estio a uma distincia d da reta
dada ¢ a uma distincia r do ponto dado.

. Descreva o conjunto de todos os pontos que estdo a uma dada distdncia de um

ponto dado P e sfio equidistantes de P ¢ de um outro ponto Q.

. Esboce cada um dos seguintes conjuntos:

@ {(x, p)|x=-1} (®) {(x. |y = x}

© {x, »|y=12} @ {Ce, |y < x}
. E§boce ¢ descreva com uma equagfio o conjunto de todos os pontos que sdo equi-
distantes dos pontos A(-5, 0) e B(3, 0).

10.

1l

+ 12

* 13,

*+ 14,

15.

16.
17.

* 18,
*19.

* 20.

* 21,
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 Eshoce ¢ descreva com uma equagdo o conjunto de todos os pontos que estdo a

uma distancia 3 do grafico da equagio y = 0. (Ndo é permitido o uso do simbolo +.)

. Construa um tridngulo escaleno razoavelmente grande. Determine, entdo, por cons-

trugio, o ortocentro, o baricentro ¢ o incentro do tridngulo.
Construa um losango, dados um angulo e um segmento cujo comprimento ¢ igual
ao perimetro do losango.

E dado o triingulo AABC com vértices A(- 4, 6), Al-4,6) T cl4,6}
B0, - 3) ¢ C(4, 6).

(a) Demonstte que AABC ¢ isdsceles.

(b) Determine as coordenadas do baricentro.

Dado o triangulo APQR com vértices P-4, 7), Q(8,7) € R(8, 2), determine as coor-
denadas do ortocentro.

£ dado o trifngulo AEFG com vértices E(- 2,0), F(4, 6) e G(10, 0).

(@) Determine as coordenadas do circuncentro.

(b) Escreva uma equagiio para a circunferéncia circunscrita.

Determine as coordenadas do baricentro do tridingulo cujos vértices sdo A(-5, 0),
B9, 0) e C(5, 8).

Scja A4 o centro de uma circunferéncia de raio a ¢ B o centro de uma circunferéncia
de raio b, ambas em um mesmo plano. Se a + b > 4B, as circunferéncias se inter-
ceptam? Por qué? :

[JABCD € um trapézio com bases AB e DC. Em que condicdes existird um ponto
P, no plano do trapézio, eqiiidistante de 4, B, C e D?

Sio dadas duas retas paralelas L, e L, ¢ uma transversal T. Descreva o conjunto
de todos os pontos eqiiidistantes de L, e Ly ¢ T

Construa um paralelogramo, dados um lado, um dngulo agudo e a diagonal maior.
Construa um tridngulo retangulo, dados um éngulo agudo ¢ o raio da circunfe-
réncia inscrita. .

Construa um guadrado, dado um segmento cujo comprimento € a soma dos com-
primentos de uma diagonal ¢ de um lado do quadrado. :

£ dado um segmento cujo comprimento ¢ a diferenga entre os comprimentos de
uma diagonal ¢ de um lado do quadrado. Construa o quadrado. .



16 AREAS DE CIRCULOS
E SETORES

16-1. POLIGONOS

Um poligono é uma figura formada pela jungio de segmentos, extre-
midade a extremidade, assim:

AN IR
AN

mas nfio assim:

A idéia ilustrada pelas figuras é formalmente enunciada na seguinte defi-
nigio:

Definicbes

Seja P,, P,,..., P,, uma seqiiéncia de n pontos distintos num plano
com n = 3. Suponha que os # segmentos P,P,, P,P;,..., P, _\P,, P,P,
tém as seguintes propriedades:

(1) Nenhum par de segmentos s¢ intercepta a ndo ser nas suas exire-
midades.

(2) Nenhum par de segmentos com extremidade comum & colinear.

Entdo a reunido dos n segmentos € chamada poligono. Os pontos Py,
P,,..., P, sio chamados os vértices do poligono ¢ os segmentos P.P,,
pP,P,,...,P,_,P,, P,P, sio0s seus P, Pa [
lados. Os dngulos do poligono sdo
LP,P,P,, /P P,Py, e assim por
diante. Abreviadamente, muitas vé-

zes representamos os dngulos por P 10

L P,, L P, ¢ assim por diante. A

soma dos comprimentos dos lados .

é chamada perimetro. Pat P

Vocé deve, agora, olhar novamente para as sete figuras do inicio dessa
segiio ¢ se convencer de que nossa definigéo de poligono ¢ satisfeita pelas
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quatro primeiras figuras mas ndo pelas iltimas trés. (Lembre-se que os
pontos P, P,,..., P, tm de ser todos distintos.)

Um poligono com n lados ¢ chamado um n-dgono. Assim poderiamos
nos referir a tridngulos e quadrilateros como 3-dgonos e 4-dgonos mas ésses
térmos sdo raramente usados. Analogamente, 5-4gonos sdo chamados pen-
tagonos, 6-dgonos sio chamados hexdgonos, 8-agonos sdo chamados octo-
gonos ¢ 10-agonos sdo decdgonos. Alguns dos outros n-dgonos (para pe-
quenos numeros 1) também t€m nomes especiais, tirados do grego, mas
ndo sido muito comumente usados.

Cada lado de¢ um poligono esta contido numa reta e cada reta, é claro,
separa o plano em dois semiplanos.

> 7 N\
h - ——— g e e
) /
\\ :
rd \
\ .
h TN —
N ‘\ F d

Pode facilmente acontecer (como na figura 4 esquerda) que cada um désses
semiplanos contém pontos do poligono. Se isso ndo acontecer para nenhum
lado do poligono (como na figura & direita), entio o poligono se diz con-
vexo. Repetimos isso como uma definiciio:

Definigao

Um poligono & convexo se nenhum par de seus pontos estd em semipla-
nos opostos relativamente a uma reta que contém um lado do poligono.

O uso do térmo “convexo” é natural: se um poligono é convexo, entio
o poligono mais seu interior formam um conjunto convexo, como definido
no Cap. 3. Quando falamos da 4rea de um poligono convexo, queremos
dizer a 4rea da regidio poligonal convexa correspondente.

Problemas 16-1

. Nessa figura, nenhum par de segmentos se intercepta
a ndo ser nas extremidades e nenhum par de segmen-
tos que se intercepta é colinear. Mesmo assim a figura
nio é um poligono. Por qué?

475
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2. Quais das figuras abaixo siic hexidgonos? Quais sdo hexagonos convexos?

@ A B 4 © . @ A F
F 8 D
D ¢ B £
c /\ A B
E
c D
B C 3 F F
D
B

E
(e E # F p (g) c (h)
A
F D 4 b F D
A B C
c F
A B C &

D

P . ]
3. D& uma explicagiio precisa por que essa
figura nio & um poligono convexo.
Q

4, Nomeie os fngulos de cada poligeno.

D Q
G P
A < K
B
H J

5. Um poligono, com todos os lados congruentes ¢ todos
os Angulos retos, & necessariamente um quadrado?

6. Um segmento cujas extremidades sdo dois vértices ndo consecutivos de um poli-
gono & chamado uma diagonal do poligono.
(2) Nomeie todas as diagonais dos poligonos abaixo.

E b F E
{ D¢ ad é
A C
8 B
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{b) Quantas diagonais tem um poligono de 3 lados? 4 lados? 5 lados? 6 lados? t15 Déa deﬁpiqﬁo de interior de um poligono convexo. (Veja a definigio de interior
7 lados? ’ de um tridngulo.}

*+ 16, Discuta a veracidade ou niio das seguintes afirmag&es.

{c} Quantas diagonais tem um poligono de 103 lados? » lados?
{a) A reuniio de qualguer poligono convexo com seu interior € uma regidio poligonal.

p £

7. Calcule a soma das medidas dos angulos D (b) O contdrno de qualquer regiio poligonal é um poligono.
de um pentigono convexo; de um he- E c F *+ 17. Dada uma correspondéncia P,P,P; - P, @,0,0, -+ @, entre dois poligonos,
xégono convexo. [Sugestdo: Desenhe c se os lados correspondentes sio congruentes ¢ os dngulos correspondentes s30 con-
tddas as diagonais a partir de um vértice.] gruentes, os dois poligonos tém que ser semelhantes? Os perimetros tém que ser

iguais? As regides poligonais correspondentes tém que ter a mesma arca?
8 N ; . A 8 A Apédie suas respostas em raciocinio logico e/fou exemplos.
- Num poligono convexo séio desenhadas tédas as diagonais partindo de um vértice. ‘

Quantos triingulos resultam, se o poligono tem 4 lados? 5 lados? 6 lados? 11 lados? Problema Magno

35 lados? n lados?
Que um poligono separa os pontos do plano em dois conjuntos, chamados o inte-
rior ¢ exterior do poligono, parece ser um fato bastante ¢bvio. Pode-se, no entanto,
demonstra-lo a partir de nossos postulados, apesar da demonstragio ser bastante
dificil. Mostre que &sse teorema & importante na solugio do seguinte quebra-cabega
popular: Trés casas, 4, B, C sdo ligadas duas a duas a trés condutos, um para gas,
G, outro para agua, 4, e outro para eletricidade, E.

A B c

9. Verifique a seguinte generalizagdo:

A soma das medidas dos dngulos de um poligono
convexo de n lados é (n—-2)180.

10. Det'ermine a soma das medidas dos angulos de um octégono convexo; decigono;
12-agono (dodecigono); 15-agono; 20-igono. ' G A E
11. Qual é o niimero de lados de um poligono convexo se a soma das medidas de seus |

dngulos & 9007 12607 19807 ? ? . I |
g 9807 27007 41407 O problema consiste em desenhar trajetos, um de cada casa para cada conduto,

sem que as trajetorias se interceptem. A figura tdda estd contida num plano.

16-2. POLIGONOS REGULARES

* 12, Usando a figura 4 direita, verifique o enunciado
do Problema 9,
Definigao
Um poligono é regular se (1) & convexo, (2) todos seus lados sdo con-
gruentes e (3) todos seus dngulos sdo congruentes.

13. Determine a soma das medidas dos ingulos externos de um pentigeno convexo:

de um octdégono convexo. Por exemplo, um tridngulo equildtero € um 3-dgono regular e um qua-

drado é um 4-dgono regular.
Podemos construir #n-agonos regula-
res com qualquer niimero de lados pelo
seguinte método. Comegamos com uma
circunferéncia de centro Q e raio r. Pri-
meiramente dividimos a circunferéncia
€m 1 arcos congruentes, ponta a ponta.
Cada um désses arcos mede 360/n. (A
figura mostra o caso n = 8) Para cada
pequeno arco, desenhamos a corda cor-

14, Verifique a seguinte generalizagio. respondente. Isso nos d4 um Poligono,
com vértices P, , P,,..., P,. E facil ver

A soma das medidas dos dngulos externos de um poligono convexo de n lados ¢ 360.




478 GEOMETRIA MODERNA

que o poligono & convexo. Os lados sdo todos congruentes porque os
pequenos arcos o sao.

Se desenharmos os raios de Q aos vértices, obteremos um conjunto de
triangulos isdsceles. Pelo teorema LLL todos ésses tridngulos sdo congruen-
tes. Portanto todos os Angulos do nosso poligono sio congruentes. (A
medida de um dngulo do poligono é o dobro da medida do ﬁngulo da base
de um de nossos tridngulos isosceles.) Portanto nosso poligono € regular.

E um fato que todo poligono regular pode ser construido por ésse mé-
todo. Isto é, todo poligono regular é inscrito em uma circunferéncia. Nio
vamos parar para demonstrar essa afirmagio porque ndo vamos usa-la.
Vamos usar poligonos regulares somente no estudo de circunferéncias ¢
todos os poligonos regulares a que nos vamos referir serdo construidos
pelo método que acabamos de descrever.

O centro Q da circunferéncia na qual o poligono esta inscrito € chamado
o centro do poligono. Como todos os tridngulos isosceles na figura acima
sio congruentes, éles tém a mesma basc e ¢ a mesma altura a. O nimero a
¢ a distincia do centro a cada um dos lados.

Definicéo
A distancia a do centro de um poligono regu-

lar a cada um dos lados ¢é chamada o apdtema
do poligono.

O perimetro é representado por p. Obvia-
mente

p = ne.

E facil calcular a 4rea da regido formada pelo pollgono e seu interior.
Cada um de nossos trlangulos 1sosceles tem 4rea lae. Existem n tridngulos.
Portanto a drea é A4, = n-jae = jap.

Problemas 16-2

. Que quadrilatero, se existir, & equilitero mas ndo regular? equ1angulo mas nio
regular?

2. Desenhe um poligono que tem todos os lados congruentes e todos os dngulos retos,
mas nio ¢ regular,

3. A figura representa parte de um n-dgono regular inscrito numa circunferéncia de
centro Q. . Ps
{a) Qual é a medida do / P;QP;? ' Py Py
(b} Qual o valor de m/ QPP + m/ QPsP;?
(c) Por que / QP Ps= / QPP ? P,
(d) Por que m/ P,P;P; =m/. P,PsQ + '

+ msQPP? Q

360 P
(¢) Mostre que m/ P4PsPs = 180-— ?

10.

11.

12

13.

* 14

* 15,

* 16,
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. Determine a medida dos Angulos de um poligono regular de 5 lados; 9 lados; 12

lados; 15 lados; 17 lados; 24 lados. (Veja Problema 3)

. Quantos lados tem um poligono regular se a medida de um angulo externo & 72?7

457 367 247 1747

. Quantos lados tem um poligono regular se a medida de um de seus angulos é 12837

1407 1447 1607

. Como vocé construiria um octogono regular usando somente um compasso € uma

régua nio graduada?

. Como vocé construiria um hexigono regular usando somente um compasso e uma

régua nio graduada?

. O perimetro de um poligono regular ¢ 48 e seu apotema ¢ 6. Qual € a drea do po-

ligono?
Determine a area de um hexdgono regular que tem um lado com 10 ¢cm de com-
primento.

Um lado de um héxagono regular inscrito numa circunferéncia é 4. Qual € o raio
da circunferéncia e o apétema do hexdgono?
Demonstre que a area de um hexdgono regular de lado s é dada pela formula
3 2
b

C14BCD & um quadrilatero qualquer, tendo seus la-
dos tangentes a uma circunferéncia de didmetro 9.
Sc o perimetro do (JABCD & 56, qual € a aQABCD?

A B

Determine a drea de um poligono regular de 9 lados, dade que o comprimento de
um lado é 8. (Lembre-se das razdes trigonométricas!)

Determine a drea de um poligono regular de 15 lados, dado que o comprimento
de um lado é 4.

Demonstre que cada lado de um octégono regular inscrito numa circunferéncia

de raio 1 tem comprimento 27\/5.

Problema Magno

Um problema que se apresenta freqientemente em
desenho arquiteténico € o de cobrir uma superficie
com regides poligonais regulares. Por exemplo, um
plano pode ser coberto por regides quadradas con-
gruentes, colocadas quatro em um vértice, como visto
na figura.

(a) Quantas regides triangulares regulares precisam ser colocadas num vértice para
cobrir um plano?

(b} Que outra classe de regides poligonais regulares pode ser usada para cobrir
um plano? Quantas seriam necessarias em um vértice?
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(c) Dois octégonos regulares e um quadrado cobrirdio exa-
tamente uma parte de um plano em térno de um ponto
quando arranjados como na figura. Que outras combi-
nagdes de trés regides poligonais (duas do mesmo tipo)
podem ser usadas para &sse fim? Vocé deve encontrar
mais duas combinagdes.

(d) Investigue se ha outras possibilidades de se cobrir um plano com regides po-
ligonais regulares. Uma tabela das medidas dos dngulos de poligonos regulares
sera util para descobrir outras combinagdes que funcionem.

16-3. O COMPRIMENTO DE UMA CIRCUNFERENCIA.
O NUMERO =

Nessa se¢io ¢ na seguinte, vamos considerar n-agonos regulares para
varios valéres de n. Como sempre, representaremos o lado, apétema e
perimetro de um n-dgono regular inscrito numa circunferéncia de raio r
por e, a € p, respectivamente.

Seja C o comprimento de uma circunferéncia. Parece razoavel supor
que, se vocé quiser medir C com aproximagio, vocé podera fazé-lo inscre-
vendo na circunferéncia um poligono regular com um grande nimero de
lados ¢ medindo o perimetro do poligono. Isto é, o perimetro p deve ser
vma boa aproximagio de C quando n é grande. Em outras palavras, tendo
decidido qudo préximo de C nds queremos p, devemos ser capazes de obter
essa aproximagio de C,simplesmente tomando n suficientemente grande.
Descrevemos essa situagio em simbolos, escrevendo

p—C,

e dizemos que p aproxima C como limite.

No entanto nio podemos demonstrar isso; ¢ a razdo por que nio po-
demos fazé-lo & bastante inesperada. A razdo & que, até agora, nio temos
uma defini¢io matematica do que significa o comprimento de uma cir-
cunferéncia. (Nio podemos obter o comprimento simplesmente adicionan-
do os comprimentos de segmentos como fizemos para obter o perimetro
de um poligono, porque circunferéncias nio contém segmentos, nem mes-
mo muito curtos, De fato, o Corolario 14-6.1 nos diz que nenhuma cir-
cunferéncia contém nem mesmo trés pontos colineares.)

Mas o remédio é facil: fazemos da afirmacio

p—C
nossa definigio de C.
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Definicdo

O comprimento de uma circunferéncia ¢ o limite dos perimetros dos
poligonos regulares inscritos.

Queremos agora definir 0 niimero 7, na maneira usuval, como a razio
do comprimento da circunferéncia para o diimetro. Mas para termos cer-
teza de que essa definigio tem sentido, precisamos primeiramente saber
que a razdo C/2r ¢ a mesma para todas as circunferéncias, independente-
mente do seu tamanho. De fato, isso é verdade.

Teorema 16-1

A razdo entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro ¢ a mesma
para t6das as circunferéncias.

Demonstragdo. Dada uma circunferéncia de centro @ e raio r, e uma cir-
cunferéncia de centro Q' e raio v, inscrevemos em cada circunferéncia um
n-agono regular.

Na figura, mostramos apenas um lado de cada n-dgono, com o tridn-
gulo isésceles correspondente, Os dois dngulos centrais sdo congruentes,
como as marcas indicam, pois a medida de cada um déles é 360/n. Também
os lados sdo proporcionais: r'/r = r'/r. Pelo Teorema LAL sdbre Seme-
Ihanga,

ABQA ~ AB'Q'A'.
Portanto
e e ne'  ne P P
FanieR i S

onde p e p’ sdio os perimetros dos dois n-agonos. Mas
p—~C e p-C,

por defini¢io. Portanto

LN

e -
r

r r

’

—C_ ) pl Cf .
r
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!

Como%e%sﬁo iguais, seus limites sio os mesmos:
c _C cC cC
PR S ok
como queriamos demonstrar.
A raziio C/2r ¢ representada por n. Como ela é a mesma para tddas
as circunferéncias, a formula
C =2nr
¢ valida para tddas as circunferéncias.
O niimero n néo & racional. De fato, &le ndo pode ser calculado exata-
mente por nenhum método comum de algebra. Por outre lado, éle pode
ser aproximado, tanto quanto quisermos, por numeros racionais. Algu-

mas das aproximacgdes uteis sdo
3, 314, 34, 31416, 333, 3,14159265358979.

Ndo & dificil vocé se convencer, fazendo algumas medidas fisicas, que n
¢ um pouce mais que 3. Mas para obter uma aproximag¢io muito boa é
necessario o uso de uma matematica muito avangada.

Problemas 16-3

. Um poligono regular & inscrito numa circunferéncia, em seguida um outro poli-

ol

gono regular com um lado a mais que o primeiro ¢ inscrito, e assim por diante,
indefinidamente, cada ndvo poligono com um lado a mais que o anterior.

(a) Qual ¢ o limite do apétema?

(b) Qual é o limite do comprimento de um lado?

(c) Quat & o limite da medida de um &ngulo do poligono?
(d) Quat ¢ o limite do perimetro do poligono? '

. O didmetro de uma roda de bicicleta é 63 ¢m. Quanto a bicicleta anda com cada

revolugiio da roda? (Que aproximagdo de n torna o calculo mais ficil?)

. Qual é uma melhor aproximagiio de =, 3,14 ou 347

O comprimento da circunferéncia de uma tora é
62,8 cm. Qual € o comprimento do lado de uma se-
¢A0 da maior viga quadrangular que pode ser obtida
da tora? (Use 3,14 para =n.)

. Qual & o raio de uma circunferéncia cujo comprimento & a?
. Uma piscina circular de 900 cm de didmetro ¢ cercada por uma cérca em forma

de um quadrado. O comprimento total da cérca deve ser 0 débro do comprimento
da circunferéncia da piscina. Qual sera o comprimento da cérca, ao longo de um
lado do quadrado?

. O lado de um quadrado tem 8 ¢m de comprimento. Determine o comprimento

da circunferéncia néle inscrita; da circunferéncia circunscrita.

10.

11.

12

* 13,
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. O comprimento de um lado de um tridngulo equilatero é 12. Qual é o comprimento

da circunferéncia inscrita? da circunferéncia circunscrita?

. A terra estd aproximadamente a 148.800.000 km do sol. A trajetéria da terra em

térno do sol & aproximadamente circular. Calcule que distdncia percorremos cada
ano “em orbita” ao redor do sol. Qual é vma boa aproximagio da nossa veloci-
dade (em km por hora) nessa orbita?

O raio da terra é aproximadamente 6.400 km.
A medida que a terra gira, objetos na sua super-
ficie estio constantemente se deslocando com va-
rias velocidades em relagiio ao eixo da terra, de-
pendendo da latitude onde se enconira cada obje-
to. Qual é a velocidade aproximada, em km por
hora, de um objeto préoximo ao equador? Qual &
a velocidade de um objeto a uma latitude de 45° N?
Um lado de um hexagono regular é 6, Qual é o comprimento da circunferéncia
circunscrita? da circunferéncia inscrita?

Os raios de trés circunferéncias sdo 1 cm, 10 cm e 10,000 ¢m. O raio de cada uma
das circunferéncias é avmentado de 1 cm, de modo que 08 novos raios passam a
ser, respectivamente, 2 cm, 11 cm e 10.001 cm. Determine o acréscimo no compri-
mento de cada circunferéncia devido ao acréscimo no raio.

E dada a figura na qual [JABCD ¢ um qua-
drado circunscrito a uma circunferéncia,
OWXYZ & um gquadrado inscrito na cir-
cunferéncia ¢ AC e BD contém as diagonais
de ambos os quadrados; [JPQRS é um
quadrado cujos vértices sio os pontos mé- D
dios de AW, BX, CY e DZ. Determine se
o perimetro do [(JPQRS ¢ menort, igual ou
maior que o comprimento da circunferén-
cia. Faca o raio da circunferéncia ignal a 1
e justifique sua resposta com célculos.

16-4. A AREA DE UM CiRCULO
Definigdo

Um circulo (regido circular ou disco) ¢ a reunido de uma circunferéncia
e seu interior.

Py

Vamos obter a formula para a area de um circulo.

Dada uma circunferéncia de raio r,
inscrevemos nela um n-dgono regular.
Como sempre, a irea do n-agono & repre-
sentada por A4, ; o perimetro € p e o apote-
ma & a. Na Segio 16-2, p. 478 vimos que

A, = lap.
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Nessa situagéio ha trés grandezas envolvidas, cada uma dependendo de n.
S#o elas p, a e A,. Para obter nossa formula para a drea de um circulo,
precisamos descobrir que limites essas grandezas aproximam quando n
se torna muito grande.

(a) O que acontece com A, 7 A, & sempre um pouco menor que a area
do circulo, porque sempre existem alguns pontos que estio no interior
da circunferéncia mas fora do n-4gono regular. No entanto, a diferenga
entre 4, e A é muito pequena quando n & muito grande, pois nesse caso a
regifioc poligonal quase que preenche o interior da circunferéncia. Assim,
€ de se esperar que

A, — A 1)

Mas assim como no caso do comprimento da circunferéncia, isso ndo pode
nuncz ser demonstrado, pois ndo demos ainda nenhuma definigfio de area
de um circulo. Aqui, também, o remédio é facil:

Definicao
A area de um circulo & o limite das dreas dos poligonos regulares inscritos.
Assim, A, - A por definigiio.
(b) O que acontece com a? O apOtema a é sempre ligeiramente menor
que r pois ambos os catetos de um tridngulo retingulo sdo menores que

a hipotenusa. Mas a diferenca entre a e r & muito pequena quando n é
muito grande. Assim

a-»r. 2)
(c) O que acontece com p? Por definicio de C, temos
p—C (3)
Combinando os resultados (2) ¢ (3), obtemos
$ap — 5rC.
Portanto, como A, = iap, temos
A, —4rC.
Mas sabiamos de (1) que A,, — A. Portanto
A=4rC.

Como C = 2xr, temos
A=14%r 2ar = nr?,

Assim, a formula familiar transformou-se finalmente num teorema.

Teorema 16-2

A 4rea de um circulo de raio r & wr?.

10.

11.

12,

13.

. Calcule a 4rea de uma das faces de wma méquina (fig. ao
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Problemas 16-4

. Calcule o comprimento da circunferéncia ¢ a 4rea do circulo cujo raio é 3, 5; ,/2; 7.
. Calcule o comprimento da circunferéncia e a 4rea de um circulo cujo didmetro

é6;9; 2; n/12.

. Qual & o raio de um circulo cuja area & 49a? 20m? 25?7 167 182™?
. Qual é a area de um circulo cuja circunferéncia tem comprimento 6x? 16n? 127 2a?

lado) dado que seu didmetro € 13 dm e o didmetro do
buraco ¢  dm. (Use 3% para n).

. Demonstre o seguinte teorema.

A razio das areas de dois circulos & igual ao quadrado da raziio de seus raios.

. Dois circulos tém raios 3 ¢ 12 respectivamente. Qual € a razio de suas areas?
. Os comprimentos de duas circunferéncias siio 7 e 4n. Qual € a razfo das 4reas dos

circulos correspondentes?

. O comprimento de uma circunferéncia e o perimetro de um quadrado sdo 20 cm

cada um. Qual é o que tem maior area, o circulo correspondente ou o quadrado?
Qual ¢ a diferenga entre as areas?

Dado um gquadrado com lado de comprimento 10, calcule a drea da regido limi-
tada pelas circunferéncias inscrita ¢ circunscrita.

Na figura, o diametro de cada uma das semicircunfe-
réncias pequenas ¢ igual ao raio da semicircunferén-
cia maiot. Se o raio da semicircunferéncia grande é 2,
qual é a area da regido sombreada?

[O0ABCD é um quadrado cujo lado é 5. X ¢ Z s@io os
pontos médios de AD e BC, respectivamente. Os ar-
cos circulares DY ¢ BY tém centros X e Z, respecti-
vamente. Determine a drea da regifio sombreada.

Numa esfera de raio 10 cm, sfio feitas duas segdes
por planos a 4 cm € 5 cm do centro. Que secio deter-
mina maior drea? Calcule a razio das areas das duas
segdes.
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Uma corea circular ¢ uma regidio limitada por duas circunferéncias concéntricas.
Calcule a 4rea de uma coroa circular limitada pelas circunferéncias inscrita e cir-
cunscrita a um tridngulo equilatero cujo lado tem comprimento 6.

Sio dadas duas circunferéncias concéntricas e uma corda da circunferéncia maior
tangente 3 circunferéncia menor. Demonstre que a area da coroa circular deter-
minada pelas circunferéncias é igual a um quarto do produtoe de = pelo quadrado
do comprimento da corda.

As semicircunferéncias desenhadas na figura
tém como diimetros os lados de um tridingulo
retdngulo AABC. x, y, z, m e n séo areas das
regides, como na figura. Demonstre que
x+y=oz

O 12-idgono, visto aqui com § de seus vértices numa
circunferéncia, tem todos os lados congruentes e todos
seus Angulos sfo dngulos retos. Dado que o comprimento
de cada lado ¢ 4, calcule a area da parte do circulo que
estd fora do poligono.

Uma circunferéncia de comprimento 4n & inscrita num losango de perimetro 20.
Calcule a area total das regides limitadas pela circunferéncia e o losango.

Um trapézio isdsceles cujas bases medem 2 cm ¢ 6 cm & circunscrito a uma cir-
cunferéncia. Determine a area da parte do trapézio externa a circunferéncia.

Deseja-se construir um alvo tal que um amador acerte mh
na “mdsca” com a mesma freqiiéncia com que éle
acerta qualquer um dos anéis, Procede-se da seguinte
maneira: seja o raio r da “mdsca” igual & distancia
entre duas semi-retas paralelas Fﬁc AN. Isto ¢,
PA =r. A circunferéncia de raio r e centro P inter-
cepta PM em Q. A perpendicular a PM em 0 inter-
cepta AN em B. Em seguida desenha-se a circunfe-
réncia de raio PB =r e centro P. Esse processo é
repetido, desenhando-se perpendiculares em Re S e
circunferéncias concéntricas de raios PC = r, ¢ PD =
= ry . E claro que mais anéis podem ser construidos.

An

{(a) Expresse r,, r, € r; em térmos de r. _
{(b) Mostre que as areas da mdsca, a, e dos trés anéis b, ¢ e d sdo igunais.

16-5. COMPRIMENTOS DE ARCOS E AREAS DE
SETORES

Para definir o comprimento de um arco circular, usamos o mesmo tipo
de esquema usado para definir 0 comprimento da circunferéncia toda.
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Primeiramente dividimos o arco dado, AB,
em n arcos congruentes. Desenhamos as cor- e
das correspondentes. Como antes, todas as 4
cordas tém o mesmo comprimento e € a soma
de seus comprimentos &

p = ne.

O comprimento de AB & definido como o .
limite de p quando » torna-se cada vez maior.

S =T A

Na discussdo que se segue serd conveniente considerar a circunferéncia
tdda como um arco de medida 360. O comprimento da circunferéncia
pode entdo ser considerado como o comprimento de um arco que mede 360.

Teorema 16-3

Se dois arcos tém raios iguais, entfo seus comprimentos sio propor-
cionais as medidas dos arcos.

A

comprimento 4B _ comprimento 4B
mAB mA'B

Em casos simples, & facil ver por que isso é verdade. Se vocé duplicar
a medida de um arco, isso duplicard seu comprimento; se vocé dividir a
medida por 7, isso dividira o comprimento por 7 ¢ assim por diante. Mas
uma demonstragio completa do teorema é demasiadamente dificil para
ésse curso. Consideraremos, portanto, o teorema como um noévo postulado.
Com base nesse teorema, podemos calcular os comprimentos de arcos.

Teorema 16-4

Se um arco tem medida ¢ e raio r, seu comprimento €

- 4.
L_180 nr.
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Demonstragdo. Seja C o comprimento de uma circunferéncia de raio r.
Pelo Teorema 16-3,

L_°¢
q 360
Mas C = 2zr. Portanto
L _2n
g 360
e
- 1.
L= 180 nr.
Um setor é uma regiio como uma dessas:
Definigdes

Seja AB um arco de circunferéncia de centro Q e raio r. A reuniéio de
todos 0s segmentos QP, onde P ¢ um ponto qualquer de AB chama-se
setor. AB é chamadc arce do setor e r & seu raio.

Definimos a 4rea de um setor pelo mesmo tipo de esquema usado para
definir a 4rea de um circulo. Usando o mesmo tipo de demonstragdes,
obtemos o seguinte teorema:

Teorema 16-5

A area de um setor é o semiproduto do seu raio pelo comprimento do
seu arco.

Abreviadamente,
A=%L.

Ha uma maneira facil de lembrar essa formula, A irea de um setor,
em um circulo de raio fixo r, deveria ser proporcional ao comprimento
do seu arco. (De fato, isso & verdade). Quando o arco é a circunferéncia
tdda, a 4drea é nr? = Cr, onde C = 2ar. Portanto, para um setor com
arco de comprimento Le drea A devemos ter
A iCr
L~ C

Usando a férmula de Ldo Teorema 16-4, obtemos:

’ € A= %rL.
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Teorema 16-6

Se um setor tem raio r e seu arco medida g, entdio sua area €

9 .. .2
A—36{) e,

Observe que sendo ¢ = 360 o teorema diz que 4 = ar?, e é o que de-
veria dizer.

Problemas 16-5

. O raio de uma circunferéncia ¢ 18. Qual o comprimento de um arco de 60°7 de 90°?

de 120°? de 150°7 de 180°7 de 270°?

2. Qual é o raio de uma circunferéncia s¢ o comprimento de um arco de 45° ¢ 3n?

10.

11.

12,

. Qual é o raio de uma circunferéncia se o comprimento de um arco de 72° ¢ 4n?

D
. Tanto AB como €D sio arcos de 60°, mas seus 8
comprimentos nfio sio iguais. P ¢ o centro de
ambos os arcos. Se PA = 6 e AC = 3, qual o com-
primento de AB e qual o comprimento de CD?
p 60° A C

. O comprimento de um arco de 60° ¢ 1 dm. Determine o raio do arco e o compri-

mento da sua corda.

. Explique a diferenga de significado dos térmos medida de arco ¢ comprimento

de arco.

O raio de uma circunferéncia & 10, Qual ¢ a area de um setor que teém um arco

de 90°? de 72°7 de 180°7 de 216°? de 324°7

 Numa circunferéncia de raio 2, um setor tem irea z. Qual é a medida do arco do

setor?

. Numa circunferéncia de raio 6, um setor tem Area 15n. Qual & o comprimento

do arco do setor?

O ponteiro dos minutos de um relégio grande na tdrre de um edificio tem 1,8 m.
Calcule a distancia percorrida pela extremidade désse ponteiro em 5 minutos. Que
distincia &le percotre em 1 minuto?

Ao projetar prédios muito altos, os engenheiros devem ter em mente 0 movimento
de oscilagio que & tipico de estruturas de arranha-céus. A altura do “Empire State
Building” no 102° andar & 375 m. Se o edificio, nessa altura, descreve um arco de £°,
quanto &le oscila de um lade para outro? ' A

Um segmento circular é uma regifio limitada por um 8
arco de circunferéncia ¢ a corda do arco. Descreva
um método para determinar a drea de um segmento
circular, :
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13. Calcule a area de um segmento circular sabendo-se que o raio r da circunferéncia

¢ a medida do arco, mARB, sio
{a) r =12; mAE = 60. b)r=6;, mAB =120

14. Caicule a 4rea de um segmento circular, dado o raio r da circunferéncia e a medida

do arco, mAB:
(@) r=8; mAB = 45. (b) r = 10; mAB =30.

* 15. Uma regido octogonal ¢ inscrita numa circunferéncia de raio 6. Determine a parte

da regido circular externa ao octégono.

* 16. O raio de cada arco circular, constituindo o desenho
de seis pétalas, & 0 mesmo que o raio da circunferén-
cia que contém as pontas de tddas as pétalas. Se o
raio é 1, qual é a area da figura?

17. Uma correia continua corre ao longo de
duas rodas como na figura. As rodas tém
raios 3cm e 15 cm ¢ a distincia entre
seus centros é 24 cm. Calcute 0 compri-
mento da correia.

* 18. Uma correia continua corre ao longo de
duas rodas de modo que as rodas giram em
sentidos contririos. As rodas tém raios 3 cm
e 9cm e a distdncia entre seus centros é
24 cm. Calcule o comprimento da correia.

Problema Magno

Derive a formula para 4rea de uma oval. Construa uma
oval da seguinte maneira. Sejam AB e CD didmetros
perpendiculares de uma circunferéncia de raio r. Com
centro em A ¢ raio AB desenhe um arco a partir de B
que intercepta AC em G. Anilogamente, com centro em
B e raio AB, seja H a intersecio de AH com BC. Final-
mente, com centro em C ¢ raio CG, desenhe GH. Deter-
mine a area da oval ADBGH.

9

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Revisdo do Capitulo

Um poligono convexo é um conjunto convexo?

., Defina poligono regular.

. Um hexagono é circunscrito a uma circunferéncia de didmetro 10. Se o perimetro

do hexadgono ¢ 28, qual & a sua area?

. Compare o apdtema de um poligono regular e o raio da circunferéncia inscrita.

. Compare 0 apdtema de um poligono regular ¢ o raio da circunferéncia circunscrita.

(Para demonstrar sua resposta, vocé pode super que o comprimento de um lado é e.)

. Um poligono convexo tem 13 lados. Qual & a soma das medidas dos seus 13 ingulos

externos?

. Quantos lados tem um poligono convexo se a soma das medidas dos seus dngulos

¢ 1080?

. Qual é a medida de cada dngulo de um pentagono regular? hexagono? octégono?

decagono?

. Qual é o apdtema de um poligono regular de area 225 e perimetro 607

Se o comprimento de uma circunferéncia é C ¢ o raio ¢ r, qual é o valor de C/y?

Qual ¢ o raio de uma circunferéncia se seu comprimento & igual & irea do circulo
que ela determina?

A drea de um circulo é 6 vézes o comprimento da circunferéncia que o determina.
Qual é o raio?

Duas circunferéncias concéntricas tém raios 5 e 13. Determine o raio de uma cir-
cunferéncia cuja area é igual 4 area da coroa circular limitada pelas duas circunfe-

réncias.

Se o raio de uma circunferéncia é 4 vézes o raio de outra, qual é a razio de seus
didmetros? de seus comprimentos? das areas dos circulos que elas determinam?

Os comprimentos de duas circunferéncias sio 6 ¢ 10. Qual €& a razio das areas dos
circulos que elas determinam?

Compare as areas de um tridngulo equiltero circunscrito a uma circunferéncia
com a de um triingulo equilitero inscrito na circunferéncia.

Mostre qite a 4rea de um circulo € dada pela f6rmula nd? onde d é o didmetro
do circulo.

Passa mais 4gua por 3 torneiras de 1 cm ou por uma torneira de 3 cm? Demonstre
sua resposta. {(Uma torneira é medida pelo seu diimetro interno).
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20.
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Sabe-se que o comprimento de um lado de um tridn-
gulo equilatero AABC é 6 e que P, e R sfio os pontos
médios dos lados. PQ, PR ¢ OR tém os vértices do
tridngulo como centros. Calcule a 4rea € o compri-
mento do contdrno da regidc PQR.

A drea de um quadrado é igual 3 drea de um circulo de didmetro 2. Qual é o com-
primento do lado do quadrado?

O perimetro de um quadrado € igual ao comprimento de uma circunferéncia,
Qual determina uma area maior? Calcule a raziio entre a drea do quadrado e a
area do circulo,

Um quadrado ¢ inscrito num setor de 90° ¢ raio r. De-
duza uma formula para a drea da regiio sombreada.

Cada vértice da figura ABC é o centro do arco oposto.

A figura tem a seguinte propriedade muito interessan-

te: se rolada entre duas retas paralelas, que sdbmente a

tocam, ela sempre tocara as duas retas, assim como

uma circunferéncia o faria. Seja r o raio de cada arco.

Deduza uma formula para a drea da figura ABC e A 8
uma formula para o perimetro da figura ABC.

Problema Magno

Vocé j4 viu uma broca que pode fazer um buraco qua-
drado? Uma tal broca foi inventada em 1914. F simples-
mente uma adaptagio da figura triangular vista no Pro-
blema 23 acima. A figura é conhecida como o tridngulo
de Reuleaux, pois Franz Reuleaux (1829-1905) foi a
primeira pessoa a demonstrar suas propriedades de lar-
gura-constante. Vocé pode desenhar uma broca que faga
um buraco quadrado com facilidade. Recorte cuidadosa-
mente, de uma fdlha grossa de papeldo, um quadrado
de 10 cm aproximadamente de lado. O buraco resultan-
te serd o buraco quadrado para usar na experiéncia.
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Em seguida, num pedago separado de papeldo, construa um tridngulo equilatero
de lado igoal ao lado do guadrado. Com um compasso ¢ usando como centro os
vértices do tridngulo, desenhe os arcos necessirios. Recorte 8sse tridngulo de
Reuleaux. Vocé vai ver que o tridngulo gira no buraco mantendo sempre contato
com o8 lados do buraco quadrangular. Desenhar a broca agora é trabalho seu.
Se vocé estiver interessado em conhecer algo mais a respeito de curvas de largura
constante, assim como outros problemas relacionados, vocé deve ler “Mathema-
tical Games” de Martin Gardner no Scientific American de fevereiro, 1963, p. 148
cm diante ¢ o capitulo sdbre tais curvas em The Enjoyment of Mathematics de
Rademacher ¢ Toeplitz.



17 SOLIDOS E SEUS
VOLUMES

17-1. PRISMAS

Suponha que tenhamos dois planos paralelos e uma regido poligonal
em um déles.

Nas figuras, a regifio poligonal dada é R, contida no plano E, .

Em cada ponto P de R, levantamos um segmento PP, perpendicular
a E,, ligando P ao ponto P’ do segundo plano. A rcunido de todos éstes
segmentos € chamada prisma reto. A regidio R é chamada base inferior ou
simplesmente base. Podemos imaginar um prisma reto como o solido que
é gerado quando a base se¢ move verticalmente para cima, de E, até E, .

Um solido como &ste € chamado prisma reto porque todos os segmen-
tos que levantamos sfo perpendiculares ao plano da base. Podemos for-
mar prismas de outros tipos, levantando o0s segmentos em uma diregio
fixa qualquer, que pode ou ndo ser perpendicular ao plano da base. Esta
possibilidade estid prevista na defini¢io seguinte:

Definigao

Sejam E, e E, dois planos paralelos, R uma regifio poligonal contida
em E, e Luma reta que intercepta E, ¢ E, mas ndo intercepta R. Para
cada ponto P em R, seja PP o segmento que & paralelo a Le liga P a P’
de E,. A unifio de todos os segmentos PP’ & chamada prisma.

Observe que, na definicio acima, nio podemos permitir que L inter-
cepte R porque, entdio, nenhum segmento pela interse¢iio seria paraleloa L.)
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Definigdes

A regifio poligonal R é chamada base inferior ou, simplesmente, base
do prisma. A parte do prisma que esti em E, é chamada base superior.
A distincia entre E, ¢ E, é chamada altura do prisma. Se L & perpendicular
a E, e E,, entfo o prisma é chamado prisma reto.

Observe que para 0s prismas retos, a altura ¢ a distincia PP, mas para
os prismas que nio sdo retos, a altura & sempre menor que PP

Os prismas siio designados pelas bases: um prisma triangular € um pris-
ma cuja base &€ uma regifio triangular, ¢ assim por diante.

Definigéo
Uma segdo transversal de um prisma é a intersegdo do prisma com um
plano paralelo ao plano da base (desde que esta interse¢iio ndo seja vazia.)

Teorema 17-1

To6das as segdes transversais de
um prisma triangular sdo congruen-
tes a base.

Evidentemente, as segOes trans-
versais € a base sfio, na realidade, re-
gides triangulares ao invés de triln-
gulos. Quando dizemos que elas sio
congruentes, estamos querendo di-
zer que os tridngulos corresponden-
tes sdo congruentes.

Demonstragido. Como na figura, consideremos como base o tridngulo AABC
mais 0s pontos interiores e sejam D, E e F os pontos onde a se¢io trans-
versal intercepta AA’, BE' ¢ CC. Entio AD || FC, porque ambos os seg-
mentos sdo paralelos a L. DF | | AC, Pelo Teorema 10-1. Portanto []ADF C
é um paralelogramo. Logo, DF = AC.

[Pergunta: O Teorema 10-1 nos diz o que acontece quando dois pla-
nos paralelos sdo interceptados por um terceiro plano. Aqui, os dois pla-
nos paralelos sfio os que contém AABC e ADEF. Qual ¢ o terceiro plano?]

Exatamente da mesma forma, mostramos que DE = AB e EF = BC.
Por LLL, temos ADEF = AABC, como queriamos demonstrar,

Corolério 17-1.1

As bases superior e inferior de um prisma triangular sdo congruentes.
Isto & dbvio, porque a base superior € uma segiio transversal.
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Teorema 17-2

Todas as segdes transversais de um prisma tém a mesma area.

Demonstragdo. Sejam R a base ¢ § uma secgio transversal. Entdo, a area
de R € a soma de¢ areas de um ntimero finito de regides triangulares. A area
de S & soma de areas de correspondentes regides triangulares em S. Como
triingulos congruentes t€m a mesma area, a soma ¢ a mesma para R e
para S.

Corolario 17-21

As bases de um prisma tém a
mesma Aarea.

Isto € porque a base superior é
uma seqdo transversal,

Na maioria das vézes, lidaremos com prismas cujas bases sdo regides
poligonais convexas., Por uma regido poligonal convexa, entendemos um
poligono convexo mais seu interior. Em tais casos, podemos falar de uma
aresta ou de um vértice de uma base.

A figura acima nos recorda a definigio de prisma. Na figura, 4 e B sio
vértices da base e AB é uma aresta da base. Os segmentos A4’ ¢ BB’ sio
chamados arestas laterais do prisma. A regido em forma de paralelogramo
determinada por [JAA'B'B é chamada face lateral do prisma. Re-enuncia-
mos &stes conceitos numa linguagem mais precisa.
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Definicdo A pr B

Se A & um vértice da base de um prisma e A’
é o ponto correspondente da base superior, entdo
AA’ & uma aresta lateral do prisma. Se AB é uma
aresta da base e F é a reunidio de todos os segmentos
PP para os quais P estd em 4B, entdo F é uma
face lateral do prisma.

Teorema 17-3

As faces laterais de um prisma sio regides em forma de paralelogramo.

Para demonstrar isto, precisamos provar que A4’ | BB’ ¢ AB | A'B.
Justificagdes?

Corolério 17-3.1

As faces de um prisma reto sido regides retangulares.

Demonstragio? {Sabemos que LLE, e A4'| L)

Definigées

A reunido das faces laterais de um prisma é chamada superficie lateral.
A reunidio das faces laterais e das bases é chamada superficie total.

Definigdes

Um paralelepipedo € um prisma cuja
base é uma regiio em forma de parale-
logramo.

Um paralelepipedo retdngulo € um pris-
ma retangular reto. :

s

4

Assim, tddas as faces de um paralelepipedo séio regides em forma de
‘paralelogramo. E tédas as faces de um paralelepipedo retingulo séo re-
gides retangulares.

Defini¢cao
Um cubo & um paralelepipedo retingulo cujas arestas sdo tédas con-
gruentes.

. Copie em seu caderno ¢ complete:
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Problemas 17-1

D’ <

VZAN

B/

(a) O prisma da figura ao lado & chamado ..........

{b) A regiioc ABCD ¢ chamada ................

(c) AA' é chamado................ b
(d) HH' ¢ chamado................

(e) Se AA' fosse perpendicular ao plano da base, b 5
entdo o prisma seria chamado................

() A regido BB'C'C ¢ chamada................
(2) A reunido das faces laterais ¢ chamada................
(h) Se [(JABCD fasse um paralelogramo, o prisma seria chamado

. A figura abaixo, i esquerda, mostra um prisma reto apoiado sébre uma face lateral,

As bases sfio regides trapezoidais. Os comprimentos das arestas paralelas da base
sdo 4 ¢ 9 e 0s comprimentos das arestas ndo paralelas sio 5 e 6 e BF = 12. Deter-
mine a area da superficic lateral do prisma.

TI
1
P/ 1 5/
H G {
QI R’
|
D 7
F ,”’J\\"'\
£\ P /)’
A ] Q R

. A altura do prisma reto pentagonal 4 direita acima & 8 e os comprimentos das

arestas das bases sfio 2, 5,7, 7 ¢ 84 . Determine a 4rea da superficie lateral do prisma.

. Um prisma reto tem uma aresta lateral medindo 3 e o perimetro da base & 34,

Qual ¢ a area da superficie lateral?

. Demonstre que a 4rea § da superficic lateral de um prisma reto é dada pela for-

mula S = hp, onde h & a altura do prisma e p é o perimetro da base.

. Determine a altura de um prisma reto para o qual a area da superficie lateral &

143 e o perimetro da base & 13.

. Se uma face lateral de um prisma ¢ um retingulo, é verdade que todas as outras

faces laterais sdo retdngulos?

. As bases de um prisma sdo tridngulos equila-

teros e as faces laterais siio regiGes retangulares,
Sendo 6 o comprimento de uma aresta da base
¢ 10 a altura do prisma, determine a 4rea da
superficie total do prisma.



10.

11.

12,
13.

* 14,

* 15

. Demonstre que duas arestas laterais nio con-
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DI
secutivas sfo coplanares e que a intersegio do

plano por elas determinado com o prisma &

uma regido em forma de paralelogramo. (Em

ptimeiro lugar, refaga o enunciado, em térmos

das notagGes da figura.)

A

Qual ¢ a 4rea da superficie lateral de um cubo de aresta 5?7 Qual € a area da super-:
ficie total?

As arestas de uma seciio transversal de um prisma triangular sio 3,6 ¢ 3J§. Quanto
medem as arestas de uma outra secfio transversal? Que figura geométrica sera?
Quais as medidas de seus Angulos? Determine a 4rea de uma se¢do transversal
déste prisma.

A diagonal de um cubo é 16,/3. Determine a area da superficie total.

As dimensdes de um paralelepipedo retangular sio 4,7 e 12. Determine a drea da
supetficie total.

N

As dimensdes da base de um paralelepipedo retin-
gulo sdo § e 8 e sua altura é 12. Uma cavidade, em
forma de prisma triangular reto de base um tridngulo
equilatero de aresta de comprimento 3, estende-se da
base inferior 4 base superior do paralelepipedo. De-
termine a drea da superficie total da figura,

1
i
i

L

r———————l———-

-~

7

A base de um paralelepipedo é uma regido
retangular medindo 6 por 15. Duas faces
laterais opostas (ver figura) sfio regides in-

clinadas de 60° graus em relagéio 4 base. Um /\
plano perpendicular 4 aresta mais longa da
base intercepta o paralelepipedo em uma
regido retangular. Determine a superficie
total da figura.

17-2. PIRAMIDES

Uma piramide de base R
vértice V é o solido visto ao lado.

Sélidos e Seus Volumes 501

A piramide ¢ a reunido de todos os segmentos ¥, onde Q é um ponto
qualquer da base. Desta forma:

Definigbes

Dados uma regiéio poligonal R em um plano E ¢ um ponto Vfora de E,
a pirdmide de base R e vértice V & a reunido de todos os segmentos VQ,
com Q pertencendo a R. A altura da pirAmide é a distincia (perpendicular)
de VaE.

Se¢des transversais horizontais sfo definidas do mesmo modo que para
os prismas. Isto é uma segdo transversal horizontal de uma pirimide é a
intersegio da pirdimide com um plano paralelo ao plano da base (desde
que, como antes, o plano, de fato, intercepte a pirdmide).

Conforme um plano horizontal se mova paralelamente da base para o
vértice, é dbvio que a area da segfo transversal decresce constantemente,
até que, finalmente, torna-se zero, no vértice. No teorema seguinte, obtemos
uma férmula que nos diz exatamente como a area da segfio transversal
muda quando a base & triangular.

Teorema 17-4

Tdda se¢do transversal de uma pirAmide triangular, entre a base e o
vértice, ¢ uma regio triangular semelhante 4 base. Se hé a alturae k é a
distincia do vértice A segiio transversal, entio a drea da secio transversal
é k%/h® vézes a Area da base.

A notagiio da demonstragio € a da figura. A base é a regifo determi-
nada pelo trifngulo AABC. O tridngulo AA'B'C’ ¢ o triingulo correspon-
dente na segdo transversal. O segmento VP é perpendicular ao plano da
base, com VP = h; e VP é o segmento perpendicular por ¥ ao plano da
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se¢do transversal, com VP = k. A figura a direita mostra os tridngulos
AV AP e AVA'P' no proprio plano que éles determinam. Observe que / P
€ L P (ou seja, /L VP'A') siio, realmente, dngulos retos porque % ¢ per-
pendicular aos dois planos em questio,

Demonstragdo. Seguem-se as principais passagens.
1)} AVA'P' ~ AVAP.

Sendo /. Pe / P angulos retos ¢ /. V= £ ¥, a semelhanga segue do Co-
rolario AA,
VA k&
@ VA~ H’
porque €stes sdo os comprimentos de lados correspondentes.
Exatamente da mesma forma, usando os triingulos AVP'B e AVPB,
podemos mostrar gue

VB k
3) 7}
Pelo Teorema de Semelhanga LAL, temos
G AVA'B ~ AVAB.
Portanto
AB vA &k
) AB VA h

Nesta situagio, ndo existe nada especial sdbre AB na base ¢ 4B’ na
secdio transversal; as arestas BC e B'C’ mantém o mesmo tipo de relagiio.
Portanto temos

BC k
© BC=h’
e
AC  k
0 A <h
Pelo Teorema de Semelhanga LLL (Teorema 12-6), temos
(8) AA'B'C' ~ AABC.

Isto demonstra uma parte de nosso teorema. A outra parte resulta,
agora, do Teorema 12-9, porque a razio entre cada par de lados corres-
pondentes & k/h.

Nio ¢ apenas para pirdmides triangulares que as se¢des transversais se
comportam desta maneira; nfio importa qual possa ser a forma da base,
a razio & sempre k%/h%, como antes.
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Teorema 17-5

Em qualquer pirimide, a razio entre a area de uma segio transversal
e a area da base é k*/h?, onde h ¢é a altura da pirdmide e k € a distincia
do vértice ao plano da segiio transversal. ’

Demonstragdo. Dividimos a base em
pequenas regides triangulares T,
T,.-., T, como na defini¢io de
regido poligonal. As areas sio ay,

a,,..., 4,. Na figura, mostramos o
caso em gue n = 3. Sejam 4a},
ay,...,a, as areas das regides cor-

respondentes na segio transversal.
Entdo, a area da basc é

A=a1+a2+”'+an,
€ a area da secdo transversal &
Ai=a +ay++a,.
Pelo teorema precedente,
kz kz k2

?

g
a'1=Fa1’ a2=h_202: T an:?au'

Portanto
2 2

k k
Ak=h7(a1 +a2+“'+a2)=FA,

como queriamos demonstrar,
Bste teorema nos permite demonstrar o seguinte,
Teorema 17-6

Se duas pirdmides tém a mesma area da basc ¢ a mesma altura, entéio
as segOes transversais, equidistantes dos vértices, t8ém a mesma 4rea.




W
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_ Ng ﬁgura, mostramos pirdmides triangulares meramente por questiio de
simplicidade. Mas a demonstragio nfio se restringe a &ste caso, nem o
teorema.

Demonstragdo. Como esta indicado na figura, sejam A a area da base de
cada pirdmide, & a altura de cada uma ¢ k a distancia de cada segiio trans-
versal ao vértice. Entdio, as 4reas das segbes transversais sio as mesmas,
pois cada uma delas ¢ igual a (k*/h*)A.

Problemas 17-2

. Da mesma forma que os prismas, as pirimides
sdo designadas pelas formas de suas bases. Ao
lado, temos um esbégo de uma pirimide re-
tangular. Faga esbogos de pirimides triangu-
lares e quadrangulares.

. Qual € o outro nome de uma pirdmide tridngular? (Veja o Cap. 3).
. Escreva as defini¢des formais de aresta lateral € face lateral de uma pirimide.
. Na pirdmide V-ABC, o tridingulo AABC & equila-

tero. Um plano paralelo a base intercepta as arestas
laterais em D, E e F, de tal forma que VE = EB.

v

DV
a) Quanto vale -—? b F
(@) Q vale -

(b) O que & que vocé pode afirmar sdbre ADEV e
AABV? E sdbre AABC ¢ ADEF? A c

DE
¢) Quant le —?
{c) Q novaeAB

(d) Se BC = 6, quanto vale aADEF? 8

. A 'altura de uma pirimide quadrangular é 10 e um lado da base é 15. Determine
a 4rea de uma segiio transversal a uma distdncia 6 do vértice.

. A drea da base de uma pirdmide pentagonal & 72 cm? e a altura € 12 cm. Qual ¢
a 4rea de uma segdo transversal a 4 cm da base?

. Uma segdo transversal de 108 cm? de irea estd a 9 cm do vértice de uma piramide

cuja base tem uma 4rea de 180 cm?. Determine a altura da pirAmide.
v

O T
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As duas piramides vistas na pag. anterior, com a pirdmide quadrangular i esquerda,
tém alturas iguais. As bases sdo coplanares, bem como as se¢les transversais. Sendo
que AB =2./6, AB =32 ¢ a 4rea da regido poligonal SUVWXYZ 24, de-
termine a Area da segfio transversal da pirdmide & direita. A

. Uma pirdmide cuja base ¢ um poligono regular e

cujo vértice € equidistante de cada vértice da base
é chamada pirdmide regular.

Demonstre que a altura pelo vértice de uma pi-
rdmide regular intercepta a base no seu circuncen-
tro (isto &, no ponto da base que & equidistante
de cada um dos vértices da mesma).

)

B C

. Uma aresta da base de uma'pirﬁmidc regular quadrangular mede 10 m de compri-

mento e a altura da pirAmide é 12 m. Determine a area da superficie lateral da
pirimide.

. Demonstre que as faces laterais de uma piramide regular sio limitadas por trian-

gulos isosceles congruentes.

. A altura de cada uma das faces laterais de uma pirdmide regular é chamada apdte-

ma da piramide. Mostre que a drea da superficie lateral ¢ metade do produto do
apbtema pelo perimetro da base.

. Determine a 4rea da superficie total de uma pirimide reguiar cuja altura € 15 e

cuja base ¢ um quadrado de lado 16. A

. Determine a 4rea da superficie total de uma

pirdmide regular hexagonal sendo que o com-
primento de uma aresta da base € 8 e a altura
da pirdmide é 12.

C D

. E dada uma pirimide triangular qualquer ABCD. Descreva um plano cuja inter-

seglio com a pirimide seja wma regido em forma de paralelogramo.

Problema Magno

Dado um tetraedro regular (uma pitdmide triangular) de aresta 8, determine a
area de uma segio transversal que contenha o ponto de concorréncia das quatro
alturas da pirimide.

17-3. O VOLUME DE UM’PRISMA E DE UMA
PIRAMIDE. O PRINCIPIO DE CAVALIERI
Aprenderemos, agora, como determinar os volumes de varios solidos.

Este processo envolvera muitas idéias que vocé ja usou no calculo de areas
de regides poligonais. Nossa discussio, entretanto, serd mais informal que
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a do Cap. 11 e nfio incluird uma série completa de postulados apropriados
a justificar tudo que fizermos a cada passo. Enunciaremos, entretanto, os
dois principais postulados que usaremos nos cilculos numéricos.

Vocé se recorda que, no Cap. 11, tomamos a férmula de irea A = &2
para quadrados como postulado e usamos um artificio para obter a for-
mula de area A = bh para retingulos. Para volumes de sdlidos, nosso
artificio ndio funciona, de modo que langamos méo de um postulado mais
forte.

POSTULADO 23. O Postulado da Unidade

O volume de um paralelepipedo retingulo é
o produto da area da base pela altura.

a

Evidentemente, qualquer face de um paralelepipedo retangulo pode ser
considerada como base, QObtemos sempre a mesma resposta para o volume,
porque, em cada caso, 4h € o produto dos comprimentos de trés arestas
quaisquer com uma extremidade em comum.

Para compreender 0 que aconiece com ¢ nosso proximo postulado,
ractocinemos, antes, com um modélo fisico. Podemos fazer um modélo
aproximado de uma pirimide quadrangular formando uma pilha de car-
tdes quadrados, de tamanho apropriado.

A figura & esquerda representa uma pirimide exata e a figura a direita é um
modé&lo aproximado, feito de cartdes,

Suponha que tenhamos perfurado um pequeno orificio no modélo, do
alto até algum ponto da base, e que tenhamos inserido uma pequena haste
de modo que ela atravesse todos os cartdes do modéle. Podemos, entdo,
inclinar a haste em qualquer dire¢io que quisermos, mantendo sua extre-
midade fixada a base. A forma do modélo, entdo, muda, mas nio o volume.
A razio € que o volume & simplesmente o volume total dos cartdes, e &ste
volume total niio muda quando os cartdes deslizam uns sdbre os outros.
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O mesmo principio se aplica de modo mais geral. Suponha que se tenha
dois sélidos com bases em um mesmo plano. Imaginaremos éste plano
como sendo horizontal. Se tddas as se¢Bes transversais dos dois solidos,
a0 mesmo nivel, ttm a mesma éarea, entio os dois solidos tém o mesmo

volume.

Isto é verdade pela seguinte razdo. Fagamos, novamente, um modélo de
cartdes para cada um dos solidos. Entdo, cada cartio do primeiro modélo
tem, cxatamente, o mesmo volume do cartiio correspondente do segundo
volume. Usando cartdes muito finos, podemos fazer modélos que sdo apro-
ximagdes muito boas dos soélidos dados. Na verdade, podemos fazer apro-
ximagdes tio boas quanto quisermos, usando cartdes suficientemente finos.
Portanto, os volumes dos dois solidos iniciais sio os mesmos.

O principio envolvido neste raciocinio é chamado Principio de Cava-
lieri. Ndo demonstramos éste principio; simplesmente explicamos por que
éle é razoavel. Enunciaremos, portanto, éste principio na forma de postulado.

POSTULADO 24. O Principia de Cavalieri

Sio dados dois sélidos e um plano. Suponha que todo plano, paralelo ao
plano dado, interceptando um dos dois solidos, também interceptara o
outro, dando se¢Bes transversais de mesma area. Entdo os dois solidos

tém o mesmo volume.
O Principio de Cavalieri é a chave para o calculo de volumes, como
logo veremos.
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Teorema 17-7
O volume de qualquer prisma é o produto da altura ¢ a area da base.

Demonstragdo. Sejam ki ¢ A a altura e a area da base, respectivamente, de
um prisma dado. Considere um paralelepipedo retingulo com a mesma
altura h e base de mesma érea A, sendo que a base do paralelepipedo esta
no mesmo plano da base do prisma dado. Sabemos, pele Teorema 17-2,
que tddas as segOes transversais, para ambos 0s prismas, tém a mesma
area A. Pelo Principio de Cavalieri, isto significa que os dois solidos tém
o mesmo volume. Como o volume de um paralelepipedo retingulo é A,
pelo Postulade 23, o teorema estd demonstrado.

Teorema 17-8

Se duas pirfntides t&ém a mesma altura e a mesma 4drea da base e se as
bases estdo contidas num mesmo plano, entdo elas t8m o mesmo volume.

Demonstragdo. Pelo Teorema 17-6, as se¢fes transversais corresponden-
tes nas duas pirdmides tém a mesma area. Pelo Principio de Cavalieri,
isto significa que elas tém o mesmo volume.

Teorema 17-9
O volume de uma pirmide triangular € um tér¢o do produto da altura

pela area da base.

Demonstracio. Dada uma pirdmide triangular, formamos um prisma trian-
gular com a mesma base e mesma altura.
D
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(Temos a liberdade de usar um prisma triangular reto, como na figura.
De um modo ou de outro, isto ndo tem importéncia.)

Agora, dividimos o nosso prisma em trés piramides, como esta indicado
acima, 2 direita. Designaremos estas pirAmides pelos nomes dos seus vér-
tices, em qualquer ordem. Assim as novas piramides sio ADEF, ABEF e
AFBC. Desenhadas separadamente, temos:

D
F
A B

A c
(a) (b) ©
3

D E F

(a)

(b) B

A 8 c

(1) ADEF e ABEF tém o mesmo volume.

Demonstragdo. Podemos considerar F como vértice de cada uma das
pirimides. As bases sfo, entdo, as regides triangulares determinadas pelos
tridngulos AADE ¢ AABE. Como é&stes tridingulos sdo congruentes, sabe-
mos que ADEF ¢ ABEF tém a mesma éarea da base; ¢ elas tém a mesma
altura porque a altura de cada uma & a distincia de F ao plano que contém
as bases. Portanto, elas tém o mesmo volume.

(2) ABEF e AFBC tém o mesmo volume.

Demonstragio. Podemos considerar A como o vértice de cada uma das
pirdmides. As bases sdo, entfo, as regides triangulares determinadas pelos
trisngulos ABEF e AFBC. Como &stes tridngulos sdo congruentes, sabe-
mos que ABEF ¢ AFBC tém a mesma area da base. E e¢las t8ém a mesma
altura, porque a altura de cada uma delas ¢ a distdncia de 4 ao plano que
contém as bases. Portanto, elas tém o mesmo volume.

(3) AFBC e a piramide original PABC tém o mesmo volume.

(A demonstra¢io & 6bvia: elas t8ém a mesma altura ¢ a mesma drea
da base.)-
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Neste ponto, a demonstragio estd quase terminada. Seja g a area de
AABC e seja h a altura de PABC. Entio, 0 volume de nosso prisma e ah.
Se V¢ o volume de cada uma das pirdmides, entdo 3V = agh. Portanto,

V = 4ah,
como queriamos demonstrar,
O mesmo resultado vale para pirimides em geral.

Teorema 17-10

4 Ob volume de uma pirdmide ¢ um térgo do produto da altura pela area
a base.

Deman.stra;&o. Sendo dada uma pirimide com altura h e base a, tome
uma pirdmide triangular com a mesma altura e base mesma drea, estando
a bas‘e no mesmo plano da primeira. Pelo Teorema 17-6, as se¢des trans-
versais, no mesmo nivel, tém a mesma area. Portanto, pelo Principio de
Cavalieri, as duas pirdmides tém o mesmo volume. Logo, o volume de
cada uma ¢ 4ah, o que demonstra o teorema. .

Problemas 17-3

. A'altura de paralelepipedo reténgulo € 7 ¢ as dimensdes da base sfio 4 e 5. Deter-
mine o volume.

- Enche-se um recipiente ciibico de metal com 4gua. Dado que um galio do liquido
te}m um volume de 21600 cm?, ¢ sendo 120 ¢m a aresta do recipiente, calcular o
namero de galdes que o recipiente pode conter.

. Certos lingotes de prata sfio fundidos na forma
de um prisma reto cuja base (a extremidade do
lingote) é um trapézio. As bases do trapézio me-
dem 7,5 cm ¢ 10 cm e a altura de um lingote & 5 cm.
O comprimento do lingote ¢ 30 cm. Se a prata
pesa 140 gr por cm®, quanto deve pesar um lingote?

10.
1L

12,

. Uma amostra de metal é mergulhada em um

. Para calcular o custo da instalagiio de um sistema

. Determine o volume de uma pirdmide regular qua-
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tanque de 4dgua, retangular, cuja base mede
15 ¢m por 20 cm. O nivel da dgua se eleva de
0,35 cm. Qual é o volume do metal?

de ar condicionado em um certo projeto de cons-
trugiio, o empreiteiro deve computar o volume de
ar contido em uma construgio retangular como
a delineada na figura. A construgiio mede 40 m de
comprimento por 12 m de largura. As arestas la-
terais da construgio medem 3 m ¢ o ponto mais
alto do teto se acha a uma altura de 4,5 m. Deter-
mine o volume da construgio.

. Um prisma retangular reto tem uma altura de 18 cm e as dimensdes da base sio

6 cm e 8 ¢cm. Um plano determinado por uma diagonal da base ¢ um vértice da
base superior forma uma pirimide com as faces do prisma. Determine o volume
da pirdmide.

drangular cuja altura é 12 e cuja base tem uma
aresta de 12. Determine, também, a area da su-
perficie lateral.

P

. Deduza uma formula para o volume de uma pirdmide regular quadrangular, cujas

faces laterais sfio trifingutos equiliteros de lado s.

Se duas piramides regulares quadrangulares, cujas
faces sdo tridngulos equildteros, sio colocadas base
a base, entio o solido resultante, de oito faces,
& chamado octaedro regular. Demonstre que o vo-
lume ¥V de um octaedro regular de aresta ¢ é dado

pela férmula V =4,/24°.

<

Determine o volume ¢ a superficie total de um octaedro regular de aresta 3.
Demonstre que o volume de um octaedro regular & dado por V = 4d,d,d, , onde
dy, d5, e dy sfio os comprimentos das diagonais.

Uma segiio transversal de uma pirdmide forma uma pequena piramide, cujo vo-
lume é 2 e cuja altura ¢ 1. O volume da pirdmide grande & 54. Qual ¢ a altura desta
pirdmide?
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13. A pirdmide P-ABCDE ¢ pentagonal e a drea
da base ¢ 64. A altura PF éiguala 12. V, W, X,
Y e Z sdo os pontos médios das arestas laterais,
como mostra a figura. Determine a 4drea da se-
¢do transversal VWX YZ. (Por que é uma se-
cido transversal?) Determine o volume da pi-
ramide pequena. Qual é a raziio entre os vo-
lumes das duas pirimides?

14. A parte de uma pirimide limitada pela base, por uma segio transversal e pelas

regides trapezoidais das faces laterais, & chamada tronco de pirimide. Na figura do
Problema 13, os vértices do tronco de piramide sio 4, B, C, D, EVWX YeZ
Determine o volume déste tronco.

* 15. A area de uma scgfo transversal de uma pirmide & 20 e a area base é 45. Se a altu-

ra da pirdmide & 6, qual a distincia do vértice 4 segiio transversal? Qual ¢ a razdo
entre os volumes das duas pirdmides?

* 16, Um plano paralelo 4 base de uma pirdmide regu-

lar quadrangular intercepta a altura em um ponto
a trés quartos da distincia do vértice 4 base, a
partir do vértice. A altura da pirAmide ¢ 16 ¢ a
aresta da base & 24. Determine a area da superficie

lateral € o volume do tronco de pirdmide. -

Problema Magno
Mostre que o volume de um tronco de pirimide ¢
dado pela férmula

V =1nB + B + ./ BB),

onde B e B’ 580 as dreas das bases ¢ h ¢ a altura do
tronco.

Sygest.&o: Seja h' a altura da pirimide pequena. Obtenha os volumes das duas
pirdmides. Observe que

h+k¥ /B
¥ T JF

de modo que
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ARQUIMEDES (287-212 A.C)

Arquimedes &, geralmente, considerado o maior matematico grego da antigui-
dade e um dos trés ou quatro maiores de todos os tempos. Foi o primeiro homem
a determinar o volume de uma esfera; féz, também, um cilculo muito acurado de =
E os métodos que idealizou, para resolver problemas de irea e volume, coloca-
ram-no muitos séculos a frente de seu tempo. Ele era capaz de calcular area de
regides limitadas por curvas bastante complicadas; ¢ as suas realizagdes neste tipo
de geometria ndo foram suplantadas por cérca de mil e oitocentos anos. O proximo
grande passo no clculo de areas ¢ volumes foi a descoberta do célculo infinite-
simal, por Newton e Leibniz, no século dezessete.

Diferente dos outros matematicos gregos, Arquimedes se interessava pelas apli-
cacBes praticas. Conta-se que quando os romanos atacaram Siracusa, cidade natal
de Arquimedes, na Sicilia, &ste desenvolveu um importante papel na defesa da ci-
dade, aterrorizando os invasores com armas ofensivas de sua propria invengio.
Teria bombardeado os navios romanos com grandes pedras, langadas pelas matores
catapultas j4 vistas na época. Conta-se, também, que teria incendiado a armada
romana, usando espelhos para focalizar os raios de sol concentrados sdbre os
navios. Quando o ataque se firmou em um cérco, Arquimedes nio pode mais
ajudar; retornou ac seu quarto de trabalho e voltou a estudar matematica.

Morreu trabalhando. Quando os romanos, finalmente, capturaram Siracusa, um
soldado encontrou-o em casa, desenhando figuras geométricas sbbre a areia do
chio. “Ndo estrague minhas circunferéncias”, disse Arquimedes. Estas foram suas
ltimas palavras. O comandante romano havia dado ordens para que Arquimedes
nfio fésse incomodado. Mas ninguém sabe se o soldado sabia ou estava interessado
em saber quem era a sua vitima.
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17-4. CILINDROS E CONES

Se vocé se lembrar como construimos um prisma com uma regiao po-
ligonal como base, vocé verd que o mesmo processo funciona igualmente
bem para bases que nio sio regides poligonais. Suponha que comecemos
com dois planos E, ¢ E,, como antes, mas que usemos uma regido circular
{circulo) E; como base.

Exatamente como antes, usamos uma reta L, interceptando E,; ¢ E, mas
nfo a base. Formamos a reunifio de todos os segmentos 00, onde O esta
na base, ¢’ em E, ¢ Q' || L. O solido resultante é chamado cilindro cir-
cular. Nio ha necessidade de se repetir as defini¢des de altura, se¢io trans-
versal,etc., porque sio exatamente as mesmas que as definigSes correspon-
dentes para prismas. Se L1 E,, entfio o cilindro é chamado cilindro reto.

Evidentemente, podemos obter outros tipos de cilindros usando outras
figuras como bases. Os cilindros circulares, entretanto, serio os Unicos
que discutiremos neste livro.

Da mesma forma, o esquema que usamos para formar uma pirdmide,
pode ser usado igualmente bem quando a base ndo é uma regido poligonal.
Se usamos uma regifio circular como base, ¢ solido resultante € chamado
. cone circular.

Os seguintes teoremas sdbre cilindros ¢ cones sio anilogos aos teoremas
correspondentes sobre prismas € piramides. As demonstragdes também sio
muito semelhantes: a questio é que a forma da base nunca tem muita
importincia. Omitiremos, portanto, os detalhes.
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Teorema 17-11

Téda segiio transversal de um cilindro cir-
cular é um circulo congruente a base.

A demonstragio se baseia no fato de que
P,Q, = PQ = r; isto &€ verdade porque PQ ¢
P,0Q, sdo lados opostos do paralelogramo

01QQ,P,P.
Teorema 17-12

Téda segho transversal de um cilindro circular tem a mesma arca que
a base.

O proximo teorema € ligeiramente mais dificil.
Teorema 17-13

E dado um cone de altura h € uma segfio transversal feita por um plano
a uma distincia k do vértice. A area da secfio é igual a k/h vézes a area
da base.

Na notagio da figura, as principais passagens da demonstragio sio
as seguintes:

)} AVPT ~ AVP'T,
VP VT . k
@ VESVT "R
3 AVP'Q ~ AVPQ,
PQ VP _k Kk
“) PO VP R PQ =3 PO

Assim, se Q esta sGbre a circunferéncia de centro P e raio r na base,

entdo ' estd sObre a circunferéncia de centro P’ e raio

k k
r’—"";-PQ=TT

Vv —
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na segdo transversal. Portanto, a se¢fio transversal é um circulo de raio
¥ ea area &

2
nZ—zrz.

Isto € igual a k?/h® vézes a 4area da base.
Podemos, agora, calcular os volumes de cilindros e cones, usando o

Principio de Cavalieri do mesmo modo que fizemos para prismas e piré-
mides.

Teorema 17-14

O volume de um cilindro circular é o produto da altura pela drea da base.

A demonstragio ¢ semelhante & demonstragio do Teorema 17-7.

Teorema 17-15

O volume de um cone reto ¢ um tér¢o do produto da altura pela irea
da base.

A demonstragiio & semelhante 4 demonstragio do Teorema 17-10.

Problemas 17-4

. A base de um cilindro é um circiilo de didmetro 8. A altura do cilindro & também 8.
Qual o sen volume?

- Um cano de drenagem & um tubo cilindrico com 210 cm de comprimento. Os
didmetros interior e exterior sfio 45 cm € 51 ¢cm. Calcule o volume de barro neces-
sario para a fabricagiio de um cano. (Use 3} para =)

Os dois cilindros da figura sdo idénticos. Compare o volume do cone & esquerda
com o volume dos dois cones d direita.

. Qual o comprimento de um tubo com didmetro interno de 2,5 cm, para que possa
conter 1 m* de 4gua? (Use 34 para =)

10.

11.

. Determine o volume de um cone circular cuja altura

. Esta figura representa um cone circular reto. Defina

. Em um cone, a altura ¢ 9. Um plano
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¢ 12 ¢ cuja base tem um raio de 3,2.

cone circular reto. Determine a altura quando o vo-
lume ¢ 48z ¢ o didmetro da base ¢ 8.

=V

. Um tanque cbnico tem 10,5 pés de profundidade e seu tépo circular tem um raio

de 5 pés. Quantos galdes de liquido o tanque conterd? (1 pé cabico contém 7,48
galdes.)

paralelo ao plano da base intercepta o
cone, separando um cone menor na par-
te superior. A distincia entre os planos
€ 5.

(a) Qual é a razio entre as alturas dos dois cones?

{b) Qual é a razfio entre os raios das bases dos cones?

{c) Qual é a raziio entre as dreas das bases?

{d) Qual é a razio entre os volumes dos dois cones?

A altura de um cone é 5 cm. Um plano, a 2 em do vértice do cone, & paralelo 4 base
do cone. Se o volume do cone menor é 24 cm?, qual é o volume do cone maior?

Uma pirimide quadrangular esti inscrita em um cone circular de tal modo que
tenham o mesmo vértice, ¢ a base da pirimide esteja inscrita na base do cone. A
altura comum ¢é 18 e um lado do quadrado ¢ 15. Determine o volume de cada um.

Unm silo para armazenagem de cereais tem a forma da figura.
O raio do cilindro superior é 3,5 m. A altura total do silo
¢ 13 m ¢ a altura da segfio cBnica é 6 m. Determine a capa-
cidade do silo. ‘




12,

* 13,

14,

* 15
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Uma superficie cHnica esta dentro de uma su-
perficie cilindrica. A base do cone é a base do
cilindro e o vértice do cone estd na base supe-
rior do cilindro. Escreva uma férmula para o
volume do espago limitado pelas duas super-
ficies e a base superior em térmos de r, o raio
da base, e h, a altura do cilindro.

Um plano paralelo as bases intercepta a figura do Problema 12, e ¢ equidistante
delas. Faga um esbdgo da intersegfio, vista por cima. Se o raio do cilindro é 4, qual
¢ a Area da intersegdio do plano com o espago entte as duas superficies?

Na figura, o cone circular reto esta inscrito no
cilindro circular reto. O plano E ¢ paralelo a
base do cilindro ¢é se acha a 14 ¢cm acima da
base. A altura do cone € 21 cm e o raio da base
€ 6 cm. Determine a drea da intersegio do
plano E com o espago entre as duas superficies,

Um tronco de cone tem altura 8 e os raios das bases su-
perior ¢ inferior séio 4 e 6, respectivamente. Qual & o vo-
lume? (Veja o Problema 14 de Problemas 17-3.)

17-5. O VOLUME DA ESFERA E A AREA DA
SUPERFICIE ESFERICA

Esfera ¢ a reuniio da superficie esférica e seu interior.

Até aqui, no calculo de volumes, nossa melhor arma tem sido o Prin-
cipio de Cavalieri. Para usar éste principio no problema da esfera, pre-
cisamos achar um outro sélido cujas segdes transversais tenham as mesmas ;
areas, em todos os niveis, Portanto, nosso primeiro passo deve ser deter-
minar as arcas das segles transversais da esfera. Isto é facil. Dada uma
esfera de raio r, as segBes transversais horizontais sdo regides circulares.
Se a segdo transversal estd a uma distancia s do centro, ¢ o raio é ¢, entdo,
pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que '

2 =2 g2, ' L
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Portanto, a area da se¢do transversal a
distincia s &
2

A, =mt
= 7i(r? - s%)
= r? — ;s

Esta Ultima férmula tem um significado
geométrico: € a drea da coroa de raio in-
terno s e raio externo r, como é mostrado
na figura.

A = ar? —us?

Formaremos, agora, um sOlido que tenha regides desta forma como
segdes transversais.

Tomamos um plano horizontal E, tangente & esfera. Neste plano, to-
mamos um circulo de raio r. Usando-o como base, formamos um cilindro
circular reto de altura 2r. Seja Vo ponto médio do eixo do cilindro, isto &,
do segmento vertical que liga os centros das bases. Formamos dois cones,
tendo as bases do cilindro como bases e o ponto ¥ como vértice comum.

O solido que esta dentro dos cilindros e fora dos cones ¢ um sélido do
tipo que estamos procurando: cada uma de suas segdes transversais ¢ uma
coroa e as segdes transversais a uma distincia s de V tém area n(r? —s?).
Portanto, o volume déste sélido é o mesmo que o volume da esfera.

Mas o volume do ndvo solido é facilmente calculado: ¢ igual ao volume
do cilindro menos os volumes dos cones. Isto nos da

nr?-2r—2-inrir

= 2mr® —4nr?
= $nr’.

Desta forma, demonstramos o seguinte teorema:
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Teorema 17-16
O volume de uma esfera de raio r & $nrd,

Existe um artificio que nos permite usar &ste resultado para determi-
nar a 4rea da superficie esférica. Dada uma esfera de raio r, formamos
uma esfera um pouco maior, de raio r + k. O sélido entre as duas esferas
estd representado na figura abaixo. Seja A4 a 4rea da superficie esférica e seja
Vo volume do s6lido entre as duas esferas. Entdo V¢ aproximadamente 4h
e se k € pequeno, a aproximagio é boa. (Por exemplo, se vocé tivesse uma
bola com raio de 30 cm ¢ a pintasse com uma
fina camada de tinta, digamos, com um cen-
tesimo de milimetro de expessura, entdo o
volume total de tinta a ser usado seria cérca
de §pA.) Assim, V/h é aproximadamente A4
quando k ¢ pequeno. E quando h — 0, ternos

|4

Mas podemos calcular V/h exatamente e ver para que expressio se apro-
xima quando h — 0. Ora, V é a diferenga dos volumes de duas esferas.
Portanto

V=3n(r + b)’ - 3nr?
= $z[(r + h)*-r?]
= $n[r® + 3r%h + 3rh® + h*-r*]
= 3n[3r*h + 3rk® + R?].
[Vocé deve verificar que (r + h)* &, realmente, igual a r* + 3r%h + 3rh? + h.]
Portanto

7 = $1(3r% + 3rh + 4?)
= 4mr? + h(dnr + 4nh).

Quando h — 0, todo o segundo térmo se aproxima de 0. Portanto

TV — 4nrl,
Como sabemos também que
-~
segue-se que
A = 4nr.

Assim, demonstramos o seguinte teorema:

o Wb

10.

11.

. Um grande reservatorio em forma de hemisfério
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Teorema 17-17

A arca da superficie esférica de raio r é
A = 4qr?,

Observe o fato, bastante curioso, que a area da superficie esférica € exa-
tamente quatro vézes a area de uma segfo transversal pelo centro.

Problemas 17-5

. Determine a area da superficie esférica ¢ 0 volume de uma esfera cujo raio € 4.
. Numa esfera de didmetro 4, o que & maior, a area da superficie ou o volume?

Numa esfera de diimetro 10, o que é maior, a area da superficie ou o volume?

. Qual é o didmetro de uma esfera para a qual o volume ¢ igual 4 irea da superficic?
. Um tanque de armazenagem para combustivel, de forma esférica, tem um raio de

7 pés. Quantos gaides podera conter? (Um pé ciabico equivale a 7,48 galdes. Use
. :
+ para m.)

. Um recipiente para sorvete, de forma conica, tem 10 cm de profundidade ¢ 4 cm

de didmetro, na boca. Sio colocadas duas colheradas de sorvete no recipiente,
sendo a colher de forma hemisférica, também de diimetro de 4 ¢cm. Se o sorvete
derreter no cone, éle transbordara?

é construido. Se gastamos 13 galSes de tinta para
pintar o assoalho do reservatorio, quantos galdes
serdo necessarios para pintar o exterior da cons-
trugdo?

. Os volumes de uma esfera e de um cilindro circular sdo iguais ¢ o diimetro da es-

fera & igual ao didmetro da base do cilindro, Determine a altura do cilindro em
térmos do didmetro da esfera.

. O didmetro de uma certa esfera é igual ao raio de uma segunda esfera.

(a) Qual ¢ a razio entre os raios?
(b) Qual é a raziio entre as areas das superficies?
(¢} Qual é a razdo entre os volumes?

O diimetro de uma certa esfera é ignal a um tér¢o do raio de uma segunda esfera.
Responda as questdes do Problema 9 para estas esferas.

Arquimedes (287-212 A.C.) mostrou que o volume de
uma esfera é dois ter¢os do volume do menor cilindro
circular reto que a contém. Verifique &ste fato.
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12. O diAmetro da Lua ¢ aproximadamente um quarto do didmetro da Terra. Compare 3. Copie e complete cada sentenga com os térmos apropriados:
0s volumes da Lug e da Terra. 7 (a) Em um prisma reto, cada aresta lateral & ............... a base.
13. Cérca de trés quartos da superficie da Terra ¢ coberta por 4gua. Quantos milhdes i (b) Uma segéo transversal de uma pirimide ¢ a ............. .. da pirimide e um

de quilémetros quadrados da superficie terrestre & coberta por terra? (Use 12.800 km plano ............... a base.
co i i 5 . sa s = T
mo didmetro da Terra ¢ 3,14 como aproximagio de .) (c) As areas de duas segbes transversais de uma pirdmide sfo proporcionais is

14. Na figura, a esfera esté inscrita cm um ircul SUAS ..ovverrienenns ao vértice da................
. s cone circular " . ..
Y1 s . e um conc ¢ um cilindro tém bases congruentes e alturas iguais, o volume d
I\cﬁé élB o _c;;ﬁmetro da base e C & o vértice do cone. ) c?ilin dro & o volume do cé)o xi " guats, o vo ©
¢ equilatero. Determine o volume do coneem Aoy TR Ermmemmenen : _
térmos de r, raic da esfera. (e) Os volumes de duas esferas sdo proporcionais ao ............... de seus raios e
as supetficies de duas esferas sfio proporcionais ao ............ de seus raios.

4. A base de um prisma reto é uma regifio hexagonal regular. Uma aresta da base
mede 2 ¢m de comprimento ¢ uma aresta lateral mede 7 cm. Determine a area da
superficie lateral do prisma. Determine a drea de uma segfio transversal 5 cm
acima da base.

5. Duas latas de geléia de morango, de
mesma marca, estio em uma prate-

* ' -
15. O volume de uma esfera & metade do volume de uma outra esfera. Qual é a raziio
entre os raios?

* 16. Um engenheiro municipal, que tinha 1,8 m de altura, inspecionava a construgio

** 17. Usando o método empregado na dedugiio da for-

de um ndvo reservatorio de agua, de forma esférica. Sua cabega tocava o tanque
exatamente quando &le estava a 54 m do ponto onde o reservatério encontrava
o chdo. Sabendo que a cidade consumia 5000 m* de 4gua por hora, o engenheiro
calculou, imediatamente, quantas horas duraria um tanque completamente cheio.
Como éle o 8z e qual & o resultado?

mula da 4rea de uma supetficie esférica (Teorema

leira de um supermercado. A lata
mais alta possui ¢ débro da altura
da outra, mas seu didmetro ¢ metade
do didmetro da lata mais baixa. A
lata mais alta custa Cr$ 230 ¢ a
outra Cr$ 4,30. Qual lata proporcio- 5
na mais economia?

Qual ¢ o volume de um cone cuja altura é 6 € cujo didmetro da base & 10?

Crs 4,30 Ct$_2.30 5

1_7-17), mostre que a 4rea lateral de um cilindro 7. O volume de uma pirimide quadrangular é 384 m? ¢ sua altura é 8 m. Qual é o
circular reto é 2ara, onde r é o raio da base e a : < comprimento de cada aresta da base? Qual é a drea da superficie lateral da piré-
€ a altura. l mide? (Suponha que a proje¢iio do vértice é o centro da base))

8. As bases de um hemisfério e de um

Probiema Magno

Uma 'esfera ¢ um cilindro circular reto tém volumes iguais. O raio da esfera & igual
ao raio ‘da base do cilindro. Compare a 4rea da superficie esférica com a 4rea da
superficie total do cilindro.

Revisdo do Capitulo

cone sdo circulos congruentes e co-
planares. O plano pelo vértice do
cone e paralelo ao plano das bases
¢ tangente ao hemisfério. Qual é a
raziio entre os volumes do cone e do
hemisfério?

asI=ve

. A base de um tretaedro & um tridngulo cujos lados medem 10, 24 ¢ 26. A altura

do tetraedro é 20. Determine a drea da segiio transversal cuja distincia a base ¢ 15.

LS | . 10. Sendo 18 o didmetro de uma esfera, calcule o volume ¢ a Area da superficie esférica.
. de“? consultar o texio, tente escrever, de meméria, ¢ identificar tddas as formulas 11. O volume de um cone & 400 m? e o raio de sua base é 5 m. Determine a altura.
e areas e volumes que constam déste capitulo. i . . . . ,
2. Copie e complete cad i g 12. Duas esferas conc&ntricas t&m raios de 3 m e 2 m, respectivamente. Qual € o volume
. ( )]; b plete cada sentenga com os térmos apropriados: compreendido entre as superficies esféricas? :
a) As i 3 , , o g
ases de qlfalquer prisma séo ............ € iireraennns 13. Demonstre que o volume de uma esfera é dado pela férmula $rd®, onde d € o did-
{b) As faces laterais de um prisma sio TEgioes ..vuuienennes metro.
(c) A superficie de um prisma éa ............ das ............ do prisma. 4. O volume de uma pirimide, cuja altura é 12 cm, ¢ 432 cm?. Determine a drea de uma
{d) Se a base de um prisma & um paralelogramo, o prisma é chamado ............. segdo transversal a 3 cm acima da base.
(¢) Sc duas pirdmides triangulares tém bases congruentes, 0s seus volumes s@o 15. Sio dados dois cones. A altura do primeiro ¢ metade da do segundo e o raio da

proporcionais i .............

base do primeiro & metade do raio da base do segundo. Compare os volumes.



16,

17.

*18.

*19.
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Uma esfera esta inscrita em um cilindro circular reto, de tal forma que é tangente
a ambas as bases. Qual ¢ a razdo entre o volume da esfera e o volume do cilindro?
Um vaso de forma cilindrica, de raio de 12 cm e altura de 25 cm, é preenchido
com agua. Uma esfera, de didmetro de 20 cm, é colocada dentro do vaso com Agua
¢, entdo, removida. Qual é o volume da 4gua que permanece no vaso?

Um paralelepipedo retangulo, cujas medidas da base sfio 12 e 20, estd inscrito em
uma esfera de didmetro 25. Determine o volume da parte da esfera exterior ao
paralelepipedo.

A base de um cone circular reto tem difimetro de 12 cm ¢ a altura do cone é 12 cm.
Enche-se o cone de dgua. Uma esfera é colocada no cone, até alcangar a posigio
de repouso. Exatamente metade da esfera fica fora da agua. Depois da esfera ser
removida, qual é o volume da 4gua que fica no cone?

* 20. A altura de um cone circular reto € 15 € o raio da base é 8. Perfura-se uma cavidade

cilindrica de diimetro 4 ao longo do cone, cujo eixo coincide com o eixo do cone,
resultando um sélido como é visto na figura. Qual &€ o volume do sdlido?

Problema Magno

E dado um retingulo [JABCD. PQ é um segmento fora do plano do (JABCD,
tal que PQ || AB. Trace PA, PD, OC ¢ §B. O comprimento de um segmento per-
pendicular ao plano de (JABCD por um ponto de P{ é k. Sejam AD = a, AB = b
¢ Pg = c. Demonstre que o volume do sélido ABCDPQ é igual a

Lah(2b + ¢

POSTULADOS E TEOREMAS
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POSTULADOS

POSTULADO 1. O Postulado da Distdncia. A todo par de pontos distintos cor-
responde um Unico nimero positive.
POSTULADO 2. O Postulade da Régua. Os pontos de uma reta podem ser postos
em correspondéncia com os nimeros reais de tal modo que

(1) a cada ponto da reta corresponde exatamente um nimero real;

(2) a cada numero real corresponde exatamente um ponto da reta; e

(3) a distincia entre dois pontos quaisquer ¢ o valor absoluto da diferenga

dos ntmeros correspondentes.

POSTULADO 3. O Postulado da Colocagdo da Régua. Dados dois pontos P e ¢
de uma reta, o sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal modo que a coor-
denada de P seja zero e a coordenada de @ seja positiva.

POSTULADO 4. O Postulado da Reta. Para cada par de pontos distintos existe
exatamente uma reta que 0s contém.

POSTULADO 5.

{a) Todo plano contém pelo menos trés pontos nao-colineares.

(b) O espago contém pelo menos quatro pontos ndo-coplanares.
POSTULADO 6. Se dois pontos de uma reta estdo em um plano, entdo a reta
estd contida nesse plano.

POSTULADO 7. O Postulado do Plano. Trés pontos quaisquer pertencem pelo
menos a um plano ¢ trés pontos nio-colineares quaisquer pertencem a exatamente
um plano.
POSTULADO 8. Se dois planos distintos se interceptam, a interse¢do é uma reta.
POSTULADO 5. O Postulade da Separagdo do Plano. Dados uma reta € um
plano que a contém, os pontos do plano que nao pertencem a reta formam dois
conjuntos ‘ tais que

(1) cada um dos conjuntos € convexo, ¢

(2) se P pertence a um dos conjuntos e ¢ ao outro, entdio o scgmento PO inter-

cepta a reta.

POSTULADO 10. O Postulado da Separagio do Espaco. Os pontos do espago
que ndo pertencem a um plano dado formam dois conjuntos tais que

{1) cada um dos conjuntos € convexo, ¢

(2) se P pertence a um dos conjuntos e @ ao outro, entdo 0 segmento PQ inter-

cepta o plano.

POSTULADO 11. O Postulado da Medida do Angulo. A todo dngulo £ BAC
corresponde um namero real entre 0 e 180.
POSTULADO 12. O Postulado da Construgio de um Angulo. Seja AB uma semi-
—reta contida na origem do semiplano H. Para todo niimero r entre 0 ¢ 180 existe
exatamente uma semi-reta Zﬁ, com P em H, tal que m/. PAB =r. '
POSTULADO 13. O Postulado da Adigéo de Angulos. Se D esta no interior do
{ BAC, entdo m/ BAC =m/ BAD + m/ DAC.

POSTULADO 14. O Postulado do Suplemento. S¢ dois dngulos formam um par
linear, entfiio &les sdo suplementares.

POSTULADO 15. O Postulado LAL. Toda correspondéncia LAL ¢ uma con-
gruéncia,
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PO§TQLADO 16. O Postulado ALA. Téda correspondéncia ALA é uma con-
gruéncia.

POSTULADO 17. O Postulado LLL. Téda correspondénci é

oratncia pondéncia LLL é uma con-

P(_)STULADO 18. O Postulado das Paralelas. Por um ponto fora de uma reta
existe sOmente uma reta paralela 3 reta dada. )
POSTULADO 19. O Postulado da Area. A tdda regis i

TL ' . . o poligonal
um unico nimero real positivo. 80 polisonal cortesponde
PO_STULADQ 20. .O Postulado da Congruéncia. Se dois tridngulos siio congruentes
entdo as regides triangulares determinadas por éles t8m a mesma 4rea. ’
POSTULADO 21. O Postulado da Adigdo de Areas. Supondo que a regido R ¢
areuniio de duas reglﬁes R, e R; esupondo que R, ¢ R, se interceptem, no miximo.
em um nimero finito de segmentos e pontos, entfic aR = aR, + aR,. ’
POSTULADO 22. O Postulado da Unidade. A 4rea de i

. uma regido

o quadrado do comprimento do seu lado. " 1eBiRo quadiada ¢
POSTULADO 23. O Postulado da Unidade. O volume de um paralelepipedo
ret_ﬁngulo é o produto da drea da base pela altura.
;'OSTULADO 24. O Principio de Cavalieri. Sio dados dois sélidos € um plano.
uponha que todo plano paralelo ao plano dado, interceptando um dos dois s6lidos

também intercaptard o outro, dand i
1 : C . 0 segdes transversais de mesma 4r 3
os dois solidos tém o mesmo volume. e Batdo

TEOREMAS

TEOREMA 2-1. Seja AB uma semi-reta € seja x um ndmero positivo. Entdo
existe exatamente um ponto P de AB tal que AP = x.

TEOREMA 2-2. Todo segmento tem exatamente um ponto médio.
TEOREMA 3-1. Se duas retas distintas se interceptam, a interse¢io contém
sdmente um ponto.

TEOREMA 3-2. Se uma reta intercepta um plano que néio a contém, a interseg3o
contém sdmente um ponto.

TEOREMA 3-3. Dados uma reta ¢ um ponto fora da reta, existe exatamente um
plano que os contém.

TEOREMA 3-4. Dadas duas retas que se interceptam, existe exatamente um
plano que as contém.

TEOREMA 4-1. Se dois 4ngulos sio complementares, ambos sio agudos.

TEOREMA 4-2. Todo angulo é congruente a si mesmo.

TEOREMA 4-3. Dois ingulos retos quaisquer sdo congruentes.

TEOREMA 4-4. Se dois &ngulos sio congruentes e suplementares entdo cada
um é um #ngulo reto.

TEOREMA 4-5. Suplementos de fngulos congruentes sio congruentes.
TEOQOREMA 4-6. Complementos de &ngulos congruentes sio congruentes.
TEOREMA 4-7. Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice. Angulos opostos pelo
vértice siio congruentes.

TEOREMA 4-8. Se duas retas que se interceptam formam um &ngulo reto,
entiio elas formam quatro &ngulos retos.

TEOREMA 5-1. Todo segmento é congruente a si mesmo.

TEOREMA 5-2. Todo éngulo possui exatamente uma bissetriz.

TEORENA 5-3. O Teorema do Tridngulo Isésceles. Se dois lados de um tridngulo
sdio congruentes, entdo os éngulos opostos .a éstes lados sio congruentes.
TEOREMA 5-4. Se dois angulos de um triingulo sio congruentes, entdo os
lados opostos a éstes Angulos sdio congruentes.

TEOREMA 6-1. Num plano dado, por um ponto dado de uma reta dada, existe
uma e uma s6 reta perpendicular i reta dada. -
TEOREMA 6-2. O Teorema da Mediatriz. A mediatriz de um segmento ¢m um
plano ¢ o conjunto de todos os pontos do plano eqiiidistantes das extremidades
do segmento.

TEOREMA 6-3. Por um ponto dado, fora de uma reta, existe pelo menos uma
reta perpendicular A reta dada.

TEOREMA $-4. Por um ponto dado, fora de uma reta, existe no maximo uma
reta perpendicular A reta dada. . :

TEOREMA 6-5. Se M esté entre 4 e C na reta L, entdo M ¢ A estio no mesmo
lado de qualquer outra reta que contenha C.

TEOREMA 6-6. S¢e M esta entre B e C e A ¢ qualquer ponto ndo em BC,
entdio M estid no interior de L BAC. :
TEOREMA 7-1. Sea=b+cec>0, entdo a> b
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TEOREMA 7-2. O Teorema do Angulo Externo. Um angulo externo de um tri-
dngulo ¢ maior que qualquer um de seus Angulos internos nio adjacentes.

TEOREMA 7-3. O Teorema LAA. Toda correspondéncia L.44 é uma congruéncia.

TEOREMA 7-4. E dada uma correspondéncia entre dois triingulos retangulos.
Se a hipotenusa e um cateto de um dos trifingulos sio congruentes as partes cor-
respondentes do segundo tridngulo, entdo a correspondéncia € uma congruéncia.

TEOREMA 7-5. Se dois lados de um triingulo nfio sio congruentes, entdo os
dngulos opostos a éles ndc sdo congruentes e o maior dngulo se opde ao maior lado.

TEOREMA 7-6. Se dois angulos de um tridingulo niio sfio congruentes, entdo
os lados opostos a éstes dngulos ndo sdo congruentes e o maior lado se opde ao
maior &ngulo.

TEOREMA 7-7. O menor segmento ligando um ponto a uma reta é o segmento
perpendicular 4 reta.

TEOREMA 7-8. A Desigualdade Triangular. A soma dos comprimentos de dois
lados quaisquer de um triingulo & maior que o comprimento do terceiro lado.
TEOREMA 7-9. O Teorema da Dobradica. Se dois lados de um tridngulo sio
congruentes, respectivamente, a dois lados de um segundo tringulo e se o angulo
determinado por éles no primeire tridingulo é maior que o Angulo correspondente
no segundo, entdio o terceiro lado do primeiro triingulo é maior que o terceiro
lado do segundo.

TEOREMA 7-10. O Reciproco do Teorema da Dobradica. Se dois lados de um
tridngulo sio congruentes, respectivamente, a dois lados de um segundo tridngulo
e se 0 terceiro lado do primgiro tridingulo ¢ maior que o terceire lade do segundo,
entéo o angulo determinado pelos dois lados no primeiro tridngulo ¢ maior que
o édngulo determinado pelos lados correspendentes no segundo.

TEOREMA 8-1. Se B ¢ C siio eqiiidistantes de P e Q, entdo todo ponto entre
B e C ¢ eqiidistante de P ¢ Q.

TEOREMA 8-2. Se uma reta é perpendicular a duas retas que se interceptam,
entdo ela € perpendicular ao plano que as contém.

TEOREMA 8-3. Por um ponto de uma reta passa um plano perpendicular a
esta reta.

TEOREMA 8-4. Se uma reta e um plano sic perpendiculares, entiio o plano
contém toda reta perpendicular a reta dada no seu ponto de interse¢io com o
plano dado. :

TEOREMA 8-5. Por um ponto de uma reta existe sdbmente um plano perpen-
dicular a esta reta. )

TEOREMA 8-6. O plano perpendicular a um segmento, passando pelo seu
ponto médio, é o conjunte de todos os planos egiiidistantes das extremidades
do segmento. ‘

TEOREMA 8-7. Duas retas perpendiculares a0 mesmo plano sio coplanares,
TEOREMA 8-8. Por um ponto dado passa um e sbmente um plano perpendicular
i reta dada.

TEOREMA 8-9. Por um ponto dado passa uma e somente uma retq perpen-
dicular a um plano dado.

TEOREMA 8-10. O menor segmento ligando um ponto externc a um plano
¢ o segmento perpendicular.
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TEOREMA 9-1. Duas retas paralelas estdo contidas em exatamente um plano.
TEQOREMA 9-2. Duas retas em um plano sio paralelas se ambas forem per-
pendiculares a uma mesma reta.

TEOREMA 9-3. Seja L uma reta ¢ P um ponto fora de L. Entdo existe pclc:
menos uma reta por P, paralela a L.

TEQOREMA 9-4. Se duas retas sio cortadas por uma transversal e se um par
de angulos alternos e internos é formado por 4ngulos congruentes, entdo o outro
par de angulos alternos ¢ internos também & formado por dngulos congruentes.
TEOREMA 9-5. O Teorema AIP. Dadas duas retas cortadas por uma transversal,
se um par de angulos alternos e internos é formado por angulos congruentes entdo
as retas sfio paralelas.

TEOREMA 9-6. Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos correspondentes ¢ formado por 4ngulos congruentes, entdo qualquer par
de ingulos alternos e internos é formado por &ngulos congruentes.

TEOREMA 9-7. Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos correspondentes ¢ formado por Angulos congruentes, entdo as retas sao
paralelas. )

TEOREMA 9-8. 0 Teorema PIA. Se duas retas paralelas sio cortadas por uma
transversal, entio os Angulos alternos e internos sio congruentes. :
TEOREMA 9-9. Se duas retas paralelas sio cortadas por uma transversal, cada
par de angulos correspondentes ¢ formado por dngulos congruentes.
TEOREMA 9-10. Se¢ duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, os
angulos internos, do mesmo tado da transversal, sio suplementares. _
TEOREMA 9-11. Em um plano, se duas retas sio paralelas a uma terceira, elas

" sdo paralelas entre si.

TEOREMA 9-12. Em um plano, se uma reta é perpendicular a uma de duas
retas paralelas entiio ela ¢ perpendicular i outra.

TEOREMA 9-13. Para todo tridngulo, a soma das medidas dos &ngulos ¢ 180.
TEOREMA 9-14. Téda diagonal separa um paralelogramo em dois tridngulos
congruentes.

TEOREMA 9-15Em um paralelogramo, dois lados opostos quaisquer sio con-
gruentes. . )
TEOREMA 9-16. Em um paralelogramo, dois dngulos opostos quaisquer sao
congruentes. .
TEOREMA 9-17. Em um paralelogramo, dois angulos consecutivos quaisquer
sio suplementares. .
TEOREMA 9-18. As diagonais de um paralelogramo se dividem ao meio.
TEOREMA 9-19. Um quadrilatero no qual ambos os parcs de lados opostos
sio congruentes, ¢ um paralelogramo.

TEOREMA 9-20. Se dois lados de um quadriltero sio paralelos e congruentes,
entio o quadrilatero ¢ um paralelogramo.

TEOREMA 9-21. Se as diagonais de um quadrilatero se dividem ao meio, entio
o quadrilatero ¢ um paralelogramo.

TEOREMA 9-22. O segmento que une os pontos médios de dois lados de um
tridngulo ¢ paralelo ao terceiro lado e seu comprimento & a metade do compri-
mento déste.
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TEOREMA 9-23. Se um paralelogramo tem um &ngulo reto, entio tem quatro
ngules retos ¢ o paralelogramo é um retingulo.

TEOREMA 9-24. Em um losango, as diagonais sdo perpendiculares entre si.
TEOREMA 9-25, Se as diagonais de wm quadrilatero se dividem ao meio e
sdo perpendiculares, entiio o quadrilatero é um losango.
- TEOREMA 9-26. A mediana em relagio a hipotenusa de um tridngulo reténgulo
tem por comprimento a metade do comprimento da hipotenusa.

TEOREMA 9-27. O Teorema do Tridngulo 30-60-90. Se um dngulo agudo de um
tridingulo retingulo mede 30, entdo o comprimento do lado oposto é a metade do
comprimento da hipotenusa.

TEOREMA 9-28. Se o comprimento de um cateto de um tridngulo retinguto
¢ metade do comprimento da hipotenusa, entio o ingulo oposto a é&ste cateto
mede 30.

TEOREMA 9-29. Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes
sébre uma transversal T, entdio elas determinam segmentos congruentes sobre
qualquer transversal T’ paralela a T,

TEOREMA 9-30. Se trés retas paralclas determinam segmentos congruentes
sObre uma transversal, entdo elas determinam segmentos congruentes sGbre qual-
quer outra transversal.

TEOREMA 10-1, Se um planc intercepta dois planos paralelos, entio as inter-
.secdes sdo duas retas paralelas.

TEOREMA 10-2. Se uma reta é perpendicular a2 um de dois planos paralelos,
ela ¢ perpendicular ao outro.

TEOREMA 10-3. Dois planos perpendiculares a uma mesma reta sio paralelos.
TEOREMA 10-4. Duas retas perpendiculares a0 mesmo plano sio paralelas,

TEOREMA 10-5. Planos paralelos sio sempre eqiiidistantes. (Se dois planos
- s8o paralelos, todos os pontos de um déles sio eqiiidistantes do outro.)

TEOREMA 10-6. Todos os dngulos planos de um mesmo diedro séio congruentes.

TEOREMA 10-7. Se uma reta é perpendicular a um plano, entio todo plano -
contendo a reta & perpendicular ao plano dado.

TEOREMA 10-8. Se dois planos sdo perpendiculares, entdo qualquer reta de
um déles, perpendicular & intersegfic dos planos, é perpendicular ao outro.
TEOREMA 10-9. Se uma reta e um plano ndio sio perpendiculares, a projegdo

da reta s6bre o plano é uma reta.
TEOREMA 11-1. A 4rea de um retéingulo é o produto de sua base pela sua altura.

TEOREMA 11-2. A 4rea de um tridngulo retingulo é o semiproduto de seus
catetos.

TEOREMA 11-3. A érea de um trifngulo é o semiproduto de -qualquer base
pela altura correspondente.

TEOREMA 11-4, A 4rea de um trapézio & o semiproduto da altura pela soma
das bases. '

TEOREMA 11-5. A 4rea de um paralelogramo é o produto de qualquer base
pela altura correspondente. '

TEOREMA 11-6. Se dois tridngulos tém a mesma base b e 2 mesma altura h,
entio tém a mesma Aarea,
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TEOREMA 11-7. Se dois tridngulos tém a mesma altura h, entio a razio entre
suas areas é igual 4 razfio entre suas bases.

TEOREMA 11-8. 0 Teorema de Pitagoras. Em um tridngulo retingulo o qua-
drado da hipotenusa & igual a soma dos quadrados dos catetos.

TEOREMA 11-9. Se o quadrado de um lado de um tridngulo € igual & soma
dos quadrados dos outros dois lados, entio o tridngulo & retingulo, com o dngulo
reto oposto ao maior lado.

TEOREMA 11-10. O Teorema do Tridngulo Retanguio Isosceles. Em um trifingulo
retingulo isdsceles, a hipotenusa € igual a ﬁ vézes o comprimento de cada um
dos catetos. '

TEOREMA 11-11. Se a base de um triingulo isosceles é \/'2 vézes 0 comprimento
de qualquer um dos dois lados congruentes, entdo o angulo oposto & base ¢ reto.
TEOREMA 11-12. Em um tridngulo cujos dngulos medem 30-60-90, o cateto
maior mede \/3/2 vézes o comprimento da hipotenusa. :
TEOREMA 12-1. O Teorema Fundamental sébre Proporcionalidade. Se uma reta
paralela a um lado de um tridingulo intercepta os outros _dois. lad(zs em pontos
distintos, entdo ela determina segmentos que sio proporcionais a éstes lados.
TEOREMA 12-2. Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e dt':termina
segmentos proporcionais a &stes dois lados, entdo ela é pfaralela ao terceiro lado.
TEOREMA 12-3. O Teorema AAA sobre Semelhanga. E dada uma correspon-
déncia entre dois tridngulos. Se os angulos correspondentés sfio congruentes,
entio a correspondéncia ¢ uma semelhanca.

TEQOREMA 12-4. S¢ AABC ~ ADEF, e ADEF =~ AGHI, entio AABC ~ AGHL
TEOREMA 12-5. O Teorema LAL sibre Semalhanca. £ dada uma correspon-
déncia entre dois trifingulos. Se dois pares de lades correspondentes sdio propor-
cionais ¢ os ngulos que &les determinam, congruentes, entio a correspondéncia
¢ uma semelhanga.

TEOREMA 12-6. O Teorema LLL sobre Semelhanga. E dada uma correspondéncia

" entre dois tridngulos. Se os lados correspondentes s3o proporcionais, entdio a cor-

respondéncia & uma semelhanca. .
TEOREMA 12-7. Em qualquer triingulo retdngulo, a altura em relagiio & hi-
potenusa separa o tridngulo em dois tridngulos semelhantes entre si ¢ semelhantes
ao tridngulo original.

TEOREMA 12-8. E dado um tridngulo retingulo ¢ a altura em relagiio & hi-

potenusa. _
(1) A altura é a média geométrica dos segmentos que ela determina sdbre

a hipotenusa. . . :
{2) Cada um dos catetos & a média geométrica da hipotenusa e do segmento

da hipotenusa adjacente ao cateto.
TEOREMA 12-9, Se dois tridngulos sdio semelhantes, -a fazﬁo de suas areas é
o quadrado da razio de dois lados correspondentes quaisquer.
TEOREMA 12-10. Para todo . A4,(sen /2 A)? + (cos £ A)* = L.
sen LA '
) cos /A
TEOREMA 12-12. Se / A ¢ £ B sio complementares, entdo sen /B =cos £ 4
e cos LB =sen LA

TEOREMA 12-11. Para todo / A, tg LA =
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TEOREMA 13-1. Em uma reta nfio vertical, todos os segmentos tém a mesma
declividade.

TEOREMA 13-2. Duas retas nio verticais sio paralelas se, e sdbmente se, tém
a mesma declividade.

TEOREMA 13-3. Duas retas ndo verticais sio perpendiculares se e sdmente
s¢ o produto de suas declividades for —1.

TEOREMA 134. 4 Férmula da Distdncia. A distincia entre os pontos (x,, v,) e
(x2,92) € /(2% + (- )"

TEOREMA 13-5. A Formula do Ponto Médio. Dados Pi={x;,x)eP, =(y,.

."2)5
i P Xy + x o+
o ponto médio de P, P, é o ponto P =( 1 : 2 M : yz)_

PP
TEOREMA 13-6. Se P é um ponto entre PiePye ﬁ =r, entio
2

P Xy +rx; v +ry, .
Y 14+r

TEOREMA 13-7. Seja L uma reta com declividade m, passando pelo ponto
(xy,y1). Entdo todo ponto {(x,y) de L satisfaz a equaciio y— »y=mx—x,).
TEOREMA 13-8. O grafico da equagio y—y = m(x-x;) ¢ a reta que passa
pelo ponto (x,,y,) ¢ tem declividade m.

TEOREMA 13-9. O grifico da equagio y=mx + b é a reta que passa pelo
ponto (0,b) e tem declividade m.

TEOREMA 14-1. A interse¢do de uma superficie esférica com um plano pas-
sando pelo centro é uma circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio.
TEOREMA 14-2. Uma reta perpendicular a um raio pelo seu pontto de inter-
se¢io com a circunferéncia é tangenfe 3 mesma.

TEOREMA 1!4-3. Téda tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio
que contém o ponto de tangéncia.

TEOREMA 14-4. A perpendicular pelo centro de uma circunferéncia a uma.
corda divide a corda ao meio.

TEOREMA 14-5. O segmento do centro de uma circunferéncia ao ponto médio
de uma corda é perpendicular i corda.

TEOREMA 14-6. No plano de uma circunferéncia, a mediatriz de uma corda
passa pelo centro.

TEOREMA 14-7. Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes,
cordas eqiiidistantes do centro sio congruentes.

TEOREMA 14-8. Na mesma circenferéncia ou em circunferéncias congruentes,
duas cordas congruentes quaisquer sio eqilidistantes do centro.

TEOREMA 14-9. Se uma reta intercepta o interior de uma circunferéncia, entio
ela intercepta a circunferdncia em dois e sdmente dois pontos.

TEOREMA 14-10. Um plano perpendicular a um raio pelo ponto de intersegiio
do raio e a superficie esférica & tangente a mesma.

TEOREMA 14-11. Todo plano tangente a uma superﬁcic-csférica ¢ perpendicular
ao raio que contém o ponto de tangéncia.
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TEOREMA 14-12. Se um plano intercepta o interior de uma superficie esférica,
entfio a interse¢io do plano e a superficie esférica ¢ uma circunferénf:la. O centro
dessa circunferéncia ¢ o pé da perpendicular do centro da superficie esférica ao
plano. . N
TEOREMA 14-13, A perpendicular do centro de uma superficie esférica a uma
corda divide a corda ao meio. .
TEOREMA 14-14. O segmento do centro de uma superficie esférica ao ponto
médio de uma corda é perpendicular 4 corda.

TEOREMA 14-15. Teorema da Adigdo de Arcos. Se B ¢ um ponto de AC, entdo
mABC = mAB + mBC.

TEOREMA 14-16. A medida de um angulo inscrito é a metade da medida do
arco interceptado.

TEOREMA 14-17. Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes,
se duas cordas sdo congruentes, os arcos menores também o sdo.
TEOREMA 14-18. Na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes,
se dois arcos sio congruentes, as cordas correspondentes também o sdo.
TEOREMA 14-19. Dado um #ngulo com vértice numa circunferéncia, fc?rmado
por uma semi-reta secante € uma semi-reta tangente, a medida do angulo ¢ a me-
tade da medida do arco interceptado.

TEOREMA 14-20. Os dois segmentos tangentes a uma circunferéncia, a partir
de um ponto no exterior, sio congruentes ¢ determinam éngulos congruentes com
o segmento do ponto exterior ac centro. ‘
TEQREMA 14-21. O Teorema da Poténcia. Dada uma,circunferé_ncia C e um
ponto Q do seu exterior, seja L, uma reta secante passando por @ ¢ mterc_:eptando
C nos pontos R ¢ §; seja L, uma outra reta secante passando por ¢ e intercep-
tando C nos pontos U ¢ T. Entdo QR- QS = QU -0OT .
TEOREMA 14-22. Dado um segmento tangente @7 a uma circunferéncia e uma
reta secante passando por @, interceptando a circunferéncia nos pontos R e §,
temos QR-QS = QT2 :

TEOREMA 14-23. Sejam RS ¢ TU cordas de uma mesma circunferéncia inter-
ceptando-se em Q. Entdo QR-0S = QU - QT

TEOREMA 14-24. O grafico da equagio (x - a)* + (yv—b)? = r* éa circunferéncia
de centro (a, b} € raio r.

TEOREMA 14-25. Tada circunferéncia & o grafico de uma equagio da forma

x4+ +Ax+By+C=0.

TEOREMA 14-26. O grafico da equagiio x* + y* + Ax ++ By + C = 0¢ (1) uma
circunferéncia, (2) um ponto ou (3} o conjunto vazio.

TEOREMA 15-1. O Teorema sobre a Concorréncia das Mediatrizes. As mediatrizes
dos lados de um tridngulo sdio concorrentes. O ponto de concorréncia € eqiiidis-
tante dos vértices do triingulo.

TEQREMA 15-2. O Teorema sébre a Concorréncia das Alturas. As trés alturas
de um tridngulo sfio sempre concorrentes.

TEOREMA 15-3. A bissetriz de um 4ngulo, menos a extremidade, é o conjunto
de todos os pontos do interior do ingulo que sfio eqiiidistantes dos lados.
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TEOREMA 15-4. O Teorema sébre a Concorréncia das Bissetrizes. As bissetrizes
de um trifingulo siio concorrentes em um ponto que € eqiiidistante dos trés lados.

TEOREMA 15-5. O Teorema sobre a Concorréncia das Medianas. As medianas
de um triingulo sdo concorrentes. O ponto de concorréncia esta a dois tergos
ao longo de cada mediana, a partir do vértice ao lado oposto,

TEOREMA 15-6. O Teorema das Duas Circunferéncias. S30 dadas duas circun-
feréncias de raios a ¢ b, sendo ¢ a distincia entre os centros. De cada um dos nii-
meros a, b ¢ ¢ ¢ menor que a soma dos outros dois, entdo as circunferéncias se
interceptam em dois pontos em lados opostos da reta que passa pelos centros.
TEOREMA 16-1. A razdo entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro
€ a mesma para tddas as circunferéncias.

TEOREMA 16-2, A area de um circulo de raio r & nr2.

TEOREMA 16-3. Se dois arcos tém raios iguais, entdo seus comprimentos sfio
proporcionais as medidas dos arcos.

TEOREMA 16-4. Se¢ um arco tem medida ¢ ¢ raio r, scu comprimento ¢

=T .
80

TEOREMA 16-5. A area de um setor & o semiproduto do seu raio pelo compri-
mento do seu arco.

TEOREMA [6-6. Se um setor tem raio r ¢ sex arco medida g4, entdio sua drea &

A= % ~arl,
TEOREMA 17-1. T6das as segBes transversais de um prisma triangular (para-
lelas a4 base) sfio congruentes 4 base.

TEOREMA 17-2. Tddas as segdes transversais de um prisma tém a mesma 4rea.
TEOREMA 17-3. As faces laterais de um prisma sio paralelogramos.
TEOREMA 17-4. Tdda segdo transversal de uma pirdmide trianguiar, entre a
base ¢ o vértice, € uma regido triangular semelhante 4 base. Se h é a alturac k a
distincia do vértice & segio transversal, entdo a drea da segfio transversal é igual
a k*/h® vézes a area da base.

TEOREMA 17-5. Em qualquer pirimide, a razio da 4rea de uma segiio trans-
versal para a 4rea da base é k2/h% onde h & a altura da pu'amlde ¢ k ¢ a distancia
do vértice ao plano da segio transversal,

TEOREMA 17-6. Se duas pirimides tém a mesma #rea da base e a mesma altura,
entdo as seglcs transversais, eqiiidistantes dos vértices, tém a mesma 4rea.

TEOREMA 17-7. O volume de qualquer prisi:na ¢ o produto da altura e a 4rea
da base.

TEOREMA 17-8. Se duas pirAmides t3m a mesma altura e a mesma area da
base e se as bases estio contidas num mesmo plano, entdo elas t8ém o mesmo
volume, -
TEOREMA 17-9. O volume de uma pirdmide triangular ¢ um tér¢o do pro-
duto de sua altura pela drea de sua base.

TEOREMA 17-10. O volume de uma pirimide é um térgo do produto da altura
pela drea da base.
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TEOREMA 17-11. Tdda se¢o transversal de um cilindro circular é uma regifio
circular congruente 4 base.

TEOREMA 17-12. Téda segiio transversal de um cilindro circular tem a mesma
area que a base.

TEOREMA 17-13. Dado um cone de altura k ¢ uma segio transversal feita
por um plano a uma distincia k do vértice, a area da segiio transversal é igual a
k2/h*> vézes a area da base.

TEOREMA 17-14. O volume de um cilindro circular é o produto da altura pela
area da base.

TEOREMA 17-15. O volume de um cone circular ¢ um térgo do produto da
altura pela area da base.

TEOREMA 17-16. O volume de uma esfera de raio r é $nrd,

TEOREMA 17-17. A 4rea da superficie de uma esfera de raio r ¢ 4 = 4nrl.



LISTA DE SIMBOLOS

Abaixo estd uma ligeira explicagiio dos simbolos usados neste livro,
com referéncia 4s paginas onde sio dadas explica¢Bes mais detalhadas.

Para defini¢do

Simbolos Significado .,
veja pagina
= Igual; € igual a; & o mesmo que 13
# Nio é igual a; é diferente de
< E menor que:
para numeros 19
para segmentos 171
para angulos 171
<. E menor que ou igual a:
para nimeros 20
> E maior que:
para numeros 19
> E maior que ou igual a:
para nimeros 20
Ja A raiz quadrada positiva de a 20
|al O valor absoluto de a 23
AB A distancia entre os pontos 4 e B 27
AB A reta contendo os pontos 4 ¢ B 36
AB O segmento cujas extremidades sdo A e B 36
AB A semi-reta de origem A passando por B 36
£.BAC O angulo cujos lados sio AB e AC 67
m/ BAC A medida do /£ BAC 74
AABC O tridngulo cujos vértices sdo A, B e C 68
OABCD O quadrilatero cujos vértices sio 4, B, Ce D 133
A-B-C B esta entre A e C 34, 69
L A= /B L A ¢ [ B sdo congruentes 80
AB = CD. Os segmentos AB e CD sdo congrucntes 102
ABC « DEF A correspondéncia que associa 4 com D
Bcom Ee C com F 96
AABC = ADEF. _ A correspondéncia ABC « DEF é uma '
congruéncia. 103
AABC ~ ADEF. A correspondéncia ABC «» DEF & uma
semelhanga. 304
1 E perpendicular a:
para retas 79
para uma reta e um plano 197

para planos 259
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Para defini¢io

Simbolos Significado N
veja pagina

I E paralelo a:

para retas 213

para uma reta e um plano 251

para planos 251
aR A 4rea da regiio R 273
{ A-BC-D O diedro de aresta BC com faces contendo

AeD 257
m/ A-BC-D A medida de / A-BC-D 259
AB O arco de extremidades 4 ¢ B 406
mAB A medida em graus de AB 407
sen r° senode LAsem/ A=r 329
cos r° cosseno do L Asem/i A=r 329
tgr® tangente do LA se m/ L A=r 329

Os simbelos abaixo sdo freqlientemente vsados para térmos descritos
ou definidos na Se¢do 2-1, apesar da maioria ndo ser usada no texto.

{a,b,c} O conjunto cujos elementos sfo a,b e c
{a]a> 2} O conjunto de todos os nameros maiores que 2
¢ O conjunto vazio

AuB A reuniio dos conjuntos 4 e B

AnB A interse¢io dos conjuntos A e B

ACBHB Conjunto 4 ¢ um subconjunte do conjunto B
xeA x € um elemento do conjunto A

A marcagio de figuras e o uso de
pontos de exclamagiio (!) para trans-

mitir informag&es sdo discutidos nas t )
pp: 116, 117 ¢ 129, !

AA, Corolario, 314
AAA, Teorema, sbbre Semelhanca, 313
Adi¢io, Lei da, para desigualdades, 20, 171
Aditiva, Propriedade, da Igualdade, 21
agudo, angulo, 79
AIP, Teorema, 217
ALA, correspondéncia, 108
ALA, Postulado, 109, 161
alternos-internos, angulos, 215
altura, de um prisma, 496
de um tridngulo, 190
de uma piramide, 501
Alturas, Teorema sdbre a Concorréncia
das, 446
analitica, geometria, 345
angulofs), 67
agudo, 79
alternos-internos, 215
bissetriz de, 120
central, 405
complementares, 79
congruéncia de, 79, 102
correspondentes, 220
de um poligono, 473
de um quadrilatero, 133
de um trifinguto, 68
determinado, 105
exterior de, 68
externo, 173
interior de, 68
internos nZo adjacentes, 174
lados de um, 67
medida de, 74
obtuso, 79
opostos pelo vértice, 83
orientados, 72
reto, 78
suplementares, 75
vértice de um, 67 .
dngulo plano de um diedro, 258
Angulo, Divisio de um, em Trés Angulos
Congruentes, 466
Angulo, Postulado da Construgio de um,
74, 158
Angulo, Postulado da Medida do, 74
Angulos, Postulado da Adicdo de, 74
Apolo, 467
apdtema, 478
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arco, de um setor, 488

de uma circunferéncia, 405
arco maior, 406
arco menor, 406
Arcos, Teorema da Adigdo de, 408
frea, de um circulo, 483

de um poligono convexo, 474

de um setor, 488

de uma regiio poligonal, 273
Area, Postulado da, 273 :
Areas, Postulado da Adigio de, 273
aresta, de um diedro, 257

de uma pirimide, 48
Arquimedes, 513

baricentro, 452
base, dngulo da, de um tridngulo
isdsceles, 123
de um prisma, 495, 496
de um trapézio, 242
de um tridngulo isdsceles, 123
Bitkhoff, George David, 84
bissetriz, de um dngulo, 120
de um tridngulo, 134
Bissetrizes, Teorema sébre a Concorréncia
das, 449
Bolyai, Janos, 269

caracterizacio, teorema da, 150, 439
cateto, 154
Cavalieri, Principio de, 507
central, dngulo, 405
centro, de um poligono regular, 478
de uma circunferéncia, 389
de uma superficie esférica, 389
ciclico, quadrilatero, 447
cilindro, 514
circular, cilindro, 514
cone, 514
circulo, 483
circuncentro, 464
circunferéncia, 389
circunscrita a um tridngulo, 463
inscrita no tridngulo, 463
circunferéncia, comprimento da, 481
circunferéncia maxima, 391
circunscrito a, 412
colinear, 49
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complementares, 79
complementos, 82
comprimento, de um arco circular, 437
de um segmento, 36
conceitos primitives, 7, 8, 141
concéntrico, 389
concorrentes, 444
cones, 514
congruéncia, de ngulos, 79, 102
de arcos, 414
de circunferéncias, 397
de segmentos, 102
de tridngulos, 95, 103
congruéncia identidade, 102
Congruéncia, Postulado da, para area, 273
para triingulos, 108
conjunto, 13
conjunto vazio, 15
Conjuntos auxiliares, 155
consecutivos, Angulos, de um quadrilatero,
229
consecutivos, lados, de um quadrifatero, 229
construgdes com régua e compasso, 453
convexos, conjuntos, 54
poligonos, 474
quadrilatercs, 229
regides poligonais, 497
coordenadas, 30
num plano, 345
sistema de, numa reta, 30
coordenada-x, 347
coordenada-y, 347
coplanar, 49
corda, de uma circunferéncia, 389
de uma superficie esférica, 390
coroa circular, 519
correspondéncia entre tridngulos, 95
correspondentes, dngulos, 220
cosseno, 329
cotangente, 339

decagono, 474
declividade, de um segmento, 356
de uma reta ndo vertical, 358
demonstragio indireta, 141
Desargues, Teorema de, 262
Descartes, René, 345, 350
desigualdades, 19
determinado, ingulo, 105
lado, 105
diagonal de um quadrilatero, 229
didimetro, 390
diedro, 257
distancia, 27
a um plane de um ponto externo, 207
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de um ponto a uma circunferéncia, 442
entre duas retas paralelas, 231
entre uma reta e um ponto fora dela, 185
Distdncia, Férmula da, 365
Distiancia, Postulado da, 27
Dobradiga, Teorema da, 188
Duas Circunferéncias, Teorema da, 455
Duplicagio do Cubo, 466

Einstein, Albert, 269
eixo-x, 345, 346
eixo-y, 346
elemento de um conjunto, 13
Elementos, 9, 215, 454
entre, 34
cquilatero, tridngulo, 124
Eratostenes, 243, 244, 245
escaleno, tridngulo, 124
espago, 47
Espago, Postulado da Separagfo do, 57
existéncia, 146
exterior, de um &ngulo, 68
de um diedro, 257
de um tridngulo, 69
de uma circunferéncia, 393
externamente, tangenciam, 394
externo, dngulo, de um tridngulo, 173
Externo, Teorema do Angulo, 174
extremidade(s), de um arco, 406
de um segmento, 36
Euclides, 9
Euler, Leonard, 60, 61, 277

face de um diedro, 257

Gauss, C. F, 269

geometria (origem da palavra), 244
grafico de uma condigio, 378
Grandes Pirfimides, 2

graus, medida de um arco em, 406

hexagono, 474

hiperbolica, geometria, 226
hipotenusa, 154

hipébtese, 87

horizontal, reta, 355

identidade, 97

igual, 13

incentro, 465-

inscrito, 409, 412

inteiros, 18

intercepta, 13, 239, 409

interior, de um dngulo, 68
de um diedro, 257
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de um tridngulo, 69

de uma circunferéncia, 393
internamente, tangenciam, 394
internos ndo adjacentes, ingulos, 174
interpolagio, 335
intersegio, 13
isosceles, trapézio, 234
isosceles, tridingulo, 123
Isosceles, Teorema do Tridngulo, 123
Isbsceles, Teorema do Tridngulo

Retdngulo, 290

Konigsberg, 59

LAA, Teorema, 177
lado, de um éngulo, 67
de um poligono, 473
de um quadrilatero, 133
de um tridngulo, 68
de uma reta, 56
LAL, correspondéncia, 108
LAL, Postulado, 109
LAL, Teorema, sobre Semelhanga, 318
Leibniz, 513
LLL, correspondéncia, 109
LLL, Postulado, 109
LLL, Teorema, sébre Semelhanga, 319
Lobachevsky, N. 1, 269
losango, 234

média geométrica, 301
mediana, de um trapézio, 242
de um tridngulo, 133, 451

Medianas, Teorema sfbre a Concorréncia
das, 451
mediatriz, 150
Mediatriz, Teorema da, 150
Mediatrizes, Teorema sdbre a
Concorréncia das, 445
medida, de um angulo, 74
de um diedro, 259
menor que, para ingulos, 171
para segmentos, 171
Multiplicagio, Lei da, 20, 171
Multiplicativa, Propriedade, da
1gualdade, 21

Newton, Isaac, 513

obtuso, dngulo, 719

octégono, 474

opostas, semi-retas, 37

opostos, -ingulos, de um quadrilatero, 229

opostos, lados, de um quadrilatero, 229
lados, de uma reta, 56
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opostos pela aresta, diedros, 257
opostos pelo vértice, ngulos, 83
Opostos pelo Vértice, Teorema dos
Angulos, 83
Oraculo de Delfos, 467
orientado, dngulo, 72
origem, 346
origem, de um semi-espago, 37
de um semiplano, 56
de uma semi-reta, 37
ortoceniro, 447

papagaio, 236
par linear, 75
par ordenado, 346
paralelas, retas, 213
Paralelas, Postulado das, 215, 221, 226
paralelogramo, 230
paralelos, planos, 251
e retas, 251
pentagono, 474
perimetro, 473
perpendicularismo, de planos, 259
entre reta e plano, 197
para retas, 79
pertence a, 13
pi (=), 480
PIA, Teorema, 221
pirdmide, 500
Pitagoras, 286
Pitagoras, Teorema de, 285, 289, 325, 328
plano, 8
Plano, Postulado do, 52, 145, 157
Plano, Postulado da Separagio do, 56
poligonal, regido, 271
poligono, 473
ponto, 8
de concorréncia, 444
de contato, 393
de tangéncia, 393
ponte médio, 39
Ponto Médio, Formula do, 368
postulados, 7, 141
poténcia de um ponto em relagio a uma
circunferéncia, 421
Poténcia, Teorema da, 421
Problemas Insoliveis da Antiguidade, 465
projecdo, de um conjunto de¢ pontos sbbre
um plano, 264
de um ponto sdbre um plano, 262
de uma reta sbbre um plano, 262
proporgio, 300
proporcional, 300
Proporcionalidade, Teorema Fundamental
sibre, 307
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quadrade, 133, 234
quadrantes, 347
Quadratura do Circulo, 467
quadrilatero, 133, 229

racionais, nimeros, 19
raio, de um setor, 488
de uma circunferéncia, 390
de uma supetficie esférica, 390
raiz{es) quadrada(s), 20
existéncia de, 20
reais, numeros, 19
reciproco, 183
Reciproco do Teorema da Dobradiga, 189
Régua, Postulado da, 30
Régua, Postulado da Colocagio da, 33
regular, octaedro, 511
regular, pirdmide, 505
regular, poligono, 477
relagiio de equivaléncia, 107
relagio de ordem, 20
reta, 8
Reta, Postulado da, 36, 49, 144, 157
retingulo, 133, 234
reto, dngulo, 78
cilindre, 514
cone circular, 517
diedro, 259
prisma, 495
Reuleaux, trifngulo de, 492
reuniio de dois conjuntos, 14
reversas, retas, 213
reverso, quadrilitero, 261

se, uso de, em definigdes, 34
secante, 339
secante, a uma circunferéncia, 389
a uma superficie esférica, 350
se¢do normat de um diedro, 258
seqdio transversal, de um cilindro, 515
de um cone, 515
de um prisma, 496
de uma pirdmide, 501
segmento, 8, 36
circular, 489
“seja”, 156
semelbanga, 304
semi-espago, 57
semicircunferéncia, 406
semiplano, 56 .
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semi-reta, 36

seno, 329

setor, 488

subconjunto, 13

Subtrativa, Propriedade, da Igualdade, 21
superficie esférica, 389

suplementares, 75

suplemento, 81

Suplemento, Postulade do, 75

tangente, 329

tangente, a uma circunferéncia, 393

tangente externa comum, 425

tangente interna comum, 425

tangentes, circunferéncias, 394

tangentes, segmentos, 419

teoremas, 7

topologia, 62

transitividade, 20, 171

transversal, 215

trapézio, 230

Triangular, Desigualdade, 185

triangular, prisma, 496

triangular, regido, 271

tridngulo, 68

tridngulo, circunscrito a uma
circunferéncia, 463

inscrito numa circunferéncia, 463

tridngulo retdngulo, 154

tricotomia, 20, 171

trigonometria, 72, 329

trigonométricas, razdes, 328

Trinta-Sessenta-Noventa, Teorema do
Tridngulo, 237

unicidade, 146
Unidade, Postulado da, para area, 274
para volume, 506

valor absoluto, 23
vertical, reta, 355
vértice, Angulo do, de um tridngulo
isosceles, 123
de um 4ngulo, 67
de um poligono, 473
de um quadriliitero, 133
de um tridngulo, 68
volume, de um cilindro circular, 516
de um cone circular, 516
de uma esfera, 520
de uma pirdmide, 510




