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O Departamento de Publicagées do Grupo de Estudos do Ensino da
Matematica, GEEM, sente-se orgulhoso de poder apresentar aos estudiosos
brasileiros, por iniciativa da Editéra Edgard Bliicher Ltda., a versio por-
tuguésa do livro “Geometria” de Moise & Downs, considerado o mais
completo tratado de Geometria, destinado a estudantes desde a terceira
série ginasial até a terceira série colegial,

O propésito fundamental do livro é ensinar o leitor a “ler” matema-
matica e também a “escrever” sdbre ela. Caracteriza-se, principalmente, pela
precisdo de linguagem e exatiddo nos conceitos emitidos, mesmo quando
tais conceitos sdo explicados intuitivamente, mediante analise informal de
figuras, utilizadas amplamente em téda a exposicio.

Como novidade, ndo faz uma separacgdo rigida entre Geometria no
plano e Geometria no espago. Dessa forma, permite, a quem usar o livro,
uma perfeita vivéncia entre experiéncias planas e espaciais.

Utiliza, ainda, métodos algébricos, introduzindo sistemas de coorde-
nadas em uma reta, ressaltando, com é&sse tratamento, a unidade da Ma-
tematica, preconizada por todos os estudiosos de hoje.

Finalmente, apresenta uma variedade elogiavel de problemas atraentes:
desde os mais simples até os considerados “magnos” que ai comparecem
para desafiar os alunos mais interessados.

Grupo de Estudos do Ensino da Matematica
GEEM — Sdo Paulo
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Nos altimos anos, tem havido muita discussdo quanto ao contetido de
um curso de geometria normalmente ensinado no ciclo colegial. Um exame
do indice déste livro mostrard que seguimos de perto as recomendagdes
da Comissdo sébre Matemética do College Entrance Examination Board
(Conselho para Exames Vestibulares as Universidades) e que fomos forte-
mente influenciados pelo texto chamado Geometria, escrito pelo School
Mathematics Study Group (SMSG). Assim, na escolha de topicos, fomos
guiados pelas idéias que ésses outros grupos geralmente aceitam.

A maneira mais simples de explicar o espirito e 0 método désse livro é
reconhecer imediatamente nossa imensa divida aos nossos colegas do
SMSG. Tivemos o privilégio de participar daquela atividade e fomos esti-
mulados por longas e sérias discussdes sdbre o estilo e método de ensinar
matematica. Naturalmente, escrevemos nosso livio com base em julga-
mento proprio, apés muitos anos de trabalho, reflexdo e experiéncia em
classes colegiais; € nossas inovagdes sdo tantas que ndo podemos reivindi-
cat para nosso livro qualquer suporte da autoridade do SMSG. Por outro
lado, nossas opinides sdbre questdes fundamentais nio mudaram muito
desde os verdes de 1958, 1959 ¢ 1960; a filosofia do livto do SMSG nos
parece ser tdo vélida agora como o era entdo; e consideramos ser nossa
principal tarefa, melhorar sua execugio.

Os principais aspectos do tratamento séo os seguintes:

(1} Os conceitos de geometria no espago sdo introduzidos cedo, no Cap.
3, e usados dai para frente. Eles aparecem ndo somente em capitulos pos-
teriores sdbre geometria no espago mas também nos problemas dos capi-
tulos que tratam da geometria de um plano. Assim, o aluno tera uma expe-
riéncia intuitiva, longa e variada, com geometria no espago, antes de co-
mecar um estudo sistematico dessa geometria no Cap. 8.

(2) Sistemas de coordenadas numa reta sdo introduzidos no Cap. 2 e
a 4lgebra é usada livremente dai para frente. Distincias e angulos sio me-
didos com nlimeros e os métodos de algebra sio usados no seu tratamento.
Isso torna facil a introdugiio de coordenadas num plano, no Cap. 13, tio
logo o aluno conhega semelhanga ¢ o Teorema de Pitdgoras.

(3) A teoria sdbre 4reas € em geral ensinada no fim de um curso de
geometria. Aqui, introduzimos areas no meio, no Cap. 11. Ha duas razdes
para isso. Em primeiro lugar, 4rea deve aparecer cedo, por ser ficil, salvo
quanto as exigéncias que ela faz de habilidade algébrica. (Essa habilidade
deve ser mantida viva de qualquer maneira.) Em segundo lugar, o conceito
de 4rea & util para o resto da teoria: d4 uma demonstragio facil do Teo-
rema de Pitagoras (p. 285) e uma demonstragio ficil do teorema da pro-
porcionalidade (p. 307) do qual depende a teoria da semelhanga.




{4) Em quase todos os casos, antes de serem formalmente definidos. os
conceitos sdo explicados intuitivamente, por meio de discussdes informais
e também por figuras. Veja. por exemplo. a defini¢io de conjunto convexo
na p. 35

{5) Na exposigio. as figuras sido usadas com grande fregiiéncia ¢ siio
marcadas de modo a transmitirem o maximo de informacio possivel.
Veja a p. 104, onde explicamos o uso de marcas para indicar congruéncia.
Veja também a p. 117, onde explicamos o uso de pontos de exclamacio
nas figuras. Eles sio usados para indicar conclusdes. Assim. a figura na
p. 123 transmite o conteudo todo do Teorema do Tridngulo Isosceles.
No fim da p. 124 hia uma figura que transmite. da mesma maneira, ¢ reci-
proco do teorema. E a figura no topo da p. 412, com suas marcas, nos
diz que um dngulo inscrito numa semicircunferéncia é um angulo reto.

(6) Tentamos inventar nomes para tantos teoremas quanto possivel,
para tornd-los mais faceis de se lembrar e citar. Veja, por exemplo, o Teo-
rema da Dobradica na p. 188 ¢ o Postulado da Régua na p. 30.

{7) Um objetivo fundamental désse livro € ensinar cada estudante a ler
matematica, bem como a escrevé-la. Isso nfo é uma tarefa facil. Se os estu-
dantes devem aprender o uso da linguagem matematica, deve-se dar a éles
térmos € notagdes que transmitam significados rapida e corretamente. Nio
¢ costumeiro fazer isso. Por exemplo. em muitos livros a2 mesma notacio
AB ¢ usada para representar (41 a reta que contém 4 e B. (b} 0 segmento
de 4 a B, (c) a semi-reta de origem A, passando por B e (d) a distincia entre
A e B. Também é comum um livro explicar, primeiramente, a distingio
entre um segmento e uma reta e, em seguida, ignorar tal distingio. Quando
a linguagem ¢ usada tdo livremente, o estudante provavelmente concluira
— ¢ corretamente — que o livro nfio merece um exame cuidadoso. Nos
tentamos arduamente merecer profunda aten¢fio do estudante através de
consistente precisio e clareza.

Agradecimentos sio devidos a equipe da Addison-Wesley Publishing
Co., Inc,, pela sua cooperagio na produgio do livro, em completo acérdo
com as intengdes dos autores.

A edigdo do professor, déste livro, foi preparada pelo Sr. Gerhard Wi-
chura, de Wellesley High School, Wellesley, Mass.

Nosso reconhecimento é aqui transmitido pela permissdo de imprimir
nesse volume partes do texto Geometria, do SMSG, direitos autorais da
Universidade de Yale. No entanto, essa permissdo ndo deve ser interpre-
tada como um enddsso do presente volume pelo School Mathematics
Study Group.
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1 BOM-SENSO E
RACIOCINIO EXATO

| THE ELEMENTS

OCF GEOMETRIBEB
of the moft aunci-
ent Philofopher
EVCLIDE

1-1. DOIS TIPOS DE PROBLEMAS

Considere os seguintes problemas:

) 20 cm?
(1) Um certo retdngulo mede 6 cm por 8 ¢cm.g cm

A 4rea compreendida é dividida em duas par-

tes por um segmento de reta. Se a area de uma

parte é 20 cm? qual & a 4rea da outra parte?

B em

(2) Num certo retingulo, a soma do comprimento ¢ da largura é 14
(medidos em centimetros). Um segundo retingulo ¢ cinco vézes mais com-
prido que o primeiro e trés vézes mais largo. O perimetro do segundo
retangulo é 91. Quais sdo as dimensdes do primeiro retingulo?

Vocé poderia ser capaz de obter a resposta do Problema 1 sem ter de
fazer um raciocinio muito dificil. A resposta & 28 cm?, porque 6-8 = 4§
e 48 - 20 = 28. Evidentemente, poderiamos, se quiséssemos, resolver o pro-
blema algébricamente, armando a equagio

204+ x=6-8,

e resolvendo, entdio, para obter x = 28. Mas isto parece um pouco tolo
porque nfio & necessario que seja resolvido desta forma. Provavelmente
vocé resolveu problemas mais dificeis que éste, com o auxilio da aritmética,
muito antes de vocé ter estudado algebra. Se todas as equagdes algébricas
fossem tdo supérfluas como a que acabamos de montar, nenhuma pessoa
em sd consciéncia daria atengio a elas.

O Problema 2, entretanto, ¢ muito diferente. Se denotarmos o compri-
mento e a largura do primeiro retAngulo por x e y respectivamente, entdo
o comprimento e a largura do segundo retingulo sdo 5x ¢ 3y. Portanto

5x + 3y = 221-_,

porque a soma do comprimento e da largura é a metade do perimetro.
Sabemos também, que

x+y=14.

Isto nos d4 um sistema de duas equagSes a duas incognitas. Para resolver,
multiplicamos cada térmo da segunda equagdo por 3, obtendo

3x + 3y =42,

¢ entdo, subtraimos esta dltima equagio, térmo a térmo, da primeira. Isto

nos da
2x =45}-42=34 =1}
ou :
x=3=1%.
Portanto

<
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o
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2 GEOMETRIA MODERNA

Nio é dificil verificar, agora, que nossa resposta satisfaz s condic¢des do
problema. De certo modo, éstes dois problemas sio muito semelhantes,
mas, por outro lado, sio muito diferentes. O primeiro é o que vocé pode
chamar de problema de bom-senso. E facil prever qual deve ser a resposta
e & facil, também, verificar que a previsdo natural & a resposta correta.
‘Por outro lado, prever a resposta do segundo problema ¢é algo quase fora
de cogitagio. Para resolvé-lo, precisamos conhecer alguma coisa sbbre
métodos matematicos.

Ha trés casos déste tipo na geometria. Considere os seguintes enunciados:

(1) Se um triAngulo tem lados de comprimento 3, 4 ¢ 5, entdo ¢ um
tridngulo retdngulo, com o angulo reto oposto ao lado maior.

(2) Seja dado um tridingulo com lados de comprimento a, b e c. Se

az + bZ = 6,2,

entdo o tridngulo ¢ retingulo, com o dngulo reto oposto ao lado maior.

90° 20°?
4 b

O primeiro déstes fatos ja era conhecido pelos antigos egipcios. Estes o
verificaram experimentalmente. Voc&é mesmo pode verifica-lo, desenhando
um tridngulo cujos lados megam 3, 4 ¢ 5 unidades, tio exatamente quanto
possivel, e ento medindo o ingulo oposto ao lado maior com um trans-
feridor. Vocé deve ter em mente, evidentemente, que esta verificagio ¢é
apenas aproximada. Suponha que, por exemplo, o ingulo seja, de fato,
89° 59'594" (isto &, 89 graus, 59 minutos e 593 segundos) ao invés de 90° ¢’ 0”
exatos. Neste caso, dificilmente vocé deve esperar descobrir a diferenga
com um transferidor, ndo importa quio cuidadosamente vocé tenha apon-
tado seu lapis e desenhado a figura. Entretanto, 0 “método egipcio” ¢ um
sadio método de bom-senso para verificar um fato experimental.

Os egipcios eram extremamente habeis no calcular medidas fisicas. Os
lados da base da Grande Pirimide de Gizé medem 2304 m de compri-
mento e as medidas dos quatro lados coincidem, com uwm &rro de apenas
1,5 ¢m. Ninguém parece saber, atualmente, como os construtores conse-
guiram tal precisdo. {Quanto mais voc€ pensar neste problema, mais dificil
éle parecera, provavelmente.) '

O enunciado {2) nio era conhecido dos egipcios. Foi descoberto muito
mais tarde, pelos gregos. E inteiramente impossivel verificar &ste fato expe-
rimentalmente, pela simples razio que ha infinitos casos a serem conside-
rados. Por exemplo, vocé teria de construir tridngulos ¢ tomar medidas
com um transferidor em todos os seguintes casos:

Bom-Senso e Raciocinio Exato 3

L0 90°?

LR

e assim sucessivamente sem cessar. Assim, ndc ha esperancga de se veri-
ficar 0 nosso enunciado geral, expenmentalmente mesmo de um modo
aproximado. Portanto, uma pessoa normal ndo estaria convencida de
que o enunciado 2 é verdadeiro em todos os casos, até que tenha visto uma
razdo logica por que éle tenha de ser verdadeiro em todos o0s casos.

De fato, esta ¢ a razdo pela qual foram os gregos, e ndo os egipcios, que
descobriram ser nosso segundo enunciado verdadeiro. Os egipcios foram
muito bons em medigdes e fizeram previsdes muito inteligentes, que mais
tarde se tornaram verdadeiras. Mas os gregos descobriram um névo mé-
todo que era imensamente mais poderoso. Este era o método do raciocinio
geomeétrico exato. Por &ste método, éles transformaram previsGes plausiveis
em conhecimento sélido e apreenderam algumas coisas assustadoras que
ninguém teria acreditado sem vé-las provadas. Déste modo, os gregos nos
deixaram os alicerces para a moderna matematica e, consequentemente
para a ciéncia moderna, em geral.

Problemas 1-1

. Vocé & bom para fazer problemas de cabeca? Tente esta

experiéncia. Tome um pedago de corda, com 1,5 metros

de comprimento, aproximadamente, e coloque-o no chio

formando um lago, com as pontas livres;

entdo, puxe as extremidades da corda, fazendo o lago gradualmente menor e pare
quando achar que o lago tem o tamanho de sua cintura. Marque a corda no ponto
onde ela se cruza e verifique sua previsio, pondo a corda ao redor de sva cintura,
Depois de ter feito esta verificagdo, leia as observagdes sdbre o Problema 1 no final
desta série de problemas.

. Este também é um problema de previsdo.

Uma pagina de jornal nfio é muito espéssa, cérca de 0,008 cm, e vocé ja viu muitas
vézes uma pilha de jornais. Suponha que vocé tenha de colocar uma fdlha de jornal
sdbre o assoalho. Depois, vocé coloca uma outra f6tha sdbre a primeira, depois
mais duas, depois mais quatro e assim por diante, levantando uma pilha de f3lhas
de jornais, Cada vez, vocé adiciona & pilha tantas f6ihas quantas 1a ja estio. De-
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pois da décima vez, vocé deve ter uma pilha com cérca de 8 cm de altura. Se vocé
fésse capaz de continuar até a qiiinquagésima vez, que altura teria a pilha?
Uma das respostasde (a) a (d) € a correta. Tudo o que vocé tem a fazer & prever
ou calcular qual seja.

(a) Tdo alta quanto sua sala de aula.

(b) Tdo alta quanto um prédio de quatro andares.

(¢) Tdo alta quanto o Empire State Building.

(d) Mais alta que duas vézes a altura do Empire State Building.

Depois de vocg ter feito a escolha, leia as observagdes sdbre o problema 2 no final
desta série de problemas.

. A primeira das duas questdes abaixo pode ser respondida pelo bom-senso. Dé -

apenas a resposta. A segunda requer algum calculo aritmético ou algébrico para
sua solugio. Mostre como vocé a conseguin.

(a) Quanto & um sexto de 12?7

(b) Quanto é um sexto de 52556227

. Siga as instrugdes para o Problema 3.

(a) Um térgo da distiincia entre duas cidades ¢ 10 km. Qual & a distincia entre clas?
(b} A distancia entre duas cidades ¢ 10 km a mais que um térgo da distincia entre
elas. Qual a distincia entre elas?

Siga as instrugées do Problema 3.

{a) Se um fio de arame com 5m de comprimento é dividido em duas partes de
modo que o comprimento de umna parte seja quatro vézes 0 comprimento da
outra, qual ¢ o comprimento da parte mais longa?

(b} Se um fio de arame com 5m de comprimento é dividido em duas partes, de
tal modo que o quadrado obtido dobrando-se uma parte tenha area igual a
quatro vézes a irea do quadrado obtido dobrando-se a outra parte, quai é o
comprimento da parte mais longa?

. Se dois estudantes, com bastante cuidade ¢ um independente do outro, mede

a largura da sala de aula com régua, um da esquerda para a direita e outro da direita

para a esquerda, provavelmente obterdo resultados diferentes. Qual, entre os

seguintes, & um motivo razoavel para a diferenga?

(a) As réguas tém comprimentos diferentes.

(b) As coisas sio mais longas (ou mais curtas) da esquerda para a dlrelta que da
direita para a esquerda.

{c) As discrepincias resultantes da mudanga de posigio da régua se acumulam e a
soma déstes pequenos erros fazem uma diferenga perceptivel.

(d) Uma das pessoas pode ter errado na conta,

. Mostre que n®—2n + 2—-n é verdade se n = 1. E verdade para n = 2? E sempre

verdade, ou seja, € verdade qualquer que seja o nimero n?

. Uma importante partc do aprendizado da Matematica é aprender a reconhecer

certas situagbes que sugerem verdades gerais. Por exemplo, olhando para as
expressdes :
3+45=89+5=14,11 + 17 = 28,

vocé pode supor que a soina de dois nimeros impares é um nimero par. Vocé pode
imaginar dois nlimeros impares cuja soma ¢ um nimero impar? A resposta demons-
trta que nfo existem dois nimeros impares nesta situagio?

9, Considere as afirmagoes:

12=1, 3*=9, 5¥=25 T2=49.

10.

11

12.

LUl=wtliod © NduivLHHO CAdlU ~J

(a) Procure uma regra envolvende numeres impares. Escreva uma afirmagio
generalizando a sua observagio.

(b) Justifique a veracidade da generalizagio.

Divida cada um dos nimeros 32, 5% ¢ 72 por 4.

(a) Qual é o resto em cada caso?

{b) Qual é a regra evidente aqui?

(¢) Quantos inteiros impares vocé tem que elevar ao quadrado e dividir por quatro
para garantir que o resto deve ser sempre o mesmo?

Considere as seguintes figuras e as regras sugeridas:

OODE

N&mero de pontos

N i
amero de regides 2 4 | 8 16 ¥

(a) Troque o simbolo de interrogagio sob o nimero 6 pelo nimero que vocé acha
que deve estar ali. -

(b) Trace uma circunferéncia e Iigue seis quaisquer de seus pontos de todos os
modos possiveis. Conte as regides assim obndas O resultado coincide com a
resposta da parte (a)?

() Que indicagido &ste problema da quanto ao modo de demonstrar se uma gene-
ralizagdo é verdadeira ou falsa?

As seguintes ilusdes Gticas mostram que ndo é sempre que vocé pode confiar nas

aparéncias para decidir sébre um fato.

{a) C & continuagio de AB? Teste a resposta
com uma régua,

b

(b) XY e YZ tém o mesmo comprimento?
Compare os comprimentos com uma ré-
gla OU UM COMPAsSO.

() MN e PQ sdo segmentos de retas?

Y
X z
M N
P Q
(d) Quat dos dois segmentos de reta a direita \ | i
do retingulo ¢ continuagio do segmento :
de reta a esquerda?
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C

(€) Qual segmentoJé mais longo, AB ou CD?

A [ 8

Considere a expressio n? —n + 11. Se n = 1, a expressdo & igual a 11. Para n = 2,
a expressdo & igual a 13. Para n = 3, a expressdo & iguat 17. Os nameros 11, 13 ¢ 17
s30 nameros primos. Um nimero primo é um nimero maior que 1 e que & divisivel
apenas por 1 ¢ por si préprio.) Obteremos sempre niimeros primos quando substi-
tuimos »n por nimeros inteiros na expressio? '
{(a) Mostre que a expressio
" ont-n+k
tem o mesmo comportamento que a eXpressio

nP-n+ 11

{veja o Problema 13) quando k é 3 ou 3. i
(b) Qual é a afirmagdo geral que (a) sugere? E verdadeira ou falsa?
(c) Qual é o proximo niimero maior que 11 que funciona no tugar de k? 41 funciona?

Um pil6to de um avidio a jato planeja cobrir um percurso de 1000 quildmetros
com uma velocidade média de 1000 quilometros por hora. Nos primeiros 800
quilémetros, a velocidade foi de 800 quildmetros horarios. A que razio o resto
da distincia deve ser percorrido?

4 5

Use uma régua para verificar que as medidas da 4
figura estdo corretas. Se as medidas estdo corretas,
mostre, calculando as 4reas, que a soma das areas
das partes é maior que a drea do retingulo. Estra- 4
nho, ndo? Vocé pode explicar isto?

5 4
9 .

Observagdes sébre o Problema 1. Quase todo mundo faz um lago duas vézes maior
do que deve ser. Vocé podera conseguir resultados satisfatorios se raciocinar mais
‘ou menos da seguinte forma. O comprimento da circunferéncia ¢ © vézes o didmetro
e n ¢ aproximadamente 3. Portanto, o didmetro € cérca de um térgo do comprimento
da circunferéncia. Assim, se vocé sabe que sua cintura mede, digamos, 66 cm, 0
lago deve ter o didmetro de 22 cm mais ou menos. Isto pode parecer incrivelmente
pequeno, mas se vocé analisar o problema matematicamente, vocé se convencera
de que uma logica cuidadosa ¢ digna de confianca.

Este & um dos muitos exemplos comuns nes quais mesmo o mais modesto trata-
mento matematico do problema ¢ muito melhor que um salto no escuro.

Observacdes sobre o Problema 2. Esta &, também, uma das muitas situagdes comuns
nas quais o raciocinio matematico ajuda descobrir fatos divertidos que, de outra
forma, ndo ocorreriam a vocé. O aspecto “descoberta”, em Matematica, é tio
predominante e tio importante quanto o seu uso na resolugdo de problemas.

Bom-Senso e Raciocinio Exato 7

Observando que, ao adicionar uma, vocé dobra o nimero de {6lhas de paginas
de jornal, depois de 50 vézes, vocé tera 2°° f6lhas. Uma tabela de poténcias de 2,
ou caloulo direto, convencera vock de que deve ter 1.125.899.906.842.624 {6lhas.
Um pouquinho mais de contas indicara que a pilha deve ter cérca de 95.277 milhdes
de metros de altura; isto &, mais da metade da distincia da Terra ao sol.

Mesmo se vocé decidiu que (d} era a resposta correta, provavelmente ndo percebeu
quio longe ela estava da realidade.

1-2. UM DESENVOLVIMENTO LOGICO
ORGANIZADO DA GEOMETRIA

Se vocé parar e pensar, percebera que sabe muitas coisas sobre geome-
tria. Por exemplo, vocé sabe como determinar as areas de varias figuras
simples e também a relagiio de Pitagoras para tridngulos retingulos. Algu-
mas das coisas que vocé sabe sdo tdo obvias, que pode nunca lhe ter ocorrido
coloca-las em palavras, e muito menos tentar descobrir por que elas sdo
verdadeiras. Um exemplo disso é a seguinte afirmagdo:

Duas retas nio podem se cruzar em mais de um ponto.

Mas algumas das afirmagdes, como o Teorema de Pitagoras, ndo sdo
absolutamente obvias. Neste livro, organizaremos os fatos da geometria
de um modo ordenado, com algumas poucas afirmag¢des simples, no inicio,
conduzindo is mais complicadas nas segbes posteriores. Veremos que té-
das as conclusdes geométricas podem ser deduzidas de algumas afirmagdes
simples e dbvias. Isto sugere que devemos arranjar estas conclusdes numa
tal ordem,que téda conclusio de nossa lista possa ser deduzida das afirma-
¢bes precedentes por raciocinio logico.

Por ora, desenvolveremos o seguinte programa: Enunciaremos defini-
¢les para idéias geométricas tdo clara e exatamente quanto pudermos, e
fixaremos os fatos da geometria dando demonstragdes ldgicas. As afirma-
¢des que demonstrarmos serdo chamadas teoremas.

Embora quase tddas as nossas afirmagdes venham a ser demonstradas
como teoremas, haverd algumas excegdes. As nossas afirma¢des mais sim-
ples e mais fundamentais serdo dadas sem demonstragdo. Serdo chamadas
postulados. Da mesma forma, usaremos os térmos mais simples e mais
fundamentais sem fazer nenhuma tentativa de difini-los. Serdo chamados
conceitos primitivos.

A primeira vista, pode parecer melhor definirmos todos os térmos que
usarmos e demonstrarmos tédas as afirmagdes que fizermos. Mas € muito
facil de se ver que isto ndo pode ser feito.

Considere, primeiramente, a questdo dos teoremas. Usualmente, quan-
do demonstramos um teorema, mostramos que éle resulta 1dgicamente de
teoremas jA demonstrados. Mas as demonstragdes ndo podem funcionar



sempre desta forma. Em particular, a primeira demonstragio que fizermos
nio pode ser obtida desta forma, porque, neste caso, nio ha nenhum teo-
rema que ji tenhamos demonstrado. Mas temos de comegar em algum
lugar. Isto significa que temos de aceitar algumas afirmagdes sem demons-
tracdo. Estas afirmagdes nio demonstradas sio os postulados.

O mesmo principio se aplica as definigdes. Na maioria das vézes, quan-
do introduzimos um térmo névo, nés o definimos usando térmos que ja
tenham sido definidos. Mas as definigdes ndo podem ser, sempre, formula-
das desta forma. Em particular, a primeira defini¢do que dermos nio pode
ser desta forma, porque, neste caso, ndo havera nenhum térmo que ja tenha
sido definido. Isto significa que temos de introduzir aiguns térmos geomé-
tricos sem deéfini-los. Portanto, usaremos os térmos geométricos mais sim-
ples e mais fundamentais sem tentar dar uma definiciio a &les. Estes tér-
mos fundamentais ndo definidos, chamados conceitos primitivos, serdo
ponto, reta e plano.

Os postulados, evidentemente, ndo sdo tomados ao acaso. (Se o fdssem,
nenhuma pessoa em si consciéncia daria aten¢do a éles.) Os postulados
descrevem propriedades fundamentais do espago. Da mesma forma, as
idéias de ponto, reta ¢ plano sugerem objetos fisicos. Se vocé fizer uma pe-
quena marca numa félha de papel, com a ponto de um lapis, vocé tera uma
idéia razoavel de um ponto. Quanto mais fina a ponta de seu lapis, melhor.
A idéia serd sempre apenas aproximada, porque a marca sempre cobrira
alguma 4rea, enquanto que um ponto nio ocupa, absolutamente, irea aigu-
ma. Mas se voct imaginar marcas cada vez menores, feitas por lapis cujas
pontas sdo cada vez mais finas, vocé terd uma boa idéia do que gueremos
dizer, em geometria, com a palavra ponto.

Sempre que usarmos o t&rmo reta, teremos em mente a idéia de linka
reta. Uma linha reta se extende, infinitamente, em ambas as diregdes. De
modo geral, indicaremos isto em nossas ilustragdes, colocando pontas de
setas nas extremidades das partes das retas que tragarmos:

As setas servem para nos lembrar que 2 reta ndo para nos pontos onde a
figura termina.
Teremos um outro térmo, segmento, para uma figura do seguinte tipo:

Um fio de barbante fino e bastante esticado é uma boa aproxlmagao de
um segmento. Uma corda de piano, fina € bem tensa, é uma aproximagio
melhor; e assim por diante.

Se vocé imaginar uma superficie perfeitamente plana, extendendo-se
infinitamente em todas as diregdes, vocé terd uma boa idéia do que se
supde que seja um plano.

EUCLIDES (TERCEIRO SECULO A.C.)

Buclides &, proviveimente, o autor cientifico melhor sucedido que ja existiu.
Seu famoso livro, os Elementos, € um tratado sdbre geometria ¢ teoria dos nimeros.
Por cérca de dois mil anos, todo estudante que aprendeu geometria, aprendeu-a
de Euclides. E durante todo éste tempo, os Elementos serviram como modé]o de
raciocinio l6gico para todo mundo.

Ninguém sabe, hoje, exatamente, o quanto da geometria contida nos Elementos
é trabalho de Euclides. Alguma parte dela pode ter sido baseada em livros que ja
existiam antes e algumas das idéias mais importantes sdo atribuidas a Eudoxus,
que viveu mais ou menos na mesma épcca De qualquer forma, dos livros que che- .
garam até nds, os Elementos & o primeiro que apresenta a geometria de uma forma
l6gica, organizada, partindo de algumas suposigdes simples e desenvolvendo-se
por raciocinio légico. .

Bste tem sido o método basico na matematnca, desde entdo. O que causa adm1-
ragio é que isto tenha sido descoberto hi tanto tempo e usado de forma Fio corru_eta
A légica desempenha, na matematica, o mesmo papel que a experiéncia na fisica.
Tanto em matemitica como em fisica, vocd pode ter uma idéia que voc pensa
ser correta. Em fisica, o melhor a fazer seria ir a um laboratério e testar sua idéia
com uma experiéncia; em matematica, o melhor a fazer seria pensar um pouco
mais ¢ tentar obter uma demonstragio.

Enquanto o método geral de Euclides permanece atual, hoje ¢ sempre, seus
postulados e a teoria baseada néles ndo sio muito usados. Desde o desenvolvimento
da 4lgebra, o emprégo dos niimeros para medir coisas s¢ tornou fundamental.
Este método niio aparece nos Elementos, porque, na época de Euclides, a algebra

_ era quase desconhecida.



Vocé deve ter em mente que nenhuma destas afirmagdes sdo definicdes.
Sdo, simplesmente, explana¢des das idélas que os matematicos tinham
em mente quando escreveram os postulados. Quando comegarmos a de-
monstrar os teoremas, as Unicas informagdes que poderemos pretender
ter sdbre retas, pontos e planos serdo as informagdes dadas nos postulados.

Finalmente, fazemos duas adverténcias.

Em primeiro lugar, ha limites sobre o que a logica pode fazer por nés.
A logica nos ajuda a testar as nossas previsdes mas nio é de muita valia
no ato de se fazer, em primeiro lugar, estas previsdes. No estudo da Mate-
matica, vocé nunca atingiri um estagio depois do qual vocé possa prosse-
guir sem um qué de ingenuidade ou sem o auxilio da intuigio.

Em segundo lugar, os primeiros teoremas que vamos demonstrar nio
serdo muito atraentes; vocé pode ter a curiosidade de saber por que sim-
plesmente nido os chamamos de postulados e encerramos o assunto. Esta
parte inicial, entretanto, serd simples; enfrente o texto de modo firme,
mas moderado, e dirija-se logo aos problemas.

No inicio do proximo capitulo, apresentamos uma pequena discussdo
sObre a idéia de conjunto e uma pequena revisio da parte algébrica dos
numeros reais. Conjuntos e algebra serio usados em todo o livro. Nos os
interpretaremos, entretanto, muito mais como meio do que como fim; nio
fardo parte do nosso sistema de postulados e teoremas. Eles estario ao
nosso dispor desde o inicio; alguns dos postulados envolverdo niimeros
reais e, também, usaremos algebra nas demonstracdes. De fato, a algebra
e a'geometria sdo estreitamente relacionadas e sio muito mais simples de
ser apreendidas se fixarmos esta relagio de inicio.

. Um estudante, querendo saber o significado da palavra “dimensdo”, consultou
um dicionario, O dicionario deu como sinénimo a palavra “medida”, cuja defini¢io
o cstudante, por sua vez, também procurou. Ele 82 o seguinte mapa:

Tamanho

Extensdo ou

Comprimento - dimensio
. . . mais longa
Dimensao - medida vu
Dimensdo

Tamanho ou

Medida

{(a) Aponte, a partir do mapa, uma lista circular de trés térmos, tendo cada térmo
o seguinle como sinénimo. (Numa lista circular, diz-se que o primeiro térmo
segue ao ultimo.)

(b) Faga uma lista circular com quatro térmos.

Faga um mapa semelhante ao do Problema 1, partindo de alguma palavra de um

dicionério.

. O que & que vocé acha que estd errado nas seguintes “definigdes” imperfeitas?

. -

{a) Um quadrado é algo que ndo ¢ redondo.

{b) Uma circunferéncia é algo que & redondo.

{c) Um tridngulo retingulo ¢ um tridngulo cujos &ngulos sio retos.

(d) Um tridngulo equilitero é quando um triingulo tem os trés lados do mesmo
comprimento.

(e} O didmetro de uma circunferéncia ¢ uma reta pelo centro da circunferéncia.

. Siga as instrugdes do Problema 3.

(a) O perimetro de um retingulo é onde vocé toma a soma dos comprimentos dos
lados. _

(b) A circunferéncia de um circulo é quando vocé multiplica o didmetro por =

(c) Uma figura plana tendo quatro lados ¢ um retingulo se seus lados opostos 1&m
comprimentos iguais.

(d) Um tridingulo equilatero é um tridngulo que tem trés lados ¢ trés dngulos, cujos
lados tém todos o mesmo comprimento ¢ cujos dngulos tém todos a mesma
medida.

(¢) Um tridingulo ¢ quando trés retas interceptam uma 2 outra.

. Depois de ler a Segio 1-2, vocé deve ser capaz de decidir se as afirmagoes seguintes

sdo verdadeiras ou falsas.

(a) E possivel definir cada térmo geométrico usando térmos geométricos mais
simples.

(b) Os teoremas sio demonstrados apenas com base nas definigbes e conceitos
primitivos.

{¢) Os raciocinios geométricos exatos levam a verdades geométricas que nio podem
ser deduzidas a partir de medigSes.

{d) O melhor meio de se aprender a demonstrar teoremas € observar 0§ outros
demonstra-los.

(¢) Se vocé se propuser a escrever todas as passagens, cada teorema pode ser de-
monstrado a partir dos postulados ¢ conceitos primitivos, sem referéncia a

outros teoremas.
(f} Qualquer afirmagdo que parece ser verdadeira deve se¢ tornar um postulado.

. Suponha que vock seja capaz de envolver com uma fita de ferro, bem ajustada,

uma esfera bastante grande, como por exemplo a Terra no nivel do equador. A fita
deveria ter cérca de 40,000 km de comprimento. Suponha que vocé corte a fita em
determinado ponto e aumente o seu comprimento em 3 m, de modo que a fita ndo
se ajuste mais, firmemente, 4 esfera. A fita aumentada ficara igualmente afastada
da esfera e terd um raio um pouco maior que o taio original. A fita ficara afastada
de quanto da esfera? (Se vocé precisar, podera usar 6,400 km como raio da Terra.)



> CONJUNTOS, NUMEROS
REAIS E RETAS
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2-1. CONJUNTOS

Vocé, talvez, ndo tenha visto a palavra conjunto usada em matematica,
mas a idéia é bastante familiar. Sua familia é um conjunto de pessoas,
formado por vocg, seus pais e seus irmdos e irmis (s¢ vocé os tiver). Essas
pessoas sdo os elementos do conjunto. A sua classe na escola ¢ um conjun-
to de pessoas. Diz-se que um ¢lemento do conjunto pertence ao conjunto.
Por exemplo, vocé pertence 4 sua familia e 4 sua classe na escola. Diz-se
que um conjunto contém seus elementos. Por exemplo, tanto sua familia
como sua classe na escola contém vocé. Se um conjunto contiver todos
o0s elementos de um outro conjunto, dizemos que o segundo conjunto é
um subconjunto do primeiro. Por exemplo, sua classe ¢ um subconjunto
do corpo discente da sua escola e o corpo discente contém sua classe, Di-
zemos que o subconjunto estd contido no conjunto.

‘Observe que, ao definirmos um subconjunto, permitimos a possibilida-
de de os dois conjuntos serem 0 mesmo. Assim, todo conjunto € subcon-
junto de si mesmo.

Quando dizemos que dois conjuntos sdo iguais, ou escrevemos uma
igualdade A = B entre dois conjuntos, queremos dizer que os dois conjun-
tos tém exatamente os mesmos e¢lementos. Suponha, por exemplo, que A
seja o conjunto de todos os nimeros inteiros entre 9% e 1415 € que B seja
o conjunto de todos os mimeros inteiros entre 945 e 143 . Entdo 4 = B,
porque cada conjunto contém precisamente os nimeros 10, 11, 12, 13 e 14.
Na realidade, quase sempre, um mesmo conjunto pode ser descrito de dois
modos diferentes. Portanto, se as descrigdes parecerem diferentes, isso ndo
implicard em que os conjuntos sejam diferentes.’O mesmo acontece em
algebra. As expressdes 3.17 e 39 + 12 parecem diferentes, mas descrevem
o mesmo nfimero; e isso que queremos dizer ao escrever 3.17 = 39 + 12.

Dois conjuntos se interceptam se existir um ‘ou mais elementos que per-
tengam a ambos. Por exemplo, sua familia e sua classe se interceptam por-
que vocé é um clemento de ambos. (Provavelmente vocé € a unica pessoa
que pertence a ambos 0s conjuntos). A intersegdo de dois conjuntos € o
conjunto de todos os objetos comuns a ambos os conjuntos.

Passando a exemplos de matematica, vemos que o conjunto de todos
0s numeros pares & o conjunto cujos elementos sdo

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18,...
O conjunto de todos os miltiplos de 3 é o conjunto cujos elementos sdo

3, 6,9, 12, 15, 18,...

A intersegio désses & o conjunto cujos elementos sdo 6, 12, 18,... (Esse
€ o conjunto de todos os miltiplos de 6).
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Na figura a direita, cada um dos

dois retingulos ¢ um conjunto de I
pontos ¢ a intersegdo ¢ um conjunto

contendo exatamente dois pontos. I
Anilogamente, cada uma das re- I

gides retangulares correspondentes
é um conjunto de pontos ¢ a inter-
secio é a pequena regido retangular
no meio da figura.

Na figura seguinte, cada uma das duas retas ¢ um conjunto de pontos e
a intersegio contém exatamente um ponto. :

Neste livro, pontos, retas e pla-

nos serdo considerados conjuntos de

pontos. (Vocé pode considerar essa

afirmagdo como nosso primeiro pos-

tulado, se quiser). De fato, tédas as

figuras geométricas serdo considera-

das conjuntos de pontos. A direita,

vemos dois conjuntos de pontos,

sendo cada um uma regido retangu-

lar contida num plano. Sua interse-

¢io é um segmento, contido numa

reta. : )
A reunido de dois conjuntos ¢ o conjunto de todos os objetos que per-

tencem a um ou ambos os conjuntos.

Por exemplo, na figura vemos uma regido retangular grande R que ¢ a
reunifio de duas regides retangulares menores 4 ¢ B. O segmento vertical
préximo ao meio da figura & a intersecio de A ¢ B. Os pontos désse seg-
mento pertencem 3 reunido por duas razdes.

Conjuntos, Nameros R:ais e Retas

Para trés ou mais conjuntos, a intersecdo e reunido sio definidas de
modo analogo. Assim, um tridngulo é a reunido de trés conjuntos, cada
um dos quais é um segmento. E um retdngulo ¢ a reunido de quatro con-
juntos, cada um dos quais ¢ um segmento. '

Algumas vézes é conveniente usar a idéia do conjunto vazio. O conjunto
vazio é o conjunto que nio contém nenhuin elemento. Essa idéia pode lhe
parecer estranha no inicio mas ela esta, de fato, intimamente ligada a
idéia do nimero zero. Assim, as trés afirmagdes seguintes tém ¢xatamente
o mesmo significado:

(1) Nio existem elefantes brancos em Sio Paulo.

(2) O numero de elefantes brancos em Sio Paulo é zero.

(3) O conjunto de todos os elefantes brancos em Sdo Paulo é o con-
junto vazio.

Uma vez introduzida a idéia de conjunto vazio, podemos falar da in-
tersegdo de dois conjuntos quaisquer, mantendo em mente a possibilidade
da intersegio poder ser vazia. Por exemplo, a intersecio do conjunto de
todos os nimeros impares e o conjunto de todos os nimeros pares é€o
conjunto vazio. Na figura acima, a intersegdo do tridngulo e do retingulo
¢ o conjunto vazio.

O conjunto vazio é representado por ¢.

Cuidado: Se vock comparar as defini¢des das palavras intercepta € in-
tersepdo, verd que o uso désses térmos é ardiloso. Quando falamos da
intersegdo de dois conjuntos, permitimos a possibilidade da interse¢do ser
vazia, mas, quando dizemos que dois conjuntos s¢ interceptam, sempre
queremos dizer que sua intersegio contém pelo menos um elemento.

Cuidado novamente! Zero ¢ o conjunto vazio estio intimamente rela-
cionados mas ndo sio a mesma. coisa. Por exemplo, a equagio

x+3=3

tem O como sua nica raiz e portanto o conjunto das raizes ndo é 0 con-
junto vazio; o conjunto das raizes tem exatamente um elemento, a saber 0.
Por outro lado, a equagdo

x+l=x+2

nio tem nenhuma raiz. Portanto o conjunto das raizes € ¢.



1. Para que conjuntos A e B abaixo, o conjunto 4 é igual ao conjunto B?

(a) A é-0 conjunto de todos os nimeros inteiros entre § ¢ 32 . B ¢ o conjunto cujos
elementos sio 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

{(b) 4 ¢ o conjunto de todos os nomes femininos ¢comegando com J. B & o conjunto
Joana. Jaqueline, Judite, Jandira. Jeni.

{c) A ¢é o conjunto de todos os paises da América Central CUujOs nomes comegam
com P. B ¢ o conjunto de todos os paises da América Central que podem ser
atravessados via um canal.

(d) A ¢ o conjunto de todos os estudantes que sio seus colegas de classe nas aulas
de geometria ¢ tém menos de 10 anos. B ¢ o conjunto dos meses do ano cujos
nomes comegam com R.

{€) A4 ¢ o conjunto de todos os numeros que satisfazem x + 7= 12. Béo conjunto
de todos os nameros que satisfazem x%= 25.

{) A4 ¢ o conjunto de todos os numeros que satisfazem 5x + 8 = 8. Bé o conjunto
de todos os nimeros que satisfazem 7(x* + 2)-5 =9,

. Seja

P=1{2,571 10, 14, 17, 19}

[Observagdo: Leia “P & o conjunto cujos elementos sio 2, 5, 7, 10, 14, 17 e 19™]
Seja
Q@ ={2 4 6 8 10, 12}

Qual ¢ a intersecdo dos conjuntos P e (7 Qual é a reuniio dos conjuntos P e @7
. Considere os seguintes conjuntos.

o conjunto de todos os alunos de sua escola.

o conjunto de todos os rapazes de corpo discente.

o conjunto de tédas as mdgas do corpo discente.

o conjunto de todos os professores da sua escola.

o conjunto cujo tnico elemento é vocé, um estudante na sua escola.
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(a) Que pares de conjuntos se interceptam?

(b) Que conjunto & a reuniio de S, e S,7

(¢) Que conjunto & a reunido de §, e §,?

{d) Descreva a reunidio de §, ¢ S,.

(¢) Quais dos conjuntos sdo subconjuntos de §,?

. Nas figuras abaixo, considere a reta e a cincunferéncia como dois conjuntos de
pontos. Em cada caso, diga qual é a intersecio.

P
A O
Q
Ly 1 L
(a) (b) (c)

10.

1L

12.

* 13,

14,

15.

Na figura, qual € a intersegdo do tridangulo ABC e o segmento AC? Qual € a reunido?

C

A 8

. Considere o conjunto P de todos os nimeros naturais pares e o conjunto [ de todos

os numeros naturais impares.
{a) Escreva a reuniiio de P ¢ /.
(b} Escreva a intersegio de P ¢ I.

. Considere o conjunto de trés rapazes {4, B, C,}. Qualquer subconjunto désse

conjunto serd chamado uma comissio.

{(a) Dé todos os subconjuntos de {4, B, C}.

{b) Quantas comissdes de dois membros podem ser formadas com os trés rapazes?
{c) Mostre que duas comissdes quaisquer de (b) se interceptam. :
(dy Qual é o significado da expressdo “se interceptam”™?

. Seja A o conjunto dos pares de nimeros (x, y) que satisfazem a equagdo 3x + y = 5.

Seja B o conjunto dos pares de niimeros (x, y) que satisfazem a equagio 2x + y = 11.
Qual é a interse¢io dos conjuntos 4 e B?

- Seja 4 = {(1,12), (2,9), (3.6), (4,3), (50)}.

B = {(19), (2.7), (3.5), 4.3), (5.1)}. ,
Observe que os elementos dos conjuntos 4 e B sdio pares de nameros. Qual ¢ a
intersegdio de A ¢ B?

Seja 4 o conjunto de tddas as solugdes de 5¢ + s = 11. Seja B o conjunto de tédas

as solugdes de 3r —s = 3, Qual ¢ a intersegio de A e B?

Seja A o conjunto de tddas as solugdes de 7x — y = 28. Seja B o conjunto de tddas

as solugdes de 3x + 2y = 12. Qual é a intersegio de 4 e B?

Seja 4 o conjunto de tddas as solugdes de 2m + n = 8. Seja B o conjunte de todas

as solugoes de 4m + 21 = 12. Qual é a intersegiio de 4 e BY

Considere o conjunto de todos os inteiros positivos divisiveis por 2. Considere o

conjunto de todos os inteiros positivos divisiveis por 3.

{a) Escreva a interse¢do désses dois conjuntos e dé, explicitamente, seus quatro
primeiros elementos.

(b} Escreva uma expressdo algébrica para a intersegio. _

(c) Escreva a reunifio dos dois conjuntos e dé, explicitamente, seus seis primeiros
elementos.

Pense num ponto 4 do quadro negro ou de um pedago de papel. Quantas retas

existem no plano do quadro-negro ou do papel que contém A? As retas contendo

A formam um conjunto. As retas sdo elementos do conjunto. Quantos elementos

tem ésse conjunto?

(a) Dados dois pontos distintos, A ¢ B, quantos elementos existem ne conjunto
de tddas as retas que contdm tanto A como B? Muitas vézes apresentamos
essa questio sob outra forma e perguntamos: Quantas retas podem ser de-
senhadas passando por dois pontos 4 ¢ B?

(b) Dados trés pontos 4, B ¢ C, ndo todos contidos numa reta, quantas retas existem,
cada uma das quais contendo dois dos trés pontos? .

{c) Dados quatro pontos, 4, B, C ¢ D, de modo que trés déles nunca estdo contidos
numa mesma reta, quantas retas existem,'cada uma contendo dois dos pontos



dados? Se um quinto ponto fdsse dado, sob as mesmas condigSes, quantas
retas existiriam?

* (d) Nas partes (a), (b), (c) a mesma pergunta ¢ feita para nameros diferentes de
pontos. Responda essa pergunta quando sdo dados » pontos.

* 16. Ao dar os subconjuntos de um conjunto fixado, o proprio conjunto ¢ o conjunto

vazio sfio incluidos como subconjuntos do conjunto fixado. Assim, o conjunto
{a, b} tem os seguintes subconjuntos:

{a b}, {a}, (b}, ¢

Isto &, um conjunto com dois elementos tem quatro subconjuntos.
{(a) D& os subconjuntos de {a, b, c}.

(b) Quantos subconjuntos tem um conjunto de quatro elementos?
(c) Quantos subconjuntos tem um conjunto de cinco elementos?
{d) Quantos subconjuntos tem um conjunto de n elementos?

2-2. ORDEM NA RETA NUMERICA

Os primeiros niimeros que vocé aprendeu foram os “niimeros naturais”
sem © zero

1, 2,3, 4,5,...

Os nimeros naturais nunca terminam pois, no importando quéio longe
se.v4, sempre & possivel ir um passo adiante adicionando 1. Podemos pen-
sar nos nimeros naturais sem o zero como arranjados numa reta, da es-
querda para a direita: '

A esquerda de 1, colocamos o nimero 0:

ul i ] Il
T 1) 1 T 1 1
1 2 3 4 5 e

Em seguida, marcamos os nimeros inteiros negativos da direita para a
esquerda: -

[ L 1 [
1 1 T 1
0 1 2 3 4 5 -

-
—-
it —

Os nimeros que temos até agora sio os inteiros (positivos, negativos
¢ zero). Os ndmeros naturais s3o, evidentemente, os inteiros positivos e
sdo muitas vézes designados por essa expressdo. : :
Observe que ha muitos pontos da reta que até agora nido estdo associa-
-dos a2 nenhum nimero. Precisamos, pelo menos, colocar as fragdes 4, 1,
3.-4,-4, —% ¢ assim por diante. Existe uma infinidade delas entre cada

ar

par de nimeros inteiros. Numa figura, portanto, 0 que podemos fazer ¢
indicar algumas das fra¢des, como amostras:

-
ks
G

L 1 1 T
em§ -4 -3 —2 - 0 1 2 a4 5 .

Os niimeros que mencionamos até agora sio os nimeros da forma p/g,
onde p e g sfio nimeros inteiros e ¢ é ndo nulo. Eles sdo chamados ntime-
ros racionais. (Isso nfio deve sugerir que outros niimeros sejam contrarios
a razio. O térmo se refere apenas ao fato de que mimeros racionais sio
razdes de inteiros).

E evidente que os nlimeros racionais nio preenchem a reta numérica
completamente. Existem muitos niimeros que nfio podem ser expressos
como razdes de inteiros. Por exemplo, /2 ndo ¢ racional. O mesmo acon:
tece com /3 ¢ ,/-Sre também para certos aimeros “peculiares” como .

Se inserirmos todos &sses nGmeros extras de modo que todo ponto da
nossa reta esteja associado a um niimero, entfo temos o conjunto com-
pleto dos mimeros reais.

. . X \F L4 x
_ _ 1 7 3v2 2
V10 V3 : Vi .
] l L 11 | T il H .
1 I LiLl i1 I T T LA I T { 1
veo—5 —4 -3 =2 -1 Q 1 2 3 4 5

Vocé deveria verificar que ésses nameros aparecem, na figura, aproxi-
madamente nos lugares onde deveriam estar.

Os ndmeros reais serio usados em t6da nossa geometria. E, de agora
em diante, seri importante pensar néles como arranjados numa reta.

Um niimero x &€ menor que um niimero y se x estiver 4 esquerda de y
na reta numeérica, assim -

I
v =3 -2 -1 0 1 2 3.

Indicamos &sse fato escrevendo x < y. Obviamente todo niimero negativo
esti A esquerda de todo niimero positivo. Portanto,.todo nimero nega-
tivo é menor que qualquer nimero positivo. Por exemplo

~1.000.000 < 4,

apesar de que — 1.000.000 possa, de algum modo, parecer maior. o
Expressdes usando < sdo chamadas desigualdades. Qualquer desigual-
dade pode ser escrita ao contrario: quando escrevemos y > X, isso signi-

- fica que x < y. Assim y > x se y estiver a direita de x na reta numeérica.



A expressdo x <y significa que ou x <y ou x = y. Assim -2 < 1
porque -2 < 1; e 2 < 2 porque 2 = 2.

Estudando 4lgebra, vocé aprendeu até agora muitos fatos a respeito
do comportamento dos niimeros reais sob adigio ¢ multiplicagdo. E um
fato que a algebra pode ser estudada da mesma maneira como vamos
estudar geometria nesse curso. Isto &, todos os fatos algébricos que vocé
conhece podem ser derivados de alguns poucos postulados. Mas é grande
a chance de que vocé ndo tenha estudado algebra dessa maneira ¢ ndo
temos tempo agora para comegar a Algebra téda de névo. Nesse curso,
portanto, vamos usar quase t6da a algebra que vocé conhece, sem comen-
tarios especiais.

Devemos tomar cuidado, no entanto, com desigualdades e raizes qua-
dradas, porque enganos a respeito désses tépicos sio muito comuns. A
relagdo < é chamada uma relagio de ordem. Suas propriedades fundamen-
tais sdo as seguintes:

O-1. TRICOTOMIA

Para todo x e y uma e somente uma das seguintes condigdes & veri-
ficada: x <y, x =y, x > y.

O-2. TRANSITIVIDADE

Se x<yey<ux entio x < z.

0-3. A LEI DA ADIGAO

Sea<bex<y entioa+x<b+y.

0O-4. A LEI DA MULTIPLICACAO

Se x <y e a>0pentdo ax < ay.

Téodas as leis usuais das designaldades sdo conseqiiéncias dessas quatro
leis. Finalmente, vamos precisar o seguinte:

R-1. EXISTENCIA DE RAIZES QUADRADAS

Todo ndmero positivo tem pelo menos uma raiz quadrada positiva.
Existe um ponto bastante delicado em relagio a raizes quadradas.
Quando dizemos, em palavras, que x é uma raiz quadrada de a, queremos
dizer simplesmente que x? = a. Por exemplo, 2 é uma raiz quadrada de 4
porque 2? = 4. E - 2 ¢ também uma raiz quadrada de 4, porque (- 2)* = 4,
Mas quando escrevemos, em simbolos, que x = ,/a, isso significa que x

.

—_

& a raiz quadrada positiva de a. Portanto, as seguintes afirmagdes sdo
verdadeiras ou falsas. como indicado:
Verdadeira: ~2 é uma raiz quadrada de 4.

p
Falsa: -2 = /4.

- « 3 ’/__ _

A razdo para ésse costume é simples. Se permitissemos que \/a repre
senitasse tanto a raiz positiva quanto a negativa, nao teriamos nenhum

”

simbolo para a raiz quadrada positiva de 7. Colocar um sinal *+ ga
= : . “ "

frente de ;7 nio resolveria o problema porque um sinal +7 nunca muda

o valor de uma expressdo. Se /7 [6sse negativo, + ﬁ seria tdo negativo

guanto antes. Por essa razio, convencionamos que ,/a sempre represen-

ta a raiz positiva de 4. A raiz negativa de a ¢é ~\/E e \/6 = O.A .
Vocé achard as seguintes afirmagdes convenientes para referéncia. ao

justificar passagens algébricas.

PROPRIEDADE ADITIVA DA IGUALDADE
Sea=bec=d entio a+c=b+d
PROPRIEDADE SUBTRATIVA DA IGUALDADE

Sea=bec=d entio a—c=b-d

PROPRIEDADE MULTIPLICATIVA DA IGUALDADE

Sea=5bec=d entio ac = bd.

CLRRPT

. Prepare uma tabela, tendo as colunas os seguintes titulos: “niimeros reais”, “nu-

meros racionais”, “inteiros”, “niimeros irracionais”. Sob o titulo “nameros reais

) 1

coloque os seguintes

7, 3, /11, 002, /4, 1}, 14003, -3,

J2 3 [o
? s T ﬁ b 0’ 1r414, 16 s T

Complete a tabela colocando cada nimero sob o nome do subconjunto dos reais
ao qual éle pertence.

Indique se as sentengas abaixo sdg verdadeiras ou falsas.

{a) Nimeros negaiivos sdo numeros reais. ‘
{b) A reta dos nimeros reais tem pelo menos uma extremidade.
() —x € um numero negativo qualquer que seja x. .

(d) O ponto da reta dos nimeros reais correspondente a 3 esti entre os pontos

correspondentes a £ e £,



*10.

(e) Existe um ponto na reta real que corresponde a ﬁ ¢ é diferente do ponto
correspondente a 1,414.

{f) Se x é um nimero negativo, entdo —-x € um namero positivo.

(g) Se x > y, entio x—y > 0.

. Em que ordem estariam, na reta numeérica, os pontos correspondentes aos nitmeros

nos conjuntos abaixo, estando 0s nimeros positivos a direita do zero?

(a) 7, 14, 13. (b) 4,1, 4,06, 4012.
(C) _1135 _0,7: _‘2,14 (d) %, —l%, —lg‘.

. Escreva as sentengas abaixo usando os simbolos de ordem (isto & <, =, etc)

{a) x ¢ um nalero maior que 0.

{b} ¥y é um mimero entre -1 e 2.

(¢) w é um nimero entre ~1 e 2, podendo ser —1 oun 2.
(d) £ é um ndmero positivo.

{e) m é um nimero negativo.

(f} n € um niinero n3o-negativo.

. Escreva as sentengas abaixo com palavras

(a) AB > CD.
d)-2<kx<2

© -11<5<8.
N y=0

{b) m < n.
{e) x <0.

. Quais das seguintes sentencas sfio verdadeiras?

@ /16 = 4,

() -/ 64 = -8

(b) /25 =-5.

d) - /036 =-06 () —./0,04 =02

. Quais das seguintes sentencas satisfazem a condigio ./ x% = x?
(a) x =3. (b) x =-3. c) x=0.
@ x=1 (e x =-1. @ x<0.
8 x=0. (h) %>0.

. Ao longo da reta numérica, com intervalos unitarios de 1 ¢cm de comprimento,

cologue corretamente os seguintes nimeros

0. 1, V4 -4 /9 -V V16 -3

. Se r ¢ s sdio nfimeros reais diferentes de zero ¢ r > s, indique se as seguintes sen-

tengas sio verdadeiras para todo r ¢ s com (V), se sdo verdadeiras apenas para alguns
valdres de r e s com {A) ou se nunca sdo verdadeiras com (F),

(a) s>r b)yr-s>0. (©) % > L. (d) s* < r2
Siga as instrugdes do Problema 9 para (a) até (d), abaixo.
t 1
@ —>—: (b) r? >
o s
. (c)_,-<__5._7 d)r-2<s-2.

—

.. LALSR ABSCLUTO

O valor absoluto de um némero x é representado por |x|. O significado
do simbolo |x| é facilmente compreendido a partir de alguns exemplos:

o]=0,  |-8]=&
2j=2  |87]=87
-2=2  |-95] =95,

17l=17  |-J/13| =13
¢ assim por diante. Estamos usando aqui as seguintes regras:

(1) Se x = 0, entdo |x| = x.
(2) Se x < 0, entdo |x| é o nimero positivo correspondente.

Se um nimero é escrito aritméticamente, é facil ver como escrever seu
valor absoluto. Se ndo houver sinal negativo na frente, deixamos o ni-
mero como estava. Se houver um sinal negativo na frente, omitimos o sinal
para obter o valor absoluto. : ‘ N

Mas quando trabalhamos algebricamente com €Xpressoes como Ix,

a-b|, e assim por diante, & conveniente ter uma forma algébrica para a
condigiio (2). Assim, dado um nimero negativo x, queremos ter uma ma-
neira algébrica de descrever o niimero positivo correspondente. Se o ni-
mero negativo for representado por x, entdo nio podemos “omitir o sinal
negativo” porque nfo existe nenhum sinal para ser omitido. I"odemos con-
tornar essa dificuldade com um truque: se x < 0, entdo o numero positivo
correspondente & —x. Aqui estdo alguns exemplos:

Xx=-2, -x=-(-2)=2,
x=-3 -x=-(-3)=3
¢ assim por diante. .
Podemos agora dar uma segunda descrigdo de |x|-
(1) Se x = 0, entdo |x| = x. | )
(2) Se x < 0, entdo |x|=—x.
Essa segunda forma é mais dificil de se entender no comégo, mas é mais

facil para se usar posteriormente. Vocé deveria experimenta-la em alguns
nameros, até se convencer de que ela realmente diz 0 que temos em mente.

Cioiidaa 2-3
Calcule:
(@) |5]. ®) |-6]- © - |-6l.
d) 2] + 2) © 12} +|-2|- ® {8-5|
(® |5-8]. (h) |5]-|8]. @ |-8-5|
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. Quais das seguintes sentencas sio verdadeiras?

(a) |-3| = 3. (b) |3] = -3. () |7-9{ =|9-7|
(d) |0-4] =]4-0| {e) |k| = k para todo nimero real k.

. Quais das seguintes sentengas sio verdadeiras para quaisquer valdres da variavel?
@) |-n| = -n. (b) |n?] = u?. (€ |x - 3] =3 - x|.
(d) |a — bf=1]b - a. @ |d+1}=|d + 1.

. Copie ¢ complete as seguintes afirmacdes:

(a) Se k >0, entdo |k| = ...............
{b) Se k < 0, entdo |k| = ............... .
(c} Se k=0, entdo [k| = ............... .
. As quatro figuras abaixo sio graficos, na reta numérica, de sentencas algébricas
escritas a4 esquerda de cada grafico
x<2 ¢ } t . L + —
-3 =2 -1 0 T 2 3
Ix|=2 - } + t 1 i + } —-
-3 -2 =i 0 1 2 3
x| <2 -— . s s e o T >
-3 -2 -1 0 1 2 3
Ix[>2 ey
-3 -2 -1 0 i 2 3
Faga grificos para as seguintes sentencas
(a) x =1. (b} x & um nimero negativo {c) x> 1.
(d) x = 0. {e) |x| =1 M [x] =<1
® [x| > 1 () |x| = 0.
. (a) Qual é a diferenga entre o grafico de x < 0 e de x < O?

(b) Qual ¢ a diferenga entre o grafico de |x| = 1 e o grafico de |x| < 17
(¢) Qual € a diferenga entre o grificode -1 < x < leo grafico de [x] < {?

Se considerarmos sentengas algébricas em duas varigveis x e I, onde x e y podem
ser miimeros reais, podemos representar graficamente tais sentengas no plano xy.
Vocé deve se lembrar, de cursos anteriores de matematica, que para isso repre-
sentamos graficamente todos os pares ordenados (x, ) que tornam a sentenga
algébrica verdadeira. Assim, o grafico de x-y = | é como se vé & esquerda e o

grafico de x—y < 1 € como se vé A direita.
y y

(a) Desenhe o grafico de y = }x|. (b) Desenhe o grafico de y > |x|.

* 8

Use o Problema 7 como uma introdugio para ésse problema:

{a) Faga o grafico de |x| + |y| = L
{b) Faga o grafico de |x| + |y| < L

- ; P T T R A
:?%:':;L,i,-'—\! ;, Py, :: DE 1.-"2135 Al

€D

Se dois pontos P e ( estdo a uma distancia ndo maior que 30 cm, podemos
achar a distincia entre &les usando uma régua comum.
Q

T T T T T T T TP 7T 1Ir 7T T T i T T T T T T T T T T
12 3 456 78 910111213141516 17 181920 21 22 2324 25 26 27 2829 30

Na figura a distincia é 18 cm. E claro que nio havia necessidade de se co-
locar o ponto zero da régua em P. Poderiamos ter colocado a régua como
na figura abaixo

a
I

rrrrrrrrrrr17 7 rivnr 11T
910 11121314 1516 1718 19 20 21 22 23 24 25 26 27 2829 30

N—a

TTTTTT
3450678

—

Nesse caso vemos que a distincia entre P ¢ (, medida em cm, € 20-2 = 1§,
como antes.
A escala de muitas réguas esti marcada em polegadas. Usando essa
escala, poderiamos ter colocado a régua como visto abaixo
£ 3

1 7 T } T ]
1 2 3 4 S é 7 8 9 10 11 12

oc 8Z 9z ¥Z TT O 81 91 ¥ TL O &8 9 ¥ T
L | | ] | 1 ] ! 1 Ll | l

Isso da uma distincia de cérea de 7 polegadas.

Naturalmente, um metro é 100 centimetros. Um milimetro € um mile-
simo do metro. Um pé sdo 12 polegadas e uma jarda sio 36 polegadas.
Podemos, portanto, medir a distdncia entre P ¢ Q pelo menos dessas varias
maneiras: 180 mm, 18 cm, 0,18 m, 7 polegadas, {5 pés, 75 jardas. Assim,
o mimero que obtemos como medida da distdncia depende da unidade de
medida.

Propiemsas 2-4A

A distiancia do ponto H ao ponto K medida em cm ¢ 4. Se¢ escolhermos o mm para
unidade, que nimero mede a distincia de H a K?



2. A distancia de K a M, medida em cm é 9. Que nimero mede a distancia de K a M
em metros?

3 o P Q R T

(a) Réguas com diferentes escalas sdo usadas para medir PQ, PR e PT, ¢ 05 resul-
tados estio na tabela abaixo. Copie ¢ Complete.

Unidade de medida PG PR PT QT
polegada 2
pé¢ %
jarda 15 ]
centimetro 5,08
milimetro 50,8
metro 0,0762
palmo' 0,364

(b) Qual é a razio de PQ para PR? de PQ para PT?
(¢) A razdo de PQ para PT muda quando unidades diferentes sio usadas?
(d) Qual o valor de QR em polegadas? em centimetros? em palmos?
4. Discuta as seguintes questdes:
(a) Por que temos tantas unidades para medir distincias?
(b) h‘naglm.: que tivéssemos estabelecido uma s unidade universal para medir
distdncia. Que vantagens isso traria? Que desvantagens resultariam?

5. Copie e complete as afirmagdes, preenchendo com os ntmeros apropriados.

(@) 6pol = ......... Pés = ......... jardas
o ......... pol =75 pés = ......... jardas
© conrennns pol = ......... pés = % jardas

6. Copie ¢ complete as afirmacdes, preenchendo com nfimeros apropriados
{a)2m = ......... cm = .........mm.
) .cco.....mm: = 50cm = ......... mm.
©) ......... m=......,. cm = I mm.

1. A 8 C

A, B e C sdo trés pontos de uma reta arranjados como na figura acima. Qual o
valor de AC, dado que

(a) AB=6cm e BC = 12cm?
(b) AB=6m e BC =12m?
{c) AB=6mme BC = 12mm?
8. A4, B e C sdo trés pontos de uma reta arranjados na ordem do Problema 7. Qual

o valor de AC, dado que
(a) AB=6m e BC = 12cm?
(b) AB=6cm ¢ BC = 12 m?

“(c) AB =6cm ¢ BC = 12cm?

s

T T TR TR TR ATV AR YW W TR AYw

. Observe que apenas os numeros 6 e 12 apareceram nos enunciados dos Problemas

7 e 8. Explique por que no Problema 7 a resposta as trés questdes € 0 mesmo numero,
enquanto que no Problema 8 tddas as respostas sdo diferentes.

Logicamente falando, uma unidade funciona tdo bem quanto qualquer
outra. No entanto, o uso de virias unidades no mesmo problema causaria
dificuidades desnecessarias. Vamos portanto escolher uma unidade e con-
cordar em usd-la em todos nossos teoremas. (Ndo ha mal nenhum em
escolher a unidade com tdda arbitrariedade. Se vocé gostar de polegadas
ou quildmetros ou pés, vocé tem ampla liberdade de escolhé-los como
unidades. Todos nossos teoremas serdo validos para tédas as unidades).

Assim, uma vez escolhida uma unidade, a cada par de pontos, P e (,
corresponderia um nimero que nos dira quio longe P estd de Q. Esse nu-
mero ¢ chamado a distdncia entre P ¢ Q.

Formalizaremos essa discussdo, enunciando um postulado ¢ uma de-
finigdo.

POSTULADO 1. O Postulado da Distincia

A todo par de pontos distintos corresponde wm tiico nimero positico.

Definicdo

A distdncia entre dois pontos ¢ o nimero dado pelo f_’ostulado da
Distincia. Se os pontos sdo denotados por P ¢ Q, a distincia ser repre-
sentada por PQ.

Admitimos a possibilidade de P = Q, isto ¢, de P ¢ Q serem o mesmo
ponto. Nesse caso, PQ = 0. A distdncia é definida simplesmente para um
par de pontos e ndo depende da ordem em que &sses pontos sio mencio-
nados. Portanto sempre temos PQ = QP.

Alguns dos problemas que vocé deve resolver envolverdo varias unida-
des como centimetros, metros, quildmetros ¢ assim por diante. Como ja
observamos, todos os teoremas serdio validos para essas unidades, desde
que, consistentemente, vocé use uma s6 unidade cada vez que aplicar um
teorema. Em outras palavras, vocé pode fazer a escolha que quiser, desde
que vocé a mantenha, mas nfio pode mudar de unidade no meio de um
teorema.

Problemas 2-4B

. Alberto, Bruno ¢ Carlos mediram, em centimetros, a distdncia entre dois pontos

P e 0, marcados num quadro negro. Alberto encontrou PG = 27, Bruno encontrou
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PQ = 27,5 ¢ Carlos encontrou PQ = 26,75. Quantos dos meninos podiam estar
certos. Por qué? Um dos meninos, necessiriamente, estava certo? Discuta.

. Se a distincia PQ & 54 dm, qual o valor de PQ medido em cm? medido em metros?
. Se a distincia RS & 15 m, qual o valor de RS medido em ¢cm? em dm?
- Eduardo e Francisco.estavam calculando distincias entre os mesmos pontos A,

B e C. Eduardo disse “Se AB = 1 entdo BC = 24", Francisco disse: “Se AB = 12,
entdo BC = 30”. Se os dois meninos estavam certos, explique como éles poderiam
ter obtido niimeros diferentes.para as mesmas distdncias. Isso estsd de acdrdo com
o Postulado da Distancia?

. Se a distincia RS & x dm, quanto vale RS medido em cm? medido em m?
. A distincia 4B medida em dm é 15 mais que 9 vézes a mesma distincia medida

em metros. Qual é a distincia AB em metros?

O perimetro de um tridngulo medido em dm é 10 mais que 10 vézes seu perimetro

medido em metros. Qual & o perimetro em metros?

S¢ o lado de um quadrado é 4 m, seu perimetro é 16 m e sua drea é 16 metros qua-

drados, sendo 16 = 16, a afirmacfio, “a 4rea de um quadrado ¢ igual ao seu peri-

metro” é verdadeira para ésse quadrado.

{a) A afirmagiio continua verdadeira quando o lado do quadrado ¢ medido em
centimetros?

{b) Descreva dois outros quadrados para os quais a afirmagio & verdadeira.

() O que t€m em comum os trés quadrados para os quais a afirmagdo & verdadeira?

Se o comprimento de um retdngulo ¢ 6 m e sva largura 4 m, a afirmagdo “o peri-

metro do retdngulo é a soma do ddbro do seu comprimento com o débro de sua

largura” ¢ verdadeira para ésse retingulo.

{a) A afirmagio continua verdadeira quando o comprimento e largura s3o medidos
em cm? em dm?

(b) Depende a veracidade dessa afirmagio de uma escolha especial de nameros?
de uma escolha especial de unidades?

Se o raio de uma circunferéncia ¢ 2 m, seu comprimento (C=2ar)éd4nmea area

do circulo que ela limita (4 = #r?) & 47 metros quadrados, A afirmagdo “a drea

de circulo € igual ao comprimento de sua circunferéncia” é verdadeira para ésse

circulo.

(a) A afirmagiio continua verdadeira quando o raio do circulo é medido em cm?

(b) Descreva dois outros circulos para os quais a afirmagdo é verdadeira.

(c) Depende a veracidade dessa afirmagdo de uma escolha especial de nlimeros?
de uma escolha especial de unidades?

Nos problemas 8, 9 e 10 vocé deve ter observado que algumas afirmagdes geome-

tricas sdo verdadeiras apenas para certos nimeros, nio importando que unidade

é especificada. Qutras afirmagdes sio verdadeiras independentemente da escolha

de nimeros ou unidades.

Vocé deve verificar que as seguintes afirmacdes sio verdadeiras. Em seguida indique

se elas permanecem verdadeiras quando os comprimentos sio medidos em unidades

diferentes. Que afirmagdes permanecem verdadeiras sdmente se 0 mesmo nimero

ou conjunto de nimeros f6r usado para tddas as unidades?

(a) O perimetro de um reténgulo de 3 m de largura e 4 m de comprimento é 14 m.

(b) O perimetro de um quadrado de lado 2 m é o débro de sua drea.

{c) O perimetro de um triingulo de lades de comprimento 12 cm é 36 ¢m.

(d) Um tridnguio, cujos lados tém comprimento 3m, 4m e 5m, & um triangulo
.retdngulo. (Use o teorema de Pitagoras).

eIV S, INUWNIIETUS Nodis © TWoo

(e) Um triingulo de lados 9cm, 12¢m e 15cm é um tridngulo reténgulo:. _
() A area de um circulo de raio 4 m ¢ o débro do comprimento de sua circunfe-
réncia,

2-5. UMA REGUA INFINITA

No comégo désse capitulo estabelecemos uma escala de nimeros numa
reta, assim: :

] Il Ll

-3 V2 x
!

1 1 i
1 t It I | | ¥ i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 .3 4

Poderiamos, é claro, ter usado uma escala maior:

-3 V2
+— }

-2 -1 0 1 2

—
—

ou uma escala menor:
- 3 '\/i F

Tttt
-4 -3-2-1 0 1 2 3 4

Mas vamos convencionar, de agora em diante, que sempre que estabele-
cermos uma escala de niimeros numa reta, devemos usar a escala dada
pelo Postulado da Distancia.

2 1 :
P8R S
! [ 1 | | { 1
. e 0 1 2 3
&
Isto ¢, o ponto marcado com 1 deve estar a uma distancia 1 do ponto mar-
cado com 0; o ponto marcado com —2 deve estar 2 uma distincia 2 do

ponto O e assim por diante. Da figura, tira-se as distancias

OR =1,
0S = 2,
QT=13
Por subtragio, obtemos
RS§=2-1=1,
RT=3-1=2,

PR=1-(-2) = 3.

De fato, parece que podemos sempre achar a distincia, calculando a dife-
renca dos nimeros marcados.



30 GEOMETRIA MODERNA

Essa afirmagdo ¢ quase verdadeira, mas nfo totalmente. Se tomarmos
os pontos P e R em ordem reversa, obtemos a resposta errada

RP=-2-1=-3.

que é o oposto da resposta correta. Na verdade, cérca da metade das vézes,
1 subtragio di uma resposta negativa.

E facil, porém, contornar essa dificuldade: tomamos o valor absoluto
da diferenga dos nimeros marcados. Ao fazermos isso, tddas nossas res-
postas corretas permanecem corretas e t6das nossas respostas erradas
tornam-se¢ corretas. Por exemplo

PR=|1-(-2)| = 3] =3,

RP=|-2-1|=|-3|=3,
como deveria ser. , :
Assim, vemos que a distincia entre dois pontos é o valor absoluto da
diferenga dos niimeros correspondentes.
Formalizamos ésse bom-senso, resumindo-o num postulado.

POSTULADO 2. O Postulado da Régua

Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia com 0s
mimeros reais, de tal modo que

{1) a cada ponto da reta corresponde exatamente um numero real;

(2) a cada mimero real corresponde exatamente um ponto da reta; e

(3) a distancia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da diferenga
dos nimeros correspondentes.

Chamamos ésse postulado de Postulado da Régua, porque seu efeito
¢ nos fornecer uma régua infinita que pode ser colocada em toda reta e
usada para medir a distincia entre dois pontos quaisquer.

Definicées

Uma correspondéncia do tipo descrito pelo Postulado da Régua é cha-
mada um sistema de coordenadas. O nimero correspondente a um dado
ponto &€ chamado a coordenada do ponto.

p Q R
! | | 1 !
T T T 1 I
-3 -2 -1 ] 1

Por exemplo, na figura acima, a coordenada de P é -2, a coordenada

de Q € 0, a coordenada de R é 1, e assim por diante.

P

S T
1 |
T 1
2 3

L ] L ]
1 T J 1
x -1 o i

~+0
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Se a coordenada de P € x e a coordenada de Q é y, entdo o Postulado da
Régua nos diz que

PQ = |y-x|.

Problemas 2-5
R Q P N MABCD EF GH I IJ
5 -4 -3-2 -1 0 1 2 3 4 5 &
-y =3 -3 } V2 x  F VA

Na figura, foi estabelecide um sistema de coordenadas numa reta comOem 4 ¢ |
em C. Para facilitar a leitura, algumas coordenadas nio inteiras foram escritas

um pouco abaixo dos inteiros. Determine as seguintes distAncias:

(a) AC (b) AD (c} EI (d PR
() RI ® AN (@ BH (h) oM
iy AF - G bJ . (k) ND () PF

. Simplifique: .

(@) |6-2] (b) |2-6] {c) |5-0]
(d) [0-5] @ |0-(-9) ® [4--4]
@ || (h) |x-0] @ |x-¢x)
@ fx|-|-=x|

. Usando o Postulado da Régua, ache a distincia para os pares de pontos tendo

as seguintes coordenadas

{a) 0 e 8 b)8el (c)0e-8
) -5e-7 Ce)-3ed 0 J2e /5
@ 3e-5 (h)xey (i) 2a¢—a
(j) Oex

. 3¢ vocé usar uma régua comum de 30 cm para medir a distincia entre dois pontos,

marcados num pedago de papel, & necessario colocar o zero em um dos pontos?
Explique.

. Suponha que ao medir a distincia PQ vocé tencione colocar o zero de sua régua

em P ¢ ler um numero positivo em Q. Como vocé pode ainda determinar PQ, se,
por acaso, vocé colocar sua régua de tal modo que P corresponda a } e

{(a) Q corresponda a um nimero positivo?
{b) @ corresponda a um nimero negativo?

Escala A _

R
1
T
5

[=% -3

'l
L)
1

. N

L I L
1 T L]
Escala B 3 4 -]

x4+ v
~1 0

Na figura, escalas 4 e B usam a mesma unidade mas designam nimeros de um modo
diferente.

(a) Quais sio as coordenadas de R, P e Q na escala A?
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(b) Mostre como achar a distdncia RQ, usando a escala B; usando a escala A.
(c) Qual ¢ a distdncia PQ na escala A? na escala B?

Considere um sistema de coordenadas na reta. Suponha que 3 é adicionado 3
coordenada de cada ponto e a obtida ¢ o ndvo namero designado a cada ponto.

{(a) Se P tem cocrdenada 3, qual serd seu névo nimero? Se  tem coordenada
—~2, qual serd seu ndvo numero?

(b) Se dois pontos da reta tém coordenadas 2 ¢ b quais serdo seus novos niimeros?

(¢) Cada ponto da reta corresponderi a um ndvo numero? Cada névo nimero
corresponderd a um ponto da reta?

{d) Mostre que a férmula

| (N6vo nimero para um ponto)-(Ndvo nimero para outro ponto) |
da a distincia entre os dois pontos.

(¢) Essa nova correspondéncia entre pontos e nimeros satisfaz s trés condigdes
do Postulado da Régua? Pode cada niimero ser chamado a coordenada de
um ponto? Por qué?

~
.-xz
+=<2Z

1
oy 1 1 :
Escala B -2-1

—t

Na figura, escalas A e B usam a mesma unidade mas designam nlmeros de modo
diferente.

(a) Qual & a coordenada de K na escala A?

(b) Quais sdo as coordenadas de M ¢ N na escala B?

() Se x = -6, qual é a coordenada de M na escala B?

(d) Se a coordenada de N na escala B ¢ 94 qual o valor de y?
(e} O que é a distincia KM? a distincia MN?

. Quantos nimeros reais existem? Como € que voc# sabe? Isso the diz algo sdbre o

numero de pontos numa reta? Quantos pontos tem uma reta? Como o Postulado
da Régua entrou no seu argumento?

Num certo distrito as cidades A4, B ¢ C sdo colineares (estdo numa reta) mas nio

necessiriamente nessa ordem. A distincia de 4 a B é 8km. A distincia de Ba C
¢ 14km.

(a) E possivel dizer qual cidade esta entre as outras duas? qual ndo esth entre as
outras duas?

{b} Use um desenho para determinar a distincia de 4 a C. Existe mais de uma
possibilidade?

(c) Se lhe for dada a informagio adicional que a distdncia de 4 a C é 6 km, entio
que cidade esti entre as outras duas?

(d) Se a distincia entre 4 e Békkm, entre Ae Cmkmeentre Be C, k + m km,
que cidade estd entre as outras duas?

E, H ¢ K sio trés pontos numa reta. E ¢ H estioa uma distinciade 3cme H e K
estio a uma distincia de 5 cm. De quantos modos podem &sses pontos ser arran-
jados? Explique com um desenho.

Lonjunios, NUmMeros Heals e Hetas

* 12, Trés sistemas de coordenadas diferentes sfio fixados em uma mesma reta, A trés

pontos fixos A, B e C da reta sio designadas coordenadas da seguinte maneira:
No sistema I a coordenada de A € -6 e a de Bé -2

No sistema II as coordenadas de A ¢ C sdo, respectivamente, -4 ¢ -3.

No sistema III, as respectivas eoordenadas de C ¢ B sdo 7 ¢ 4.

(a) Que ponto estd entre -os outros dois?

(b} Calcule AB + AC + BC.

2-6. O POSTULADO DA COLOCAGAO DA REGUA.
ESTAR ENTRE, SEGMENTOS E SEMI-RETAS

O postulado da Régua nos diz que em qualquer reta podemos estabe-
lecer um sistema de coordenadas, fixando uma escala de niimeros. Obvia-
mente, isso pode ser feito de muitos modos diferentes. Por exemplo, dado
um ponto qualquer P da reta, podemos associar a P o nimero 0 ¢ marcar
o resto da escala em qualquer uma das duas direcdes:

P
] ) § ] 1 ] ! 1
r 1 T i 1 T T 1 T
—4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
P
L | | ! ! 1 ]
I 1 ! ¥ t 1 4 | T
4 3 2 1 0 =1 -2 -3 -4

Portanto, se Q é qualquer outro ponto da reta, podemos fixar a escala
de tal modo que a coordenada de Q seja positiva

o1

r—4-
—
(=20 -

Em cada caso, a escala é marcada de modo que x > 0.
Formalizamos essa observagio enunciando-a como um postulado.

POSTULADO 3. O Postulado da Cclocagio fia Régua

Dados dois pontos P e () numa reta, o sistema de coordenadas pode ser
escolhide de tal modo que a c¢oordenada de P seja zero e a coordenada
de Q seja positiva.
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Todos sabem o que significa dizer que um ponto B esta entre dois
pontos 4 ¢ C. Isso significa que os trés pontos est3o na mesma reta e estio
arranjados assim:

ou assim

rY
*» -

C B A

Até aqui, tudo esta bem. Duvidamos que alguém fique confuso a res-
peito- do significado da palavra entre, depois que umas figuras forem de-
senhadas. Mas nos prometemos, no Cap. 1, que todos nossos térmos
gepmétricos iam ser definidos, exceto os térmos ponto, reta ¢ plano. Para
deixar tudo em ordem, devemos cumprir nossa promessa, dando uma

definicdo matematica de entre que transmita a idéia que temos em mente.
Isso & faci,

Definigdo

B esth entre A e C se (1) A, B e C sdo pontos distintos de uma reta e
(2) AB + BC = AC.

E facil verificar que essa defini¢io realmente descreve a idéia que ela
pretende descrever.

Exi_ste, porém, um ponto delicado na maneira em que a definicio ¢
enunciada. E o uso da palavra se. Numa defini¢io, quando duas afirmagées
sdo ligadas pela palavra se, as duas afirmagdes sdo consideradas como
sendo completamente equivalentes. Assim, se soubermos que B esta entre
A e C, podemos concluir que tanto (1) como (2) sdo verdadeiros; e se sou-
bermos que tanto (1) como (2) sdo verdadeiros, podemos concluir que B
estd entre A e C. Esse uso da palavra se € bastante especial, pois éle é dife-
rente do seu uso na linguagem comum. E a palavra se ndo é usada désse
modo nos postulados e teoremas. Somente em defini¢des o significado da
palavra se & ser equivalente a.

Problemas 2-6A

. Considere um sistema de coordenadas numa reta. Os pontos R ¢ S tém coorde-
padas x € y, respectivamente. O Postulado da Colocagio da Régua é aplicado,
isto &, a escala é deslocada, de modo que a coordenada de R seja O e a de S um na-
mero positivo. Qual sera &sse nimero positivo, dado que x e y sdo:

a)x=-3 y=4 (b) x =-4, y =-10.
{c) x=8, y=-2 d)x=%, y=-4
() x =352 y=06.1. ) x=a y=5b

* 8

* 0,
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. A, B,Csiiotrés pontos deumareta. AC = BC = 5.A coordenada de C é 8 e a coorde-

nada de A é maior que a coordenada de B. Quais sio as coordenadas de 4 ¢ B?

. A, B, C sio trés pontos de uma reta. AC = BC = 10. A coordenadade C¢8ca

coordenada de A & maior que a coordenada de B. Quais sio as coordenadasde A ¢ B?

. M, N, P silo trés pontos de uma reta. MN = 7, NP =9e MP =2. A coordenada

de M é 3. Quais sfo as coordenadas de N e P se
(a) a coordenada de M & menor que a de N?
(b) a coordenada M & maior que a de N?

. R, S, T sdo trés pontos de uma reta. Se R esta entre S e T, que relagio deve ser

valida, envolvendo RS, ST ¢ RT?

. P, 0, R so trés pontos de uma reta. Se PQ = 12, PR = 7 ¢ QR = 5, que ponto

esta entre os outros dois? Que postulado ou definigio & a razio de sua resposta?

. G, H, K sio trés pontos de uma reta. As coordenadas de G e H sdo 4 ¢ -3 respecti-

vamente. Se H est4 entre G ¢ K ¢ GK = 13, qual é a coordenada de K?

A, E, K sio trés pontos de uma reta. As coordenadas de A e K sdo ﬁ e— \/ﬁ
Se AE = EK, qual & a coordenada de E?

A, B, C sio trés pontos de uma reta cc.  oordenadas g, b, ¢ respectivamente.
Se |a—c| + |c-b| = |a—b|, que ponto eswa entre  outros dois? Justifique sua
resposta. ' : .
E a seguinte afirmagio uma definicio de “estar entre” para pontos de uma reta?
F, G, H sdo pontos distintos de uma mesma reta ¢ FG + GH = FH se G estiver
entre F e H.

Qual ¢ a diferenga entre a formulagiio dessa afirmagdo e a que estd no texto?

Se A, B e C forem trés pontos de uma circunferéncia, A
vocé pode dizer que ponto esta entre os outros dois? T
Discuta.

As duas afirmagdes seguintes sfo Obvias.
{1) Sejam A, B ¢ C pontos de uma reta com coordenadas x, y e z:

A B C

x y z

Se x < y < z, entdo B esth entre A e C.
(2) Se A, B e C sio trés pontos distintos de uma mesma reta, entio cxatamente
um déles esta entre os outros dois
A B Cc

- R

B A

b4 a4 —.

A cC 8

De fato, ambas as afirmagdes podem ser demonstradas com base no Postulado
da Régua. Sem essa demonstragio, podemos considerar as duas afirmag¢des como
postulados. '

Chegamos agora num ponto em que precisamos do seguinte postulado:
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POSTULADO 4. 0O Postulado da Reta

Para cada par de pontos distintos existe exatamente uma reta que o0s
contém.

A reta que contém A ¢ B é representada por AB. A flecha de duas pon-
tas sObre as letras A e B deve nos lembrar das nossas figuras de retas. A
notagio sugere que a reta estd determinada quando os pontos A e B sio
dados e & exatamente isso que o Postulado da Reta acabou de nos dizer.
Algumas vézes, é claro, é mais simples representar uma reta por uma le-
tra como L, W ou qualguer outra.

Um segmento é uma figura assim:

A 8

Uma descrigiio mais precisa ¢ dada pelas seguintes definigées.
Definicdes

Para dois pontos quaisquer A € B, o segmento AB & o conjunto cujos
pontos sio A e B, juntamente com todos 0s pontos que estio entre 4 e B,
Os pontos A ¢ B sio chamados extremidades de AB.

No simbolo 4B, a barra horizontal no tdpo deve nos lembrar da apa-
réncia de um segmento. Observe que ha uma grande diferenca entre o
segmento AB e a distancia AB. De fato, sdo objetos de tipos completa-

mente diferentes: AB é uma figura geométrica, isto &, um conjunto de pon- -

tos, enquanto que AB é um numero que mede a distincia entre as extre-
midades.

Definicdo

O nGmero AB & chamado comprimento do segmento AB.

2

Uma semi-reta ¢ uma figura assim:

A B

v

A figura deve indicar que uma semi-reta comeca em A, passa por B em
linha reta e continua para sempre na mesma dire¢io. Na notacio de uma
semi-reta, sempre desenhamos uma flecha da esquerda para a direita, inde-
pendentemente da diregéo para a qual a semi-reta aponta. Por exemplo,
tddas as semi-retas abaixo seriam representadas por AB:

LOonjuntus, INWmseius nedis © Rdlas wd

A9 .

A

Tendo explicado informalmente o que &€ uma semi-reta, vamos continuar
agora, dando uma definigio matematica.

Definicbes ~—

Sejam A e B pontos de uma reta L. A semi-reta AB & o conjunto reunido
de (1) o segmento AB e (2) o conjunto de todos os pontos C para os quals
Bestaentre 4e C. O ponto A ¢ chamado origem de 4B.

As duas partes da semi-reta sdo assim:
() ' (2)

A 3 C
Se A esta entre Be C em L, entdo as duas semi-retas AB e AC “apontam
em diregdes opostas”:

AC

o,

C A ’ B

43

Definigdo

Se A estd entre B e C, entio AB e AC sdo chamadas semi-retas opostas.

Observe que um par de pontos 4 ¢ B determina pelo menos seis figuras
geométricas ¢ um numero. As seis figuras geométricas sdo:

A B
A reta 4B *

- A 8

O segmento AB —

. B

A semi-reta AB _ 4 -

. A B

A semi-reta oposta a AB .

. —_— A B

A semi-reta BA - "
A semi-reta oposta a BA 4 — .

O nimero determinado por A e B é, naturalmente, a distancia AB.
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Problemas 2-6B

. A, B, C sdo trés ponfos de uma reta com coordenadas 7, 3, e 12 respectivamente.

Que ponto esta entre os outros dois?

. P, Q, R siio trés pontos de uma reta com coordenadas — 3, ~ \/71 e —./ 12, res-

pectivamente. Que ponto estd entre os outros dois?

. G, H, K siio trés pontos de uma reta. Quais das seguintes afirmagdes podem ser

verdadeiras?

{a) K esta entre G ¢ H e H esta entre G ¢ K.
(b) H esta entre K e G ¢ H estd entre G ¢ K.
{c) G estd entre H ¢ K e K csth entre G ¢ H.
(d) K esta entre H e G ¢ G estd entre K ¢ H.
(¢) G esth entre K ¢ H ¢ G esth entre H ¢ K.

. Se trés pontos estio numa reta, quantos déles ndo estdo entre os outros dois?
. Trés pontos de uma reta, R, §, T tém coordenadas a, b € a + b, respectivamente;

a>0e a>bh Que ponto estd entre os outros dois se
(a) b >0. (b) b <0 (©) b=0.

. D, E, F sio trés pontos, ndo todos numa reta. Quantas retas éles determinam?

Quais sdo?

. D, E, F, G sio quatro pontos, trés dos quais estio numa reta. Quantas relas

éles determinam? Quais sio?

. P, 0, R siio trés pontos. Quantos segmentos éles determinam? Quais sio? Quantas

retas P, 0 ¢ R determinam?

(a) AB = BA? por qué?

(b) AB = BA? Por qué?

{c) AB = BA? Por qué?

AB = ABPor qué? O que é AR?

(a) Copie o seguinte paragrafo, colocando os simbolos apropriados, se necessa-
rios, acima de cada par de letras,
XZ contém os pontos Ye Vmas XZ ndo contém nem Y nem V. V pertence a
XZ mas Y ndo. YZ + ZV=1YV

(b) Faga um desenho, mosirando a posigio relativa dos quatro pontos da parte (a).

Se RS ¢ oposta a RT, qual dos pontos R, S, Testa entre os outros dois?

O que & a intersegio de CD ¢ DC? de Ch ¢ DC? ’

Se A, B e C sdo trés pontos de uma reta tais que AC + BC = AB, o que & a inter-

segio de CB e BA? de AC ¢ AB? de CA e CB?

E correta a seguinte definigio de semi-reta AK?

Semi-reta 4B & o conjynto de todos as pontos D de ‘4B para os quais a afirmacio
“A esta entre D ¢ B” nfio é verdadeira. ’

O seguinte teorema € conseqiiéncia do Postulado da Colocagio da
Régua.
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Teorema 2-1.

Seja AB uma semi-reta € seja X um nimero positivo. Entdo existe exa-
tamente um ponto P de AB tal que AP = x.

Demonstragdo. Pelo Postulado da Colocagio da Régua, podemos escolher
um sistema de coordenadas para a reta ‘4B de tal modo que a coordenada
de A seja 0 e a coordenada de B um nimero positivo 7.

A 8 F
ey -

1] r -

Seja P o ponto cuja coordenada é o nimero dado x. Entdo P esta emAB
porque x > 0 ¢ AP = |x~0| = |x| = x. (Por definigdo de valor absoluto,
|x| = x quando x > 0.) Como sdmente um ponto da semi-reta tem coorde-
nada x, sbmente um ponto da semi-reta esti a uma distincia x de A.

(Observe que essa demonstragdo copia 0 Processo que usariamos s¢ a
semi-reta estivesse desenhada num papel e tivéssemos que marcar 0 ponto
P com uma régua. Colocariamos o ponto zero da régua em A4 e marcariamos
o ponto oposto ao nimero x da escala).

Definigao

Um ponto B é chamado ponto médio de um segmento AC se B estd
entre A e C ¢ AB = BC. '

>
]
Na

Teorema 2-2,
Todo segmento tem exatamente um ponto medio.

Demonstragdo. Queremos um ponto satisfazendo as duas condigoes
AB + BC = AC e AB = BC.

Essas duas equagdes nos dizem que

AC
AB =2
2 -
Pelo teorema anterior, existe exatamente um ponto B da semi-reta AC
que esthd a uma distAncia AC/2 de A. Portanto AC tem exatamente um

ponto médio.



*8

9,

oUWt RiA MULERNA

Problemas 2-6C

s v .

Em ST, S, Te Vsio pontos distintes. Podemos ter ST = S¥7? Por qué?

. P € um ponto numa reta e n € um nimero positivo. Quantos pontos da reta estio

a uma distancia n de P? Que defini¢des ou teoremas justificam sva resposta?

. A, B.e C so trés pontos numa reta. A coordenada de A £0 e a coordenada de C é 6.

Se B & o ponto médic de AC, qual é a coordenada de B?

. A, Be C sfo trés pontos de uma reta. As coordenadas de 4 ¢ B siio -2 e 8 respecti-

vamente, Se C divide 4B ao meio, qual ¢ a coordenada de C?

. B, o ponto médio de AC, tem coordenada 5. Se a coordenada de 4 é maior

que a coordenada de C e se BC = 9, quais sdo as coordenadas de 4 e C?

. Pode-se definir ponto médio de uma reta?
. (a) Se as coordenadas de P e Q sdo 4 ¢ 10 respectivamente ¢ M divide PQ ao meio

qual & a coordenada de M?

(b) Que palavra (ou palavras) completam a seguinte sentenga? Se M é o ponto
médio de PQ, entio a coordenada de M € ......ccccooeviiiiiiineene..., das
coordenadas de P e Q.

Por que a seguinte afirmagio ndo é uma definicio de ponto médio de um segmento?
Um ponto B é chamado ponto médio de um segmento AC se AB = BC.

(a) Se A, B, C sdo trés pontos distintos e AB + BC = AC, que relagio existe entre
os trés pontos?

{b) Se A, B e C siio trés pontos distintos, pode AB + BC > AC ser uma afirmagio
verdadeira? Se sua resposta for negativa, por que nfio? Se fér afirmativa, que
relagdo existe entre A, B ¢ C? '

2-7. MUDANGAS NA UNIDADE DE DISTANCIA

Na Segdo 2-4, foi explicado que, ao trabalharmos com problemas em
geometria, podemos escolher a unidade de distiincia que quisermos, desde
que, num problema particular, mantenhamos a unidade escolhida. Por
outro lado, temos a liberdade de comecar tudo novamente com uma nova
unidade, sempre que assim o desejarmos.

Suponha, por exemplo, que a distincia dada pelo Postulado da Dis-
tincia seja em metros ¢ que para dois pontos quaisquer P, {, o niimero
P} seja o nimero de metros entre P e Q. Se decidirmos que seria melhor
usar decimetros, deveriamos multiplicar tddas as distincias por 10. Isto &,
se (PQ) (Ié-se “PQ linha”} ¢ a nova distAncia entre P e Q, temos

(PQY = 10PQ.
A nova distincia é tdo boa quanto a anﬁga. O Postulado da Régua con-

tinua valido para a nova distdncia, da mesma maneira como o era para
a antiga.

A MIILV S, ISV NiFCle © Ntide -1

| | | 1 | ) L i

- 30 -20 -10 0 x’ 10 20 y’ 30

Em tOda reta L existe um sistema de coordenadas no qual

PQ =|y-xj
Para obter um sistema de coordenadas que funcione para a nova distancia,

basta multiplicar cada uma das velhas coordenadas por 10. Assim, na fi-
gura, x' = 10x e y' = 10y. Portanto

|y’ —x'| = |10y - 10x|
= 10[y-x|

exatamente como deveria acontecer.

De fato, comegando com dois pontos quaisquer A ¢ B, podemos esco-
lher uma nova distdncia de tal modo que (AB) = 1. Para isso, dividimos
todas as velhas distincias por AB; isto &,

. PO
Entido
4B _
(4BY = T2 =1,

que é o que queriamos. Para obter um sistema de coordenadas numa reta,
que funcione para a nova distincia (PQ)’, dividimos todas as velhas coorde-
nadas por AB. Isto é,

xl — x T’ y
Portanto
e | X
|y_x|_lAB 4B
_y—x
T AB
_Pg
T~ AB
= (PQY,

como deveria ser.
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Problemas 2-7

A B < D E F

- - -

Se na figura, AB =3 e AB = BC = CD = DE = EF, entdo AF = 15. Se (4B) ¢
a nova distincia entre 4 ¢ B que usa AB como unidade, qual sera a distincia (AF)?

. No Problema 1, se (AC)" é a distincia entre A e C que usa AC como unidade, qual

sera a distAncia (AE)? a distancia (AF)? a distancia (4B)?

. Considere as duas afirmagfes abaixo e responda a seguinte questio para cada

uma delas: a veracidade da sentenca depende da escolha especial da unidade de

distincia?

{a) Se 4, B, C, D, E, F sio pontos distintos de uma reta tais que AB = BC = CD =
= DE = EF entio AC = BD = CE = DF.

(b} Se A, B, C, D, E, F sdo pontos distintos de uma reta tais que AB = BC = CD =
= DE = EF, entiio AF & exatamente divisivel por 5. (Isto €, AF/5 ¢ um nimero
inteiro).

Qual das afirmagdes pode ser considerada de "mais utilidade™

1 L] 7 5 1

1 7 n
0 = 13 3 2 )
L L 1 'l -

- S0 =
[ o
[X]
e
'Y
e
= @i
5l
ol
[ o

O sistema de coordenadas indicado na figura funciona quando a distdncia ¢ medida
em decimetros. Copie a figura num papel e, colocando numerais abaixo da reta,
indique um sistema de coordenadas que funcione quando a distdncia ¢ medida
em centimetros. Faca o mesmo guando a distdncia ¢ medida em meio-decimetro;
em metros.

A B M N
0 1AB 2A8 3AB 4AB JAB 6AB
1 1 A I 1 1 L i I
T T T F T 1 L) T F -
0 IMN 2MN IMN 4MN

Na figura, a reta estd marcada com duas escalas. A escala de cima usa 0 compri-
mento de AB como unidade ¢ a escala de baixo usa o comprimento de MN como
unidade. Observe que 6 AB =4 MN.

(a) Qual & a razio de AB para MN?

(b) Qual ¢ a razio de MN para AB?

(c) Quantos AB's sdo iguais a 3 MN?

(d) Quantos MN's sdo iguais a 4 AB?

(e) Copie e em seguida complete a tabela abaixo

1AB = ....ccoeienn. MN. IMN = ., AB.
2AB = ..............MN. 2MN = ... AB.
3AB= .....icieenll MN. IMN = (e AB
4AB = i MN. A4MN = ... AB
SAB = ............... MN. xMN = ... AB
6AB = ............... MN

XAB = ... MN.

Ao escavarem as ruinas de uma antiga civilizagio, uma equipe de arquedlogos
descobriu pecas de duas réguas antigas marcadas com conhecidos simbolos numé-
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ricos, mas cada uma usando uma unidade diferente de medida. Eles chamaram
uma das escalas de “escala Z&8” porque na régua estava gravado um simbolo seme-
Thante a um “Z”. Apds experimentar um pouco as duas réguas, éles descobriram
que um quadrado cujo lado tinha comprimento 1 z& tinha uma diagonal cujo com-
primento era a unidade da outra escala. Portanto €les chamaram essa outra escala
de “escala Diag”. Usando a relagio de Pitagoras para tridngulos retdngulos, éles
sabiam que ! diag = ﬂ'zés. Um diagrama das duas escalas estid abaixo:

i L L 1 L A 1 1

0 zas | 2 3 4 5 é 7

L 1l 1 1 L i

O Diags 1 2 3 4 3

(a) Qualéa medidd;em zés, de um segmento cuja medida, em diags, & 17¢€27¢57¢ n?

{b) Faga uma tabela de conversdo de diags em zés, até 10 diags.

(¢) Qual é a medida, em diags, de um segmento cuja medida em 28s & 176 47¢ 5?7
é 87 é n? ‘ ) X

(d) Copie e complete a tabela de conversdo de zés em diags até 10 zés.

Namero de zés  Numero de diags  Aproxima¢io decimal

. ' 1 /2 0,707

J2 1,414

P - S
M
S

Revisdo do Capitulc

1. Seja A o conjunto dos meses do ano cujos nomes comegam com J.

Seja B 0 conjunto dos meses do ano que tém exatamente 30 dias.
Seja € o conjunto dos meses do ano cujos nomes comegam com F.
{a) Qual & a intersegio de 4 ¢ B?

(b) Qual & a reunifio de 4 ¢ C?

{c) Qual é a intersegiio de B e C?

{d) E C um subconjunto de A? de B? de C?

. {(a) Qual ¢ a intersecio de ¥D ¢ BE?

{b) Qual é a intersecio de AE ¢ o tridngulo FGE?

(c) Qual & a reunido de ED e DC? £
(d) Qual & a reuniio de BG e BE?

(¢) Qual & a intersegio de AB e EG? F

]

. (a) Quantos resultados se obtém elevando um nimero positivo a0 quadrado?

(b) Qual & o quadrado de 4?7 »
{(c) Quantas raizes quadradas tem um numero positivo dado?
(d) ﬁ é negativo?



4. Escreva o que segue sem usar as barras de valor absoluto

{a) |-6| (B |5-7| )y |5]-17]

(d|-5]-7 e) |n] @ [-n]

() In + (~n)| th) [n] + |-n|
S.(a) Sea< b, entdo a-b &7 ... ...

(b) Sea=>h entdo a-b &7.........oeenine

(c) Se a> b, entdc a-b &2 .......ocovvenn. R Q
6. (a) Que equagio define as posigdes relativas

dos pontos P, M ¢ Q7 M

(b) Sob_que condigdes seria M o ponto médio s
de RS? s

7. Quatro pontos 4, B, C e D sio arranjados numa reta de modo que AC > AB e
BD < BC. Desenhe uma figura contendo os quatro pontos. Ha possibilidade para
mais de uma ordem? Explique.

8. G ¢ o conjunto de todos os pares de inteiros x ¢ y cuja soma € 21. H & o conjunto
de todos os pares de inteiros x e y cuja diferenga € 5.

(a) O par 15 ¢ 6 pertence a G?
{b) O par 9 e 4 pertence a H?
{c) Qual & a intersegdo de G e H?

il T T T
2. T -4 -3 -2

{a) Qual é a coordenada de W? de §?
(b) Qual é o nome do ponto cuja coordenada é 07 -37 57
(c) Calcule RT, VZ, TW, TQ, RW, PZ, XS, YQ.

10. F dado um sistema de coordenadas numa reta. A coordenada de 4 6 6, a de B é -2,
adeCél,ade Déx, ade Eé p.

P Q@ R § T U w
t 1

M.I..(
FN

u+t <

ot
\

t
1

;
0

(a) Que ponto tem que estar entre que dois pontos?
(b) Calcule AB, BC, AD, CE, BE, DE.
(c} Sex—6>0e y—{-2) < 0, em que ordem estd3o os cinco pontos na reta?
11. E dado um sistema de coordenadas numa reta. A coordenada de P é 7 e a coorde-
nada de @ é —12. Qual é a coordenada de M se MP = M(Q?
12. Verifique se as afirmagdes abaixo sio verdadeiras ou falsas.
(a) -5 € um inteiro.
(c) 0 € um namero racional

{b) ¥ & um nimero real.
{d) ﬂ € um nimero racional

- 3, . .
(e} ﬁ ¢ um inteiro. ] 3 & um numero racional.

(h) —x & um nimero negativo para todo
x real

0 |x[==x

2, . .
g 4 ¢ um nOmero racional.

: 4 .
(1) —\/ 5 ¢ um numero racional.

13.

14.
15,

16.

7.

18.

19.

+ 20,

Se a distancia entre A e B medida em centimetros for k, qual o valor de 4B em
decimetros?
Se a distancia de P a M medida em metros far t, qual o valor de PM cm centimetros?

Os pares de letras no pardgrafo que segue indicam nimeros, ou retas, ou seg-
mentos. ou semi-retas. Copie o parigrafo, colocando os simbolos apropriados:

4B + BC = AC. DB contém os pontos A ¢ C mas DB ndo contém nem o
ponto A nem o ponto C. A pertence a DB mas C ndo.
Faga um desenho mostrando a posigio relativa dos quatro pontos.

Se A, B, C, D siio pontos distintos tais que "AC contém B e BD contém C, quais
das afirmacdes abaixo tém de ser verdadeiras?

{by BC contém A.
(d) AC e BD se interceptam somente em B e C.

{a) B esta entre 4 ¢ C.
(c) AC = BD

{¢) AD ¢ BC ndo se interceptam.

() AC & oposto a DB. .

£ dado um sistema de coordenadas em AB tal que AB & o conjunto de todos os
pontos cujas coordenadas x satisfazem a condigio -5 < x < 7. A coordenada
de A é menor que a coordenada de B.__, . . .
{a) Qual ¢ a coordenada da origem de AB? de BA? da semi-reta oposta a BA7
{b) Qual é a coordenada do ponto médio de AB?

(a) Desenhe dois segmentos AB ¢ CD para os quais a interse¢io de AB e CD &
o conjunto vazio mas a intersecio de ‘AB ¢ CD é exatamente um ponto.

(b} Desenhe dois segmentos PQ e RS tais que a intersecio de PQ e RS & o conjunto
vazio mas PQ = RS. )

A primeira numeragio dos pontos da reta abaixo representa um sistema de coor-

denadas. Quais das numeragdes dadas em (a) até (¢) nfio sdo sxstema;s de co?rde-

nadas de ac6rdo com o Postulado da Régua e o Postulado da Colocagio da Régua?

1 1 1 L 1 1 1 1 1 1

i
T -4 -3 -2 -1 ) 1 2 3 4 5 6

(a) —4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6
(b) -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
() 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 0
(d —-10 -9 -8 -7 —6 —5 —4 -3 -2 -1 0
(e 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Para cada uma das sentencas abaix®, considere o conjunto de todos os pontos de
uma reta cujas coordenadas x satisfagam a condigdo.

(a) x < 3. (b) x = 1 © 5=2x=0
d) x=L e) x = 4 Hx<-2ouxz2
g) |xf<2 ) |x] = 0.

Quais dos conjuntos é uma semi-reta? um ponto? um segmento?. Desenhe cada
uma das figuras.
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RETAS, PLAMNOS
E SEPARACAD

3-1. INTRODUCAO

No ultimo capitulo, falamos apenas sébre retas e como medir disténcia.
Na verdade, falamos sdbre uma reta de cada vez, sem discutir qualquer
relagio que pudesse haver entre duas ou mais retas. Comegaremos, agora,
o estudo de retas e planos no espago. Recordamos que nossos conceitos
primitivos bésicos sdo ponto, reta ¢ plano — retas e planos sendo’conjun-
tos de pontos.

Definigdo
sl

O conjuntb de todos os pontos ¢ chamado espago.

Na segdo seguinte, exphcaremos alguns dos térmos que usaremos ao
discutir retas ¢ planos e enunciaremos alguns dos fatos mais elementares
sébre &les. Muitos déstes fatos serio enunciados como postulados. Num'
capitulo posterior, veremos que todos os teoremas déste capitulo podem
ser demonstrados com base nos postulados. Mas, neste capitulo, nio tra-
taremos de demonstragdes, exceto em caso muito simples. O que tentare-
mos aqui ¢ olgter uns poucos fatos basicos e aprender a tragar figuras no
espago.

Problemaé 3-1

[Nota: Quando se mté aprendendo a imaginar relagdes entre pontos, retas ¢ planos
no espaco, é util usar cartdes de papelio para ilustrar planos ¢ Apis para ilustrar
retas. | AbRasT

. Mantenha seu brago esticado para frente. Considere um ponto' A, na extremidade

de seu dedo indicador e um ponto B no canto superior 4 direita da sala. Quantas
retas passam peélos pontos A ¢ B? Em que postulado se baseia sua resposta?
Tome um livio ou um pedago de papeldo duro, E possivel vocé manter o papelio
em posiciio fixa sbbre as pontas de dois lapis? Qual é o nimero minimo de lépls
necessarios para quc isto acontega?

. Podem trés pontos-estar sdbre uma reta? Terfio trés pontos que estar sﬁbre uma

reta?

. Suponha que o canto de sua mesa represente uth ponto P, 0 interruptor elétrico

na parede um ponto (, ¢ um.canto da sala um ponto R. Existe um plano contendo
os pontos P, @ ¢ R?

. Qual ¢ 0 nimero minimo de pontos necessarios para determinar um plano? Trés

pontos sempre determinam um plano?

6. Na figura da tenda ao lado, quais sfo os
segmentos de reta que vocé tem que ima-
ginar para completar o contérno da tenda?
Qual ¢ a intersecio dos planos que contém
os dois lados da tenda?




10.

. A tenda ao lado tem piso em forma qua-

drada. Quais sio os segmentos que com-
pletam o contérno da tenda?

. Mantenha dois lapis juntos, pelas suas pontas, entre os dedos polegar e indicador.

Se os lapis representam duas retas que se interceptam, quantos planos conteriio
ambas as retas?

. Quais dos esboios vocé considera como um retrato mais significativo de um livro?

Como & que vocé deve segurar um livio de modo que éle parega como no esbdgo
{a)? E como no esbogo (b)?

(@) (h)

Uma tabua com 2,5 m de comprimento esti marcada no meio, isto & a 1,25 m
de cada extremidade. Um homem serra a tibua, cuidadosamente, sobre a marca, e
nenhuma das metades resultantes tem 1,25 m de comprimento. Além do mais, os
comprimentos combinados das duas pegas resultantes nio igualam o comprimento
original da tibua tdda. Como & que vocé explica isto?

-

3-2. RETAS £ PLANCS

A proxima figura a esquerda é uma figura de uma pirimide triangular.
Os segmentos AB, AC, AD, BC, BD ¢ CD sdo chamados arestas. Observe
que a aresta BD esta interrompida, porque ndo poderiamos vé-la se a pi-
rimide fosse solida. Se a figura {6sse desenhada como a direita, pareceria
um conjunto de pontos em um plano.

Os pontos 4, E, B, C e F estdo todos em um Unico plano, a saber, o plano
que contém a face superior frontal da pirdmide. Um conjunto de pontos
déste tipo é chamado coplanar. Evidentemente, os pontos 4, B, C ¢ D ndo
sio coplanares.

Os pontos A, E e B estido sdbre uma tnica reta, a reta AB. Bstes pontos

RO

se dizem colineares. Evidentemente, os pontos, 4, B ¢ C nio sio colineares.
Da mesma forma A, F e C sdo colineares mas A. F e G, nfo.
Repetiremos, agora, estas afirmagdes de modo mais formal.

L al

Um conjunto de pontos se diz colinear se existe uma reta que contém
todos os pontos do conjunto,

T E0

Um conjunto de pontos se diz coplanar se existe um plano que contém
todos os pontos do conjunto.

[Pergunta: Na figura a esquerda acima, os pontos E, F e G, juntos.
ndo estio contidos em nenhuma das faces da piramide. Segue dai que
E, F e G ndo sdo coplanares?],

Para fazer geometria 'segundo o esquema descrito no Cap. 1, precisa-
mos de postulados que transmitam os significados reais dos nossos concei-
tos primitivos: ponto, reta € plano. Para as retas, ja fizemos isto. O Postu-
lado da Régua é uma boa descricio daquilo que as retas parccem ser,
quando as vemos uma por vez. Dissemos, também, que dois pontos deter-

minam uma reta, quando enunciamos o Postulado 4.

POSTULADO 4. 70 Postulado da Reta

P \'{I(l!(a' par Ao DOrc TR ST o oRG PV R R Y A 0 R RV AN

Desejamos, agora, escrever os postulados que descrevam os planos e o
espago. Nosso primeiro passo é um postulado afirmando que figuras do
tipo daquelas que desenhamos no inicio desta segdo existem, realmente,
em nossa geometria.

POSTULADO 5

fadi Todo plano . oirens o st TU0S popIes o TN,

tht (} espago contam neto MERNS SUGIFO PORTGY Sdo cantanares,

Isto é simplesmente um outro modo de dizer que os planos sio amplos
e que o espago nio € plano.

Finalmente, observamos que o Postulado da Reta transmite alguma
informacgdo sObre a maneira pela qual as retas as interceptam, umas as
outras.
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Teorema 3-1

Se duas retas distintas se interceptam, a interse¢io contém apenas um
ponto.

Demonstracdo. Se as duas retas se interceptassem em dois pontos diferen-
tes P e @, entdo haveria duas retas contende P e Q. O Postulado da Reta
nos diz que isto nunca acontece.

Daqui para frente, quando falarmos de duas retas ou de dois planos,
entenderemos sempre que as retas ¢ 0s planos sdo diferentes. Isto &, quando
falamos de duas coisas, sempre entenderemos que existem, com certeza,
dois séres separados. Mas, se dissermos, simplesmente, que P ¢ @ sido
pontos, entendemos que é permitida a possibilidade P = Q.

Problemas 3-2

. Decida, olhando para éste desenho de uma figura tridimensional, se cada um dos

seguintes conjuntos de pontos & (1) colinear, (2} nio colinear mas coplanar ou
(3) ndo coplanar.

P
(a) {A, B.C, D}.
(b) {A, D, B}.
(c) {Pv Dv Q} A C
(@ {P,B,C}. \‘
(e) {4.B.C, Q).
C:'ﬂ

Quantas retas pode conter um ponto dado? dois pontos dados? trés pontos dados?
Dados: P e Q sfo pontos distantes. A reta L, contém P e Q. Areta L, contém P e Q.
O que deve ser verdade a respeito de L, e L,? Qual postulado ou teorema garante
suz resposta?

. Dados: As retas L, e L, sdo retas distintas. O ponto Pestiem L, e em L,. O ponto

Qestiem L, e L,.
O que deve ser verdade a respeito de P ¢ Q? Qual é o postuiado ou teorema que
garante sua conclusio?

Escreva uma definigio cuidadosa de pontos nédo colineares.

. Diga quantas retas podem ser tragadas por pares de pontos distintos 4, B, Ce D se

{a) A,B e C sdo colineares.
{b) Trés guaisquer dos pontos dados ndo sdo colineares.
{c) Os pontos néo sio coplanares.

‘Faca um modélo da figura do Problema 1, usando palitos e cola.

3-3. RETAS E PLANOS

O postulado seguinte descreve o quanto um plano é “achatado”.

POSTULADO 6

Se dois pontos de wma reia estdo em um plano, entdo a reta esta contida
nesse mesmo plano.

O préximo teorema descreve o modo pelo qual retas e planos se inter-
ceptam. e _

Teorema 3-2

Se uma reta intercepta um plano que niio a contém, a intersegiic contém
somente um ponto. . : : -

(Mais tarde, veremos que o Teorema 3-2 nio d4 nenhuma informagio
nova; éle é conseqiiéncia do Postulado 6, da mesma forma que o Teorema

3-1 é conseqiiéncia do Postulado 4.)

Na figura, vemos que a reta’ Lintercepta o plano E do modo que o
Teorema 3-2 diz que deve ser. Voo? verd muitas figuras déste tipo e deve
examina-las com muito cuidado, de modo que possa desenha-las sozinho.
Para tragar uma reta, evidentemente, em  primeiro lugar tragamos um
segmento da reta e entio colocamos as pontas de seta nas extremidades
para indicar que a reta nfio para. Usualmente, indicamos um plano tra-
¢ando um retdngulo do plano. Quando olhamos para um retingulo de
grandes arestas, como supomos que seja a:figura aciia, o retingulo pa-
rece um paralelogramo. Da mesma forma, uma circunferéncia, vista em
perspectiva, parece uma elipse, como se vé a seguir, a esquerda. Se os seus
olhos estivessem no plano do retingulo, &ste pareceria simplesmente um
segmento, como é visto a direita, a seguir; o desenho se tornaria logicamente
correto, mas ndo seria instrutivo. i il i o .



MBEWIVIE TS VIV RIS

\ E
O Postulado 4 nos diz que dois pontos determinam uma reta. Para
determinar um plano, precisamos de trés pontos nio colineares.

POSTULADO 7. O Postulado do Plano

Trés pontos quaisquer pertencem pelo menos a um plano e trés pontos ndo
colineares quaisquer pertencem a exatamente um plano.

Mais resumidamente, trés pontos quaisquer sdo coplanares e trés pontos
quaisquer nio colineares determinam um plano.
Teorema 3-3

*p
Dados uma reta ¢ um ponto fora
da reta, existe exatamente um plano
que os contém, : £

Teorema 3-4

Dadas duas retas que se intercep-
tam, existe exatamente um plano
que as contém.

L

POSTULADO 8

Se dois planos distintos se interceptam, a interse¢do é uma reta.

Pode parecer que continuaremos escrevendo uma série sem fim de pos-
tulados para descrever idéias intuitivas s6bre espago. Acontece, entretanto,
que ndo precisaremos fazer isto. Neste livro, estudaremos a geometria do
espago, com base em apenas vinte ¢ quatro afirmagdes fundamentais.
Tudo o mais pode ser deduzido destas afirmacdes. Neste livro, vocé apren-
dera como isto € feito.

Vinte ¢ quatro ndo deve ser interpretado como um nimero grande.
Na verdade, é tdo pequeno que faz da geometria uma ciéncia completa-

Hetas, Flanos e oeparacao

mente diferente de uma ciéncia como a biologia, por exemplo. Em biologia,
vinte e quatro fatos nio nos levariam a nada; para obter os milhares de
outros fatos que precisariamos conhecer, teriamos de continuar trabalhan-
do em um laboratério, examirando plantas e animais reais. Em lugar de
um laboratério, a geometria. usa o raciocinio légico, partindo de um nu-
mero muito pequeno de fatos fundamentais.

Problemas 3-3

1. Quantos planos podem passar por um ponto -dado? por dois pontos dados? por

2

10.

11.

. Que postulado a figura ao lado ilustra?

trés pontos dados?

Uma mesa de quatro pernas pode oscilar s vézes, enquanto que uma mesa de
trés pernas estd sempre firme. Explique éste fato.

. Copie e complete a frase: Duas retas diferentes podem se interceptar em um

............... ¢ dois planos diferentes podem se interceptar em uma ................

. E dado um plano E contendo os pontos R ¢ T. O que vocé pode concluir sébre

RT? Qual postulado ou teorema garante sua resposta? Trace uma figura que
ilustre o problema.

. Trace um plano E, usando um paralelogramo para indicar o plano. Trace um seg-

mento de reta que esteja contido no plano E. Trace um segmento de reta que in-
tercepte o plano E em um unico ponto, mas que ndo intercepte o outro segmento.

.Se 4B ¢ o plano F tém em comum os pontos K e M, o que vocé pode concluir a

respeito de AB e F? Por qué?

. Uma reta pode ser designada, nomeando-se dois de seus pontos. Quantos pontos

de um plano devem ser nomeados para se designar o plano?

. Siio dados os pontos A4, B e C em um plano E. Os pontos 4, B ¢ C também estio

em um plano F. Pode-se concluir que E e F s#o o mesmo plano? Explique.

S#o dadas duas retas distintas L, e L,. L, estd em um plano E e L, estd em um
plano F. L, ¢ L, sc interceptam em um ponto P. O ponto , distinto de P, esta
em L, ¢ F. O ponto R, distinto de P, estd em L, ¢ E. O que se pode concluir sébre
os planos E ¢ F? Quais os postulados ¢ teoremas que garantem sua resposta?

Examine esta figura de um solido retangular i
até perceber como ela foi tragada, de modo :

a parecer uma figura tridimensional. Entdo, . ol
feche o livro e trace uma figura como esta, de E 3 il
memdoria. Faga isto tantas vézes quantas forem g
necessdrias, até que vocé se sinta satisfeito -
com os resultados. Al” 8
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* 13,

* 14,

15,
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Depois de fazer ‘o Problema 11, desenhe a figura de um cubo.

oy A
A figura que é reurnifio de todos 0s segmentos

que tém quatro pontos ndo coplanares como
extremidades é chamada pirimide triangular
ou tetraedro. Os quatro pontos sdo os vér-
tices do tetraedro.

(a) Escreva a definigio de uma aresta de um
tetraedro.

(b) Quantas arestas tem o tetraedro? Quais sio?
(c) Existem pares de arestas que ndo se interceptam?

(d) Uma face é uma regido triangular determinada por trés vértices quaisquer.
Quais siio as quatro faces? Existe algum par de faces que ndo se interceptam?

[ C
Esta figura é uma pirdmide quadrangular cuja - -
base, um quadrado, é a face que estd mais E-
perto de vocé. Nomeie os planos determinados Sl e
pelos vértices. (Vocé deve achar sete planos). A 8
Considere as seguintes definigSes: k

Umn M-espago é um conjunto cujos Unicos elementos sio quatro pontos nio-
coplanares A, B, C ¢ D. Uma reta ¢ um par qualquer de pontos do M-espago.
Um plano & uma tripla qualquer de pontos do M-espago.

Mostre, depois de um exame cuidadoso, que todos os pares e tdas as triplas de
pontos do M-espago satisfazem os Postulados 4, 5,6, 7 ¢ 8 e os Teoremas 3.1, 3-2,
3-3 ¢ 3-4. Um tal sistema & chamado uma geometria de quatro pontos.

Qual é o postulado incluido no texto que asscgura que o €spago comum possui
infinitos pontos?

3-4. CONJUNTOS CONVEXOS

Um conjunto de pontos se diz convexo se vocé nunca precisar deixar o
conjunto para ir de um de seus pontos a outra, pelo caminho mais curto:

nelas, ridlnus g otpalrdedo

’

Cada um déstes conjuntos é uma regido tdda do plano, ndo apenas o con-
térno. Nestes conjuntos, vocé pode ir de um ponto P qualquer a outro
ponto Q qualquer, movendo-se ao longo da reta que 0s une, sem deixar
o conjunto. Veja os exemplos acima.

Por outro lado, nenhum dos conjuntos seguintes € convexo.

Indicamos porque éstes conjuntos ndo sio convexos, dando exemplos de
pontos P e Q que nio podem ser ligados por segmentos contidos nos con-
juntos. : .

Dizendo tudo isto de uma forma mais matematica, apresentamos a se-
guinte definigdo.

Definicdo

Um conjunto A é chamado convexo se, para todo par de pontos P e Q
do conjunto, o segmento PQ esta inteiramente contido no conjunto.

Os conjuntos que mencionamos, até agora,
sdo “pequenos”, mas um conjunto COnvexo
pode ser bem grande. Por exemplo, o plano £
todo é um conjunto convexo; uma reta em H
um plano corta o plano em dois conjuntos, , Ha
cada um dos quais é convexo ¢ de extensdo
infinita. Estes dois conjuntos H, e H, sio
chamados semiplanos ou lados da reta Le a
reta Lé chamada origem de cada um déles.
Os semiplanos sio convexos porque se dois pontos estdo em um mesmo
lado de uma reta, o segmento que os une nunca cruza a reta.
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Por outro lado, se Te U sdo pontos em lados opostos da reta, o segmento
TU sempre intercepta a reta.

Resumiremos, agora, as afirmagdes precedentes em um postulado e algu-
mas definigbes. '

POSTULADO 9. O Postulado da Separagdo do Plano

Dados uma reta e um plano que a contém, os pontos do plano que ndo per-
tencem d reta formam dois conjuntus tais que

(1) cada um dos conjuntos é convexo, e

(2) se P pertence a um dos conjuntos e Q ao outro, entdo o segmento PQ
intercepta a reta.

Definigdes

Dados uma reta L ¢ um plano E que a contém, os dois conjuntos descri-
tos no Postulado da Separagio do Plano sdo chamados semiplanos, ou
lados de L, e Lé chamada origem de cada um déles. Se P estd em um dos
semiplanos e Q no outro, entio dizemos que P e Q estdo em lados opostos
de L.

O Postulado 9 nos diz dues coisas sdbre 0 modo como uma reta separa
um planoc em dois semiplanos.

(1) Se dois pontos estdo em um semiplano, entio o segmento que 0s
liga est4 contido no mesmo semiplano e, desta forma, nunca intercepta a reta.

(2) Se dois pontos estdio em semiplanos opostos, entdo o segmento que
0s une sempre intercepta a reta.

Enquanto uma reta determina dois
lados em um plano, tGda reta determina
infinitos lados no espago. Na figura a
direita, vemos cinco dos infinitos semi-
planos no espago, que t€m a reta L My
como origem.

[ Pergunta: Existe alguma diferenca
entre as duas afirmagbes seguintes?

(1) P ¢ Q estdo em lados diferentes , ey L P
de L. . 2

(2) P e Q estdo em lados opostos
de L.]

,.-________
N
N
* Q)

Um plano separa o espago, exatamente da mesma forma que uma reta
separa um plano.

neigs, Nialiva © Jopdial,avs W F

Os dois conjuntos nos guais um plano separa o espago sdo chamados
semi-espagos, ou lados do plano. Na figura, éstes sio H, (acima do plano)
e H, (abaixo). Cada um dos dois semi-espagos é convexo. Mas se R esta’
em um déles e S no outro, entdo o segmento RS sempre intercepta o plano.

Novamente, resumimos tudo isto com um postulado e algumas definigSes.

POSTULADO 10. O Postulado da Separagdo do Espaco

Os pontos do espago que ndo pertencem a um plano dado formam dois
conjuntos, tais que

(1) cada um dos conjuntos é convexo, e

(2) se P pertence a um dos conjuntos ¢ Q ao outro, entdo o segmento
PQ intercepta o plano.

Definigbes

Os dois conjuntos descritos no Postulado da Separagdo do Espago
sdo chamados semi-espagos e o plano dado & chamado origem de cada
um déles.

Observe que, enquanto téda reta no espago é origem de infinitos semi-
planos, todo plano no espago é origem de apenas dois semi-espagos.

Problemas 3-4

[Nota: Ao responder as questSes desta série, vocé deve usar a intuigio em situagdes
que ndo foram cobertas pela teoria.]

. Prepare-se para discutir as seguintes questdes oralmente.

{a) Uma reta € um conjunto convexo? Explique.
{b) Um conjunto formado por apenas dois pontos é convexo? Por qué?



10.

11.

12,
13.

. Quais das seguintes regides, designadas por
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{c) Se um unico ponto & removido de uma reta, os pontos remanescentes formam
um conjunto convexo?

{d) Uma circunferéncia é um conjunto convexo?

{e) O interior de uma circunferéncia é um conjunto convexo?

(f) O espago englobado por uma superficie esférica ¢ um conjunto convexo?

(g) Uma superficie esférica & um conjunto convexo?

(h) Um ponto separa um plano? o espago? uma reta?

(i) Uma semi-reta separa um plano? Uma reta separa um plano? Um segmento
separa um plano?

(i} Duas retas em um plano podem separar éste plano em duas reglocs"’ trés re-
gides? quatro regides? cinco regides?

. Todo ponto de AB esta contido no conjun- =

to K. Isto significa que K ¢ um conjunto con-
vexo? Explique. '

. Qualquér plano é um conjunto convexo? Explique. Que postulado é essencial

para a explicagiio?

letras maivsculas, sio conjuntos convexos? A L

. Se um ponto é removido de um plano, 0 conjunto remanescente & convexo?

. Os interiores C e D das circunferéncias sio

conjuntos Comvexos.

{a) A interse¢do dos interiores é um conjunto ’
convexo?

(b} A reunido & um conjunto convexo?

. Se L é uma reta de um plano E, o conjunto de todos os pontos de E que estiio de

um mesmo lado de L é um conjuato convexo?

. Desenhe um quadrilatero plano (uma figura com quatro lados} cujo interior seja

convexo. Desenhe um quadrilitero plano cujo interior nio seja convexo.

. Uma esfera ¢ um conjunto convexo?

Um toro (auma figura em forma de argola maci¢a) é um conjunto ¢onvexo?

Trace dois semiplanos de mesma origem e que sejam coplanares. Trace dois semi-
planos de mesma origem, mas que ndo sejam coplanares.

Trace dois semiplanos que sejam coplanares mas que ndo tenham a mesma origem.
H, e H, sdo dois semiplanos coplanares. A reunido de H, ¢ H, & todo o plano se
(a) H, ¢ H, tém a mesma origem? Explique,

{(b) A crigem de H, intercepta a origem de H, em exatamente um ponto? Explique.

14.

15.
16.

17.

18

19.

20.

21.

Retas, Planos e Separacédo

(a) Em quantos conjuntos um ponto sébre uma reta separa esta mesma reta?
Que nome vocé sugere que se dé a cada um déstes conjuntos?

(b) Usando a terminologia desenvolvida na parte (a), escreva um Postulado de
Separagio da Reta, semelhante aos Postulados 9 ¢ 10. :

Que nome vocé daria ao ponto que separa a reta em duas semi-retas?

Trés retas em um plano podem separar o plano em trés regides? em quatro regides?

em cinco? em seis? em sete?

Dois planos que se interceptam separam O espaco e€m quantas regides? E dois

planos paralelos?

Qual é o maior nimero de conjuntos no qual trés planos diferentes podem separar

o espago? Qual é o menor niimero? — 7

A afirmagio seguinte é verdadeira ou falsa? A reunido de dois conjuntos convexos

quaisquer, que tenham pelo menos dois pontos em comum, ¢ um conjunto convexo.

Justifique a resposta.

Explique cuidadosamente por que a seguinte afirmagio & verdadeira: A intersegio

de dois conjuntos convexos quaisquer, que tém pelo menos dois pontos em comum,

¢ um conjunto convexo. [Sugestdo: Sejam P e Q dois pontos quaisquer da inter-

secio. Quais os conjuntos que contém PQ"] -

Esboce um solido geométrico qualquer limitado por superficies planas, de tal

modo que o conjunto dos pontos que estdo no interior da figura ndo seja convexo.

3-5. AS SETES PONTES DE KONIGSBERG

Vocé poderia pensar que ndo ha nada de importante com a idéia de
cruzar ruas, pontes, etc., mas na verdade existe um famoso problema, em
matematica, que envolve a idéia de “cruzar” e quase nenhuma outra.

A cidade de Konigsberg esta situada nas costas do Mar Baltico, na foz
do Rio Pregel. (O 6 em Konigsberg é pronunciado, aproximadamente,
como &, bem fechado, sem equivalente direto em portugués.) No rio, exis-
tem duas ilhas, ligadas 4s margens ¢ uma & outra por sete pontes, como
se vé na figura abaixo.

O povo, que passeava dando voltas por estas ilhas, descobriu que, par-
tindo da margem sul do rio, nio conseguia planejar um trajeto de modo
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a cruzar cada uma das pontes exatamente uma vez. Parecia que era preciso

ignorar uma ponte pelo menos:

=

ou passar pela mesma ponte duas vézes:

T

O povo estava convencido de que ndo se podia cruzar cada ponte exa-
tamente uma vez, mas ninguém tinha certeza. Finalmente, no ano de 1735,
alguém submeteu o problema ao grande matemético suigo Leonhard Euler.
Euler descobriu que se poderia parar com as tentativas. Ele chegou a se-
guinte analise do problema.

Em primeiro lugar, considere a ilha a leste:

\\.—-—#‘

Ha trés pontes que levam a ela. Desde que vocé partiu da margem sul,
como o problema requer, vocé deve ter partido de algum lugar fora desta
ilha. Como vocg cruza cada ponte exatamente uma vez, terminara dentro
da ilha leste. (Da mesma forma, se uma lampada estiver apagada, e vocé

muda a posi¢io do interruptor trés vézes, entao a lampada ficara acesa.)
Considere, depois a ilha a oeste.

P}

vig By g

e

LEONHARD EULER (1707-1783)

A solugiio de Euler para o problema das sete pontes de Konigsberg foi tipico
de sua perspicécia ¢ do seu engenho. Antes de sua época, ndo ocorreu a ninguém
que éste tipo de problema pertencesse 4 matematica. Desde entfo, a matemaética
tem se desenvolvido depressa, em diregdes inesperadas. A andlise de Euler do
problema das pontes de Konigsberg foi a primeira alusdo a um ndvo ramo da
matemadtica, agora conhecido como topologia, que recebeu pleno desenvolvimento
no século vinte e ainda estd se desenvolvendo.

Euler nio era apenas muito inteligente, mas também muito trabalhador;
produziu trabalhos originais em matematica, com um ritmo que dificilmente tem
sido igualado. A colegdo de seus trabalhos matemiticos preenche cérca de sessenta
volumes. Aos vinte e oito anos, perdeu um Slho; aos cincoenta, ficou quase total-
mente cego. Mas sua memoria era fabulosa — sabia t6da a Eneida, de Virgilio,
de cor — e sempre foi capaz de desenvolver longos cilculos de cabega. Assim,
éle foi capaz de prosseguu‘ trabalhando, no mesmo ritmo de antes, pelo resto de
sua vida.



Ha cinco pontes que levam até ela e cinco € um niimero impar. Como vocé 3. Comente a afirmacio: “O tampo de uma mesa ¢ um plano™.

iniciou o trajeto fora da ilha a oeste, vocé deve terminar dentro desta itha. 4. Estude a figura tridimensional dada (na qual 4, B, C e D sdo coplanares)eresponda
(Isto & como comutar o interruptor cinco vézes: se a lampada estava apa- as scguintes questdes:

gada no inicio, estara acesa no final)

Mas isto mgmﬁca que o “Trajeto de Konigsberg” € impossivel, porque

(a) E, D ¢ F sio colineares?
vocé nic pode terminar em dois lugares distintos a0 mesmo tempo.

(b) E, C, B e F sio coplanares?
(c) AC e BD se interceptam?
{d) AC e DF se interceptam?

A solugio de Euler para éste problema foi um acontecimento muito
importante, porque foi a primeira vez que alguém resolvia um problema
déste tipo. Observe que se vocé desenhar um mapa das ilhas sdbre uma EBeFsa | .
folba de borracha, vocé pode esticar a folha 4 vontade sem mudar, absolu- € E, B ¢ F sdo coplanares’ A
tamente, o problema. ® F, B, G ¢ D sdo coplanares?

5. Faga uma lista de tédas as condigdes estudadas, que determinam um plano. Vocé
precisa, simplesmente, escrever as condigdes que enunciamos nos postulados ¢
teoremas. Por exemplo, “Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano”
(Teorema 3-3). '

6. Quantos planos passardo por trés pontos dados s¢ nenhuma reta os contém?

7. A reta L, intercepta um piano E em P, mas nio esta contida em E. A reta L, estd
A partir da anélise de Euler do “Trajeto de Konigsberg”, desenvolveu-se contida em E, mas niio contém P. E possivel L, interceptar L,? Explique.

todo um ramo da matematica, tratando de problemas déste tipo. E o que
se chama tepologia.

Se vocé quiser, por acaso, encontrar Konigsberg em um mapa, vocé
deve procura-la em um mapa velho. A cidade, agora, estd na Unido Sovié-
tica e seu nome foi trocado para Kaliningrado. Ninguém, entretanto, tro-
cou o nome do problema.

8. Dois planos E ¢ F se interceptam em AB. Cada um ¢ dos pontos P e Q estd em
ambos os planos E ¢ F. P ¢ Q devem estar em AB? Explique.

9. Indique se as afirmagdes seguintes sdo verdadeiras ou falsas.
(a) O espago tridimensional contém pelo menos quatro pontos.
{(b) Todo semiplano contém sua origem.

(c) Uma semi-reta separa um plano.
{d) Todo plano separa o espago em dois conjuntos convexos.

. , (e) Se uma reta L separa o plano E em dois semiplanos H, e H,, e P & um ponto
Revisao do Capitulo de H, e Q um ponto de H,, entdo PQ intercepta L.

() Dois semiplanos quaisquer sio coplanares.
. (a) Quando se diz que um conjunto de pontos & colinear?

(b) Quando se diz que um conjunto de pontos é coplanar?
(c) Quatro pontos podem ser colineares? f
{d) Dois pontos tem de ser colineares?

(¢) Quatro pontos tem de ser colincares?

(f) n pontos podem ser colineares?

(g) Quatro pontos tem de ser coplanares?

(h) n pontos podem ser coplanares?

B

10. Quais das seguintes regiGes designadas com
letras maiiisculas sfio conjuntos convexos?

11. Que propriedade os semiplanos e os semi-espacos tém em comum?

. . = . . 12. Escreva uma definig nj .
. Quais das afirmagdes abaixo sio verdadeiras? explique. efinicio de conjunto convexo

(a) Se trés pontos sdio colinearcs, entio sdo coplanares. _ 13. A reunido de dois semiplanos &€ sempre um plano? Algumas vézes é um plano?
(b) Se trés pontos sdo coplanares, entdo sdo colineares. Explique. -
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is.

* 16

17,

Copie ¢ complete o seguinte. em relagio 4 figura ao lado

Na figura, ............... E separa o espago
1311 [T H e oo . Sabemos A
que A4 € o estio do mesmo lado
de oo PoOIS iiiieninnen ndo inter-
cepta o plano E. B ¢ D, também, estio no 8

............ de E, uma vez quc
Podemos demonstrar que AC
mostrande que A e ...

............... do plano E.

Trace uma reta L separando o plano em dois semiplanos. Chame os semiplanos
de H, ¢ H,. Tome os pontos D e K em f, ¢ o ponto FemH,.

(a) Qual é a intersegio de DK com L? Por qué?

(b) Qual & a interseio de KF com L? Por qué?

Os planos E, F e G se interceptam segundo a
figura. Em quantas regides convexas €les se-
param o espago?

Neste problema, vocé “ganha” se puder cruzar cada segmento da figura exata-
mente uma vez, sem levantar o lapis do papel. Copie as figuras em uma f6lha de
papel ¢ veja se vocd pode descobrir as duas das cinco figuras nas quais € possivel
vocé “ganhar”; existe um processo de compor figuras de modo que vocé sempre
“perca”?

(a) ‘ (b)

()

rdy - (e)

© 18,

Das trés figuras abaixo, duas podem ser desenhadas sem se levantar o lapis do
papel ou tragar um segmento duas vézes, enquanto que na terceira, isto nio acon-
tece. Quais sdo as duas? Tente reproduzir cada figura em seu caderno, segundo as
instrugdes. Existe um processo mais simples de se chegar a esta conclusio?

+
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ANGULOS E
TRIANGULOS
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4-1. 0OS TERMOS BASICOS

Um dgngulo ¢ uma figura como uma dessas

Definigcoes

Se duas semi-retas tiverem a mesma ori-

gem mas ndo estiverem contidas na mesma &
reta, entdo a sua reunido é um dngulo. As
duas semi-retas sio chamadas lados do &ngu-
lo e a origem comum das semi-retas € chama-
da vértice do angulo. Se os semi-retas forem ¥ z

AB e 4AC, o 4ngulo sera representado por
£ BAC ou L CAB.

Nio faz diferenga qual lado é mencionado em primeiro lugar. De fato,
¢ indiferente qual ponto vocé menciona em cada um dos dois lados. O
angulo na figura A esquerda, abaixo, poderia igualmente bem ser descrito
por L BAC, [ DAE, / BAE e assim por diante. Para abreviar, podemos
escrever simplesmente £ A, seestiver bem claro quais séio os lados do dngulo.

L+

A Cc E

E em figuras como as da direita, acima, podemos escrever nimeros ¢ le-
tras dentro dos dngulos, d¢ modo que podemos escrever / 1 no lugar de
£ BAC, £a no lugar de / CAD, e assim por diante.

Os lados de um Angulo sio semi-retas, ndo segmentos. Portanto a figura
4 esquerda, abaixo, ndo é um angulo:

8

A C A : c
E claro que ela determina um angulo, como indicado & direita. (Da mesma
maneira, um segmento determina uma reta embora nido seja uma reta).
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Um tridngulo é uma figura que se parece com uma destas:

.

8

Definigbes

Se 4, B ¢ C forem trés pontos ndo-colineares, a reunido dos segmentos

AB, AC e BC é chamado um tridngulo e & representado por AABC. Os pon-
tos A, B e C sdo chamados seus vértices e os segmentos AB, AC e BC sdo
seus lados. Cada tridAngulo AABC determina trés dngulos, a saber, L BAC,
/. ABC e { ACB. Esses sio chamados os dngulos do tridingulo AABC. Se
for dbvio qual o tridingulo mencionado, representamos muitas vézes 0s
seus dngulos por £ A, LBe LC.

Observe que quando desenhamos um triingulo, ndo desenhamos ne-
cessariamente seus Angulos. Assim como uma escola nio contém os alunos
que nela se graduaram, um tridngulo ndo contém seus prdprios &ngulos.
Se quisermos desenhar os dngulos, devemos prolongar os lados e usar
pontas de flechas como se vé na figura a esquerda, abaixo. Em geral ndo
h4 necessidade de se fazer isso pois é 6bvio quais sdo os.dngulos do tridngulo.

Q interior e o exterior de um Angulo sdo como estdo indicados na fi-
gura, acima 3 direita.

DefinicHes -

Seja L BAC um angulo num plano E. Um ponto P esti no interior do
/. BAC se (1) P & B estiverem do mesmo lado da reta AC ¢ (2) P e C esti-
verem do mesmo lado da reta AB. O exterior do . BAC é o conjunto de
todos os pontos de E que ndo estdo no dngulo nem no seu interior.

Extarior
Interior
———————— - - —
Exterior o c
[ ] I' Y
Q2 ,/' Exterior ‘@3
>

L R AT R

oer e

S TERIEH o £ LR 3 T e

Algulas e Irangulos ) 69

Vocé deve comparar essa defini¢io com a figura, para ter certeza de
que a definigdo realmente diz o que temos ¢em mente. Por exemplo, P esta
no interior porque &le satisfaz tanto (1) quanto (2). @, ndo esta no interior;
¢le satisfaz (1) mas nfo (2). @, ndo estd no interior; &le nio satisfaz nem 03]
nem (2). Q5 satisfaz (2) mas ndo (1).

o aa

[a]
T

Observe que definimos o interior
de um Angulo como a intersegio de
dois semiplanos. Um déles é o lado
de AC que contém B e o outro & o
lado de AB que contém C.

1

~,

\."j:‘ |
m] l ) i

O interior € o exterior de um tridngulo sdo vistos na figura.

—o;

r

Exterior "Exterior

Interior

Exterior
Definigdes

Um ponto estd no interior de um triangulo se éle estiver no interior de
todos os angulos do tridngulo. Um ponto esta no exterior de um tridngulo

se ele estiver no plano do tridngulo mas nfo estiver no tridngulo nem no
seu interior.’

Vocé deve comparar essa definigio com a figura, como antes, para ter
certeza de que ela realmente diz 0 que temos em mente. (Se exigissemos
apenas que o ponto estivesse no interior de dois dos Angulos ¢ niio no inte-
rior dos trés, isso seria o suficiente para descrever o interior?) E muito
mais facil aprender definigSes se vocé as examina primeiro dessa maneira,
Alias, se vocé as esquece, isso em geral acontece porque vocé tentou deco-
ra-las, sem considerar como elas expressam as idéias que deveriam expressar.

Ocasionalmente usaremos o simbolismo 4-B-C para dizer que “B esta
entre 4 e C , como no Problema 21.
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Problemas 4-1

rl
Reescreva a seguinte definigio, completando-a.

Um Angulo éa ............. de duas ............... de mesma ............... mas
que ndo $80 ... .

. Reescreva a seguinte definigio, completando-a.

Um trdngulo éa ............... de trés ...............

Na figura, os pontos K, P e H sio colineares.
Nomeie os cinco &nguios.

Dado o AABC, AC ¢ AB sio lados do £ A?
Explique. C

. Quantos dngulos sdo determinados por essa fi-

gura? Quais sdo? Quantos podem ser indicados
usando sdmente a letra do vértice?

L)
w

. Dais dngulos de um tridngulo pedem ter um lado

comum? Explique.

. Quantos dngulos existe nessa figura? (H4 mais

de scis). A

. E a seguinte afirmagio verdadeira? A4ABC é a

reunido do /. CAB e ¢/ CBA. Por qué?

A . K

(a) no interior do /£ CBA? E
(b) no exterior do / EBC?

{c) no interior do / ABD? Q 8 c D
(d) no interior do / ABQ? ; T

e

10. O vértice de um angulo estd no interior do dngulo? no exterior?
11. Um tridingulo separa o rlano que o contém em quantas regides?

ANQUios e Tnangulos 11

i2. Os angulos de um tridngulo separam o plano que os contém em quantas regides?
13. Nomeie todos os tridngulos na figura & esquerda, abaixo. (H4 mais de quatro).

A

14. Quantos tridingulos estdo na figura a direita, acima? (Uma das maneiras de atacar
ésse problema é escrever PRHM DK, e escrever em seguida todas as possiveis com-
binagdes das trés letras e comparar cada combinagio com a figura).

15, E o interior de um tridngulo um conjunto convexo? e o cxterior?
16, E um tridngulo um conjunto convexo?
17. E o interior de um tridngulo um conjunto convexo? e o exterior?

18. Dado 0 AABC e um pbnto no interior do £ A € também no interior do £ C, o que
vocé pode concluir a respeito de P?

+ 19. {(a) Pode um ponto estar no exterior de um triingulo e no interior de um angulo
do tridngulo? Ilustre.

{b) Pode um ponto estar no exterior de um triingulo e nio no interior de nenhum
dos dngulos do triingulo? lustre.

* 20. E dado AABC e um ponto P. P ¢ A estdo do mesmo lado de BC. P e B estdo do
mesmo lado de AC.
(a) EstdA P no interior do L ACH?
{b) Est4d P no interior do AACB?
*+ 21. E dado o tridngulo ABC. A-D-B, B-E-C, C-D-F ¢ D-G-E.
(a) Estd G no interior on no exterior do AABC?
(b) BG intercepta AC?
() G e F estio em semiplanos opostos em relagio a que reta?
{d) Como pode vocéd ter certeza de sua resposta para a questdo (a)?

4-2. ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE ANGULOS

Angulos, como definidos nesse capitulo, sio simplesmente conjuntos de
pontos. Por exempio:
A C
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A ordem em que os lados do dngulo sio mencionados ndo faz nenhuma
diferenca. ) i

Essa & a forma mais simples da idéia de um angulo. E a idéia que preci-
samos para os propositos désse curso. Mais tarde, no entanto, quando vocé
estudar trigonometria, a idéia de angulo aparecera de uma forma diferente.
Em trigonometria, fara diferenga qual lado do 4ngulo ¢ mencionado em
primeiro lugar:

hY
&F
oF
\’ﬁb

lado inicial lade final

d

A c . A C
£LCAB £ BAC

Isto ¢, em trigonometria fazemos distingdo entre / CAB e £ BAC. Em
(. CAB, AC & o lado inicial e AB ¢ o lado final. No £.BAC, AB & o lado
inicial e AC é o lado final. Angulos assim sdo chamados Angulos orientados.
Quando usamos Angulos orientados, admitimos a existéncia de “4ngulos
nulos” e “dngulos rasos”.

. D

A B C < A 8
£ BAC 2 BAC

Neste curso, angulos orientados ndo serdo usados, pois sio desnecessé-
rios em geometria elementar. Por exemplo, os dngulos de um tridngulo
nunca sio nulos ou rasos e nio ha nenhuma maneira razoavel de decidir
que orientagio dar aos angulos.
Para orientar dngulos, deveriamos
proceder ao acaso e orientagdes ao
acaso de Angulos ndo teriam utilida-
de para nés, pois éles ndo estariam
relacionados com os problemas com
os quais estamos trabalhando.

4-3. MEDIDA DE ANGULOS

Assim como medimos segmentos com uma régua, medimos dnguios
com um transferidor.

Adigdiva U 1 Hiditgviva L

O numero de graus de um angulo é chamado medida déste dngulo. Se
existirem » graus no / PQOR, escrevemos

m/ P QR = Fr
Simplesmente observando a escala no transferidor, vemos que

m{ CAD = 30, m{ CAF = 90,
m{ CAE =45, m{ CAG = 100.

‘e assim por diante.

Observe que ndo precisamos usar o simbolo de graus quando escreve-
mos 30, 45 e assim por diante, pois o m se encarrega disso: m/ PQR é o
numero de graus no angulo.

Assim como achamos distancias, por subtragio, com uma régua, pode-
mos usar subtragfio para achar a medida de 4ngulos. Por exemplo, devemos
ter m/ DAE = 15 porque 15 = 45-30 = m/. CAE-m/ CAD. O mesmo
processo nos da

mLGAD = 100—50 = T0.

Observe que 180 ndo é a medida de nenhum Angulo da figura. (Ndo
existe algo como £ BAC porque AB e AC sdo colineares). Ainda podemos
subtrair de 180, no entantc, para obter

m{ BAI = 180-150 = 30,
m/ BAH = 180-130 = 50,

e assim por diante.
Os seguintes postulados resumem os fatos a respeito de transferidores
que estivemos usando. Nas figuras, ilustrando ésses fatos, escrevemos r°, s°

¢ assim por diante, para lembrar que ésses niimeros s3o medidas em graus
de angulos.
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POSTULADO 11. O Postulade da Medida do Angulo

r

A todo dngulo / BAC corresponde um nu-
mero real entre 0 ¢ 180.

\.0
m LBAC=r, .

Definicao A C

O nimero dado pelo Postulado da Medida do Angulo é chamado
medida de [ BAC .¢ é escrito m/ BAC.

Podemos construir um Angulo,
onde desejarmos, com qualquer me-
dida entre 0 e 180. E claro que, se

P
Hy
comegarmos com uma semi-reta e
num plano € um nimero r, podemos e e eax -
comstruir nosso dngulo tanto num A . 8
como noutro semiplano determina- r H
do pela reta que contém a semi-reta. !

Temos, assim, as condigbes para o
postulado seguinte.

POSTULADO 12. O Postulado da Construgdo de um Angulo

Seja AB uma semi-reta contida na P
origem de um semiplano H. Para todo
numero r entre O e 180 existe exata-
mente uma semi-reta AP, com P em

H, tal que m/ PAB =r. B

b

Podemos determinar medidas de Angulos por adigdo e subtragfo, usando
o sepuinte postulado.

POSTULADO 13. O Postulado da Adi¢do de Anguios

Se D estd no interior do [ BAC. entdo
mi{ BAC =mi BAD + m/ DAC.

Disso obtemos m/ CAD =m/ CAB—m/ DAB.

ARGQUIDS & 1rlangulios 7

Dois angutos formam um par linear se éles sdo assim:

C

o}

8 A
Mais precisamente, temos a seguinte definigdo.

Definicao

Se AB ¢ AD s#o semi-retas opostas e AC & uma outra semi-reta qualquer
entio L BAC e [ CAD formam um par linear.

A seguinte defini¢do trata somente de medida angular. Ela ndo diz nada
quanto a4 posigio dos angulos.

Definicdo

Se a soma das medidas de dois -
ingulos & 180, os Angulos se dizem N
suplementares e cada um € chamado
um suplemento do outro. r+3s=180,

Permite-se, no entanto, que os Angulos formem um par linear e neste
caso €les sdo sempre suplementares.

POSTULADO 14. O Postulado do Suplemento
Se dois dngulos formam um par linear, entdo éles sdo suplementares.

Podemos nos referit a ésses postulados, abreviadamente, como PMA,
PCA, PAA ¢ PS. Essas sdo, obviamente, abreviagbes para Postulado da
Medida de Angulos, Postulado da Construgdo de um Angulo, Postulado
da Adigio de Angulos e Postulado do Suplemento.

Vocé deve lembrar-se que, ao discutirmos medida de distincia, verifica-
mos que podiamos usar, 2 nossa vontade, qualquer unidade. Se decidissemos
mudar a unidade de distincia, simplesmente multiplicariamos tddas as
distincias por um certo nimero e todos os postulados de distancia conti-.
nuavam validos. Isso ndo é mais verdade para medidas de dngulos, por-



que o Postulado do Suplemento determina a unidade. Segundo nossa
definicio de suplementar, o Postulado 14 nos diz que se dois dngulos
formam um par linear, a soma de suas medidas ¢ 180. Essa condigdo néo
¢ mais valida se duplicarmos a medida de todo dngulo ou se dividirmos a
medida de cada angulo por 2.

Srouiean 4.0
l.Se m/i A=63¢e msz B =117, que nome recebem os £ 4 e L B?
. Se, na figura, m'LQPS =41 ¢ m/ QPM = 37, quanto vale m/ MP5? Que pos-

tulado apoia sua conclusdo?

M

s

. E dada a figura com Y, P ¢ W colineares ¢ m/ XPY = m/ ZPY.
{a) Nomeie dois pares lineares L
{b) D& trés pares de dngulos suplementares. :
. Dado que A-K-F ¢ D é um ponto ndo pertencente a AF,
{a) como sdo os angulos . AKD ¢ L FKD?
by m{ AKD + m/ FKD =1

Que postulado € essencial para sua resposta?

. Na figura, GH ¢ PQ se interceptam, forman- Q
do quatro dngulos. o fie
(2) Se b = 52, qual a medida de a? <o ° H
d° /¢

{b) Se a = 110, quais as medidas de b, c € d?

10.

1.

12,

13,

. Use um transferidor para determinar:

Usando a figura calcule:
(a) m/s APC.
(d) m/_DPB.
(g) m . HPG + m/ FPC.
(i) mi_FPA - m¢ DPA,

(c} m/_ GPA.

() me APB 4+ m/ BPE.
(h) mL APC + m/ CPH.
G) mLFPH - m/ FPG.

{b) m/ EPD.
{e) mi FPC.

(a) m/_RPS. (b) ms VPR.
(c) m/L VPS. (d) m{ TPR.

(e} ms XPR. () m, XPY.

(g) mL WPS. (h) msL XPW. -~ 3 I
(i) ms XPS. ) me TPR + my SPW.

. Com pritica, vocé deveria ser capaz de avaliar o tamanho de dngulos com relativa

precisiio sem usar um transferider. Ndo use um transferidor para decidir que én-
gulos tém medidas nos intervalos indicados. Associe o dngulo a direita com o
intervalo apropriade a esquerda

(a) 80 <x< 95
(b} 55<x< 70
(c} 40 < x < 60,
(d) 90 < x < 105.
(&) 20 < x < 45,
() 110 < x < 125,

D

. Usando uma régua e um transferidor, consirua dngulos cujas medidas em graus

sdo 30, 60, 15, 90, 100 ¢ 135.

Usando somente uma régua e ndo um transferidor, desenhe dngulos cujas medidas
sdo aproximadamente 10, 30, 45, 60, 90, 120, 135, 150. Em seguida, use um trans-
feridor para verificar seus desenhos.

Na origem de um semiplano, tome pontos M, K, A tais que M-4-K. Tome AT
tal que m/.. TAK = 35. No mesmo semiplano, tome AV de modo que m/ MAV =
= 85. Meca ~ TAV com um transferidor. A medida que vocé achou confere com
os calculos corretamente feitos? £

Na figura plana
(@ mLCAB +mi DAC =m/¢ oo

(by mf EAD + m/ DAC =m/. ooooiviinne A

) mLEAD + m/ DAB=m/ ............. D
{(d) msL EAC - mi DAC =m{é .vevvenn. g P
Determine a medida do suplemento de um Angulo cuja medida ¢

{(a) 80. (b) 48. (c} 144. (d) 25,5.

() n. @ n+k (g) 180-n. (h) 90-n.



14,

15.

16.

17.

= 18,

*= 19,
20.

* 21.
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Na figura,

() mLSPR + ML QPO =mL .ooooreeiee V
(b) mLRSQ + mL ..couennn. =m/ RSP

(c) mLPOQ + mL POS = .............

(d)miSRQ - mLSRO=m/{ ....ocenne

(&) mLROQ =180 — m/ ..oooneereeee P
0 S0+0Q0=.............

Se dois 4ngulos suplementares tém medidas iguais, qual & 2 medida de cada um dos
dngulos? .

Se a medida de um angulo é o triplo da medida de seu suplemento, qual € a medida
do angulo?

A medida de um ingulo é 24 a mais que a medida de seu suplemento. Calcule a
medida dos dois angulos.

O débro da medida de um dngulo ¢ 30 a2 menos que cinco vézes a medida de seu
suplemento. Qual é a medida do angulo?

Se, num plano, m/ BAD = 65 ¢ m{ DAC = 31, qual o valor de m/ CAB?

Dada a figura, com MN e PQ interceptando-s¢ em A, que postulados ou de-

finicdes justificam as seguintes afirmagdes? "

(@) LPAM e . QAM formam um par lincar. Q
(b) LPAM e £ QAM sio suplementares. A

(€} mLPAM + m/ QAM = 180.

(d) mLQAM + mL QAN = 180. P N

Se m{L ABC + m. DBC = 180 ¢ m{ MAS + m{ NAS = 180, & verdade que
mi ABC + ms DBC = m/ MAS + m/ NAS? Por qué? Se também afirmamos
que m. DBC = m/ NAS, o que podemos concluir? Por qué?

Problema Magno

Por que é verdadeira a seguinte afirmacéio? 0 E

Se uma reta Lintercepta dois-lados do AABC
em D e E (e D ¢ E sio distintos de 4, B e C),
entdo Lnio intercepta o terceiro lado. : 8 C

[Sugestdo: Consulte a Segio 3-4 ¢ mostre que B e C estio do mesmo lado de L]

4-4. ANGULOS RETOS, PERPENDICULARISMO,
ANGULOS CONGRUENTES

Definigdo

Se dois 4ngulos, formando um
par linear, tém a mesma medida,
entdio cada um déles é chamado
angulo reto.

f‘\* N

ANgUlos e 11ranyguios faJ

Nesse caso, temos r + r = 180 pelo Postulado do Suplemento. Por-
tanto, poderiamos também ter dado a seguinte definicdo de angulo reto.

Definicdo ‘ 8
. 900
Um dngulo reto € um angulo cuja

medida é 90. [ —— ” -
: C

13

’ 1

Definigdes ¥

Se AB ¢ AC formam um Angulo reto, &les se dizem perpendiculares e

€SCIrevemos
4B 1 AC.

Usamos o mesmo térmo e a mesma notagiio para retas e segmentos;
assim se / BAC é um Aangulo reto, escrevemos

ABLAC, ABLAC, ABLAC,

e assim por diante, para qualquer combinag¢io de retas, semi-retas ou
segmentos.

Definigoes

Se a soma das medidas de dois dngulos ¢ 90, os dngulos se dizem com-
plementares e cada um é chamado um complemento do outro. Um angulo
cuja medida é menor que 90 se diz agudo. Um adngulo cuja medida & maior
que 90 se diz obruso.

[}
|
1
1
]
abtuso :
]
]
1

Definicao
Dois Angulos de mesma medida se dizem
congruentes.
Assim [/ ABC e [/ DEF sdo congruentes se
m. ABC = m/ DEF;




3. E dada a figura, com o vértice M do angulo reto

nesse €aso, esCrevemos
' / ABC = ¢ DEF.

O simbolo = l&-se “& congruente a”

£ F

Observe que a equagio m/ ABC = m/ DEF ¢ a congruéncia £ ABC =
~ / DEF sd3o equivalentes; &les tém exatamente o mesmo significado.
Podemos substituir uma dessas afirmagdes pela outra sempre que qui-
Sermos.

2roiiemas b

. Nesse problema, segmentos devem ser considerados perpendiculares se assim
aparentarern. Escolha os pares de segmentos perpendiculares. Se vocé acha que
um par nio é perpendicular, diga porqué.

(a) P (b) K (c) R
. Q
S
- 5
Q R p P Q
(d) Q © $ M) \P
/\ >< s
P /
Q R

s R Q

2. Nessa figura, os Angulos tém as medidas indicadas.
(a) D& um par de angulos complementares.

(b) Que postulado torna possivel afirmar que
m. DAG = 1057

LSMTem AB e my TMB = 50.

(a) Nomeie um par de semi-retas perpendiculares, 4 P
se existirem.
(b) Nomeie um par de Angulos complementares,
se existirem. ‘ M
(c) Nomeie um par de &ngulos congruentes, se
existirem. 7
{d) Nomeie um par de Angulos suplementares, B
se existirem.

4. O ponto 4 ¢ origem de duas semi-retas perpendiculares ABe AC. D é um ponto

no interior do /. BAC e E é um ponto no exterior do /£ BAC tal que 4D 1 4E.
(a) Nomeie um par de ingulos complementares, se existirem.

{b) Nomeie um par de ingulos suplementares, se existirem.

(c) Nomeie um par de ingulos congruentes, se existirem.

. Responda as seguintes perguntas:

(a) Se m/ . MPS =39 ¢ m/ THN = 39, entdo como sdo os A MPS e / THN?
{b) Que tipo de dngulo é o suplemento de um dngule agudo?

{¢) Que tipo de Angulo é o complemento de um Angulo agudo?

(d) Se /. ADK = ¢ BEH, que s¢ pode afirmar sébre as medidas désses Angulos?

. Se a medida de um dngulo € o dobro da medida do seu complemento, qual é a

medida de cada dngulo?

. Determine a medida do complemente de um angulo cuja medida €

{a) 20. {b) 68. (c) 46,5. (d) n. (e} 90 -n. fy 45 + n.

. Qual & a medida de um dngulo, sabendo-se que a medida de seu suplemento & 39

a mais que o débro da medida de seu complemento?

E facil ver que os teoremas seguintes sio verdadeiros, desde que se tenha
em mente o significado dos térmos.
Teorema 4-1

Se dois dngulos sio complementares, ambos sdo agudos.
Teorema 4-2

Todo dngulo € congruente a si mesmo.
(Sempre temos m/. A =m/L A)

Teorema 4-3
Dois angulos retos quaisquer sio congruentes.
Teorema 4-4

Se dois angulos sdio congruentes e suplementares entdo cada um é um
dngulo reto.

[Sugestdo: Se éles sdo congruentes, tém a mesma medida r. Mostre
agora que r tem de ser 90].

Teorema 4-5

Suplementos de dngulos congruentes sio congruenies.

C A - D B
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Re-enunciado.Se (1) f A= . B, (2) LA e /. C sdo suplementares ¢ (3)
/.. B e £ D sido suplementares, entdo (4) L C= £ D.

Demonstragdo. Seja r = m /. A, como indicado na figura acima. Daremos o
restante da demonstragio num estilo que vocé podera usar como modélo
ao fazer suas proprias demonstragdes.

Afirmagies Justificacbes
Lr+miC =180 LA e £ C sdo suplementares.
2.r=m/LB. L A= /B
3. r+miD =180 L B e / = sio suplementares.
4. mC = 180—r. Passagem 1.

5. mi D= 180-~r. Passagem 3.
6. m C=msD,e Passagens 4 ¢ 5.
LC= (D .

Ha vantagens nesse estilo de escrever demonstragdes em duas colunas.
Se vocé usar ésse estilo, € mais facil organizar seu trabalho e & mais facil
lembrar, que ao fazer uma afirmac¢iio numa demonstracio, vocé deve
justifica-la.

Observe também, que antes de comegar demonstrar ésse teorema, nds
o re-enunciamos. Esse é um recurso que vamos usar muitas vézes, mais
adiante. Sempre que pudermos, enunciaremos teoremas em palavras, usan-
do pouco on nenhum simbolismo. Os teoremas ficam entdo mais faceis de
serem lidos e lembrados. No re-enunciado, introduziremos a notagdo que
serd usada na demonstragdo.

A figura dada para essa demonstra¢io mostra um caso muito especial:
dois dngulos podem ser suplementares sem que estejam dispostos de modo
a serem visivelmente suplementares. Angulos suplementares podem apa-
recer assim:

r+s=180.
A

Em geral, uma figura é apenas uma ilustragio de um teorema ou de um
problema. Vocé ndo deve pensar que as figuras dadas nesse livro sdo, em
cada caso, as unicas corretas.

Teorema 4-6

Complementos de dngulos congruentes sio congruentes.

Angulos e Irlangulos

LA

A demonstracdo é muito parecida com a do Teorema 4-5 ¢ vocé deve
ser capaz de desenvolvé-lo sozinho, usando a demonstragiio anterior como
modélo. De fato, vocé deve fazer isso. A figura acima o ajudara. Reenuncie
o teorema. '

Quando duas retas se intercep-
tam, elas formam quatro angulos.
Na figura, / 1, e £ 3 sdo chamados
dngulos opostos pelo vértice e L2 e
/4 também sdo chamados dngulos
opostos pelo vértice. Isto é:

Definicdo
Dois dngulos sdo chamados dngulos opostos pelo vértice se os seus lados
formam dois pares de semi-retas opostas.

Na figura, parece que ingulos opostos pelo vértice sio congruentes e,
de fato, isso sempre é o que ocorre, como serd visto no proéximo teorema.

Teorema 4-7. Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice

Angulos opostos pelo vértice sio congruentes.

Demonstragdo. Temos que /.1 e / 2 sdo dngulos opostos pelo vértice; isto &,

(1) AC e AE sdo semi-retas opostas e AB e AD sdo semi-retas opostas.
Portanto:
(2) £1e .3 formam um par linear e £ 2 e /3 formam um par linear.
(3) 3= 3. '
4) £1 e .2 sio suplementos de Angulos congruentes.
Pelo Teorema 4-5, isso significa que
5 1= 2



GEORGE DAVID BIRKHOFF (1884-1944)

G. D. Birkhoff foi um dos matematicos mais produtivos e versiteis dessa
geracdo. Em sua vida escreveu cento e noventa trabalhos de pesquisa em varios
ramos de matemética pura ¢ aplicada. A coletinea de seus trabalhos preenche
trés volumes grandes. Também escreveun varios livros sbre matematica e teoria
da relatividade.

Os postulados da geometria, usados nesse livro, sio modificagdes de um
conjunto de postulados devidos a Birkhoff. Durante muitos séculos, a idéia de
medida, tanto para segmentos comeo para dngulos, foi uma idéia central em geo-
metria. Os postulados de Birkhoff introduziram essa idéia desde o imicio: éles
descrevem métodos que de fato todos usam. Assim, apesar de os postulados de
Birkhoff ndo estarem entre suas grandes contribuiges para o conhecimento,
€les contribuem grandemente para a clareza.

. Se LPAM e £ MAJ 530 complementares e

Teorema 4-8

Se duas retas que se interceptam formam um angulo reto, elas formam
quatro &ngulos retos.

Demonstragdo. Na figura, o pequeno quadrado no vértice do £ 1 indica
que /1 ¢ um angulo reto. Isso é dado. Precisamos provar que /2, /£ 3¢
£ 4 séio Angulos retos. As passagens principais sdo: {vocé deve saber jus-
tificar cada passagem.)

(1) £3 & um angulo reto.

(2) £2 e £ 1 sio suplementares. 2 1
(3) ms 2 + 90 = 180.
4 L2 & um angulo reto. ] 3 4

(5) £4 ¢ um angulo reto.

Existe um certo teorermna que usamos como justificagdo das passagens
1 ¢ 5. A justificagiio da passagem 2 é um postulado. As justificagdes das
passagens 3 e 4 sdo defini¢des.

“roplemas 4-4B

. LABC = L DEH ¢ £ ABC & o suplemento do / DEH. Que conclusio vocé pode

tirar? Que postulado, definicio ou teorema justifica essa conclusdo?

2. Se £ M & suplementar do L K, / P é suplementar do /. Qe /1 Q= /L M,0oquec¢

verdade a respeito dos s K e /. P? Que afirmagio justifica sua conclusdo?

L KAJ e £ MAJ sdo complementares, por que
LKAS = 1 PAM?

. (a) Se duas retas se interceptam, quantos pares de dngulos opostos pelo vértice

sdo formados?

“{b) Se a medida de um dos angulos da parte {a) é 62, qual & a medida dos outros

angulos?
(c} Se todos os quatro ngulos da parte (a) sdo congruentes, qual ¢ a medida de
cada um déles?



. Na figura, trés retas se interceptam no mesmo

e HMEVIVMIEIRA MULUIERINA

ponto. Dado @ = 85 ¢ ¢ = 30, determine b
c, def

. Se um dos dngulos de um par de angulos opostos pelo vértice tem medida x, escreva

férmulas para as medidas dos outros trés dngulos formados.

7. Demonstre o Teorema 4-3.

o0

* 10

11,

*+ 12,

. Demonstre o0 Teorema 4-4.
. Seja AB uma reta que determina dois semiplanos H e Hy. P éum ponto de H,

tal que m{ PAB = 30. Se @ é um ponto de H, tal que £ QAB = / PAB, qual a
posigio B em relagdo ao /£ PAQ? Qual o valor de m{ PAQ? Sendo AQ oposta
a AP, que relagdo existe entre 7/ PAB ¢ / QAB? Determine m/ QAB.

No semi-plano H, B4 ¢ BE sio semi-retas
opostas, / ABG = / KBGe / KBD = / DBE
Determine m/ GBD. [Sugestdo: Seja m ¢, ABG
=x ¢ m.DBE = y.]

Na 'ﬁglﬂ, o plano £ intercepta o plano
F em AB. GH e KM, ambas no plano F,
interceptam AB em P.

(a) Determine dois pares de angulos opostos pele vértice.
(b} Determine dois pares de angulos suplementares.
(c) Se GH L A'_'B, determine dois pares de 4ngulos complementares.

Na ﬁgura@, OR, GH ¢ KM interceptam-

se em P, OR esta em E, ¢ GH ¢ KM estio

em F. AB ¢ a intersegio dos planos E e F.

(a) Quais sio os dois Angulos supiemen-
tares ao / APG?

(b} Quais sdo os dois angulos suplemen-
tares ao / HPM?

{c) 8¢ L BPR = s KPG, que outros an-
gulos tém de ser congruentes?

(d) S¢ LRPG é um anguio reto, que
outros ingulos tém de ser retos?

ANgUios & {rdanguios

4-5. TEOREMAS EM FORMA DE HIPOTESE E
CONCLUSAO

Todo teorema é uma afirmacio de que se uma afirmagio € verdadeira,
entdo uma outra afirmagio também é verdadeira. Por exemplo, o Teorema
4-8 diz que se duas retas’ que se interceptam formam um &ngulo reto,
entdo elas formam quatro dngulos retos. A parte do se de um teorema
& chamada a hipotese; ela diz o que é dado. A parte do entdo é chamada a
conclusdo (tese); ela diz o que tem de ser provado. Podemos escrever o
Teorema 4-8 da seguinte maneira:

Teorema 4-8 — _

Hipotese: L, e L, formam um ingulo reto.

Conclusdo: L, e L, formam quatro dngulos retos.
Analogamente, podemos escrever 0 Teorema 4-3 come se segue:

Teorema 4-3

Hipotese: 1 A e LB sdo angulos retos.

Conclusdo: { A= [ B. _

Postulados sdo como teoremas, s6 que éles ndo serio demonstrados.
A maijoria dos postulados pode ser posta na mesma forma do se. .. entdo
dos teoremas. Por exemplo, o Postulado da Adigdo de Angulos pode ser
escrito assim:

POSTULADO 13. O Postulado da Adicdo de Angulos

Hipotese: D esta no interior do [ BAC.

Conclusdo: m/ BAC = ms BAD + m/ DAC.

Em alguns casos, a forma hip6tese-conclusdio niio ¢ nem natural nem
util. Por exemplo, se quisermos dizer que o espago contém quatro pontos
nio coplanares, nio hd vantagem em escrever

Hipitese: S & o espago.

Conclus@o: S contém quatro pontos ndo coplanares.

E claro que ndo & necessario enunciar todos os teoremas na forma hi-
potese-conclusio. Independentemente da forma que o teorema estiver
enunciado, deve estar claro o que é dado e o que deve ser demonstrado.
No entanto, na maioria das vézes, ns deveriamos ser capazes de enunciar
o teorema na forma hipdtese-conclusio se assim quisermos, porque s¢
ndo o conseguirmos hi uma boa chance de ndo estarmos compreendendo
exatamente o que o teorema diz.

Problemas 4-5

1. Identifique a hipotese e a conclusiio das seguintes afirmacdes.
{(a) Se dois dngulos sio complementares, entdo cada um déles ¢ agudo.
(b)Sea=beb=c entdo a=rc.



(c)Sea=bentdioa+c =56 + .
(d) Se dois angulos sio congruentes e suplementares, entiio cada um déles é um
ingulo reto.
(¢) Se as dimensdes de um retingulo sdo a e b, sua area ¢ ab,
() Se dois planos se interceptam, entio sua interse¢io € uma reta.
. Escreva cada uma das seguintes sentengas na forma “Se... entio...”
{a) Suplementos de dngulos congruentes sio congruentes.
(b) A drea de um tridngulo de altura a e base b & Lab.
{c) A interse¢io de dois planos é uma reta.
(d) Trés pontos ndo colineares quaisquer estio contidos em exatamente um plano.
{e) Dois angulos que formam um par linear sio suplementares.

-5 ESCREVEMNCD TEMCHMIT ™o 20rs Siran an
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Logo mais, escrever suas proprias demonstragdes constituira uma gran-
de parte de seus exercicios. Serd melhor adquirir mais um pouco de pra-
tica em escrever demonstra¢des faceis antes de atacar as mais dificeis do
préximo capitulo. Provavelmente, a melhor maneira de indicar como de-
vem ser suas demonstragdes, ¢ dar mais alguns exemplos. Nesses exemplos
¢ problemas vocé pode supor que as figuras sdo coplanares salvo aviso
em contrario,

c
Exemplo 1
Dados: AABC e AABD,
como na figura i direita, com
LDAB >~ / DBAe/; CAD =
=~ /. CBD,
Demonstre:
LCAB = [ CBA A B
Demonstragdo
Afirmagées Justificacdes
1. m/_ DAB = m/ DBA. Dado.
2. m{ CAD = m/ CBD. Dado.
3. m{_DAB + m/ CAD. Propriedade aditiva da igualdade.
=m{ DBA + m/ CBD.
4. m{ CAB = m/ CBA. Postulado da Adi¢io de Angulos.
5. LCAB = [ CBA. Definicio de congruéncia de dngulos.

Exemplo 2 M K

Dados: Pontos A4, B, C, D,
como na figura 2 direita, com
AD = CB,

Demonstre: AC = DB

A C D 8

Demonstragdo

Afirmagoes J usriﬁcagﬁes
l. AC + CD = AD. Definicao de “entre™
2. CD + DB = CB. Defini¢do de “entre™.
3. AD =CB. Dado.

4. AC+ CD =CD + DB. Substitui¢do, nas passagens 1, 2 e 3,
5. AC = DB, Propriedade da subtragdo
na igualdade

Exemplo 3

Dados: Semi-retas AB. AC e AD. com €
no interior do £ BAD e com m/ BAC +
+ ms. CAD = 90,

Demonstre: 4B L AD.

De

.
A B
Demonstragdo
Afirmagdes Justificagoes
1. m . BAC + m/ CAD = 90. Dado. R
2. mLBAC + m/ CAD =m/ BAD. Postulado da Adigio de Angulos.
3. m{ BAD = 90. Substituigdo das passagens 1 e 2.
4. L. BAG ¢ um ingulo reto. Defini¢io de angulo reto.
5. AB | 4D. Definigio de semi-retas perpen-
diculares.

“roojemas &S

. Copie tudo o que se secgue ¢ complete a demonstragio.

Dados: m/ A =38 e me B =52
Demonstre: / A é complementar ao / B.

Demonstragdo
Afirmagées Justificagdes
LmliA= ... Dado.
L miB= .
ImiA+meB= ...
4. L A é complementar a0 /. B.  .....oiiiiiiinin....

. Copie e fagca uma demonstragio.
Dado: A figura com PQ = RS. _

Demonstre: PR = 0S. P Q R s
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3. Copie e faga uma demonstragio C ‘ 8. Copie ¢ demonstre.

Dados: A ﬁgm;a com : Dados: AD L FB ¢ £ BAC = / DAE.
m/ CAB = m/ CBA. Demonstre: / DAC = L FAE,

e m{ DAB = m/ DBA.
Demonstre: m/. CAD = m¢ CBD. A B Revisdo do Capitulo
4. .Copie e complete a demonstracio. P . Nos Problemgs de 1 a 15, copie € complete as afirmacdes dadas.
Dades: A figura com ¢/ PMN = / PNM. - /\ 1. 2. :sgaaﬁ?f:éﬁi :o;fsgzgfle; um nimero real entre ......cooinnne € ieeeeiieennns , cha-
Demonstre: £ CMP = £ DNV :c M N [;_ 2. O instrumento usado para medir Angulos € um ........c.ovee
~ 3. Se a soma das medidas de dois dngulos € 90, entdo cada dngulo é um ...............
Afirmacées Demonstragdo Justificagdes do outro. . )
1. LCMP & suplementar ao Dois angulos que formam um par 4, éngulos cujas medidas sio menores que 90, sdo chamados ...............
L PMN. linear sdo suplementares. 5. Angulos cujas medidas sdo maiores que 90, siio chamados ...............
DL DNP & oo e 6. Dois dngulos, formados. pela reunido de duas semi-retas opostas ¢ uma terceira
 TTTTIUTUTUTT Dado. semi-reta de mesma origem, chamam-se R
4, L CMP = 7 DNP. oo ' 7. Angulos cujas medidas sdo iguais, sdo chamados angulos ................
"""""""""""" §. Dois angulos que s3o complementares tém que SEr ...............
5. Copie ¢ faga uma demonstragio. A 9. Se dois 4ngulos sdo congruentes, seus suplementos A0 ..............e.
Dados: A figura com . 10. Dois Angulos que sdo congruentes ¢ suplementares tém que SCr ................
. DBC =~ / ECB. 8 c 11. Todo trifngulo tem ............... lf\dos € reeieiinienen angulos; um tridngulo contém
Demonstre: . ABC = [/ ACB. - D R ’ SCUS .ieivrranrrnnes mas ndo contém SeUS ........cieeeee
/ \ 12. A soma das medidas de dois Aingulos complementares € ......c.oevnes € a soma
6. Copie e dé as justificacdes. E das medidas de dois ing.ulos suplementares ¢é s
" Dados: {iB, TP e EF interceptam-se em K 13. A soma das medidas df dois dngulos ...........oeee € sempre menor que 180 e a soma
’ ' - das medidas de dois dngulos ............... & SEmpre Menor qUE ................
a=c ‘ 14. Se os lados de dois Angulos sio semi-retas opostas, 0s dngulos se dizem ................
Demonstre: b = c. ' 15. Um ponto M est4 no interior do L GHK se M€ .......ceeie. estiverem do mesmo
lado de HK ese M € ..cccovveeenne estiverem do mesmo lado de ................
Os Problemas de 16 a 25 referem-se a figura abaixo (Pontos aparentemente co-
Demonstragdo ' lineares sfio colineares).
Afirmacdes Justificagdes ‘ F E
1. AB ¢ EF se interceptam em K. e 16. Quantos tridngulos existem nessa figura? G
2. £ AKE e ( BKF sdo dngulos opostos pelo vértice.  .......cccvevreeereenns 17. mL BFC = m/ BFD? : D
3. LAKE= £BKF. e : 18. £ BFC = LBFD? A
doa=b ‘ 19. LFDB = LEDC? B
S.a=c e , 20. Qual & o angulo suplementar do . ABF?
6. b=c 21, mL AGB + m£L BGF = ... C
A : 22. mL GFC + mL.DFE = cooocovuinnnnn - Figura para 05 problemas 16 4 25
7. Copic ¢ faga uma demonstracio [ 23. Dé um par de Angulos opostos pelo vértice. I
' . 24. Se / GBF e / FBE sfio complementares, entdo GB e BE tém que ser ................
Dados: A figura com [ ABC = . ACB. ‘ 25. Quantos angulos estio indicados na figura?
Demonstre: / DBF x / ECG. - c_£ ! ) g

| 26. A medida de um angulo ¢ cinco vézes a medida do sen complemento. Determine
F G j a medida de cada angulo.



27.

28.

29,

30.

31.

32

33.

34,

35

A medida do suplemento e um angulo é cinco vézes a medida do complemento
do mesmo dngulo. Determine a medida do angulo.

A medida da soma de dois ingulos é sempre a medida de um outro dngulo? Explique,
Al B
E dada a figura com GA oposta a GE ¢ GB L GC.
Copie ¢ compiete a demonstragio que / AGB e
L EGC sio complementares. G
C
. Demonstragdo £y
Afirmagées Justificacées
I.GA éoposta a GE.
2. L AGB ¢ / BGE sdo suplementares. Postulado do Suplemento.
3. mLAGB + mL BGE = 180.
4. GBLGC.
5. m/{ BGC = 90, Defini¢des de perpendicular e Angulo reto
6. m{ BGE =mi EGC +90. i,
7. m{ AGB + m/ EGC + 90 = 180.  Substitui¢gio da passagem 6 em 3
8 mL AGB + mL EGC =90. i
9. £ AGBe / EGCsdocomplementares. _................ccce.o......

AB e AC sio semi-retas opostas. Os pontos E, F e H estié do mesmo lado de 48,
Os pontos £ ¢ H estio em 1 lados opostos de BF. Pontos A e H estio do mesmo
lado de BF. BF 1L AC e BE L BH. mz FBE = 20. Desenhe a figura e calcule
(a) ms EBA. (b) m/ FBH. (c) m/ EBC.

Existe algum ponto no plano de um triinguio tal que o ponto nio esteja nem no
interior nem no exterior do tridngulo e nem no interior nem no exterior de qualquer
dngulo do triAngulo?

E dado 0 AABC ¢ um ponto P no mesmo plano. P ¢ 4 estio do mesmo lado de
BC. P ¢ B estio do mesmo lado de AC.

(a) P estd no interior de que angulo?

(b} P tem que estar no interior do AABC?

Se vocé soubesse que L ae Ly sio complementares, que £ be / x sio complemen-
tares, ¢ Lx = /), que postulado vocé usaria para provar que /a2 /7 B?

E verdadcira a seguinte afirmagio? Se PQ e RS se interceptam em O entio
{ POR = /. QOS.

!
3 ¢ P
6%
Dados: No plano E, 4B, CD PQ e RS se inter- R
ceptam em O e CD L AB. A el T B
Copie e complete a demonstragio que - he oo [#] o
b + g+ d = d. 5 e’
Fc

* 45. Explique por que a seguinte afirmacio & verdadeira.

Demonstragdo. Aplicando duas vézes PAA, temos m/COB =bh + ¢ +d. Mas
sendo CD ............... , m{ COB =a. Portanto, a = ................ Mas /. POR e
............... sdo dngulos ..............., de modo que ¢ = ................ Substituindo
g no lugar de ¢, concluimos que ................

36. E a seguinte afirmagio um enunciado correto do Postulado da Construgio de

um Angulo?
Dada uma semi-reta RS e um niimero k entre 0 e 180, existe exatamente uma

semi-reta RP tal que m/ SRP = k. A B C
37. Dados: A figura com BE | AC ¢ /. ABG =
=~ L CBD, demonstre: / GBE = / DBE. G 3]
E

38. Dada a figura com /2 e /3 suplementares, demonstre que £ 1 = /4.

/L
L /.
77

39. Se, na figura, / b= /¢, demonstre que /fa = /d.
40. Numa reta L, A-B-C. Pontos D e E estio em lados opostos de L de modo que,

desenhando-se BD ¢ BE, /. CBD =~ ; CBE. Demonstre que
mi ABD = m/ ABE.

41, José e Jorge deveriam escrever a seguinte afirmagio na forma “Se... entédo™.

“Duas retas que se interceptam, interceptam-se exatamente em um ponto”.
Jorge escreveu, “Se P ¢ um ponto, entdo L, ¢ L, sc interceptam exatamente em P”.
José escrevew, “L, ¢ L, se interceptam exatamente em um ponto, se elas sio dis-
tintas e se interceptam”. Um déles acertou?

* 42. Se OA4, OB e OC sio trés semi-retas distintas num plano de tal forma que duas

delas nunca sdo opostas, é cada uma das afirmagdes seguintes verdadeira ou falsa?
{Lembre-se¢ de que uma sd exce¢do fard uma sentenga ser falsa).

(a) m{ AOB + m/ BOC = m/ AOC.
(b) m/ AOB + m{ BOC + m/ AOC = 360.

* 43. Poderia o interior de um tridnguio ser definido como a intersegdo de trés semi-

-planos? Ilustre. Se o ponto X é um ponto qualquer no interior dp AABC, escreva
uma defini¢io do interior do AABC. (Consulte a defini¢io de interior de um angulo

dada na Segdo 4-1).

* 44. Fica o interior do A4BC completamente determinado pela intersecio dos inte-

riores de dois quaisquer de seus Angulos. Ilustre e formule uma defini¢io. Ela ¢
equivalente ds definigbes anteriores? A

Se uma reta L intercepta AABC num ponto D tal T
que A-D-B e L nao intercepta BC, entdo Liem que
interceptar 4C em um ponto E tal que A-E-C.



5 CONGRUENCIAS

5-1. A IDEIA DE CONGRUENCIA

A grosso modo, duas figuras geométricas sdo congruentes se tém, exa-
tamente, a mesma forma e o mesmo tamanho. Por exemplo, na figura
abaixo, todos os trés tridngulos sdo congruentes.

] F H

Um meio de descrever a situagio é dizer que qualquer um déstes tridn-
gulos pode ser transportado s6bre qualquer outro, de tal modo que coinci-
dam exatamente. Assim, para explicar o que queremos dizer ao afirmar
que dois triingulos sio congruentes, temos de explicar que pontos vio se
corresponder. Por exemplo, para transportar o AABC sébre 0 ADEF, po-
riamos A sibre E, B sébre F e C sdbre D. Podemos escrever os pares de
vértices correspondentes da seguinte maneira:

A—E,
B—F,
C+D.

Para descrever a congruéncia enire o primeiro € o terceiro tridngulos,
devemos fazer os vértices se corresponderem assim:

AeQG,

B+~ H,

Cel
Como vocé deveria fazer corresponder os vértices para descrever a con-
gruéncia do segundo e terceiro tridngulos?

Um esquema de correspondéncia déste tipo é chamado uma corres-
pondéncia bijetora (ou bijecdo) entre os vértices dos dois tridngulos. Se
existe um tal esquema de correspondéncia, isto ¢, se os tridngulos podem
coincidir quando os vértices se correspondem no modo prescrito, entdo
a correspondéncia é chamada congruéncia entre os dois tridngulos. Por
exemplo, as correspondéncias que acabamos de dar sio congruéncias. Por
outro lado, escrevendo

A—F,
B« D,
C—E,

isto nos d4 uma correspondéncia bijetora, mas ndo uma congruéncia, por-
aue os triingulos nio podem coincidir através déste esquema particular.



Este esquema leva a muitas dificuldades. 4B ¢ muito pequeno para se
ajustar sdbre FD, AC é muito grande para se ajustar sdébre FD, ¢ assim
por diante.

Podemos descrever as correspondéncias bijetoras mais rapidamente,
em apenas uma linha. Por exemplo, a correspondéncia,

A —E,
Be F,
Ce D,
que € o primeiro exemplo que demos, pode ser escrita:

ABC « EDF.

Aqul deve-se entender que a primeira letra da esquerda corresponde a
prlmelra letra da direita, a segunda corresponde a segunda e a terceira,
a terceira:

4 B C E F D

- t el

Tomemos mais um exemplo. As duas figuras abaixo sio do mesmo tamanho
e forma.
. A 8 E F

A

. e :

C D G H

Para mostrar que uma pode ser transportada sdbre a outra, devemos fa-
zer os veértices se corresponderem assim:

A« F,
B« E,
C++ H,
D G,
Esta correspondéncia ¢ uma congruéncia: isto &, pode-se fazer as figuras

coincidirem se os vértices se corresponderem no modo dado. Resumida-
mente, podemos escrever a congruéncia em uma linha:

ABCD « FEHG.

[

Note que a ordem, em que os pares correspondentes sdo escritos, ndo im-
porta. Poderiamos ter escrito nossa lista de pares correspondentes da se-
guinte maneira:

D G,

B~ E,

Ce H,

A F;

¢ poderiamos ter escrito nossa bije¢io em uma linha:
DBCA — GEHF.

Importante é saber quais sio os pontos que se correspondem. _
E perfeitamente possivel que duas figuras sejam congruentes em mais
de um modo. Aqui, a congruéncia A
. o
ABC « FDE ; : T

¢ uma congruéncia e
ABC « FED A -

¢ uma congruéncia diferente entre ___.._____C~
as mesmas figuras. B

Obviamente, o AABC coincide com si proprio. Se fizermos correspon-
der cada veértice a si proprio, obtemos a congruéncia

ABC — ABC.

Esta congruéncia é chamada identidade. Entretanto, hd um outro meio de
fazer corresponder os vértices déste tridngulo. Podemos usar a corres-
pondéncia

ABC « ACB.

Sob esta correspondéncia, faz-se a figura coincidir consigo prépria, com os
vértices B e C trocados. Isto ndo é possivel, de modo algum, para tqdos
os tridngulos; isto ndo vale, a menos que, no minimo, dois lados do tridn-
gulo tenham o mesmo comprimento.

@]

Tooema

1451

Em alguns dos problemas desta série, vocé deve decidir se as figuras sfo congru-
entes ou ndo, simplesmente por uma inspegio visual. Isto €, correspondéncias,
que parecem congruéncias se as figuras forem medidas com um cuidado razoév_el,
poderio ser chamadas congruéncias. (Os desenhos ndo involvem nenhum efeito
artificioso.)



SEWVIVIEIRIA IMIVUERNA

1. Quais, dos seguintes pares de figuras, sio congruentes?

A A
)
—

(2) (h) L/
i

LN\ T —

2. Quais, das figuras abaixo, ndo t8m um par semelhante?

& RD
@H Y

3. Olhe para as figuras a seguir. Escreva tantas congruéncias quantas vocé puder,
entre estas figuras. Vocé deve obter seis congruéncias. (Vocé pode ignorar a con-
gruéncia identidade, mas deve levar em conta a congruéncia, que nio é a iden-

L)

Congruéncias

tidade, entre um tridngulo ¢ si proprio se o referido tridngulo tiver dois lados
congruentes. Uma congruéncia ¢ ACB — LMN.}

Y ' ‘
c w F
A ¥4 ; /\
A B X D E

4, Siga as instrugdes do Problema 3 para as figuras seguintes.
E s
K
F
* ’ A
8 C R L J
T
- !
P r4 Y
X
u
M
H
N v w
G

5. (a) Uma figura é congruente a si propria?
(b) Se duas figuras sio congruentes a uma terceira, sio elas congruentes entre si?
(c) Sdo0 os lados de um quadrado congruentes?
(d) Sdo os lados de um retingulo congruentes?
(e) Sdo as faces opostas de um cubo congruentes?
(N Sdo duas faces adjacentes de um cubo congruentes?
(g) Duas faces opostas de um bloco retangular, como um tijolo, sio congruentes?
(h) S0 duas faces adjacentes de um tijolo congruentes?



+

6. Os seguintes pares de tridngulos sio congruentes. Escreva as congruéncias de

cada par. (A primeira ¢ AED « BEC)

M . ; S ; |
A E B

© X (d) b c
N
[
M
o A 8
I

(a)

(e)

(2

X Y

7. Sob que condigbes seriam congruentes os seguintes pares de figuras?
{a) Dois segmentos. (b) Duas retas. (¢} Dois anguios.
(d) Duas circunferéncias. (e) Dois quadrados. {f) Dois triinguios.

8. Considere a estréla de cinco pontas ABCDE. Fscreva tédas as congruéncias entre
a estréla e si prépria, comegando com ABCDE . ABCDE.

A

9. Seja AABC um tridngulo equilatero, isto é AB = BC = AC. Escreva tédas as con-
gruéncias do tridngulo, comegando com a identidade ABC .. ABC. (H4 mais
que quatro.}

*+ 10. Quais, das seguintes figuras planas. podem coincidir com uma outra? Para cada
par de figuras correspondentes, diga se vocé girou a figura no espago, deslizou-a
ou aplicou uma rotagiio, de medo a fazer as figuras coincidirem,

(a) (b) @[ T ]
I

i

LI L1

{d) [ (e) f)

* 11. Quais destas figuras tridimensionais sio congruentes?

() (b) (c)

(d) te} {r

N

** 12. Suponha que o friso ornamental abaixo se estenda infinitamente em ambos os
sentidos, do mesmo modo que uma reta. Considere um movimento horizontal
do friso, que leve cada ramo sébre o ramo sucessivo, do mesmo lado da reta. Di-
zemos que éste movimento induz uma congruéncia do friso em si proprio.

- L LS L L L
\\\\\\\

(2) Descreva movimentos de um tipo diferente que induzam congruéncias do
friso sobre si préprio. Quantas congruéneias déste tipo existem?
“fﬁ)\ escreva dois tipos de movimentos que induzam congruéneias do friso abaixo
. Bdbre si proprio.
LAY
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5-2. CONGRUENCIAS ENTRE TRIANGULOS

Nas segbes precédentes, explicamos informalmente a idéia de congruén-
cia. Daremos, agora, algumas definicSes matematicas, de modo a poder
lidar com a idéia matematicamente.

Para angulos e segmentos, ¢ facil expressar exatamente o que queremos
dizer.

Definigbes

Dois angulos sio congruentes se tém a mesma medida. Dois segmentos
sio congruentes se tém o mesmo comprimento.

Evidentemente, a primeira destas definigdes € uma repeticio do que ja
foi visto na Segdo 4-4. Obviamente,

Teorema 5-'1

Todo segmento é congruente a si mesmo.

A demonstraciio é evidente: porque todo segmento tem 0 mesmo com-
primento que éle proprio. Em demonstragdes posteriores, referir-nos-emos
a &ste teorema pela frase congruéncia identidade.

Da mesma forma que escrevemos / A = /£ B para indicar que £ A e
L B sio congruentes, escrevemos

AB = CD,
para indicar que AB e¢ CD s@o congruentes. Assim

AB~CD  significa que AB = CD,
LAz LB significa que m{A=mLB

Cada uma das equagdes 4 direita &€ uma equacdo entre numeros. Cada uma
das congruéncias i esquerda é uma congruéncia entre figuras geométricas.
Nio escrevemos = entre dois nomes de figuras geométricas a menos que
queiramos dizer que as figuras sdo, exatamente, a mesma, e situagSes déste
tipo sdo muito raras. Um exemplo € '
mostrado a direita. Aqui, € correto ¢s-
crever

£ BAC = L EAD,

porque / BAC e / EAD nio sdo sim-
plesmente congruentes, éles sdo exata-
mente o mesmo dngulo. Da mesma for-
ma, AB ¢ BA sio sempre, exatamente

FgraTin.dds

0 mesmo segmento e, assim, é cotreto escrever ndo apenas AB = BA mas
também AB = BA.
Considere, agora, uma correspon- 8

‘ABC «+ DEF | A <
entre os vértices de dois tridngulos ) F

AABC e ADEF. Isto nos da, automéiticamente, uma correspondéncia entre
os lados dos tridngulos:

AB «+ DE,
AC o DF,
BC « EF,
e nos da, também, uma correspondéncia entre os &ngulos dos dois tridn-
gulos:
LA LD,
LB+ LE,
LCe LF.

Podemos, agora, enunciar a defini¢gio de uma congruéncia entre dois
tridngulos.

Defini¢do

Seja dada uma correspondéncia
ABC < DEF

entre os vértices de dois tridngulos. Se os pares de lados correspondentes
sio congruentes e os pares de Angulos correspondentes sdo congruentes,
entdo a correspondéncia ABC «» DEF & chamada uma congruéncia entre
o0s dois tridngulos.

Quando escrevemos AABC = ADEF, queremos dizer que a correspon-
déncia ABC — DEF & uma congruéncia. Isto € uma escrita abreviada
muito eficiente: a simples expressio AABC = ADEF nos diz seis coisas
de uma s6 vez, a saber,

AB = DE, ou AB = DE,
AC = DF, ou AC = DF,
BC = EF, ou BC = EF,

LA=/D, ou mLA=mLD,
LB LE, ou miB=m.E,
[ C= /L F, -ou mi{ C=mLF.



Em cada uma destas seis linhas, a congruéncia, i esquerda. significa a
mesma coisa que a equagio 4 direita. Podemos, portanto. usar qualquer
uma das notagdes, de acérdo com a conveniéncia. Usualmente, escrevere-
mos AB = DE, ao invés de 4B =~ DE. porque & mais facil de se escrever.
Pela mesma razio, usualmente escreveremos / A =~ £ D. ao invés de
m{ A =m/ D. Os seis fatos, resultantes da defini¢fio acima, serdo muitas
vézes mencionados através da frase “Partes correspondentes, de tridngulos
congruentes, sio congruentes”,

Nas figuras, é conveniente indicar congruéncias entre segmentos e dngu-
los assinalando as mesmas como ¢ indicado abaixo.

D

Neste caso, as seis congruéncias indicadas pelos simbolos nos dizem que
AABC = ADEF.
Na figura seguinte, as indica¢des nos dizem menos coisas:

B £

A C

b F

De fato, e muito simples ver que &stes dois tridngulos nio sio congruentes,
sob correspondéncia alguma.

Em alguns casos, podemos ter apenas informagdes parciais ¢ podemos,
ainda, assim, concluir que uma dada correspondéncia é uma congruéncia.

8 £

A C F D

Pela correspondéncia ABC « DEF, temos que os trés pares de lados cor-
respondentes ¢ dois, dos trés pares de angulos correspondentes, sio con-
gruentes. Certamente, deve seguir que £ C = / F, de modo que AABC =~
= ADEF. E, de fato, devemos ser capazes de conseguir isto, mesmo com

menos informagdes. Na ultima parte da série seguinte de problemas. vocé
descobrira, por si mesmo, as condigdes em que podemos concluir que uma
correspondéncia entre dois tridingulos é uma congruéncia. Isto-ndo ¢ dificil,
como vocé vera.

Um lade de um tridngulo é dito determinado pelos (ou compreendido
entre os)dngulos cujos vértices sdo as extremidades do segmento.

Um dngulo de um tridngulo ¢é dito determinado pelos lados do tridngulo
que estdo contidos nos lados déste angulo.

Por exemplo, no A4BC acima, AC ¢ determinado por (ou esta com-
preendido entre) £ 4 ¢ L C. L A é determinado por 4B e AC.

. 3

SrIGs 2.4

. Se AABE = ADCF, copie em seu caderno e complete

as seguintes frases, colocando os simbolos que faltam,

A correspondéncia A....., e ...CF & uma congru-
éncia. A i
& F
LA= /D AB = ...
LB = AE = ...
LE= BE = ...
o D
P
. Dado que AMQP = ANQP, faga uma lista dos seis
pares de partes correspondentes, congruentes, déstes
dois tridngulos.
M Q N

. Para cada uma das congruéncias abaixo, faga uma lista dos seis pares de partes

correspondentes congruentes.

(a) ARQF = AABX. Vocé pode fazer um esbégo dos tridngulos, se vocé quiser.
(b) AFHW = AMRK. Nio use figura.

(c) AAZW = ABWZ, Nido use figura.

. Escreva a congruéneia para os dois tridngulos, que & determinada por &stes seis

pares de partes congruentes:

AK = BW:; LAz LB
KT = WR; LK== (W
AT = BR: LT= LR



. (a) No AABC, qual € o dngulo determinado pelos
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lados BC ¢ AB?
(b) Qual & o lado determinado por £ 4 e £ C?

(¢) Quais os lados que determinam ( C?
(d} Quais os ingulos que determinam BC? A B

. Considere 0 AGHK. Sem desenhar uma figura, poderia vocé descobrit um método

facil de decidir que lados ¢ &ngulos determinam outros Angulos e lados?
(a) GH e HK determinam / H?

(b) £ G e ¢ K determinam GK?

(c) Que angulo & determinado por GH ¢ GK?

{d) Que lado é determinado por /G ¢ L H?

[Nota: Nos Problemas 7 até 13, vocé deve usar um transferidor e uma régua para
construir angulos e scgmentos.].

7. Construa um tridngulo ARST no qual RS =25¢m, RT=1,5cmem / R = 35.

10.

11.

12,

* 13

. Construa um tridngulo AABC no qual AB=2cm, m/ A=45¢ m /. B = 60.

Se vocé construir varios tridngulos AABC tendo as medidas dadas acima, quais
as caracteristicas comuns a éstes trifingulos?

. Construa um triingulo AMNP no qual MN =3 cm, NP=2cme PM = 3,5cm.

Vocé talvez precise de um compasso para completar esta construgiio.

Usando apenas sua régua, construa um tridngulo que nio tenha dois lados con-
gruentes. Depois, construa um segundo triingulo congruente ao primeiro e descreva
0 processo que vocé usou. Existe mais de um meio de se obter o segundo tridngulo
a partir do primeiro? Quantas, das seis partes do primeiro trifingulo, vocé usou
para construir o segundo? Qual € o nimero minimo de partes congruentes neces-
sarias para assegurar que os dois tridingulos sic congruentes?

Construa um tridngulo AABC no qual m/ A =40, AC =3cm ¢ CB = 2¢m.
Construa, entdo, um tridnguio ADEF noqualm/ D = 40, DF = 3cme FE = 2 ¢,
AABC ¢ ADEF devem ser congruentes?

No Problema 8, vocé deve ter concluido que todos os tridngulos AABC, cujas
partes tém as medidas dadas, sio congruentes; isto ¢, todas as partes correspon-
dentes sio congruentes. Quando isto € verdade, dizemos que as trés partes dadas
determinam um tridngulo. No Problema 11, vocé deve ter encontrado dois trian-
gulos que nio eram congruentes mas que satisfaziam as medidas dadas. No Pro-
blema 7, quantos tridngulos ficam determinados? Um ou mais? E no Problema 9?
E possivel atribuir medidas e ingulos e segmentos de modo que nenhum tridngulo
fique determinado?

Construa o tridngulo determinado pelos conjuntos de medidas, dados abaixo.
Se os dados permitirem dois tridngulos, construa ambos. Se {6r possivel de se
construir mais de dois ou nenhum tridngulo, explique porqué.

(@ meM =30, MO=2, m.0O =90.
(b) m B =55 AB=35 BC =23.

(€) mLG =35, GH=6, HI=4
(d) 4B =5 BC =3, AC =4

* 14,

* 15

* 16.

* 17

AwAIgiuEiidida i T

ey mLM=80, MO=2 mrL0 =120
() DE=8, EF=3, DF=4

() DE=4, DF =8, m.D =060
thymeA=70, meB=60, meC =30

(a) Os AABC ¢ ADEF nio se interceptam ¢ M € um ponto entre B e C. Copic em
seu caderno as frases incompletas dadas abaixo e preencha os espagos em

branco com um dos simbolos, = ¢ =, de modo a tornd-las possivelmente
verdadeiras.
(i) AABC............ ADEF, v) LE.ooooeino. LF,
(i) miB........ mLE. (vi) LABM ... L ABC.
(iti) BC............ EF. (vily--m/L ABM ............ m/ DEF.
(iv) AB ... DE. (viii) AB .....oooeee. DE.

{t) Em que espagos ambos os simbolos funcionam?

(c) Se AB fosse o mesmo segmento que DE, mas C e F fdssem pontos diferentes,
em que espago deveria = mudar para =?

Seja dado um tridngulo A4ABC. Se

AABC =~ ABAC e AABC = AACB,

que conclusdes podem ser feitas sébre A4ABC? Como vocé prova que sua con-
clusio ¢ verdadeira?

Suponha, dado PC L KM com K-P-M, que os pontos 4, B ¢ C estdo do mesmo
lado de KM, mas que A e B estdo em lados opostos de PC. A ¢ K estiio no mesmo
lado de PC ¢ AACP = ABCP. Prove que / KPA = ¢ MPB.
Se

AABC = ADEF e ADEF = AGHK,

que conclusio se pode usar sébre AABC e AGHK? Como vocé pode provar que
sua conclusio é vilida? Enuncie um teorema generalizando esta situagéo.

Problema Magno

Uma relagio de equivaléncia é uma relagdo entre os elementos de um conjunto,
que tem as seguintes propriedades:

Se g, b e ¢ sio clementos do conjunto, entdo

i ava (Reflexiva)
(i) Se axb, entdo bea. (Simétrica)
(iii) Se axb ¢ bxc, entdo a»c. (Transitiva)

Ao aplicar esta defini¢do, voc€ deve trocar o asterisco(*) pela relagio. Por exemplo,
considere a relagdo “é natural do mesmo lugar que”, no conjunto de todas as cri-
an¢as nascidas no Hospital Municipal. Devemos ter:
{i) a & natural do mesmo lugar que 4.
{ii) Se a & natural do mesmo lugar que b, entdo b & natural do mesmo lugar
que a.



(iii) Se a é natural do mesmo lugar que b e b é natural do mesmo fugar que c,
entdo a ¢ natural do mesmo lugar que ¢
Como tédas estas afirmagées sdo verdadeiras. dizemos que a relacio é uma re-
lacio de equivaléncia.
(a) Mostre que congruéncia para tridngulos é uma relagio de equivaléncia. Vocé
deve explicar por que cada uma das trés alirmacdes ¢ verdadeira. Vocé pode usar,
na demonstragio, o Problema 17, acima.

{b} Escolha um conjunto apropriado para cada uma das seguintes relagdes e
determine, entdo, quais sio as relagdes de equivaléncia:

“é menor que”, “é igual a”, “é o inverso de”, “¢ companheiro de classe de”, “ & re-
sidente na mesma cidade que”, “¢ mais alto que”, “anda mais rapido que”, “esti
tao umido quanto”,

Como vocé, sem duvida, ja descobriu soézinho, ha pelos menos trés si-
tuagdes nas quais podemos concluir que uma correspondéncia entre dois
triingulos ¢ uma congruéncia.

No primeiro caso, ABC «— DEF & chamada uma correspondéncia LAL ;
com isto, queremos dizer que dois lados e o dngulo determinado por éles,
do primeiro tridngulo, sio congruentes aos elementos correspondentes do
segundo. (“LAL” representa “Lado Angulo Lado™) Neste caso, segue-se
que AABC = ADEF.

8 E
A C LAL 5} F

No segundo caso, ABC « DEF é chamada uma correspondéncia ALA :
com isto, queremos dizer que dois dngulos e o lado determinado por éles,
no primeiro tridngulo, sio congruentes aos elementos correspondentes do
segundo. (“ALA” representa “Angulo Lado Angulo”) Neste Caso, segue-se
que AABC = ADEF.

B E
A c ALA D >

Finalmente, no terceiro caso, ABC «— DEF é chamada uma correspon-
déncia LLL; com isto, queremos dizer que todos os trés lados do primeiro
tridngulo sdo congruentes aos lados correspondentes do segundo. (“LLL
representa “Lado Lado Lado™) Aqui, devemos ter AABC =~ ADEF.

B 13

LLL

A C D F

Oficializaremos estas observagdes nos seguintes postulados.

POSTULADO 15. O Postulado LAL.

SresDointencia Lol o wivs L egrnencd,

POSTULADO 16. O Postulado ALA.

coda corresrendonera ALY @ wowe | ndruencil

POSTULADO 17. O Postulado LLL.

docorrespoicncid DL G e L agiaonci,

Em muitos casos, aplicaremos éstes postulados a correspondénc'ias entre
dois tridngulos diferentes. J4 vimos, entretanto, que, em algumz:s mtu:_a_coe’s,
podemos estabelecer uma correspondéncia de um mé'ngulo sobre. si’ pré-
prio; e todos os trés postulados acima se aplicam a tais casos. Assim uma
correspondéncia LAL pode ser ilustrada da seguinte forma:

g E

ou, possivelmente, como a figura a direita. Aqui
os simbolos nos dizem que ABC < ACB é uma -
correspondéncia LAL. Poden: s, entio, aplicar
o Postulado LAL e concluir que AABC =~ AACB

Cuidado: Nio existe o Postulado LLA! 8 A ABC = AACB.
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A C D F

Na figura, ABC — DEF & uma “correspondéncia LLA”; dois lados e
um éangulo ndo-determinado por éles, do AABC, sdo congruentes aos ele-
mentos correspondentes de ADEF. Mas a correspondéncia, obviamente,
ndo é uma congruéncia, de fato, DF é muito maior que AC, / E é maior
que LB e LF & muito menor que L C.

Evidentemente, se os dngulos correspondentes sdo congruentes, segue-se
simplesmente que os dois tridngulos tém a mesma forma; nio tém, neces-
sariamente, © mesmo tamanho.

ki i

Tridngulos relacionados desta forma sfo chamados semelhantes.
Daqui para frente, de modo abreviado, referir-nos-emos aos nossos
trés postulados de congruéncia simplesmente como LAL, ALA e LLL.

Problemas 5-3

. Se, em cada par de tridngulos esbogados abaixo, marcas semelhantes indicam
partes congruentes, que tridngulos sdo congruentes pelo Postulado LAL?

PN N4 R AN

R T AT PR AT L

© 0

. Se, em cada par de triingulos esbogados abaixo, marcas semelhantes indicam

partes congruentes, indique os postulados (LAL, ALA, LLL), se for o caso, que
provam que os tridngulos sdo congruentes.
(a} (b

®

(g) (h)

X

0 M

(k) , (1)
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5-4. INVENTANDO SUAS PROPRIAS
DEMONSTRAGOES

Vocg, a estas alturas, tem material basico suficiente para escrever suas
préprias demonstragdes geométricas. Daqui para frente, escrever suas pro-
prias demonstragSes ser4 uma parte muito importante de sen trabalho, e
as chances sio de que serd muito mais divertido que ler demonstragdes
de outras pessoas.

Tomemos um par de exemplos, para sugerir como procedemos para
descobrir e escrever as demonstragoes.

Exemplo 1

Se dois segmentos se dividem mituamente ao meio, entio os segmentos
que ligam as extremidades dos segmentos dados sio congruentes.

Para comegar a trabalhar num problema como éste, devemos, primeira-
mente, fazer uma figura e dar nomes aos vértices, usando letras maitisculas.
Estabelecemos, entdo, as hipoteses e as conclusdes em térmos das letras
da figura. '

H

Dados: AR e BH se dividem ao meio em F.

Demonstrar: AB ~ RH.

Indique, com simbolos na figura, as congruéncias que s&o dadas.

Depois, divida a pagina em duas colunas, do modo usual, e escreva no
topo das mesmas “AFIRMACOES” e “JUSTIFICACOES”,

Tudo isto, evidentemente, ndo nos servira para nada se n3o tivermos
imaginado uma demonstragiio para escrever.

Como nosso objetivo é demonstrar que dois segmentos sfo congruen-
tes, devemos recordar o que sabemos sdbre segmentos congruentes, Os
simbolos na figura indicam que FB 2 FH e isto esta correto, pela defi-
ni¢io de ponto médio. Pela mesma razio, AF = RF. Se quisermos mos-
trar que AB = RH, nossa melhor chance é mostrar que &les sio partes
correspondentes de tridngulos congruentes. Para fazer isto, devemos esta-
belecer uma correspondéncia entre os tridngulos da figura e, entdo, mos-
trar que temos uma correspondéncia LAL, uma correspondéncia ALA ou
uma correspondéncia LLL. A partir da figura, tudo se passa como se a
correspondéncia devesse ser

AFB <« RFH.
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Dois pares de lados sdo congruentes porque
AF=RF e TFB=x~TFH.

E os dngulos determinados? Se éles forem congruentes, também, entio
podemos aplicar o Postulado LAL. Mas &les sdo congruentes porque sdo
dngulos opostos pelo vértice. Portanto, pelo Postulado LAL, nossa corres-
pondéncia € uma congruéncia. AB ¢ RH sio lados correspondentes e,
portanto, sdo congruentes. Isto ¢ 0 que queriamos demonstrar.

Escrita em forma de coluna dupla, nossa demonstragio ficaria assim:

H
Dados: AR e BH se dividem ao meio em F.
Demonstrar: AB =~ RH + R
Demonstragio
Afirmacdes Justificagées

1. AR e BH se dividem ao meio. Dado.

2. AF = RF. Defini¢io de “dividir ao meio.”

3. FB=FH. Defini¢io de “dividir ao meio”.

4. / AFB ~ / RFH. Angulos opostos pelo vértice sdo
congruentes,

5. AAFB = ARFH. ' Postulado LAL.

6. AB =~ RH. Definigio de congruéncia entre tri-
dngulos.

A demonstragio ¢ dada, simplesmente, como um modélo de como seu
trabalho deve ficar. H4 um limite de quio padronizada podemos esperar
que a forma de uma demonstragio seja. Por exemplo, nas passagens 2 e 3
indicamos as congruéncias entre segmentos escrevendo

AF = RF € FB = FH.
Poderiamos, igualmente bem, ter escrito
AF=RF ¢ FB=FH,

porque, em cada caso, a congruéncia entre os segmentos e a igualdade en-
tre seus comprimentos tém o mesmo significado.

Temos, também, uma grande margem de escolha ao decidir quantos
detalhes dar em uma demonstragdo. Conforme seu conhecimento e sua
destreza crescerem, vocé podera escrever demonstragdes com menos de-



114 : © GEOMETRIA MODERNA

talhes. Seu professor é o melhor juiz de quando vocé terd adquirido o direito
de proceder assim ¢ de quando voc pode omitir.

Agora, vocé ja deve ter a idéia e, assim, damos o segundo exemplo
numa forma incompleta. Seu problema ¢ copiar 0 que segue, em seu ca-
derno, e preencher os espagos em branco, de tal modo a obter uma de-
monstragio,

H
Exemplo 2
Dados: AH =~ FH. / AHB =~ [/ FHB.
Demonstrar: 1 A= [ F.
)
A F
Demonstragdo
Afirmagoes Justificagoes
1. AH =~ FH. Dado.
2. LAHB = /f FHB. i
3. HB ~ HB. Todo segmento é congruente a si
proprio.
4. AAHB = A.......... e,
5. £ A= LF

Problemas 5-4A

. Copie 8ste problema em seu caderno ¢ complete as informagdes .que faltam.

C
Dados: A figura ao lado com
CD L. AB ¢ AD = BD.
Demostre que: A4ADC = ABDC. ; ;
A ' D ' B
Demonstragdo
Afirmacdes Justificagdes
1. AD = BD. Dado
2. CDLAB. e
3. LADC = ¢/ BDC. Defini¢des de perpendiculares ¢ dngulo reto.
4, Ch = CD. Identidade. (Todo segmento € congruente a
si proprio.)
5. AADC = ......ceenee

. Copie o problema e complete a demonstragio.
Demonstre que, se GK = HK, na figura,e M ¢ .
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. Copie 8ste problema em seu caderno ¢ complete as informagdes que faltam.

. P X Y
Dados: AMKP e AXYZ sio tais que t
LM=LY, L/ MKP= L YXZ eMK=XY.
Demonstre que: PK = ZX.
M K z
Demonstragio . .
Afirmagées Justificagfes
L LM LY. s
MK = XY —
LMKP = [ YXZ,
2. AMKP = oiiiiiiiie e sasne
3o =R, Partes correspondentes de tridngulos congru-

entes sio congruentes (pela defini¢do de con-
gruéncia entre triingulos).

. Na figura, AE intersepta BD em C de modo que

AC =DCe BC=EC. Mostre que L A= £ D, D .
copiando a demonstragdo seguinte e comple-
tando as informacgdes que faltam. < \
A
Demonstracio . .
Afirmagdes : Justificagoes
1. AC = DC, Dado.
2. LACB = £ DCE. s
3. BC=EC. e
4. AACB 2 ADCE. e
5 LAz /D Partes correspondentes de tridingulos con-

gruentes sdo congruentes.

[Nota: Ainda que as afirmagdes 2 ¢ 4 paregam muito semelhantes, uma trata de
angulos e outra de tridngulos. Considere &ste fato ao escrever as justificacdes 2 e 4.]

o c

. Na figura, AB=CD e mLx=mL}.

Demonstre que m/ ACB = m/ DAC,

o ponto médio de GH, entio LG = L H. G M H



10.

e

T12

Demonstragdo
Afirmacdes Justificagides
L. GK=HK.
2. M é o-ponto médio de GH. Dado.
T TR Definigio de ponto médio.
A Identidade.

5. GMK = HMK.
B e
) .4

. Demonstre que se no AGHK, GK = HK e
G-M-H tal que LGKA:I_; LHKM, entio M
¢ o ponto médio de GH.
G M H

- Demonstre que se os segmentos AE e DF se dividem ao meio em P, entio APDA =

= APFE. (Aqui, vocé deve construir a figura.)

. Dados: Um segmento RS ¢ os pontos Te U/ em lados opostos de RS tais que

TR =UR, TS = US, e UR < US,

Demonstre: m/ T =m/s U, 2 <

G H

. Dados: DG =CH, D=/ C,

AG L DK, BH 1. CK.
Demonstre: AD = BC. A B
Dados: Os pontos A4, C, D e E sdo colineares, com A-E-D ¢ A-D-C. B ¢ um ponto
fora de AC tal que 4B = CB,EB = DB ¢ AE = CD.
Demonstre: / ABE =~ ; DBC.
Suponha que BQ divida PA ao meio em R, mas que BQ # P4, B e Q estdo em
lados opostos de PA. S e C sio pontos em PR ¢ AR, respectivamente, tais que
RS =RC, BC1 P4 ¢ QS L PA. Tem-se, também, que LBAR = / QPR. De-
monstre que PA divide BQ ao mcio e que / ABC = L POS.
Suponha que / HRE seja tal que RH = RE, Os pontos M e K estio sdbre os

lados de 2 HRE de tal modo que R-H-M ¢ R-E-K. EM ¢ HE se interseptam em T;
com [ HRT = £ ERT. Demonstre que AMTH =~ AKTE,

Depois que vocé terminou uma demonstragdo, muitas vézes achari que
pode tornar a figura mais instrutiva colocando-lhe mais simbolos.

A figura anterior ilustra o Exemplo | com sua demonstragio. Os simbolos
sobre AF e FR indicam que a congruéncia AF = FR foi dada. Os simbolos
em FH ¢ FB indicam que FH = FB foi dada. Os simbolos sébre . AFB
e . RFH, com pontos de exclamagio, indicam que a congruéneia /£ AFB =
> £ RFH foi demonstrada. Os simbolos sébre AB ¢ RH indicam que

AB = RH foi demonstrada. H
Da mesma forma, os simbolos na figura a
dir¢ita nos contam o que foi dado e o que foi
demonstrado no Exemplo 2. C
8
A F

Nossos trés postulados de congruéncia LAL, ALA e LLL, .justiﬁcam,.
da mesma forma, todos os pontos de exclamagio nas figuras abaixo.

LAL

ALA

De modo geral, ¢ uma boa idéia colocar simbolos nas figuras, de tal
maneira que elas fornegam tanto informagido quanto possivel. Muitas vé-
zes, podemos fazer uma figura que € um retrato completo de um teorema.
Por exemplo, as figuras seguintes retratam teoremas que aparecem no

Cap. 4. Oue teoremas sio &les?
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- Um érro muitas vézes cometido nas demonstragdes & que o estudante
assume como verdadeiro exatamente aquilo que esta tentando demonstrar.
Um outro érro comum € usar como premissa numa demonstracio um
teorema que ¢, efetivamente, uma consegiiéncia daquilo que se esta tentando
demonstrar. Tais argumentos sio chamados circulares ¢ nio tém valor
como demonstragbes logicas.

Uma espécie particularmente perniciosa de argumento circular é o uso
do teorema que estamos demonstrando como argumento para uma das
- passagens de sua “demonstra¢io”.

Problemas 5-4B

. Cada figura esti assinalada de modo a especificar as hipéteses ¢ a conclusfio.
Escreva os “dados” e o “demonstre” para cada figura.

b
®) R Q
P
M ! ! X
3. Copie o problema e complete a demonstragio. B
Dados: a figura com AC = BC, DC = EC, G ponto H E
médio de DC, H ponto médio de EC, L ACE =
= L BCD. Demonstre que AG = BH. G D
A
~ Demonstracdo
Afirmagoes . Justificagdes
1 AC=BC.
2. DC = EC.

G ¢ o ponto médio de DC

3 DG =0GC =1iDC. Definigdo de ponto médie.

10.

11,
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Demonstragio ) -
Afirmagdes . Justificacdes
4, EH = HC =31EC. e
5 GC = HC. Passagens 2, 3 e 4 ¢ substituigio.
6. m{ ACE = m/ BCD. " Hipotese e definigdo de éngulos congruentes.
7. m{ ACG + m/ GCH = Postulado da Adigio de Angulos e .........

m/ BCH + m{ GCH.
. mLGCH =m{ GCH.
9. m/ ACG =m/ BCH.
10. AAGC = ABHC.

....................................... na passagem 96,

0

Principio da Subtragdo numa Igualdade.
Passagens 1, 5e9¢co Postulado ............

11. AG = BH. i
A B
. Se, na figura, AE = BC, AD = BD e DE = DC,
demonstre que L E = LC. . D
. Se, na figura, AE = BC, AD=BD e [ EAD = £ N

/. CBD, demonstre que / BDE =2ADC,
Figura para os Problemas 4, 5, 6, 7

. Se, na figura, AE = BC, AD = BD ¢ LE = (C, pode voct demonstrar que

ED = CD? Se puder, faga-o. Se ndo puder, explique porque.

. Se, na figura, / E= /. C, ED=CDe (BDE = / ADC, pode voct demonstrar
gue AE = BC? Se puder, faga-o. Se nfio puder, explique porque.
. Dados: A figura com AB L MK ¢ B o ponto A
médio de MK. . ,
Demonstre: Lx = L.
M 8 K

. Suponha que a semi-reta AE divida BK ao meio em R, de tal modo quc AB = AK.

Demonstre que AF 1 BK.

Nafigura, CF = CM, /1= /2e 3= /4 De-
monsire que /5= /6. c

o [X
[+

S -
D
)2'\.\

Suponha que PQ e RS sc interceptam em T, com P-T-0 ¢ R-T-S, de tal forma que
RT = QT, PR L RS e 5S¢ L PQ. Demonstre que /P = /8.



13,

14,

15.

16.

17

. Demonstre que se, na figura, PS = Q5. PV = QVe
Lx = Ly entdo SV L PQ. p Q
/Cx/ v YV)\
Se, na figura, AB = CB, / MAE ~ ; NCD e £ o}
AE = CD, demonstre que AABE =~ ACBD.
Se.nafigura, / EAB =~ / DCB, ; EBA = L DBC
e L E = . D, pode vocé demonstrar que A4BE =
ACBD? Explique. —-— -
M A 3 C N
riguia para os Problemas 12, 14, 15
Se, na figura, 4B = CB, m/ MAE = miNCD ems ABD = m/ CBE, é possivel
demonstrar que BE = BD? Se a resposta {6r “sim”, dé a demonstracio.
Na figura 4 esquerda, abaixo, 0s pontos 4. B, C ¢ D sio nido-colineares, com B, C
e D no plano E. Se AB L BC, AB 1 BD e BC = BD, mostre que AC = AD,
A B
D £ ; C
B ‘
. c A E
Se, na figura 4 direita, acima, £ ABP =~ / CBP, BP L AP e BP | CP, demonstre
que AB = CB.
3-2. BISSETRIZES o2

As marcasna figura a direita
indicam que AD divide 7 BAC
ao meio.

Na proxima figura, AD' nio
divide £ BAC ao meio porque
“indica a direcdio errada”.

Assim, chegamos a seguinte definig¢io.

T R TR
' Pl

Se D esta no interior de £ BAC e /. BAD = / DAC, entio AD divide
L BAC a0 meio e AD é chamada bissetriz de / BAC.

Teorema 5-2

Tode dngulo possui exatamente uma bissetriz.

Demonstragdo. (1) Na figura a esquerda abaixo, escolha B e C, sbbre 0s

lados de £ A, de modo que AB = AC. Seja D o ponto médio de BC. Entdo

ADB «— ADC é uma correspondéncia LLL. Pelo Postulado LLL, AADB =

= AADC. Portanto /. BAD = / CAD, porque éstes sio dngulos corres-
pondentes. Assim, / 4 tem uma bissetriz.

(2) Suponha que AD divida 7 BAC ao meio como é visto z'in d:reita,
na figura acima. Seja r = m/ DAC. Entio r = m/ DAB, porque &stes an-
gulos sio congruentes. Pelo Postulado 13, r + r = m/ BAC e, assim,
r=1im/ BAC. Mas também sabemos que D estd no mesmo lado de :4_(,"
que B. (Por qué?) Pelo Postulado da Construgio de I‘Jm Arllgulo,n existe
apenas uma semi-reta que “esta no lado certo de 4C” e “que da um angulo

com a medida correta”.

-oslemas B-

. Verifique se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas e explique suas

respostas. o )
(a) A bissetriz de um angulo estd inteiramente contida no interior do :Amgulo.
{b} A bissetriz de um angulo forma dois dngulos agudos com os lados do angulo.

. Dados: AP divide /. BAC ao meioe AC = AB.

Demonstre que PC = PB. C
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. Os pontos A € B estdo er lados opostos de CY,

. Dados: AD, BE e CF se interceptam em K

. Na figura, os planos E e F se interceptam em
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C estd no interior d¢ / AXB e C-X-Y. Se

L AXY = ¢/ BXY, demonstre que XC divide
/L AXB ao meio.

\ |
C X Y
B

. Dados dois dngulos que formam um par linear, demonstre que suas bissetrizes

sio perpendiculares.

e KC é bisserriz de 7 DKB. Demonstre: KF é
bissetriz de / AKE.

E D
K
F C =
A B

. MN ¢ PO se interceptam em O, com M-0-N ¢ P-0-Q. S e Tsiio pontos no interior

de £ QON tais que L TOQ =~ . TON e £LSOQ =~ 7/ SON. OR & bissetriz de
L POM. Demonstre que R, $ ¢ T sdo colineares.

AB. PK esta no plano F e intercepta AB em D.
PA=PB, { PAB=~ ( PBA e D é o ponto

médio de 4B. Demonstre que PK é bissetriz
de / APB.

. Na figura, P, B, D e C siio pontos no plano E

e A € um ponto fora de £. AABC e APBC siio
isosceles, com AB = AC e PB = PC, respec-

tivamente. Se AD ¢ bissetriz de / BAC, de-
monstre que PD & bissetriz de / BPC.

5-6. TRIANGULOS ISOSCELES E EQUILATEROS

Na parte final da Segdo 5-1, mencionamos um caso de correspondéncia
entre os vertices de um tridngulo AABC no qual pelo menos dois lados do
tridngulo sio do mesmo comprimento. Este, de fato, é o caso que tratamos
€m 1nosso primeiro teoretaa sdbre congruéncia.

Congruéncias 14w

Teorema 5-3. O Teorema do Tridngulo Isdsceles

Se dois lados de um tridngulo sdo congruentes,
entdo os Angulos opostos a &stes lados sdo congru-
entes.

Re-enunciado: Dado o tridngulo AABC, se AB =
~ AC, entio /B~ / C.

Demonstragdo. Considere a correspondéncia

"ABC— ACB
entre  AABC e si proprio. Sob esta correspondéncia, vemos que
AB«— AC,
AC « 4B,
LA LA
Como se trata de uma correspondéncia LAL, segue-se pelo Postulado
LAL que '
AABC = AACB,

isto &, a correspondéncia ABC <> ACB é uma congruéncia. Pela defini¢io
de congruéncia entre tridngulos, todos os pares de partes correspondentes
sdo congruentes. Portanto, /£ B = / C porque &stes ingulos sdo elementos
correspondentes. .

Sabemos, agora, como a demonstragio acima ficaria na forma de co-
lunas. Us mesmos enunciados e a mesma figura serdo usados.

Demonstragdo
Afirmacdes Justificagdes
1. AB = AC. Dado.
AC = AB.
2. LA /LA Congruéncia identidade.
3. AABC = AACB. Passagens 1 ¢ 2 ¢ LAL.
4. t B=tC Definigio de congruéncia entre tri-
angulos.
Definigdes

Um tridngulo com dois lados congruentes é chamado isdsceles; o outro
lado é chamado base. Os dois ingulos que determinam a base sdo chama-
dos dngulos da base. O angulo oposto a base é chamado dngulo do vértice.
Nestes térmos, podemos enunciar o Teorema 5-3 na seguinte forma: “Os
ingulos da base de um tridngulo isésceles sio congruentes”.
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Definicbes

Um tridngulo cujos trés lados sdo congruentes é chamado equildatero,

Um tridngulo no qual dois lados quaisquer nfio sio congruentes &
chamado escaleno.

Um tridngulo é chamado equidngulo se os seus trés Angulos sdo congru-
entes.

Usando os térmos equilatero € equidngulo, enunciamos um teorema que
segue imediatamente do Teorema 5-3. Denotaremos éste tecorema por
Corolario 5-3.1. Um corolario ¢ um teorema que ¢ uma conseqiiéncia
imediata de um outro teorema.

Corolario 5-3.1
Todo tridngulo equilatero & equidngulo.

Reenunciado: Dado o tridngulo AABC, se
BC = AC = AB,entio £ A= LB= .C.

Para demonstrar isto, aplicamos o Teorema
5-3 duas vézes. Os detalhes sdo deixados para
vocé.

O teorema seguinte pode se assemelhar ao teotema 5-3, mas, na verda-
de, ¢ diferente. Uma olhada nos reenunciados mostra isto claramente. Note
também a diferenga nos simbolos nas figuras.

Teorema 5-4

Se dois dngulos de um tridngulo sio congruentes,
entdo os lados opostos a éstes Angulos sio congruentes,

Reenunciado: Dado o tridngulo AABC,se . B~ (£ C,
entio AB = AC.

Demonstragdo. Como / Bz~ . C,BC = CB,e L C =
= L B, a correspondéncia

ABC — ACB

€ uma correspondéncia ALA. Portanto ¢ uma con-
gruéncia e

AABC =~ AACB.

Logo, 4B = AC, porque lados correspondentes sdo congruentes.

2. Na figura, APRS ¢ isésceles com PR = PS. De-
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Corolario 5-4.1

Todo tridngulo equidnguio € equilatero.

Vocé deve ser capaz de escrever um reenunciado
e uma demonstragio.

Problemas 5-6 —

1. Selecione a expressio que complete corretamente cada sentenga.

(a) Uma bissetriz de um Angulo ¢
(i) um segmento.
(b) Um tridngulo equilatero &
(i) isosceles. _(ii) escaleno.
(c} Um corolario &
(i) um teorema. (ii) uma definicdo.

(d} Se dois dnguios de um tridngulo sio congruentes, podemos concluir que e
tem dois lados congruentes, de acérdo com
(i) uma definigdo. (ii} um corolario

(ii) uma semi-reta. (iii) um plano.
{iii} ndo isHsceles.

(iii) um postulado.

(iii} um teorema.
P

monstre que [Lx = /Ly

G
3. Se, na figura, /. m = / n, demonstre que AGHK " n
é isdsceles.
T H K
C
4, Dados: A figura plana ADBC com AD = BD ¢ TA B
AC = BC.
Demonstre: L CAD = / CBD.
D

Figura pars os Problemas 4, 5, 6§



10.

11.

12,

*13.

14

15.
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. Dados: A figura plana ADBC com AC = BC e

L CAD = + CBD.
Demeonstre: AD = BD.

. Nos Problemas 4 e 5, era necessdrio que a hipotese K

especificasse que a figura é plana? Explique.

. Demonstre o Corolario 5-4.1:

Todo tridngulo equidngulo é equildtero.

. Dada a figura assinalada ao lado, demonstre que . |

AMNK & isbsceles. M P Q N

. Dado que no tridngulo A4BC a correspondéncia ABC «» ACB é uma congruéncia,

podemos concluir que AABC &
{(a) escaleno. (b) isosceles. (c) equilatero.

Dado que no tridingulo AABC a correspondéncia ABC «y CAB ¢ uma congruéncia,
AABC ¢

(a) escaleno. (b) isosceles.

Demonstre: A bissetriz do angulo oposto & base de um tridngulo isésceles divide
a base ao mein e é perpendicular a ela.

(c) equilatero,

Na figora, AC=BC, L A= fye LB = £ x
Demonstre que ACDE ¢ isésceles.

Em um plano, os pontos C ¢ D estio em lados
opostos de AB de tal modo que AABC é um
tridngulo equilitero e AABD é um tridngulo equi-
dngulo. Demonstre que £ C = / D. P
Sendo dados que, na figura, PQ 1L MQ, PQ L NQ
e MQ = NQ, demonstre que AMNP ¢ isosceles.

Se, na figura, , PMN =~ / PNM ¢ L MPQ = Q
£ NPQ, demonstre que . PMQ = / PNQ. N

Figura para os Problemas 14 ¢ 15

5-7. SUPERPOSICAO DE TRIANGULOS. O USO DE
FIGURAS PARA TRANSMITIR INFORMACOES

Freqiientemente, nas figuras geométricas, os tridngulos com os quais
precisamos trabalhar ndo estdo inteiramente separados, mas superpostos,
como AAFM e AFAH na figura a seguir

L.ongruendcias 1L/

Para evitar enganos e confusdes nestes casos,
¢ muito importante escrever corretamente nossas
congruéncias: ,
AAFM = AFAH.

Verificamos que a correspondéncia AFM «— FAH &, de fato, uma congruén-
cia e, voltamos a nos referir a congruéncia AAFM = AFAH sempre que
quisermos concluir que dois lados (ou 4ngulos) correspondentes sdo con-
gruentes. Olhando apenas para a congruéncia AAFM = AFAH e ndo para
a figura, sabemos que

AF = FA, FM = AH, AM = FH

porque &stes sdo lados correspondentes, pela correspondéncia

—-—’-I

Esse modo de proceder é muito mais digno de confianga que entortar a
cabega para olhar uma figura de lado, com a esperanga de evitar confusio.

Consideremos, agora, uma situario em que &ste problema surge na de-
monstragio de um teorema.

Dados: HA = HF; HM = H(Q.
Demonstrar: FM = AQ.

Um processo muito comum de demonstrar que dois segmentos sio
congruentes é mostrar que os segmentos sdo lados correspondentes de
tridngulos congruentes. Se &ste método puder ser usado com sucesso aqui,
entdo devemos, primeiramente, achar os tridngulos que contdém FM e AQ.
Estes sio AHMF e AHQA ¢ &stes triangulos estio superpostos. Neste
ponto, o problema se reduz a demonstrar que os tridngulos sio, de fato,
congruentes. A demonstragfio escrita na forma de colunas, ¢ dada abaixo.
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Demonstragdo
Afirmagées Justificagdes
1. HA = HF, Dado.
2. LH= LH Um angulo é congruente a si pro-
prio.

3. HM <= HQ. Por qué?

4 AHMF =~ AHQA. Por qué?

5. FM = AQ. Por qué?

Uma demonstragio estritamente logica ndo deve depender de uma figu-

ra, mas deve seguir dos postulados, defini¢gdes e teoremas préviamente de-
monstrados. Mas os gedmetras usam figuras de um modo muito livre,
¢omo uma abreviagio para explicar como era o problema & primeira vista.
Com &ste espirito, enunciamos ¢ Exemplo 1, no inicio da Secfio 5-4 da
seguinte maneira.

Dados: AR e BH dividem-s¢ ao meio em F.

Demonstrar: AB = RH.

8

Explicamos, depois, que todo o teorema poderia ser transmitido através
de marcas adicionais na figura, sem o uso de nenhuma palavra, assim:

Para prosseguir sem usar nenhuma figura, teremos de reenumciar o
Exemplo [ na seguinte forma.

Exemplo 1

Sejam A, B, F, H ¢ R cinco pontos nfo colineares situados em um mes-
mo plano. Se (1) F esta entre 4 e R, (2) F esta entre B e H, (3) AF = FR
e (4) BF = FH, entio |5} AB = RH.

PEC el
-

Congruéncias . 1239

As duas primeiras afirmagdes do exemplo, usando figura, sdo certamen-
te muito mais faceis de se interpretar que a terceira e sdo igualmente corre-
tas, uma vez que vocé tenha entendido como as figuras sdo usadas como
uma escrita abreviada. Usaremos figuras para indicar a colinearidade de
pontos, a ordem de pontos numa reta, a localizagio de pontos no interior de
angulos e, em geral, a posigio relativa de pontos,retas e planocs. Por outro
lado, vocé ndo deve concluir que segmentos ou dngulos sio congruentes
simplesmente porque parecem ser. Para transmitir éste tipo de informagdo
através de uma figura, temos de assinalar a figura do modo usual.

[—

Por exemplo, a figura 4 direita nos conta que DE = EF, mas a figura
da esquerda ndo nos diz que AB = BC, mesmo que medigdes muito cuida-
dosas sugiram que éste deve ser o caso.

A A

—
C B [+] C .8 D

Da mesma forma, a figura 4 esquerda, acima, conta-nos que AB L CD
mas a figura a direita, ndo.

Problemas 5-7

1. Nafigura, RV = ST RQ = SPe¢ LVRQ = / TSP.
Complete a demonstragio de que QV = PT.
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Demonstracdo
Afirmagoes Justificagdes
1. RV =ST. = i
1L LVRQ = £ TSP. = i
K T OO, Dado.
4 ARQV = iciiies i

2. Se.na figura, KG L GH,LH 1. GHe ( KHG = / LGH, demonstre que KH = LG.

C

K L A B

3. Dados AC = BC ¢ £ CAE = / CBD, demonstre que AACE = ABCD.

C
4, Nafigura, AC = BC,DC = ECe AD = BE. Com-
plete a demonstragio de que . ACE = /. BCD.
A 3] E B
- Demonstracdo
Afirmagdes Justificagdes
1. AC = BC. Dado.
DC = EC.
2. AD =BE. e
3. DE=DE. i
4. AD + DE = BE + DE. Propriedade da Adigdo de Igualdades.
5. AE = BD. Definigio de “entre” e passagem 4.
S PO
7. LACE = £ BCD. e

. Se, na figura, PM = QN, PS = QR ¢ MR = N§, de-
monstre que . PSN = £ QRM.
5
N

10.

* 1L

* 12

13,

* 14,

15.

* 16

. Se, na figura, AF =BG, LA = tBe AE = BD, de-

. Se, na figura, LAz /B, AD=BE e LADG=

Congruéncias L2

monstre que EF = DG.

{ BEF, demonstre que [ CFE = [ CGD.
A D E &

Figura para os Problemas 6 e 7

. Se, na figura a esquerda, AD = BC, AC = BD, AK = BN e AG = BH, demonstre

que KG = NH.
A K N 8

D C R ]

Se, na figura, /x = /. ye Lm= [Ln, demonstre que
AC = BC. T )

Se, na figura, DF = EF ¢ / x & .y, demonstre que
AAFB é isosceles.

Se, na figura, AC = BC e DC = EC, demonstre que
DF = EF.

Figura para os Problemas 10, 11, 12

P
K
Se, na figura, MK = MQ, ML= MP ¢ KL= QP,
qual € o angulo congruente a . KML? Demonstre M L
sua resposta.
Se, na figura, MK = MQ, . K= Q. PM LMK ¢ J

LML M_Q, demonstre que (L= LP.
Figura para os Problemas 13 e 14

Tomam-se os pontos B ¢ C nos lados de £ A de tal modo que AB = AC. Uma
reta por B é perpendicular a AC em D e uma reta por C & perpendicular a 4B em
E. Se AD = AE, demonstre que BD = CE.

A reta L é perpendicular a XY e divide XY ao meio em S. Os pontos R e T sdo
os pontos médios de XS e YS, respectivamente. Os pontos 4 e B sdo tomados

sdbre L em lados opostos de XY de tal modo que AX = BY e AT = BR. De-
monstre gque AS = BS.



A K D . o \ "
Nio & permitido, também, que os lados de um quadrilatero se cruzem.

A figura 4 direita acima nde ¢ um quadrilatero. ,
As definigdes abaixo sdo enunciadas de modo a incluir os casos que

* 17. Demonstre que s¢ /D = L DKM e KM = CM = ] 3 . |
M queremos incluir e a excluir os casos que queremos excluir.

= TM, entio AD = BC.

< T B
c Sejam 4, B, C e D quatro pontos coplanares. Se trés quaisquer déstes
pontos ndo sio colineares e os segmentos AB, BC, CD ¢ DA se intercep-
18, Na figura, B, H ¢ D estio no plano E; 4 ¢ C, fora A Fam apenas em suas extremidades, entdo a reuniﬁ~o dos quatro segmentos
de E. Sc AB L BD, CD L HD, AB = HD e CD = BD, Ny A - ¢ chamada quadrllaiero. Os quatr(} s'cgmcnt()s sdo chamados lados e os
demonstre que AD = HC, pontos 4, B, C e D sio chamados vértices. 8
Os angulos /. DAB, ; ABC, £ BCD e
A D £ CDA sdo chamados dngulos do quadri- A c

latero e podem ser denotados abreviada-

19. {(a) Demonstre que se, na figura, X é ¢ ponto médio
mente por /A4, LB, £ Ce LD

de MN,MZ=NYe XZ=XYentdo L Y= L Z. s
(b) E necessario que M, N, X, Y e Z sejam coplanares?

* 20. (a) Se, na figura, M, N, X, Y e Z sio coplanares, X ¢ D

o ponto médiode MN, / M~ / Ne Lt MXY = 8 c

L NXZ, demonstre que ~ Y £ Z. N s -
(b} E necessario que M, N, X, Ye Z sejam coplanares? M X N Se 0s quatro angulos de um quadrila-

Explique. tero sdo Angulos retos, entdo o quadrilate-

Figura para os Problemas 19 e 20 ro é um retﬁngulo

. - —
FSN Y B S S R, Skt R . A D
O T T N T T I T [ PR . e T e L. . o 8

Ln

e mm— T Ly st -
Lo o= R P . .
[ T T

Se os quatro dngulos sdo retos e todos
os quatro lados sfio congruentes, entdo o “ .
quadrilatero &€ um guadrado.

Um quadrilatero é uma figura de quatro lados. Exemplos:

¢
0y

x|

old

s - Um quadrilatero é denotado por [ ] ABCD.
; A
A b

Uma figura como a que esta abaixo a esquerda ndo é um quadrilatero. Nesta figura, os simbolos nos dizem

que AD ¢ uma mediana de AABC. Isto

C B
5 pode ser enunciado formalmente como se
segue. ,
C e
Uma mediana de um tridngulo é um segmento cujas extremidades sio
A D
: A D

um vértice do tridngulo e o ponto médio do lado oposto.

: Todo tridngulo tem trés medianas — uma para cada vértice.
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__Os simbolos nesta figura indicam que
AE & uma bissetriz de AABC.

-]
m4
[p]

Definicdo

Um segmento ¢ uma bisserriz de um tridngulo se (1) estd contido na
semi-reta que é bissetriz de um 4nguio do tridngulo e (2) suas extremida-
des sdo, uma o vértice déste dngulo e a outra, um ponto do lado oposto.

Problemas 5-8

. Construa um tridngulo escaleno, suas trés medianas e suas trés bissetrizes.
c

. Dados: AABC, cuja mediana AD é perpen-
dicular ao lado BC. D

Demonstre: AD divide £ BAC ao meioe AABC ,
é isosceles. A a

. Demonstre: A mediana em relagio 4 base de um tridngulo isdsceles € perpendicular

4 base e divide ao meio o 4ngulo oposto i base. " 0 o

. Dado que (IMOPQ é um quadrado onde R é ponto médio
de MQ, demonstre que ARGP ¢ isdsceles.

. ' . [} P
. No OGKHM, ¢+ G e LH sio angulos retos, GK = MH ¢ GH=MK. Ge H
estio em lados opostos de M K. Demonstre que [JGKHM & um retingulo.

D

. Em (YABCD, AC L BDem F, AC = BDe FD = A C
= FC. Demonstre que AACD = ABDC.

. Demonstre: As medianas em relagio aos lades congruentes de um tridngulo isds-
celes sio congruentes.

. Demonstre: Em um tridngulo isdsceles, as bissetrizes em relagio aos dngulos da
base sd0 congruentes.

10.

11.

* 12,

* 13,
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. OJABCD & um quadrado ¢ P, 3, R ¢ § séio os
pontos médios de 4B, BC, CD ¢ DA, respectiva- P R
mente. Demonstre que 7 PQR = / PSR.
A S [»]

[(0ABFH é um quadrado. X & um ponto em AH ¢ Y um ponto em BF tais que
AX = BY Demonstre que 4Y = BX.

AP ébissetrizde £ BAC. D é um ponto de AB e E um ponto de AC tais que AD = AE.

Demonstre que PD = PE, 1
M
G
cid
S
alb
K
S
) U
X 2 3>y
\ 3 6
v
T

H

Dado que, na figura, KM ¢ bissetriz de 2 HKG ¢
¢ HSG, demonstre que KM 1L HG.

Se, na figura, XU =XVe £ 1> (22 /3> /4,
demonstre que /5= s 6e L7 /8.

Problema Magno

(a) Com base nos teoremas demonstrados até aqui, poderia

vocé demonstrar que se AC = MP, BC = NP ¢ a me-

diana AD = mediana M, entdo AABC =~ AMNP? Caso
for possivel, faga-o. Caso nfo, explique porqué.

(b) Com base nos teoremas demonstrados até aqui, poderia

L

2

possivel, faga-o. Caso ndo, explique porqué.

Problemas Suplementares

C
L[>
A 8
P
vocé demonstrar que se AC = MP, AB = MN e mediana Q
AD = mediana M(, entio AABC = AMNP? Caso for
M N
D
Dados: DC = BC ¢ DK = BK. A ¢
Demonstre: AD = 4B.
- 8

Dados dois tridngulos congruentes, demonstre que a mediana em relagio a um

lade de um tringulo é congruente 4 mediana em relagfio ao lade correspendente
do outro tridngulo



10.

11.

12,

. Se, na figura, MQ = PQ = PR = NR, de-

. Se, na figura, XW = ZY, AX = BYe AZ = BW,

. {a) Na figura, AD = BC, AB = DC ¢ MN di-
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P

AN

M Q R N

monstre que AMNP ¢é isOsceles.

. E dado o tridngulo ARST, com §-X-T de tal modo que $X = SR. Q é um ponto

tal que R-Q-T e 50 divide £ RST ao meio. Trace §X. Que ingulo é congruente
a £ R? Demonstre a congruéncia.

que dngulo é congruente a £ A? Demonstre a
congruéncia.

. Dada a figura na qual 05 e RT se dividem ao meio em P. demonstre que AF = BP.

. Se, na figura, AB = AC, AD = AE ¢ [ x = Ly, entdo AG = AH.
. Demonstre que a bissetriz em relagdo a cada dngulo de um tridingulo equilatero

€ uma mediana no tridngulo.

vide AC ao meioc em K. AC divide MN ao
meio? Demonstre sua resposta.

) E preciso que todos os pontos da figura
sejam coplanares? A N B

(a) Na figura, NK = ML ¢ MK = NL. De- -
monstre que /. MNK = / NML.
(b) E preciso que KM ¢ NL se¢ interceptem?

Dados: A figura com AB = AC e / RCB =
£ TBC. Demonstre: RC = BT,

Demonstre que, dados dois tridngulos congruentes, a bissetriz em relagio a um
ingulo de um tridngulo ¢ congruente i bissetriz em relacdo ao angulo corres-
pondente do outro tridngulo.

*13.

* 14,

* 15

* 16.

*17.

* 18.

*19.

*+ 20,

* 21

*+ 22,

r 23

wungideiiuids w7

Na figura, A, P e C estio no plano E, Re §
estio em lados opostos de E. Se AF L RS,
RP = SP e RC = 8C, demonstre, que

{a) CP L RS,

(b) L ACR = ¢ ACS.

Em AB, tem-se A-C-Be CD L 4B. O ponto P est4 no interior de /. ACD e o ponto @
esta no interior de /£ BCD de tal modo que LPCA = /_QCB Se CD L PG, entfio
PC = QC. T

AP ¢ BC se dividem ao meio em N da mesma forma que AC e BQ em K. Demonstre
que QC = PC,

Dado A4ABC qualquer seja D um ponto no lado de AB oposto a C e tal que AABD -

seja equilatero. Seja E um ponto no lado de BC opostoa A de tal modo que AABCE
seja equilatero. Demonstre que AE CD.

A D
Dado QABCD, como na figura, com AB =DC e ; V
AD = BC, demonstre que AC e BD se dividem ao A
meio.

Na figura, os pontos G ¢ B dividem MR em trés partes
congruentes, o mesmo acontecendo com os pontos
G ¢ P em relagio a AC. Se AG = BG, mostre que
LR= LC

Escreva uma definigfio cuidadosa do que se entende por “CeD dmdem AB em
trés partes congruentes”.

Se X7 ¢ perpendicutar a cada uma das trés semi-retas distintas XA, XB ¢ -T’_
com XA = XB = XC, demonstre que 4Y = BY = CY. M

Dados: AKVL é isésceles com KV = LV ¢ MB con-
tém a mediana VP de AKVL.
Demonstre: ST = RT.

{a) AB e CD se dividem ao meio em K. Demonstre que AC = BD ¢ AD = BC.

{b) Suponha, agora, que K divide EF ao meio. Poderia vocé encontrar seis pares
de segmentos congruentes, nenhum dos quais contendo K?

(¢) Se EF nio estd no mesmo plano de AB ¢ CD, como mudaria sua conclusio,
na parte (b)? Tente visualizar uma figura, ou faga um esbégo ou um modelo.

E dado /. BAC tal que 4B = AC; R estd em 4 e T em AC de tal modo que

RC = TB. Com base nestas informagdes, vocé pode demonstrar que AR = AT?

Em caso afirmativo, faga-0; caso negativo, explique porqué.



24,

*+ 25,
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APAB e AQAB estiio em planos distintos mas tém Q

em comum o lado AB. Se APAB = AQABe X ¢

um ponto qualquer de AB, entio LXPQ = 8

LXQP. p LN
T—\X

Complete a demonstragio de Euclides do teorema
que afirma serem congruentes os dngulos da base
de um tridngulo isdsceles.

Dados: £ BAC com AB = AC.
Demonstre: . ACB = / ABC.
[Sugestdo: Em primeiro lugar, tome um ponto E
tal que A-B-E e um ponto F tal que A-C-F de
modo que AE = AF. Trace BF ¢ CE.]

Revisao do Capitulo

. Indique se é falsa ou verdadeira cada afirmagio abaixo,

{a) Se na correspondéncia ABC «» KLM, AC= KM, AB=KL e L A= /K,
entdio a correspondéncia é uma congruéncia.

(b} Se AC = BD, podemos concluir que ou A=BeC=D,oud=DeB=C

(c) Deis tridngulos sio congruentes se os trés angulos de um tridngulo sio con-
gruentes aos trés angulos do outro tridngulo.

{d) Se, no ADEF, m/ D =m/E =m.F, entio ADEF ¢ equilétero.

(¢) A mediana de um tridngulo divide aoc meio um angulo do tridngulo.

() Se AXYZ = ABAC, entio L X = LA

(g) Se, no AABC, £ A= LC, entio AB = AC.

(h) Se AXYZ = AZXY, entio AXYZ ¢é equilatero.

(i) Dois tridngulos sio congruentes se dois lados ¢ um dngulo de um sio con-
gruentes & dois lados e um dngulo do outro.
{j) Nido existe nenhum AA4BC no qual L4 = LB

. Defina “segmentos congruentes”.

. Defina “bissetriz de um &ngulo”.

. Defina “bissetriz de um tridnguio”.

. Copie em seu caderno e complete: S¢ uma bissetriz de um tridngulo € também

uma mediana, entio o tridngulo é ................

. Copie em seu caderno e complete: Um quadrilatero que tem quatro ngulos retos

¢ chamado ................

. Copie em seu caderno e complete: no APRQ, £ Q & determinado por ...............

€ errriienins e /P e LR determinam ................

. AABC e APQR, cada um, tém dois lados que medem 7 ¢ um ingulo cuja medida

¢ 40, Estes triangulos sio congruentes? Sim ou ndo? Por que?

————

10.

11.

12,

13.

* 14

* 15

** 16.
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. Se, na figura, AB = AC e AR & bissetriz de / BAC,

demonstre que R
(a) RB = RC,
(b) AR contém a bissetriz de /£ BRC.

Demonstre: Se AABC é equildtero, entio AABC = ACAB =~ AACB.

Escreva uma hipétese e uma conclusio de
acdrdo com os simbolos na figura ao lado.

A

. A o8

Na figura plana & direita, acima, AC = BC e AK = BK. Faga uma lista de tédas

as conclusdes que se seguem desta figura. (€ preciso que vocé seja capaz de de-
monstrar cada uma destas conclusdes,) R

Num tridngulo isésceles, APQR, a bissetriz de um

angulo da base, £ @, intercepta o lado oposto em §. y
T & um ponto da base PQ tal que ST = PT. SV divide
L PST ao meio. Demonstre que £ TSV = £ RQS. P VT Q

Na figura, 4, B, C e D sdio pontos ndo coplanares e
AB = AC = AD = BC = BD = CD. ¢ e R sio pon-
tos médios de AC e AD, respectivamente, ¢ P é um

ponto qualquer de AB. Demonstre que APQR é
1sosceles,

Seja L a origem de dois semiplanos H, ¢ H,. A e B sio dois pontos de L, M um
ponto de H, e R um ponto de H, de tal forma que / MAB = / RABe AM = AR,
(a) Demonstre que AMRY ¢ isosceles.

(b) E preciso que MR intercepte L?

(c) A resposta ac caso (a) requer que H, e H, sejam coplanares?
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No Cap. 1, tentamos explicar em térmos gerais como iria ser nosso
estudo de geometria. Apds a experiéncia adquirida desde entdio, vocé esta
numa posi¢do muito melhor para compreender a explicagio.

A idéia de um conjunto, os métodos da algebra e o processo de argu-
mentagio logica sdo coisas com as quais estivemos trabalhando. A geometria
em si € no que estivemos trabalhando. Comegamos com ponto, reta ¢ plano
como térmos primitivos; e até agora usamos dezessete postulados. Algumas
vézes, foram definidos novos térmos fazendo apélo aos postulados. (Por
exemplo, a distincia PQ foi definida como sendo o nimero positivo dado
pelo Postulado da Distincia). Algumas vézes, as definigdes foram bascadas
somente nos térmos nio definidos. (Por exemplo, um conjunto de pontos
€ colinear se todos os pontos do conjunto estiverem na mesma reta.) Mas
sempre construimos nossas definigbes em térmos que cram, de aigum
modo, ja conhecidos. Agora ja empilhamos definigdes umas sdbre as outras,
tantas vézes, que a lista € bem comprida; e, de fato, o comprimento da lista
é uma das razdes principais por que tivemos que ser cuidadosos, desde o
principio, ¢ manter a lista em ordem.

Analogamente, tédas as afirmagdes que fizemos sébre geometria siio
fundamentalmente baseadas nos postulados. Demonstramos, algumas vézes,
teoremas diretamente a partir dos postulados e algumas vézes baseamos
nossas demonstragdes em teoremas ji demonstrados. Mas em todos os
casos, a cadeia de argumentos pode ser tragada de volta aos postulados.

Seria uma boa idéia, nesse ponto, reler a segunda metade do Cap. 1.
Ela parecera mais clara, agora, do que na primeira vez. E muito mais facil
olhar para tras ¢ compreender o que vocé féz, do que compreender uma
explicagdo sobre o que vocé ainda vai fazer.

3-2. DEMONSTRACOES INDIRETAS
(C1J POR REDUCAO AO ABSURDC)

Observamos no Cap. 1 que a melhor maneira de aprender argumen-
tagio logica ¢ fazer algumas. Em geral, isso é verdade. Mas existe um tipo
de demonstragio que exige uma discussio especial. No Teorema 3-1 usa-
mos 0 que é chamado uma demonstragcdo indireta,também chamada de-
monstragio por redugdio ao absurdo. O teorema e sua demonstra¢io
foram os seguintes:

Teorema 3-1
Se duas retas distintas se interceptam, a intersegdo contém sémente um
ponto.

Demonstragdo. Se duas retas distintas se interceptassem em dois pontos
distintos P e Q, haveria duas retas contendo P e . O Postulado da reta
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Possivelmente vocé ja viu éste tipo de raciocinio anteriormente. Talvez
vocé ja conheca a demonstragio que ﬁ ¢ irracional e essa demonstragdo
¢ indireta. Em todo caso, certamente vocg ja ouviu em conversagdes co-
muns afirmages désse tipo, muitas vézes. As duas seguintes observagdes
sio exemplos de demonstragdes indiretas:

Exemplo 1

“Nfo deve estar chovendo 14 fora. _
Se estivesse chovendo, essas pessoas entrando pela porta estariam mo-
lhadas, mas elas nio estio”.

Exemplo 2

“Hoje ndo deve ser o dia do jogo de futebol.
Se o jogo fosse hoje, o estadio agora ja estaria cheio de pessoas, mas
vocé e eu somos as \Unicas pessoas aqui’.

Nos dois casos, quem fala deseja mostrar que uma certa afirmagdo €
verdadeira. Ela comeca sua demonstragio supondo que a afirmagéo a ser
provada é falsa; ela, em seguida, observa que isso leva a uma conclusdo
que contradiz um fato conhecido. No primeiro caso, a pessoa que esta
falando comega com a hipotese de que estd chovendo; isso leva a conclu-
sdo de que as pessoas entrando pela porta deveriam estar molhadas; e isso
contradiz o fato conhecido de que as pessoas ndo estio molhadas. Andlo-
gamente, no segundo caso, a pessoa que estd falando supde que haja um
jégo de futebol naquele dia; e isso leva a uma contradigio do fato de que
o estddio contém apenas duas pessoas.

Na demonstragio do Teorema 3-1, comecamos supondo que duas retas
distintas se interceptam em dois pontos distintos. Isso contradiz o Postu-
lado da Reta. Portanto, a suposigio ¢ errada e isso significa que o teorema
esti certo.

Muitas vézes, nossas demonstragdes indiretas em geometria serdo tdo
curtas e simples quanto esta; elas ndo serfo mais que observagdes de bom-
senso. Mas tais observagdes de bom-senso sdo parte do ABC do raciocinio
matematico, e seria dificil prosseguir sem elas.

Problemas 6-2

. S6 para argumentar, aceite as seguintes hipoteses e em seguida complete 10gica-
mente cada conclusdo. ’

(a) Hipétese: Todos os meninos gostam de jogar futebol. Meu irm3o tem 14 anos.

Conclusio: Meu IO ... vve e iiiireiirere ettt s rnsr e s s aanaeneaaens

(b) Hipétese: Somente pessoas negligentes cometem erros. Eu nunca sou ne-
gligente.
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(c) Hipdtese: Jodo sempre ri ao contar uma piada. Jodo estd contando uma piada.
Conclusdo: Jodo

(d) Hipétese: Em qualquer tridngulo isdsceles os angulos da base sd0 con-
gruentes. No AABC, AC = BC.

Conclus@o: ....c.oovviiverinenvens e st amnere e v e et et eaar e e et e ea e bee s

. Quais dos seguinies argumentos sdo exemplos de raciocinio indireto?

(a) A temperatura l4 fora deve estar abaixo de 0. Se niio estivesse abaixo de 0 nio

haveria gélo nas vidragas. Mas ha gélo, logo a temperatura la fora estd abaixo
de 0.

{(b) Deve estar na hora do almdgo. Se ndo estivesse, eu ndo estaria com fome, Mas
eu eston com muita fome. Portanto deve estar pa hora do almdgo.

{c) O concérto deve ter terminado. Tantas pessoas saem do teatro apenas no

fim do concérto. Muitas pessoas estio saindo do teatro. Logo o concérto ter-
minou

. Ja deve ter passado das 16 horas. S¢ ainda ndo fsse 16 horas, eu estaria ouvindo

o barulho da construgiio. Eu ndio ougo nenhum barulho.
Nesse exemplo de demonstragiio indireta, identifique -
(a) a afirmagiio a ser demonstrada,

(b) a hipotese feita,

(c) a conclusdio resultante da hipotese, e

(d) o fato conhecido que contradiz (g).

. Dona Maria comprou um conjunto de utensilios de cozinha anunciados como

sendo de ago inoxidavel. Apds usar os utensilios durante algumas semanas, ela
descobriu que algumas das pegas comegaram enferrujar. Entdo concluiu que o
conjunto ndo era de ago inoxidavel e o devolveu exigindo restituigio do pagamento.
Responda as questdes do Problema 3.

. Demonstre que a bissetriz de qualquer dngulo de um tridngulo escaleno nio pode

ser perpendicular ao lado oposto.

. Demonstre que dois fngulos quaisquer de um tridngulo escaleno nio podem ser

congruentes.

. Que conclusdes vocd pode tirar das seguintes hipéteses, sendo que p, g e r repre-

sentam afirmacdes distintas?
Se p € verdadeira, entiio g é verdadeira.
Se ¢ & verdadeira, entfio r & verdadeira.
p é verdadeira.

. Que conclusdes vocé pode tirar das seguintes hipdteses?

Se p ¢ verdadeira, entio q & verdadeira.

Se r € verdadeira, entiio s ndo & verdadeira.
Se g & verdadeira, entio s é verdadeira.

p ¢ verdadeira.

Vocd usou raciocinio indireto em algum lugar? Explique.
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Se K ¢é azul, entdio M é vermeltho.
Se K ¢ verde, entdo M & amarelo.
Se M é verm‘elho, entio J & azul.
(a) K ¢ azul, portanto M é............... eJé

(b) M é amarelo. E possivel tirar alguma conclusido a respeito de K? Em caso
afirmativo, que conclusio?

(c) J ndo & azul. E possivel tirar alguma conclusio a respeito de K? Em caso afir-
mativo, que conclusdo?

Que conclusiio é conseqiiéncia das seguintes informagdes?

{(a) Ninguém pode pertencer ao clube de natagfio 2 ndo ser que saiba tocar flauta.

(b) Nenhuma tartaruga sabe tocar flauta.

{c) Ninguém pode usar calgdes listrados na piscina do clube a niio ser qﬁe per-
tenga ao clube de natagdio.

(d) Eu sempre uso calgdes listrados na piscina do clube.
[Sugestde: Converta cada afirmagio numa sentenga na forma “se ... entdo” ¢ f‘aqa
um diagrama do argumento como nos Problemas 7 e 8. Por exemplo, seja p “alguém
& um membro do clube de natagio”, etc.]
Que conclusio segue das seguintes hipoOteses?

Ledes mansos tém dentes afiados.

Ledes que comem pessoas nunca ficam doentes.

Ledes que nunca comem pessoas t8m dentes ndo afiados.

Meu ledo tem pneumonia.
Voot usou raciocinio indireto? Explique.

6-3. TEOREMAS SOBRE RETAS E PLANOS

E agora mais facil demonstrar os outros teoremas do Cap. 3. Por ques-
tdo de conveniéncia, vamos novamente enunciar os postulados em que se
baseavam as demonstragoes.

POSTULADO 4. C© Postulado da Reta.

Para cada par de pontos distintos existe exatamente uma reta que 0s
contem.

POSTULADO 5.

(a) Todo plano contém pelo menos trés pontos ndo-colineares.
(b) O espage contém pelo menos guatro pontos ndo-coplanares.

POSTULADO 6.

Se dois pontos de uma reta estdo em um plano, entdo a reta esta contida
nesse plano.

g e < T A
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POSTULADOQ 7. O Postulado do Plano

Trés pontos quaisquer pertencem pelo menos a um plano, e trés pontos
" ndo-colineares quaisquer pertencem a exatamente um plano.

Vamos prosseguir agora demonstrando o seguinte teorema.

L

/ E
7

g

Demonstragdo. E dada a reta Le o plano E. Por hipbtese, temos

(1) L intercepta E em pelo menos um ponto P, ¢

(2) E nZo contém L.

Vamos dar uma demonstragio indireta e portanto comegaremos su-
pondo que

(3) L intercepta E em algum outro ponto Q.

Precisamos mostrar que (3) leva a contradigdo de um fato conhecido
e de fato isso acontece: Se P e Q estdo em E, segue-se pelo Postulado 6
que Lesta contida em E. Isso contradiz (2). Portanto (3) ¢ falsa. Logo o
Teorema 3-2 & verdadeiro.

E claro que a figura para essa demonstragio tem uma aparéncia bas-
tante peculiar. Indicamos um ponto @ apenas para lembrar da notagio
da demonstragio. A demonstragio em si mostra que um tal ponto ndo
pode existir. De fato, figuras para demonstragdes indiretas sempre pare-
cerdo ridiculas, pela excelente razio delas descreverem situagSes impossi-
veis. Se tivéssemos desenhado uma figura para o Teorema 3-1, ela teria
aparéncia pior ainda:

Teorema 3-2

Se uma reta intercepta um plano que
ndo a contém, a intersegdo contém sO-
mente um ponto.

P Q
e N

Essa figura sugere uma situagio impossivel na qual duas retas se intercep-
tam em dois pontos distintos.

‘"Teorema 3-3

E
: *p
Dados uma reta e um ponto fora \
da reta, existe cxatamente um plano  / 2 ) '

que os contém,
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Seja La reta dada ¢ P um ponto dado. Para demonstrar o teorema,
precisamos mostrar duas coisas:

(1) existe um plano E contendo P e L;
(2) existe somente um plano E contendo P e L.

Afirmagdes (1) e (2), juntas, nos dizem que existe exatamente um plano
contendo P e L.

Demonstracdo de (1). Sejam Q e R dois pontos quaisquer de L. Pelo Postu-
lado 7 existe um plano E, contendo F, Q e R. Pelo Postulado 6, E contém
L. Assim E contém P e L.

Demonstracdo de (2). Essa demonstragio sera indireta. Suponha que exista
um outro plano E' contendo P ¢ L. Entdo E' contera P, Q ¢ R.

Mas P, Q e R sdo ndo-colineares. A razio ¢ que L¢é a finica reta que
contém @ ¢ R (por qué?) e L ndo contém P.

Assim temos dois planos distintos E e E' contendo os pontos nido-coli-
neares P, Q e R. Isso contradiz o Postulado 7.

Observe que ésse teorema e sua demonstragio dividem de modo natu-
ral em duas partes, ilustrando a distingio entre existéncia e unicidade. A
primeira parte da demonstragdo mostra a existéncia do plano E contendo
P e L. A segunda metade mostra a unicidade do plano contendo P e L.
Quando provamos a existéncia, mostramos que existe no minimo um objeto
de certo tipo. Quando provamos unicidade, mostramos que existe no md-
ximo um. Se pudermos demonstirar ambas as partes, entio sabemos que
existe exatamente um.

No entanto, existéncia e unicidade ndo andam sempre juntos; em mui-
tos casos, podemos ter uma, sem ter a outra, e muitas vézes nio temos
nenhuma. Por exemplo, para pulgas num vira-lata, podemos, em geral,
provar existéncia mas nio unicidade. (De fato, feliz ¢ o cachorro que s6
tem uma pulga). Analogamente, se x € racional entio existem inteiros p
e ¢ tais que

col.

q

Mas ésses inteiros nio sio Gnicos, pois também temos

L2
2qg 3g
e assim por diante. Para a filha mais velha de certa senhora, dbviamente
temos unicidade mas ndo necessariamente existéncia; em algumas familias
todas as criangas siio homens. Para pontos comuns a dois segmentos dis-
tintos, nfio temos necessiriamente nem existéncia, nem unicidade; a inter-

se¢do pode conter um segmento, ou exatamente um ponto ou nenhum
ponto*
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A frase “um e somente um” é usa
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e D
,74.3
c

da muitas vézes no lugar de “exata-

mente um” para dar énfase ao duplo valor da afirmagio.
Nosso teorema seguinte se divide em duas partes, da mesma maneira
que o precedente.

Teorema 3-4

as contém,

Dadas duas retas que se interceptam, existe exatamente um plano que

- Q
Ly P
Ly

Sido dadas as retas L, e L, interceptando-se em P. Precisamos mostrar
duas coisas:
(1) Existéncia. Existe um plano E contendo L, ¢ L,.
(2) Unicidade. Existe somente um plano E contendo L, e L,.
Daremos a demonstragio na forma de coluna dupla.

Demonstragdo de (1)

Afirmagies

Justificagdes

L, contém um ponto { distinto
de P.

Pelo Postulado da Régua, toda reta
contém infinitos pontos.

2. Q ndo esth em L,. Pelo Teorema 3-1, L, intercepta L,
somente em P.
3. Existe um plano contendo Qe L,. Teorema 3-3.
4. E contém L, . Pelo Postulado 6, pois E contém
Pe Q.
Demonstragdo de (2)
Afirmagdes ' Justificagdes
5. Suponha que um outro plano E' Comégo de demonstragio indireta.
contenha L, e L,.
6. E' contéem Q Q esta em L,,
7. E¢ E conttm Q e L, Passagens 3, 4, 5 ¢ 6.
8. Eéounico plano contendo L, e L,. Passagem 7 contradiz o Teorema

33
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Observe que a demonstragdo de (2) lhe d4 um modélo de como escrever
demonstragdes indiretas na forma de coluna-dupla. Estritamente falando,
a sentenga “comégo de demonstracio indireta” ndio & uma “justificagio™; &
simplesmente uma explicagio do que tinhamos em mente ao escrever a
passagem 5.

Problemas 6-3

. Que teorema pode ser re-enunciado como “Duas retas que se interceptam deter-
minam um plano™?

. Se as trés retas na figura abaixo, 3 esquerda, niio sdo todas coplanares, quantos
planos elas determinam? Descreva os planos nomeando as retas que os determinam.

. Na figura acima, a direita, trés das semi-retas nunca sio coplanares. Quantos
planos elas determinam? Descreva cada plano pelos pontos que o determinam.
. Que postulado ou teorema, enunciado na Secgio 6-3, garante a unicidade de um
ponto cuja existéncia ndo pode ser garantida?
. Como indicado na figura, os pontos A e B estio
no plano E e o ponto P estd acima do plano E.
Que postulado ou teorema garante que 4B esté
contida em E? Ha um segundo plano implicito na
figura. Qual é? Qual é sua intersegio com E? Se
um quarto ponto ( estiver abaixo do plano E mas niio colinear com Pe A ou Pe B,
nomeie os planos assim determinados. Desenhe a figura,

. Explique ¢ uso da frase “um e sdmente um™.

- Suponha que vocé deseja demonstrar que num plano, por um ponto dado de
uma reta dada, existe no maximo uma perpendicular a reta dada. Vocé estaria
demonstrando existéncia ou unicidade? Se sua demonstragio & indireta, que su-
posi¢des vocé faria para iniciar seu argumento?

.p

6-4. PERPENDICULARES

Usando uma régua e um transferi-
dor, ¢ facil desenhar a perpendicular a
uma reta dada, por um ponto dado da P
mesma. Simplesmente marcamos um
dngulo de 90°, como na figura, com vér-

-

Um Exame mais Detalhado de uma Demonstragéo _ 149

tice no ponto dado P, um lado PX na reta dada Le o outro lado em um
dos semiplanos determinados por L, Essa perpendicular deve ser tnica,
pois s6 existe uma marcagio 90° no transferidor. ‘

Vamos agora descrever essa situagio num teorema e demonstra-lo com
base em nossos postulados. .

Teorema . 6-1

Num plano dado, por um ponto dado de uma reta dada, existe uma e
uma sé reta perpendicular a reta dada. -

Re-enunciado. Seja E um plano e seja Luma reta em E e seja P um ponto
de L. Entdo

(1) existe uma reta M em E tal que M contém Pe M L L: e

(2) existe somente uma reta M nessas condigdes.

Demonstracdo de (1). Seja H um dos dois semiplanos em E, determinados
por Le seja X um ponto qualquer de L, distinto de P. (Veja a figura abaixo).
Pelo Postulado da Construgio de um Angulo, existe uma semi-reta PY,
com Yem H, tal que m/ YPX = 90. Seja M = PY. Entdo M L Lem P.

Demonstragio de (2). Suponha agora que tanto M, como M, sio perpen-
diculares a Lem P. Vamos mostrar que M, = M, .

M, e M, contém as semi-retas PY;, e PY,, com Y, ¢ ¥, em H. Pela
definigdo de “perpendicular” ¢ Teorema 4-8, os dngulos £ Y,PX e £ Y,PX
sdo dngulos retos, como indicado na figura. Pelo Postulado da Construgio
de um Angulo, isso significa que PY, ¢ PY, sdo a mesma semi-reta. Como
M, e M, t&m mais de um ponto em comum, elas ndo podem ser distintas.
Portanto M, = M, .

Observe que para provar a unicidade das perpendiculares a L por P,
tivemos que nos restringir a um plano dado. No espago, tdda reta tem
infinitas perpendiculares em cada um de seus pontos, da mesma forma
que, numa carroga, tédos os raios da roda sdo perpendiculares ao eixo.

As marcas na figura seguinte indicam que Lé a mediatriz de AB.
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Definicédo i
Num plano d'aho, a mediatriz de um seg-

mento ¢ a reta perpendicular ao segmento,
passando pelo seu ponto médio. A

o]

Todo segmento AB tem um e sdmente um ponto médio C; e por C
existe uma e uma s6 reta perpendicular a AB. Portanto a mediatriz existe
e ¢ Unica.

O teorema seguinte d4 uma outra descri¢io da mediatriz.

Teorema 6-2. O Teorema da Mediatri-

A mediatriz de um segmento, em um plano, ¢ o conjunto de todos os
pontos do plano equidistantes das extremidades do segmento.

P
) ’I,‘ ‘\\
Re-enunciado. Seja L a mediatriz de AB ol AN
no plano E. Entdo A %,
(1) se Pesthem L, PA=PB, e /’ \\
(2) se PA = PB, entdo P esta em L. A a LNy
A ' C ) B
L

Isso & um exemplo da caracterizagio completa de um conjunto de
pontos. Para caracterizar um conjunto de pontos, damos uma condigéo
que (1) & satisferta pelos pontos do conjunto dado e (2) ndo ¢ satisfeita por
mais nenhum outro ponto. Nesse caso, o conjunto de pontos é a mediatriz
de AB e a condi¢io é PA = PB. Portanto, o re-enunciado do teorema bem
como sua demonstracio dividem-se naturalmente em duas partes.

Demonstragdo de (1). Seja C o ponto meédio de L
AB, ¢ seja P um ponto qualquer de L. Se
P = C, entdo obviamente PA = PB. Supo-
nha, entdo, que P ¢ diferente de C, de modo
que P ndo esta em AB. Temos PC = PC por
identidade; /. PCA = £ PCB porque ambos
sdo Angulos retos; e CA = CB porque C ¢
o ponto médio. Por LAL, temos APCA x At B
2z APCB. Portanto PA = PB.
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Demonstragdo de (2). E dado que P esta no
plano E e PA = PB. Se P esta em AR, entdo
P = C porque AB tem sdmente um ponto
médio. Se P niio esta em AB, seja I a reta PC. #5
Entio PC = PC,CA = CBe PA = PB.(Por

qué? Por LLL, temos

APCA = APCB,

A ! C ! 8
1/

como antes. Portanto, por defini¢io, ~ PCB é um angulo reto e portanto
I' 1 AB em C. Pelo Teorema 6-1, perpendiculares sio dnicas. Portanto
I. = L. Portanto P estid em L, como queriamos demonstrar.

Corolario 6-2.1

Sdo dados um segmento AB e uma reta L.no mesmo plano. Se dois
pontos de Lsdo, cada um, equidistantes de¢ 4 e B, entdo Lé a mediatriz
de AB. ' -

Demonstragio. Pelo Teorema 6-2, L contém dois pontos da mediatriz de AB.
Como dois pontos determinam uma reta, isso significa que Lé a media-
triz de AB.

Vimos que nfo existe realmente nenhum problema em construir a per-
pendicular a uma reta por um ponto qualquer da reta: simplesmente mar-
camos um 4ngulo de 90°. Se o ponto nio estiver sobre a reta, a construgio
requer algum raciocinio. :

E dada a reta Le um ponto P ndo em L. Queremos construir uma reta
por P, perpendicular a L. (Estamos, & claro, trabalhando num plano E
contendo Le P.)

Sejam Q € R dois pontos quaisquer de L. Para obter a perpendicular,
primeiramente desenhamos a semi-reta QP e medimos £ PQR. Em segui-
da desenhamos uma semi-reta Q—S‘, com S no semiplano oposto, determi-
nado por L, em relagio a P, como indicado na figura, de modo que

£ SQR = [/ PQR.
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{Que postulado permite isso?) Marcamos, em seguida, um ponte T em
QS de modo que TQ = PQ. Entao TP intercepta Lem um ponto U. (Por
qué?). Agora, QU = QU, L PQU = L TQU e TQ = PQ. Portanto, por
LAL, APQU = ATQU e L PUQ e £ TUQ sio dngulos retos. Portanto
TP 1 Le desenhamos a perpendicular a L por P.

Com base nessa discussio, vocé deve ser capaz de completar a demons-
tragdo do seguinte teorema na forma de coluna-dupla.

Teorema 6-3

Por um ponto dado, fora de uma reta, existe pelo menos uma reta per-
pendicular & reta dada.

Re-enunciado. Seja Luma reta ¢ P um ponto nido em L. Entdio existe uma
reta que & perpendicular a Le contém P.

Demonstracdo

Afirmagoes

Justificacdes
Postulado da Régua.

1. L contém dois pontos Q e R.

2. Existe uma semi-reta 385, com § ¢
P em semiplanos opostos relativa-
mente a reta L, tal que /. SOR =~

L POR, ?
3. Existe um ponto Tem 05 tal que
TQ = PQ. ?

4. Te P estio em semiplanos opostos P e § estido em semiplanos opostos
em relagio a L. em relagio a L, S ¢ T estio no
mesmo semiplano.

5. TP intercepta Lem um ponto U. ?
6. APQU =~ ATQU. ?
7. £ PUQ é um angulo reto. ?
8. PULL, ?

Um kexame majs Ustalhaco de uma ULemonstracao 199

Essa demonstragio, como nds a escrevemos, ndo permite a possibilida-
de de Q@ = U. Ao escolhermos o ponto Q, ao acaso, em L, poderia aconte-
cer que PQ L L. Mas, é claro que se isso acontecer ndo ha nada a demons-
trar, porque jaA temos nossa perpendicular, a saber, a reta

Assim, a perpendicular a uma reta, por um ponto fora da reta, existe.
Vamos mostrar agora que a perpendicular & unica.

Teorema 6-4

Por um ponto dado, fora de uma reta, existe no maximo uma reta
perpendicular i reta dada.

Demonstragdo. A demonstragio € indi- S
reta, como a maioria das demonstra-
¢Oes de unicidade. Suponha que L, ¢
L, sdo duas retas distintas por P, cada
uma perpendicular a L. Sejam 4 ¢ B
0s pontos onde L, e L, interceptam L.
Seja Q o ponto, na semi-reta oposta a
AP, para o qual AQ = AP. (Teorema
2.1). Por LAL, temos

APAB = AQAB.

(Pela figura, isso parece nfio ser verdade, mas lembre-se que a figura ilustra
uma situagdo impossivel; nosso trabalho, na demonstragio, ¢ mostrar
que a situagdo desenhada € impossivel).

Portanto / PBA = / @BA, por serem angulos correspondentes. Por-
tanto BQ L Lem B. Portanto ha duas retas L, e BQ que sio perpendicula-
res a Lem B. Isso contradiz ¢ Teorema 6-1, que afirma existir sémente
uma reta perpendicular a uma reta dada, por um de seus pontos, num
plano dado. Portanto nossa suposi¢io de que havia duas perpendiculares
a Lpor P é falsa.

Corolario 6-4.1
Nenhum tridingulo tem dois Angulos retos.
Demonstragido. No AABC, se £ A e /B féssem Angulos

retos, haveria duas perpendiculares a AB por C. Pelo
Teorema 6-4 isso ¢ impossivel.
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Definigdes

Um tridngulo retdngulo é um tridngulo que tem um angulo reto. O lado
oposto ao angulo reto € chamado a hipotenusa e os outros dois lados sdo
chamados os catetos.

O teorema precedente nos da o direito de falar do dngulo reto de um
triingulo retingulo.

Problemas 6-4

. Se num plano M, com ponto A na reta L, AT 1L Le AQ L L, que conclusio vocé
pode tirar relativamente a AQ e AT? Por qu&? '

. Que teorema nos diz que o vértice oposte 4 base de um tridngulo isosceles estd
na mediatriz da base?

dos segmentos sio como indicados. determine x, ye z.

¢
Q
. Na figura, L& a mediatriz de AB. Se os comprimentos 7 Y ]
/
'/
8

. Se D é o ponto médio de BC ¢ 4D L BC, demonstre

que o AABC ¢é isosceles. Ndo use tridngulos con- ﬁ<"o
[
G

gruentes na sua demonstragio.

. Num plano, GE = KE, GM = KM ¢ H estiem EM.

Demonstre que GH = KH sem usar tridngulos con- E <]/IXH
K

gruentes.

. A reta Léa mediatriz de 07T, P é um ponto do mesmo lado da reta L que Q. PT
intercepta L em R. Demonstre PT = PR + RQ.

. (2) Num plano, quantas perpendiculares a uma reta existem, por um ponto da reta?

{b) No espago, quantas perpendiculares a uma dada reta existem, por um ponto
da reta?

10.

11.

* 12,

* 13

* 14,

Um Exame mais Detalhado de uma Demonstragao 1o

/\/c
A B

“g perpendicular a uma reta por um ponto fora desta™

>~
N\

Copie a figura. Usando régua e transferidor
construa perpendiculares a DE por A e
por C. Construa a perpendicular a DC por B .
e a perpendicular a BC por A:

. Que teorema nos permite dizer,

{a) No APQR, se¢ R é um angulo reto, PQ é cha- "~
madoa............... ,e¢ RQ e RP siio chamados

P

(b) No AABC, se /. C é um angulo reto, a hipo-
tenusSa € ..ovvverrinnees e os catetos 530 .........---

B

Demonstre que se a mediana relativamente a hipotenusa de um tridngulo retingulo
& perpendicular 4 hipotenusa, entdo o tridngulo retingulo € isosceles.

E dado AABC com AC = BC. As bissetrizes dos angulos da base, £ 4 e £ B.se
interceptam em F. Demonstre que CF é perpendicular a AB. (Ndo é necessario
usar tridingulos congruentes em sua demonstragio).

Uma diagonal de um quadrilatero divide ao meio dois &ngulos de um quadrilatero.
Demonstre que ela divide ao meio a outra diagonal.

P
A, B e C estio no plano E. P ¢ @ estio em
semi-espacos opostos em relagio a E. Dado 3
que PB = (QB, A & ponto médio de PO e c a
L PBC = [ QBC, demonstre que PQ L AC. N
Q

6-5. INTRODUGAO DE CONJUNTOS AUXILIARES
NAS DEMONSTRACOES. O USO DA
PALAVRA “SEJA”

Vocé provavelmente reparou que, em algumas de nossas demonstragGes,
introduzimos pontos e retas que nio eram dados no enunciado do teorema.
Lembre-se, por exemplo, quando, na Segio 6-4, quisemos mostrar que
existe sempre uma perpendicular a uma reta dada por um ponto fora da
reta. ‘
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Somente eram dados a reta Le o ponto P, mas para obter a perpendicular
TP, tivemos que introduzir os pontos Q e R, as semi-retas QP e 03§ e o
ponto T.

Em cada passagem da demonstragiio em coluna dupla desse teorema
{Teorema 6-3), as afirmagdes garantem que realmente existem pontos e
semi-retas do tipo que queremos. E se vocé completou corretamente a
coluna das justificagdes, em cada passagem vocé se referiu a um postulado
(ou talvez 2 um teorema) que justificava a afirmagio.

Na maior parte do tempo, porém, as justificagbes em tais casos eram
muito simples; e ao escrever demonstragdes correntes, usamos muitas vé-
zes uma linguagem informal. Na discussdo que precedia o Teorema 6-3,
vocé viu um exemplo disso. Dissemos

“Sejam Q ¢ R dois pontos quaisquer de L. Para obter a perpendicular,
primeiramente desenhamos a semi-reta P ..."

Os matemadticos muitas vézes falam dessa maneira, ¢ niio h4 razio para
que ndo o fagam. Mas se vocé ndo estiver seguindo cuidadosamente o
que estd acontecendo, ésse tipo de linguagem pode ficilmente levar a mal-
entendidos. Algumas vézes pode parecer que os matematicos simplesmente
“impdem” que as coisas sejam aquilo que &les querem que elas sejam. Isso,
claro, ndo € o que éles estdo fazendo. Quando dizemos, “sejam @ e R dois
pontos quaisquer de L', estamos afirmando que L contém dois pontos e
estamos afirmando saber o porqué. Tendo demonstrado os Teoremas 6-3
e 6-4, sabemos que perpendiculares existem ¢ sdo Unicas. Temos portanto
o direito de dizer “seja L a perpendicular a Lpor P”. Isso é uma maneira
abreviada de mencionar ambos os teoremas de uma sé vez. [ Pergunta: Se
conhecéssemos o Teorema 6-3 mas nido o 6-4, que tipo de afirmagio abre-
viada teriamos o direito de fazer?] .

Em demonstragdes formais de coluna dupla, quando introduzimos con-
juntos auxiliares, precisamos mencionar postulados e teoremas como justi-
ficagdes. Uma lista dos postulados e teoremas que vamos usar, para &sse
proposito, encontra-se abaixo. Sio afirmagdes que nos dizem que algum
ponto, reta ou plano existe, ou & finico, ou ambos,

[
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POSTULADO 4. O Postulado da Reta

Para cada par de pontos distintos existe exatamente uma reta que os
contém.

POSTULADO &5

(@) Todo plano contém pelo menos trés pontos ndo-colineares.
(b} O espago contém pelo menos quatro pontos ndo-coplanares.

Teorema 2-1

Seja AB uma semi-reta € seja x um nimero positivo. Entdo existe exata-
mente um ponto P de AB tal que AP = x.

. Teorema 2-2

Todo segmento tem exatamente um ponto médio.

Teorema 3-1

Se duas retas distintas se interceptam, a interse¢io contém somente
um ponto.

Teorema 3-2

Se uma reta intercepta um plano que nio a contém, a intersegiio con-
tém sOmente um ponto.

POSTULADO 7. O Postulado do Plano

Trés pontos quaisquer pertencem pelo menos a um plano, e (rés pontos
ndo-colineares quaisquer pertencem a exatamente um plano.

Teorema 3-3

Dados uma reta ¢ um ponto fora da reta, existe exatamente um plano
que o$ contém,

Teorema 3-4

Dadas duas retas que se interceptam, existe exatamente um plano que
as contém,
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POSTULADO 12, O Postulado da Construgago de um Angulo

Scja AB umd semi-reta contida na origem do semiplano H. Para todo
numero r entre O e 180 existe exatamente uma semi-reta AP. com P e H .
tal que m/ PAB = r.

Teorema 5-2
Todo dngulo possui exatamente uma bissetriz.

Teorema 6-1

Num plano dado, por um ponto dado de uma reta dada, existe uma e
uma so reta perpendicular a reta dada.

Teorema 6-3

Por um ponto dado, fora de uma reta, existe pelo menos uma reta per-
pendicular & reta dada.

Teorema 6-4

Por um ponto dado, fora de uma reta, existe no maximo uma reta per-
pendicular A reta dada.

Entre os teoremas e postulados que demos até agora, ésses sio os que
vamos usar ao introduzir conjuntos auxiliares. Mas éles certamente nio nos
aj_'udarﬁo na demonstra¢io de novos teoremas, a ndo ser que possamos ima-
ginar um conjunto que seja util introduzir. De fato, imaginar conjuntos
uteis é realmente a parie mais dificil e mais interessante da nossa tarefa;
as citagdes de teoremas sdo simplesmente modos de térmos certeza de que
nosso trabalho estid em ordem. :

Néo existem regras fixas para inventar demonstragdes; aprendemos
pela pratica. Vamos olhar para alguns exemplos.

A
Exemplo 1
Dado: A figura plana com AD = AEe CD = CE. 2, £
Demonstre: ;D = ¢+ E.
o

TR ]

) A
Suponha que introduzimos DE, de modo que o //\\ £
nossa figura se parega com a da direita. Isso nos
permite completar a demonstragio, poism/ ADE =
' C

Um Exame mais Detalhado de uma Demonstracao 1o

Como todos nossos postulados e teoremas relacionados com congruéncia
lidaram com triingulos, parece razodvel que nossa figura deva mostrar
alguns tridngulos. Conseguimos isso facilmente introduzindo AC ou DE.

=m/ AEDem/ CDE =m/ CEDnosdam/ ADC
= m/ AEC pelo Postulado da Adigio de Angulos.

Cuidado: Antes de vocé “introduzir” alguma coisa, tenha certeza de
que ela existe. Nada é mais ficil que descrever objetos imaginarios, colo- -
cando apressadamente palavras umas atras das outras. Considere, por
excrmplo, o seguinte “teorema” e sua “demonstragio”.

A
B D - €
A
r- \
o’ D c
de BC e o pé da perpendicular de A
sdo dois pontos distintos. Portanto,
na maiorta dos casos o ponto D que estamos introduzindo nio existe de
maneira alguma. Observe que isso teria sido bastante evidente, se o autor
da demonstragio errada tivesse tido a idéia de usar um triingulo escaleno

na sua figura. Boas figuras nio sfio garantia contra erros, mas elas aju-
dam bastante.

"Teorema”
Em qualquer AABC, temos / B = / C.

“Demonstragdo”. Seja D um ponto entre B e C tal
que BD = DCe AD L BC.Entdo L ADB = [ ADC
pois ambos sdo retos. Portanto ADB «» ADC é uma
correspondéncia LAL. Portanto AADB =~ AADC e
(B=LC

Esse “teorema” ¢ ridiculo e por-
tanto sua demonstragio deve estar
errada. E ndo ¢ dificil ver que a de-
monstragio vai por caminhos erra-
dos desde o inicio, com o uso im-

“ b, J >~
pensado da palavra “seja”. A ndo
ser que LB = / C, o ponto médio
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Problemas 6-5

1. Demonstre o teore}na enuﬁciado no Exemplo 1 da pag. 158, introduzindo A

2. E dada a figura com as marcas. Demonstre que
LM<= /(P

3. Dada a figura com AD = CB e AB = CD, de-
monstre que AK = CK.

A C

4. Faga uma lista dos postulados ¢ teoremas dados nas paginas 157 ¢ 158, usando
4 no lugar de Postulado 4, 2-1 no lugar de Teorema 2-1 e assim por diante, Se
um postulado ou teorema garante existéncia, coloque E apds o niimero na sua
lista; se garante unicidade, coloque U; se existéncia e unicidade, coloque EU.
Por exemplo, Postulado 4 devera aparecer na sua lista como “4EU™.

P

5. Sdo dados os pontos A e B num plano E e pontos

P e Q em semi-espagos opostos, relativamente ao
A /
3

forem coplanares?

—_— B
plano E ¢ tais gue PA =04 ¢ 4B 1 PQ. De-
monstre que B é equidistante de P ¢ 8. Como
entra o Teorema 3-4 na sua demonstragio?
Q
Q
6. Dados: @, R, S e T sio coplanares. QR = QT
m{R=ms T
Demonstre: SR = ST, '
Sua demonstragio & valida se @, R, S ¢ T ndo R T
5

7. Ache o érro na seguinte “demonstragio”. Os
pontos B ¢ C siio tomados sébre os lados do
£ A, de modo que AB = AC. D ¢ um ponto
qualguer no interior do £ A. Introduza a semi-
-reta que divide ao meio o L A e contém D.

Introduza DC ¢ DB. Por definicio de bissetriz,
L DAC = [ DAB. AD = AD por identidade.
Portanto AADC = AADB pelo caso LAL ¢
- DB = DC. Assim D ¢ equidistante de B e C.

*11.

* 12,

_ M Q
A \/
P
H D
., Dados: AH=RD, A~ (Re¢H, A ReD
sdo coplanares.
Demonstre: / H ~ /. D, A R

* 10.

Um EXame mais vLegtalhado 4de uma uvemonsiragcao LR ]

o

. Dados: AB=PQ ¢

BP = AQ.
Demonstre: (a) A= LP,
(b) AABM = APQOM. -

Esboce uma segunda solugio do Problema 9, introduzindo segmentos auxiliares

A
,AC

diferentes dos que vocé usou primeiro.

Invente duas demonstragdes para a afirmacio seguinte
e diga qual das demonstragdes ndo depende da exigéncia
de serem A4, B, C e D coplanares.

Dados: AB = AC ¢ BD = CD, na figura.

Demonstre: . ABD =~ / ACD.

Na figura, os planos R e T se interceptam
em MN. Eestiem 7, S em R e MN contém
Ae Y Se EY = EA e §Y = S4, demonstre
que / EAS = ¢/ EYS.

6-6. ELIMINANDO O POSTULADQO ALA.

No capitulo precedente, baseamos nosso estudo de congruéncia de
tridngulo em trés postulados LAL, ALA e LLL. Na verdade, o iinico désses
que, realmente, precisamos aceitar como postulado ¢ o LAL; admitindo
apenas o LAL, os outros podem ser demonstrados. Consideremos primei-
ramente o caso do ALA.
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E dada uma correspondéncia ALA
- ABC o DEF,
como indicado na figura, de modo que

[ A= /D,
{1}y AC = DF,
LC= ¢t F.

Precisamos mostrar que AABC = ADEF.

Demonstragdo

Afirmagdes Justificacdes

Um Exams mais Detalhado de Uma Demonstracio . 163

Demonstragdo

\i— ; ”a’
\# 1 "a'
~ | -
\*,—’
H~ ]
\\..
Y
G w
Afirmacdes

Justificacdes

2. AB contém um ponto B tal que Teorema 2-1
AB' = DE.

3. AB'C « DEF éumacorrespondén- Passagens | e 2,
cia LAL.

4. AAB'C =~ ADEF LAL.

5. L ACB' =~ [ DFE Angulos correspondentes.

6. CB = CB Postulado da Construgio de um
Angulo.

7. B =B Duas retas distintas se interceptam

nc maximo em um ponto.

8. AABC = ADEF Passagens 4 e 7.

6-7. ELIMINANDO O POSTULADO LLL.

Vamos mostrar agora que o postulado LLL também pode ser demons-
trado como teorema.
A

Primeiramente lembramos gue ao provar o Teo-
rema do Tridngulo Isdsceles, somente usamos o
LAL. Como ABC « ACB é uma correspondéncia
LAL, sabemos que AABC = AACB e assim

LBz=/C
B c

Podemos portanto usar o Teorema do Tridngulo Is6sceles para demons-
trar o LLL, sem cometer o érro de argumentar de forma circular.
Suponhamos agora que nos é.dada uma correspondéncia LLL

ABC — DEF

AB = DE, AC = DF, BC = EF.
Existe um ponto G no lado oposto
de AC relativamente a B, tal que
L CAG = (. D, )
Existe um ponto H de AG tal que
AH = DE.

AHC « DEF éuma cofrespondén-
cia LAL.

AAHC = ADEF.

Dadb_é:-

Postulado da Construgio de um
Angulo.

Teorema 2-1.

Passagens 1, 2 e 3.

LAL.

. Assim temos uma reproducdo congruente do ADEF ao lado do AABC.

Isso termina a primeira metade da demonstracio. Na segunda metade,

vamos mostrar que AABC = AAHC. A seguinte demonstragio se aplica ao
caso visto na figura, no qual BH intercepta AC em um ponto entre 4 ¢ C.

Demonstragdo (cont.)

Afirmagdes

Justificagdes

el e B

L ABH = / AHB.
LHBC = / CHB.
L ABC = [ AHC.

ABC & AHC é uma correspon-
cia LAL.

10. AABC = AAHC.
11. AABC = ADEF.

Existem, & claro,
dois outros casos
a considerar: K=A

A demorstragio,

Teorema do Tridngulo Is6sceles.
Teorema do Tridngulo Isdsceles.
Postulado da Adicdo de Angulos.
Iaassagens 1, 5e8 ’

LAL. )
Passagens 5 ¢ 10.

nesses casos, fica para voce.
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6-8."ESTAR ENTRE” E SEPARACAO

Se vocé estava 'prestando milita atengio,
talvez tenha percebido duas situagdes onde
nossas demonstragdes ndo foram completas.
Na demonstragio do Teorema 5-2, reaimente
precisivamos saber que o ponto médio D de

BC estava no interior do / BAC. A ¢

Precisavamos dessa informagdo para saber que AD satisfazia a definicio
de bissetriz, :

Analogamente, na demonstragio do LLL, na seg¢io anterior, para usar
adiciio de dngulo na passagem 8, precisdvamos saber que o ponto K esta-
va no interior do /£ AHC.

Rigorosamente falando, essas afirmagdes exigem demonstragdes. Mas
as demonstragdes sdo omitidas em quase todos os livros, incluindo Euclides
¢ muitos dos livros-textos. Isso ndo € necessariamente um mal. A geome-
triuﬁ ¢, mui acertadamente, guiada pelo bom-senso; € o bom-senso, em pri-
meiro lugar que nos diz que nossos postulados sdo razodveis. E o estudo
da georpetria ja tinha mais de dois mil anos, antes que certas pessoas
conseguissem escrever postulados reaimente adequados para as demons-
tragdes de teoremas geométricos.

Desde que tenhamos, entretanto, os postulados e desde que aprenda-
mos a usi-los, podemos muito bem colocar nosso trabalho numa ordem
methor, enunciando e demonstrando os teoremas gue precisamos.

Teorema 6-6 - \

A M

Se M esti entre A e C na reta L, entio
M ¢ A estdo no mesmo lado de qualquer
outra reta que contenha C.

Demonstragdo. Seja I uma outra reta, contendo C e suponha que 4 ¢ M
estdo em semiplanos opostos em relagdo a L. Entdo AM contém um ponto
Dde . Mas AM esti em Le Lintercepta L somente em C. Portanto C = D,
Portanto, por definigio de segmento, C esta entre A ¢ M. Isso é impossivel,
porque M esti entre A ¢ C. [Veja Afirmacgio (2) na pag. 35.]

Isso leva facilmente ao teorema que precisavamos nas demonstragoes

de Teorema 5-2 e LLL.:
[

Teorema 6-6 M

Se M estaentre Be C, e A ¢ qual-
quer ponto niio em BC, entio M
est4 no-interior de £ BAC. A <

L

* 4

** 5

*+ 6 PDados os pontos coplanares 4, B, C, D, Ee H

fe) Re Pestdo....ooneennnes AB.
. Demonstre: Se M estiver entre 4 e C na reta L, N M

Demonstragio. Pelo teorema precedente sabemos que (1) M e B estdo num
mesmo semiplano determinado por AC. Com outra aplicagiio do teorema
precedente sabemos que (2) M ¢ C estdo num mesmo semiplano determi-
nado por AB. Por defini¢io de interior de um angulo, isso significa que
M esta no interior do L BAC.

Problemas 6-8

[Observagdo: Nesse conjunto de problemas, nenhuma informagio deve ser tirada
de figuras.]

Desenhe uma figura para a seguinte afirmacdo e justifique sua validade: Em qual-
quer tridngulo, todos os pontos de um lado do tridngulo, distintos dos vértices,
estdo no interior do dngulo oposto ao lado.

. E dada a reta AC, com um ponto R tal que R-4-C, um ponto B nio em AC ¢ os

pontos P e @ em BC e BA tais que B-P-C ¢ B-Q-A. Complete cada uma das afir-
magdes seguintes e prepare-se para justificar suas respostas.

{(a) P estd no interior do L .........

8

{(b) @ ¢ B estdo no .....oeunneens semiplano determinado ac. ¢

(c) P e B estio ...ccconnnnnn. AC. R P
4 C

(d) Q e P estio .cuvreeennn. Aac.

L

c
entio A e C estio em semiplanos opostos rela- -—
tivamente a qualquer outra reta que contém M. \
Dados os pontos coplanares 4, B, C, D, Ee H
tais que 4, B e C sdo ndo-colincares, B-C-D, A-E-C A
¢ B-E-H, demonstre que 4 e H estio no mesmo e 4
lado de BD.

Demonstre: Num plano, se uma reta intercepta um
lado de um tridngulo que ndio seja vértice, entdo c D
ela deve interceptar pelo menos um outro lado do , €
H
£
cC D

H
tridngulo. i
[Sugestde: Sejam H, e H, os semiplanos determi- Y
nados pela reta origem L, com C em H, . Ha trés casos H,
a considerar: B estd em L, B esth em H, ¢ B estd
em H;.} A 8
A

tais que A, B e C séio ndo-colincares, B-C-D, A-E-C
¢ B-E-H, demonstre que H estd no interior do

L ACD.
[Sugestdo: Pela defini¢do de interior de um éngulo
vocé precisa mostrar que 4 ¢ H estio num mesmo

lado de CD (veja Problema 4} e que D ¢ H estio B
num mesmo lado de AC.)
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** 7. O seguinte teorema, cuja veracidade parece A Revisdao do Capitulo
tdo dbvia, ¢ freqiientemente aceito sem de- H,
monstragio. - K t. Se vocé tentasse demonstrar cada afirmagio abaixo pelo método indireto, co
Se K & um ponto no interior do 7 ABC, 8 que suposi¢io, em cada afirmacfio, vocé comegaria? ’
entdo BK intercepta AC. /’ ’_____—”c o (a} Senenhum par de Angulos de um tridngulo é congruente, entio €le nio ¢ isdsceles,
Vocé deveria ser capaz de dar uma demons- Do " " (b) Dada uma reta ¢ um ponto fora dela, existe no maximo uma reta pelo ponto
tracio, apds responder as questSes abaixo. - : perpendicular 4 reta dada. '
V'o_cé pode usar outros problemas dessa # (¢} Se um ponto ¢ equidistante dos extremos de um segmento, éle pertence a me-
série para justificar seus argumentos. diatriz do segmento.
(a) Sefam H, e H, os semiplunos de origem BC com 4 em H 1 (d) Se duas retas coplanares sio perpendiculares a uma mesma reta, elas sdo
Tome qualquer ponto D na semi-reta oposta a BA. Desenhe DC formando paralelas, :
ADAC. Por que estd D em H,? {(e) Num plano, existe no maximo uma reta perpendicular a uma reta dada num
(b) Por que esta K em H,? Que teorema mostra que todo ponto de BK, salvo B, ponto dado desta reta.
estd em H,? ) /2 ndio é um nimero racional.

(c) Por que todo ponto de DC salvo C estd em H,?

(d) Por que DC nio intercepta BK?

(&) Por que DC nio intercepta a semi-reta oposta a BK?
(h Por que DC nio intercepta BK?

(8) Por que BK tem que interceptar AC?

(h) Por que a semi-reta oposta a BK nio intercepta AC?
) Por que BK intercepta AC?

(g) Zero ndo tem inverso multiplicativo.
2. Defina “mediatriz de um segmento™.
3. Enuncie o Teorema da Mediatriz.

4, Copie cada tridngulo certificando-se de que cada um ¢é escaleno, Construa a me-
diatriz de cada lado de cada tridngulo. Alguma das mediatrizes é bissetriz de um
dos angulos dos tridngulos?

c F
Problema Magno

9 seguinte argumento, ndo vilido, que tenta demonstrar que um &ngulo obtuso !
¢ congruente a um ingulo reto, di énfase 4 importincia de se saber em que semi- A 8 b £
:plano determinade por uma Ieta esti um certo ponto. Suponha que (JABCD
¢ um retingulo e que o lado BC ¢ puxado para fora de modo que BC'=BC e

5. Indique, para cada afirmagdo abaixo, se ela é verdadeira ou falsa.

0 £ ABC' & obtuso. Seja X a intersegio da mediatriz de B com a mediatriz de D" (a) Num plano existe no maximo duas perpendiculares a uma reta por um pento
Se X estiver abaixo de 4B, como na figura, temos da mesma. :
D c (b) Demonstrar que “existe exatamente uma” significa demonstrar existéncia e
AAXD =~ ABXC % ¢ unicidade. ' .
pelo Teorema LLL e assim + {c) O lado maior de gualquer tridngulo & chamado hipotcnusa..
E _(d» Num triingulo retangulo, o lado oposto ao dngulo reto € chamado hipotese.
m;DAX =m/ C'BX. A ] D
6. Na figura, 4E = BC, ED = CD, G & o ponto E C
Também, AEAX = AEBX por LLL ¢ assim m/ EAX = médio de AB ¢ LE = / C. Demonstre que
=m/ EBX. SegLuFfse, por subtragio, que m/ DAE = X DG L 4B
= m/ C'B E.Se X estiver actma ae AB, como na segunda D c A G B

figura, obtemos, exatamente como antes, 2 ¢ _ o
E * 7. Areta Lé a mediatriz de BC sendo A o ponto médio de BC. Os pontos K ¢ G estio

m{DAX =m{ CBX, m/{ EAX = m/ EBX num mesmo semiplano determinado por BC. K e B estdo num mesmo semiplano
¢ 2 igualdade descjada, m¢ DAE = ms C'BE, segue determinado por L,Ge C também, de modoque L BAK = /. C{iG. A perpendicular
por adigdo. O que esta errado com o argumento acima? ' a BC por B intercepta AK em D ¢ a perpendiculara BC em (. intercepta AGem E.
{Sugestdo: Tente desenhar uma figura exata para o caso Demonstre que BE intercepta CD em L. _ S
etn que m/ ABC é somente um pouco menor que 180, X * 8. AB e CD sdo coplanares e congruentes. A mediatriz de AD e a mediatriz de BC se
Que parte da “demonstragio” & valida nesse caso?] interceptam em X. Demonstre que AABX = ADCX.




7-1. CONJECTURAS RAZOAVEIS

Até agora, em nosso estudo da geometria do tridngulo, lidamos apenas
com condi¢des sob as quais podemos dizer que dois segmentos tém com-
primentos iguais ou que dois 4ngulos tém a mesma medida. Procederemos
agora ao estudo de condigGes sob as quais poderemos dizer que um seg-
mento é mais comprido que outro (isto ¢, tem um comprimento maior),
ou um angulo é mais aberto que outro (isto é, tem uma medida maior).

Nio comegaremos, entretanto, demonstrando teoremas. Comegaremos,
ao contrario, fazendo algumas conjecturas razoaveis sobre tipos de afir-
magdes que devem ser verdadeiras. (Estas afirmagdes ndo devem ser cha-
madas de teoremas até que sejam demonstradas.)

Olhemos o seguinte exempio: Dado um triangulo com dois lados de
comprimento desiguais, o que podemos dizer sdbre os dngulos opostos
a éstes lados? Observe que éste problema é sugerido de forma natural
pelo Teorema $5-3, que afirma: se dois lados de um tridngulo tém o mesmo
comprimento, entio os dngulos opostos a éles t€ém a mesma medida.

Vocé pode investigar esta situagdo esbogando um tridngulo com dois
lados de comprimentos visivelmente desiguais:

B

A C

Aqui, BC é maior que AB e m/_ A & maior que m/ C. Depois de esbocar
mais alguns exemplos, provavelmente vocé estard convencido de que a
seguinte afirmacfio deve ser verdadeira.

Se dois lados de um tridngulo sdo de comprimentos desiguais, entdo os
dngulos opostos a éles sdo de medidas desiguais e o maior dngulo se opde
ao maior lado.

Experimente, agora, 0 mesmo tipo de procedimento com os seguintes
problemas.

Problemas 7-1

. Em cada um déstes tridngulos, m/ A > m/ B. Que conjecturas pode vocé fazer

sobre os lados opostos a /. A ¢ / B?
c C
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. Considere trés pontos quaisquer. Chame-os de 4, B e C. E verdade que

AB + BC > AC? Que se pode dizer de BC + AC comparado com 4AB? E BC
comparade com AC + AB? Que afirmagio geral sugerem as respostas que vocé
encontrou? ’

. Considere varios tridngulos escalenos de diferentes formas. Para cada um déles,

verifique qual o maior lado € o maior dngulo. Que conjectura deve ser verdadeira?

. Desenhe os tridngulos ARST ¢ AABC tais que

RS = AB, ST = BC, € m{ RST > m/ ABC.
Compare RT e AC.

c

A B D

Que conjectura sébre m/ CBD e m/ BAC ¢ sugerida pelos triingulos vistos acima?
Na terceira figura, se o vértice C fosse removido para bem distante de 4 e B, a
esquerda, a sua conjectura ainda se verificaria? Vocé é capaz de descobrir um

_meio de demonstra-a?
. Desenhe um tridngulo, AMOP. Seja K um ponto entre M e o ponto médio de

MP; trace KO. Para os tridngulos AMOP ¢ AKOP, temos PO = PO, (P=tPe
MP > KP. Uma pessoa apressada poderia pensar que MO > KO. Mostre que
isto ndio acontece sempre.

Séo dados uma reta L e um ponto P, fora de L. Seja Q o pé da perpendicular a L

por P ¢ seja A um outro ponto de L. Que conjectura envolvendo PQ ¢ PA parece
ser verdadeira?

Verifique se o seguinte procedimento descreve um processo vilido de dividir um
fngulo em trés partes de mesma medida. Faga alguns desenhos para ajudéd-lo a
decidir. .
S6bre os lados de um dngulo, 7 A4, tome os pontos B e C de modo que AB = AC.
Trace BC ¢ divida &ste segmento, com os pontos D e E, em trés partes tais que
BD = DE = EC. Trace AD ¢ AE. Entio AD ¢ AE dividem /A em trés partes
de mesma medida.

0C e 0B sdo segmentos ndo-colineares, con- L
tidos em um plano E. P & um ponto fora de
E, tal que / PQB ¢ / PQC sio angulos
retos;, QC < @B. Escreva uma proposi¢iao : 3
cuja conclusdio relacione PB e PC e que p

vocé ache que ¢ verdadeira.

«*+ 10. A é um ponto num plano E, AB uma semi-

-reta ndo contida em E e AC uma semi-reta
contida em E. Considerando diferentes po-

si¢des de 71?,', descreva tio cuidadosamente
quanto possivel as posighes de AC que
tornem m £ BAC o maior possivel e a menor
possivel. Ndo se espera nenhuma demons-
tragdo, mas vocé deve dar a resposta com
base em seu conhecimento do espago.

7-2. DESIGUALDADES PARA NUMEROS,
SEGMENTOS E ANGULOS

As desigualdades entre segmentos e dngulos séo definidas em térmos
dos niimeros que medem éstes segmentos € ngulos.

Definigdo
AB < CD se AB < CD.

Em palavras: Um segmento € menor que Outro se seu comprimento
for menor. Da mesma forma,

Definigdo
LA< {Bsem/iA<mlLB.

Antes de proceder ao estudo das desigualdades entre segmentos € angu-
los, devemos recordar, da Segéo 2-2, as leis que governam as desigualdades
entre nimeros.

O-1. TRICOTOMIA

Para todo x e y, uma ¢ apenas uma das seguintes condigdes se verifica:
X<y, X=y X>)N

0-2. TRANSITIVIDADE
Se x<yey<z entio x <z

0O-3. A LEI DA ADICAO
Sea<bex<yentioa+x<b+y.

0-4. A LEI DA MULTIPLICAGAO
Se x <yea>0 entdo ax < ay.



A Algebra que usaremos ao lidar com as desigualdades geométricas
serd muito simples. Ndo precisaremos nem mesmo de O-4. Precisaremos,
entretanto, do seguinte teorema.

Teorema 7-1

Sea=b+cec>0 entio a > b.

Demonstragdo. Como a-b = ¢, temos a—b > 0. Portanto

! (@a-b)+b>0+bea>h.

Problem:zs 7.2

1. Para cada um dos seguintes exemplos, identifique a propriedade de ordem ilustrada.
a)Se m>7¢en<7 entio n < m.
(b) Se 4 < 6, entdio 14 < 21.
(c) Se AB < 13, entio AB # 13.
{d) Se x—y=7e y<3 entio x < 10.
(€) Se LA< Ce B> LC entdo A< £B.
{fy Se RS < GH e ST < HK, entio RS + ST < GH + HK.
‘ G
2. Se, na figura,
AB < GB e

demonstre que AC # GH.

BC < BH, 3

A H

3. Os pontos 4. B e C sio colineares, da mesma forma que os pontcos G, He K o sdo.
Os pontos estdo dispostos de tal forma que AB < GH & BC < HK Conclui-se
dai que AC < GK? Sim ou nio? Por qu&?

- C

4. Dados: A figura com

' LDAB < £ DBA e

Demonstre: / CAB < f CBA.

L DAC < [ DBC.

A : ]
5. Explique cuidadosamente por que o Teorema 71 tem 2 seguinte conseqiiéncia;
Se D & um ponto interior de . ABC, entdio / ABC > 7 ABDe 7 ABC > / CBD.

A

6. Na figura, BD = CD. Demonstre que
L ABC > 1 DCB.

-
[g]

90

10,
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Dada a figura com M ponto médio de PS ¢ RQ,
demonstre que .~ RQT > LR

P Q T

. Use a Propriedade O-2 para demonstrar que qualquer numero negativo € menor

que qualquer nimero positivo. '
Suponha que a Propriedade O-3 tenha sido enunciada, simplesmente, como:
Quaisquer que sejam a, b e X, se a < b, entdo a + x < b + x.
Mostre que a outra forma de O-3 deve seguir como um teorcma:
Quaisquer que sejam a, b, x e y, sea<be x <y entiio a + x < b + y.
[Sugestdo: Demonstre que a + x <b+xe x+b<y+b e use 0-2]

Considere a figura do Problema 7, mas admita apenas a seguinte hipotese: S ¢ P
estio em lados opostos de RQ, P-Q-T, e § ¢ R estio no mesmo lado de PT. De-

monstre que S estd no interior de L RQT

-~ = o~ T SRR S TIT
7'3- (o e iv‘if"'\ ./C Pl W I S SR A HEPR N B i

Nas figuras abaixo, £ 1 é um dngulo externo do AABC:

Definicdn

Se C esta entre A e D, entio ¢ BCD é um angulo externo de AABC.

Todo tridngulo possui seis Angulos externos, como se vé na figura abaixo.

il
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Estes formam trés pares de angulos opostos pelo vértice; os angulos em
cada par sdo congruentes, como é indicado na figura.

Todo édngulo externo de um tridngulo forma um par linear com um
dos angulos do préprio tridngulo. Por exemplo, na figura, 21 e 7 C de
AABC formam um par linear. Os outros dois angulos do tridngulo sio
chamados angulos internos ndo adjacentes.

Definicdo

LAe £ B do AABC sio chamados dngulos internos ndo adjacentes

aos dngulos externos / BCD e L ACE.

Da mesma forma, / A e £ C sfio os dngulos internos nio adj
. ABF ¢ / CBG. Jacentes a

O teorema seguinte & a chave para o estudo das desigualdades geomé-
tricas,

Teorema 7-2. O Teorema do Angulo Externo

Um angulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um de seus
dngulos internos nio adjacentes.

Re-enunciado: Dado AABC, com C
entre A e D, entdo

LBCD > [/ B. 1
A 2~

Primeiramente, observamos que o re-enunciado traduz, de fato, todo
o conteitdo do teorema. O re-enunciado nos diz que /. 1 > £ B. Po’r uma
mudanca de notagiio (trocando A4 e B), concluimos que /2 > /A Desde
que L1 = /2, segue-se que 21> £ A. Portanto, / 1 & maior que qual-
quer um dos dngulos internos nio adjacentes.

Procedemos, agora, & demonstragio.

8 F

E

h Y
[}
[w ]

Y

—
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Demonstragio
Afirmagédes Justificagdes
1. Seja E o ponto médio de BC. ?

Seja F um ponto da semi-reta opos-

o

ta a EA4, tal que EF = EA. - ?
3. L. BEA = £ CEF. ?
4. ABEA = ACEF. ?
5. m/,B=m/{ ECF. ?
6. m.BCD = m/ ECF + m,. FCD. Postulado da Adigio de Angulos
7. m/{ BCD =m/ B+ m{ FCD. Afirmagdes 5 e 6.
8 m{ BCD > m/(B. Teorema 7-1.
9. L BCD > /B Defini¢iio de > para dngulos.

O Teorema do Angulo Externo tem um corolario simples.

Corolério 7-2.1

Se um tridngulo tem um angulo reto, entdo seus A
outros dngulos sio agudos. :

(Se £ C & um angulo reto, /. 1 também o é. O Teorema
do Angulo Externo nos diz que /1> LB e que A
£1> LA Portantom/ B <90 ems A <90) ¢

Se ja conhecéssemos o Teorema do Angulo Externo
no ultimo capitulo, poderiamos ter concluido de um
modo muito mais simples que a perpendicular a uma
reta, por um ponto fora dela, & Gnica. Se existissem
duas perpendiculares a Lpor P, en-
tio .1 deveria ser congruente a
. POR, o que é impossivel: /1 &
um Angulo externo de APQR e
£ POR é um de seus ingulos inter-

nos ndo adjacentes.

Q R
Problemas 7-3
C F
. (a) Na figura, dé os angulos internos ndo adja-

centes a / ABE. .
(b) Que ingulo externo tem . ABC e LBAC 2 ___ A 8

como ingulos internos ndo adjacentes? / A

G
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. (a) Na figura, P§ & bissetriz de . RPM.

. Expligue porque as marcas na figura indi-

/0 “Euiic. RIA NVIVLIERNA

. (a) Na figura, quais sdio os dngulos externos do

triangulo AABC? C
{b) Qual a relagiio ‘que existe entre m/ DAC e
m/ B? Por qué?
{c) Qual a relagio que existe entre m/ DAC ¢
m/ BAE? Por qué? > A
(d) Qual a relagio que existe entre m/ DAC ¢ \E
m/ BAC? Por qué?

. Use a figura apenas para interpretar a notagéio: copie em seu caderno ¢ complete

cada afirmacio com base nos teoremas que vocé jA viu demonstrados até aqui:
(a) Se x=40e y=130, entiio w> ......oeoeiinnn
(b) Se x=T72e y=73, entdo w........oeeeeeenn
(c) Se y=54 e z=68, entdo w.......oceveuennn
(d) Se w =112, entio x.........ooeeennn

(8) Se w =150, entdo z...........eeievs

f) Se x =25¢e¢ z=90, entdo W....c.covveeemnnns

(2) Se z =90, entdo x.......cc..eininn € Y eeeeieaanaanans 5
. Dada a figura 4 esquerda, abaixo, demonstre que / CAK > / G.
C
C
H | (Q\\ ‘
o - B )
N
: A 8 E

G

. A figura a direita, acima, ¢ uma ilustragio desta afirmagio: Um ingulo externo

de um quadrilitero é maior que qualquer um de seus dngulos internos ndo adja-
centes.

Esta afirmagio & verdadeira? Expligue.

Demonstre que / SCM > L SPM.

(b) Demonstre que se / SCV = /. PRV, entiio
L PRT > £ 8S. M

. Dados dois segmentos quaisquer, AB e DE, pode-se afirmar alguma coisa a respeito

de AB ¢ DE que seja sempre verdade? O que €7 Dé uma razio para sua resposta.

C
D
A 8

cam uma situacio impossivel.

Demonstre o seguinte teorema:

A soma das medidas de dois dngulos quais-
quer de um trifingulo é menor que 180.

*10.
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Reenunciado: Se os dngulos de um tridngulo
tém medidas como indicadas na figura, entio
a+ b < 180,
b+ ¢ <180,
a+ c < 180,

Demonstre o seguinte teorema:
Os dngulos da base de um triingulo isosceles sio agudos.

[Sugestdo: Use o teorema do Problema 9.]

7-4. TEOREMAS DE ACONGRUENCIA BASEADOS NO
TEOREMA DO ANGULO EXTERNO

Definicdo

Dada uma correspondéncia ABC — DEF entre dois tridngulos:

A L c

T

F

“se um par de lados correspondentes sdo congruentes ¢ dois pares de ngu-

los correspondentes sio congruentes, entio a correspondéncia € chamada
correspondéncia LAA (Aqui, evidentemente, LAA quer dizer Lado Angulo
Angulo.) :

Teorema 7-3. O Teorema LAA
Té6da correspondéncia LAA € uma congruéncia.

Se os lados congruentes s3o determinados pelos dngulos congruentes,
entdo j4 sabemos, por ALA, que a correspondéncia é uma congruéncia.
Podemos portanto, assumir, no reenunciado, que temos o tipo de corres-
pondéncia sugerido pela figura acima.

Reenunciado: Dados AABC e A_DEF, se
LA= /D,

al
a
" .
2
o

L B= LE, e
entdo
AABC = ADEF.
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Demonstragdo. Ha trés possibilidades para AB ¢ DE:

’ (1) AB = DE,
(2) AB < DE,
(3} AB > DE.

Se (1) se verifica, entdo o teorema vale, porque, neste caso, ABC «» DEF
¢ uma correspondéncia LAL. Mostraremos que (2) ¢ (3) sdo impossiveis.

B’ E
/Z\
A 1 c D } F

Suponha que (2) se verifique: AB < DE. Seja B’ o ponto de AB tal que
AB = DE. Entdo AAB'C =~ ADEF, por LAL. Portanto / AB'C = [ DEF.
Logo, £ ABC = [ AB'C. (Por qué?) Mas isto ¢ impossivel, porque o Teo-
rema do Angulo Externo nos diz que L ABC > L AB'C.

De um modo muito parecido, podemos mostrar que (3) AB > DE ¢
impossivel. Vocé deve ser capaz de fornecer os detalhes.

B .
Z\ /E\
A 1 C D L F

Desde que (2) € (3) sdo impossiveis, (1) deve se verificar ¢ AABC =~ ADEF
por LAL. Isto completa a demonstragio.

Vimos, no tltimo capltulo que ndo existe o Teorema LLA. Isto ¢ €, uma
correspondéncia LLA ndo é, necessariamente, uma congruéncia. Para o
caso de tridngulos retangulos, porém, podemos demonstrar um teorema
désse tipo.

Teoreama 7-4

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos retingulos. Se a
hipotenusa e um cateto de um dos triingulos sfio congruentes as partes
correspondentes do segundo tridngulo, entdo a correspondéncia é uma
congruéncia.

Reenunciado: Sio dados AABC e ADEF, tais que

miA=msD =90,
AB = DE, BC = EF.

. Dados: PTLRT, 3VLJV,

Desigualdades Geométricas . 179

Entdo
AABC = ADEF.

»L

A F D G

Demonstragdo
Afirmagbes
1. Existe um ponto G, na semi-reta

Justificagdes

oposta a DF, tal que DG = AC. ?
2. ADEG = AABC. ?
3. EG = BC. ‘ ?
4 /G= LC. ?
5. EG = EF. Passagem 3 ¢ hipotese.
6. LF= /G ?
7. DEF = ADEG. Passagens 5 ¢ 6 ¢ LAA.
8. AABC = ADEF. Passagens 2 e 7.

Problemas 7-4

. Faga um sumirio de todos os métodos que vocé conhece, até agora, para demonstrar

congruéncia entre tridngulos.

RT = OV, PQ = SR.
Demonstre: PT = SV, P

3. Na figura, CD divide 4B ao meio e / C =~ £ D. Demonstre que AB divide CD ao

meio.
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. Dados: E & o ponto médio de 4B, AD L 4B,
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Dados £ K = /J ¢ MR = NR. Demonstre: MK = NJ.

A partir do ponto médio de um lado de um tridngulo, tragam-se segmentos per-
pendiculares aos outros dois lados. Demonstre que, se os scgmentos sio con-
gruentes, o tridngulo é isosceles. } D c

BC LAB ¢ 1 ADE = /. BCE.
Demonstre; / EDC = / ECD.

A E 8

.. Os pontos K e M dividem GH em trés partes congruentes, com G-K-M. Os pontos

J e 1, do mesmo lado de GH, estio sdbre as perpendiculares a GH por G ¢ H, res-
pectivamente, de tal modo que JM = K. JM ¢ IK se interceptam em P. Demonstre
que APKM & isOsceles.

E dada a figura, com os angulos retos 2D e £C e AAPR = ABQT.

Demonstre que A4ADF = ABCE. P

R

A, B e Q estio no plano E, 40 L PR, BQ L PR ¢ L PAB = [/ PBA. Demonstre
que /[ PAR =" PBR.

7-5. DESIGUALDADES NUM TRIANGULO

Procederemos, agora, 4 demonstragdo de alguns dos teoremas que foram
motivo para nossas conjecturas no inicio do capitulo.

3 - - 3 4 A Y
Se dois lados de um tridngulo ndo sdio congruentes, entio os angulos
opostos a éles niio sio congruentes e o maior ngulo se opde ao maior lado.

Reenunciado: Em qualquer trisngulo AABC,se AB > AC,entdo . C > LB.

A

B C

“~

Y
~
"~
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Demonstragéo. Seja D um ponto de AC, tal que AD = AB. Entfio / ABD =
£ D, porque os ingulos da base de um tridngulo isésceles sdo congruentes.
Desde que AD = AB > AC, C deve estar entre A e D. Portanto, pelo
Postulado da Adigdo de Angulos

m{ ABD =m; ABC + m/ CBD.
Portanto

m{ ABC <m/ ABD.

(Por qué?) Estamos, até agora, usando medidas de dngulos, e assim rees-
crevemos O que estad acima simplesmente como

ABC < L ABD.
Como [ ABD =~ ¢ D, segue-se que / ABC < [, D.
Mas sabemos pelo Teorema do Anéulo Externo que

LD < £ ACB.
Portanto

L ABC < [/ ACB.

Portanto, em AABC, temos /. B < £ C, como queriamos demonstrar.

Teorema 7-6

Se dois angulos de um tridngulo nfo
sdo congruentes, entdo os lados opostos a
éstes angulos ndo sio congruentes € o

. - . ~ C
maior lado se opde ao maior dngulo.

Reenunciado: Em qualquer tridngulo AABC,se £ C > [ B,entdo AB > AC.

Demonstragdo. Ha trés possibilidades para os nameros AB ¢ AC:

(1) AB < AC,
(2) AB = AC,
(3) 4B > AC.

Se (1) fosse verdade, entdio seguiria pelo teorema precedente que /. C <
< [ B e isto & falso. Portanto (1) ndo & possivel.

Se (2) fosse verdade, entdo LB e L C seriam os dngulos da base de
um triéngulo isdsceles. Disto, resultaria que /B = / C, o que ¢ falso.
Portanto, (2) nio & possivel.

A unica posmblhdade restante & (3), que é o que quenamos demonstrar.

O que esta acima é, simplésmente, um modo conveniente de escrever
uma demonstragio indireta. Poderiamos ter dito a mesma coisa, de um
modo mais formal, como se segue:



“Suponha que o teorema é falso. Entdo, AB = AC ou AB < AC. AB =
= AC é impossivel, porque .... AB < AC ¢ impossivel porque ....
Portanto, o teorema ndo € falso. Logo, é verdadeiro”.

Mas o esquema que usamos, antes, € provavelmente mais simples de
se seguir e vamos usi-lo novamente. A idéia ¢ fazer uma lista de tédas as
“possibilidades” numa dada situagdo ¢ entio mostrar que apenas uma
delas €, de fato, possivel.

Problemas 7-5

. No AABC, AB = 12, BC =7 ¢ AC = 9. D& o maior dngulo ¢ também o menor.

. No APOR, m/ P =72, m/Q =31, m{ R =71 D& o maior lado ¢ também o
menor.

. Na figura, / ABD > / DBC. Demonstre que AD > BD.

D
T
82°
40° 55°,
A ) C R s

. D& todos os lados, da figura acima, & direita, na ordem crescente de comprimento.

. E dada a figura A esquerda, abaixo, com os ingulos medindo como indicado.
Demonstre que PR & o maior scgmento.

A< 63°

. Na figura 4 direita, acima, se os angulos tém as medidas indicadas, qual ¢ o seg-

mento de maior comprimento?
. Se os Angulos tém as medidas indicadas, qual ¢ o menor segmento'?

8
g R
70 0
400 707 :
P Q C
A

. ABe CDsv ‘uterceptamem E, /. C > /. Ae £ D > ¢ B. Demonstre que AB > CD.

*9,

* 10.

No tridngulo isésceles AKGH, KG = KH; P é um ponto de GH nio em GH.
Demonstre que PK ¢ sempre maior que KG e KH.

K

P G H

Se os Angulos, na figura a dircita, acima,
tém as medidas indicadas, qual € o menor
segmento?

7-6. TEOREMAS RECIPROCOS

Os Teoremas 7-5 e 7-6 estio relacionados de um modo muito especial;
sio chamados reciprocos um do outro. A relagdo entre éles € mais facil-
mente percebida se nds os enunciarmos da seguinte forma:

Teorema 7-5'

Dado AABC, se AB > AC, entio £ C > LB.
Teorema 7-6'

Dado AABC se / C > LB, entio AB > AC.

Tivemos muitas vézes -esta situacdo, antes. Por exemplo:

Teorema 5-3

Se dois lados de um triingulo sdo congruentes, entdo os dngulos opos-
tos a éstes lados sdo congruentes.

Teorema 5-4

Se dois Angulos de um tridngulo sio congruentes, entfio os lados opostos
a éstes ingulos sfio congruentes.

Aqui, também, a relagdo se torna mais clara se enunciarmos os teoremas
de outra forma.

Teorema 5-3'
Dado AABC, se AB = AC, entio L C = LB.

Teorema 5-4'

Dado AABC, se £ C = /B, entio AB = AC.
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Apds demonstrarmos um teorema que tenha a forma simples “se....,
entdo....", é usualmente, uma boa idéia investigar a afirmagio reciproca.
Precisamos fazer uma investigagio separada em cada caso, porque pode,
facilmente, acontecer que a reciproca ndo seja um teorema. Por exemplo,
sabemos que se dois angulos sdo opostos pelo vértice, entdo éles sdo con-
gruentes. A reciproca diz que se dois dngulos sdo congruentes, entiio sio
opostos pelo vértice; isto ndo é apenas uma frase falsa, mas também ri-
dicula. Da mesma forma, se x = y, entdo x? = y2. A afirmaciio reciproca
diria que se x? = y?, entdo x = y. Assim, a reciproca é falsa: ndo prevé
a possibilidade x =-y.

Se acontece que um teorema e seu reciproco sio verdadeiros, entio
podemos combina-los em um teorema Unico, usando a frase “se, ¢ somente
se”. Por exemplo, podemos combinar os Teoremas 7-5 ¢ 7-6 da seguinte
forma:

Teorema

Dado AABC, AB > AC se, ¢ somente se, .. C > /_B.

Do mesmo modo, podemos combinar os Teoremas 5-3 ¢ 5-4 assim:

Teorema

Dois angulos de um tridngulo sio congruentes se, e sOmente se, os la-
dos opostos a €les sio congruentes.

Problemas 7-6 _

. Escreva a reciproca de cada afirmagio. Tente decidir se a afirmagio ¢ a reciproca
sdo verdadeiras ou falsas.

{a) Se vocé tem mais de 20 anos, entio vocéd tem o direito de votar.

{(b) Voo vé ledes e elefantes, se voct estda na Africa.

(c) Qualquer pessoa que tenha escarlatina, estd sériamente doente.

. Siga as instrugdes do Problema 1.

(a) Se .dois angulos sio gongruentes, éles sdo dngulos retos.

{b) Se dois angulos formam um par linear, entdo éles sio suplementares.

(¢) Um ponto sdbre a mediatriz de um segmento € equidistante das extremidades
do segmento.

(d) Dois ingulos sio agudos s¢ sdo complementares,

. Quando se pediu que desse a reciproca da afirmaciio: “Se eu segurar um f6sforo
aceso por muito tempo, queimar-me-¢i”, Jodo disse: “Queimar-me-ei, se segurar
um fésforo aceso por muito tempo”. A afirmacio de Jodo é a reciproca da afir-
magdo original? Discuta o problema.

. Separe o seguinte teorema em dois, na forma “se..., entdo...

Wealguaivados QothHriowiLds L= 1]

. (a) E verdadeira a reciproca de tdda afirmacio verdadeira? Justifique a resposta.

(b} A reciproca de uma afirmagio falsa pode ser verdadeira? Justifique a resposta.

. Coimbine os seguintes tcoremas em um unico, usando “se, ¢ sbmente se,”. -
k]

Todo tridngulo equilatero ¢ equidngulo.
Todo tridngulo equidngulo é equilatero.

Um trlﬁugulo ¢ equilatero se, e sOmente se, a blssetnz de cada dngulo do tri-
ingulo ¢ a mediatriz do lado oposto.

Qual dos dois teoremas corresponde & parte que vem depois de “somente se”
no teorema enunciado?

——

7-7. DISTANCIA ENTRE UMA RETA E UM PONTO.
A DESIGUALDADE TRIANGULAR

[
Teorema 7-7
O menor segmento ligando um
ponto a uma reta € o segmento per-
pendicular a reta. L s L

Reenunciado: E dada uma reta L ¢ um ponto P fora de L. Se PQ L L em
Q e R é um ponto qualquer de L, entdio PQ < PR.

Demonstragdo. Por hipotese,m /. Q = 90. Pelo Corolario 7-2.1, 2~ R éagudo.
Assim, m/ R < m/ Q. Pelo Teorema 7-6, PR > PQ.

A distdncia entre um ponto P e uma reta Ldeve ser a distincia minima
entre P e os pontos de L. A luz do teorema precedente, sabemos que existe
esta distdncia minima e onde ocorre. Podemos, portanto, escrever nossa
definicio da seguinte forma:

Definicdo
A distdncia entre uma reta e um ponto fora dela é o comprimento do
segmento perpendicular & reta pelo ponto. A distincia entre uma reta e

um ponto na propria reta € definida como 0.

O teorema seguinte nos diz, sem nenhuma surprésa, que “ndo se corta
caminho dando voltas™,

Teorema 7-8. A Desigualdade Triangular

A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de um triingulo &
maior que o comprimento do terceiro lado.



Re-enunciado: Num tridngulo qualquer A4BC, temos

b AB + BC > AC.

A C
Demonstragdo. Seja D um ponto da semi-reta oposta a BC, de tal modo
que BD = BA, como esta indicado na figura. Entdo
DC = DB + BC
porque B estd entre D ¢ C. Portanto

(1) DC = AB + BC.
Ora
m{ DAC = m/ DAB + m/ BAC
porque B estd no interior de /. DAC. Portanto

m/. DAC > m/ DAB.
Mas

miD=m/iDAB
porque BD = BA. Portanto
(2) mLDAC > m¢.D.

Aplicando o Teorema 7-6 ao tridngulo AADC, obtemos

(3) DC > AC.
Combinando (1) e (3), obtemos AB + BC > AC, como queriamos de-
monstrar,

Problemas 7-7

. Copie em seu caderno, preencha os espagos em branco e epuncie os teoremas
usados.

Para a figura i esquerda, abaixo, podemos afirmar que CD < ......... eCDh<........
¢ que BE< .. ... e BE<......
5
C
E
R
90°
60°

2. Copiec em seu caderno e preencha os espagos etn branco.

Usando as medidas dos angulos vistos na figura, coloque PS, PR ¢ PQ na ordem
correta. ............ € e < e, Cite os teoremas nos quais se baseiam
suas conclusdes. . :

3. Demonstre que a soma dos comprimentos das diagonais de um quadrilitero & -
menor que o perimetro do mesmo.

M

b

Dada a figura, demonstre que
EP + PM + MK > EK.

£ K

5. Vocé pode resolver éste problema através de experiéncias com casos particulares
ou, talvez, raciccinando. Suponha que vocé tenha que desenhar um tridngulo
tendo dois lados de comprimento 3 ¢cm e 7 cm. O terceiro lado deve ter compri-
mento Menor que ............ € maior que ............. '

6. Dois lados de um tridngulo t&ém comprimentos j ¢ k. Se j < k, quais sdo as restrigdes
sObre x, o comprimento do terceiro lado?
7. S0 dados uma reta Le dois-pontos, P e @, de uin mesmo ladoe de L. Ache o ponto R

de L para o qual PR + RQ & o menor possivel. [Sugestdo: Isto € facil se vocé re-
solveu o Problema 6 de Problemas 6-4.]

L

iy L

*Q

*p

8. Sio dados dois segmentos, AC e BD, intercep-
tando-s¢ em P. Demonstre que se X & um ponto
do plano de AC e BD, distinto de P, entio

XA+ XB+ XC+ XD A .
> PA + PB + PC + PD. X1 8
Este resultado valera se X ndio estiver no plano de AC e BD?

** 9 Sejam A, B e C trés pontos nio necessiriamente distintos. Demonstre que
AB + BC = AC. (Ha diversos casos a considerar.)

** 10. Demonstre que a menor poligonal de um ponto a outro é o segmento que 0s une.

*X

Ay ::"_' ’
=\ \ s N
l \/Al\"”—
. A

Az

Re-enunciado: Dados n pontos A, A4,,..., A,, demonstre que
Aydy + AAy + .+ Ag Az A4,
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7-8. O TEOREMA DA DOBRADIGA E SEU
RECIPROCO

Considere duas varetas, ligadas
por uma dobradica em 4, com as
outras extremidades B ¢ C ligadas ,
por um eléstico. Conforme a dobra- A c
dica se abre, o elastico se torna mais
longo. Pondo éste fato entlinguagem
geométrica, obtemos o seguinte teo-
rema.

Teorema 7-9. O Teorema da Dobradiga

Se dois lados de um tridngulo sdo congruentes, respectivamente, a dois
lados de um segundo tridngulo e se o dngulo determinado por éles no pri-
meiro tridngulo é maior que o dngulo correspondente no segundo, entéo
o terceiro lado do primeiro trizngulo é maior que o terceiro lado do se-
gundo.

Re-enunciado: Dados os tridngulos AABC e ADEF, com AB =DE e
AC = DF, se LA > £ D, entio BC > EF. (Vocé pode achar que esta
nova forma é muito mais simples de se entender que o proprio teorema.)

B

) " ) [,/”\t\p

Demonstragdo. 1.° passagem. Primeira-
mente, construimos AAKC, com K no
interior de / BAC, de tal modo que
AAKC = ADEF:

Para fazer isto, tomamos, em primeiro lugar, AQ com Q ¢ B de um mesmo
lado de AC, de tal modo que L QAC = £ D (pelo Postulado da Constru-
¢do de um Angulo) Tomamos entio um ponto K de AQ tal que AK = DE
(pelo Teorema 2-1). Por LAL, temos AAKC 2 ADEF, que ¢ o que que-
riamos.

. Na figura, AD = CD e [ ADB > [ CDB.

Desiguaidades Geomeétricas . 1o

2.4 passagem. Agora, dividimos
/ BAK ao meio e seja M o ponto onde
a bissetriz intercepta BC.

Estamos, agora, com a demonstra-
¢io quase pronta. Por LAL, temos

AAMB =~ AAMK. A <

Portanto MB = MK. Aphcando a Desigualdade Triangular (Teorema 7-8)
ao ACKM, obtemos

CK < CM + MK.
Portanto e

CK < CM + MB
porque MB = MK. Desde que

CK = EF ¢ CM + MB = BC,
temos
EF < BC,

que é o que queriamos.
O reciproco do Teorema da Dobradiga também ¢é verdadeiro.

Teorema 7-10, O Reciproco do Teorema da Dobradiga

Se dois lados de um tridngulo so congruentes, respectivamente, a dois
lados de um segundo tridngulo e se o terceiro lado do primeiro tridngulo
é maior que o terceiro lado do segundo, entdo o dngulo determinado
pelos dois lados, no primeiro tridngulo, é maior que o dngulo determinado

pelos lados correspondentes no segundo.

Re-enunciado: Dados os tridingulos AABC e ADEF, com AB=DE ¢
AC = DF, se BC > EF, entdo LA > LD

Para deduzir éste teorema do Teorema da Dobradiga, usamos o mesmo
método aplicado para deduzir o Teorema 7-6 do Teorema 7-5. Ou seja,
mostramos que /. A < . De L A= (D sio impossiveis, de modo que a
uinica possibilidade restante &€ 2 4 > / D. Para a primeira metade da de-
monstragio, precisamos do Teorema da Dobradiga; para a segunda, pre-
cisamos de LAL. Vocé deve fornecer os detathes restantes sozinho.

Problemas 7-8

Demonstre que AB > BC.




2.

*8.
*9,

. AABC ¢ AABD tém em comum o lado AB e

. Dada a figura ao lado, demonstre que

No tridingulo isdsceles APQR, § ¢ um ponto da base que niio é o ponto médio.
Demonstre que PS ndo divide £ RPQ ao meio.
4 R

M
s
P /\
: A K ]

Q P
. Sdo dados: o trilngulo AABM com a mediana MK ¢ L MKB > L MKA.
Dvc\
A B

. No triingulo ARST, RT > ST ¢ M & o ponto médio de RS. ; TMR é agudo ou

Demonstre: AM < MB.

AC = AD. Se C esta no interior de . DAB, de-
monstre que BD > BC.

obtuso? Explique a resposta.

LW LU

w
Zx \
U \4

. Na figura, FH = AQ ¢ AH > FQ. Demonstre que 4B > FB,

F

C
% /\
A Q B A 2] ;]

Dada a figura com AD = BC, demonstre que AC > DB.

No AABC, A-F-C e A-D-B de tal modo que FC = DB. Se AB > AC, demonstre
que FB > CD.

7-9. ALTURAS DE TRIANGULOS

Em cada uma das figuras abaixo, o segmento BD é uma altura do trian:
gulo AABC:

A\ BM
A D c ~PTTTTa ¢

Em cada caso, BD ¢ o segmento perpendicular a AC por B e é chamado
altura de B a AC. Note que o pé déste segmento perpendicular nio esta,

necessariamente, no segmento AC. Mas todos os casos sio levados em
conta na seguinte defini¢do.

Definicdo

Uma altura de um tridngulo € um segmento perpendicular, por um
vértice do tridngulo, a reta que contém o lado oposto.

[Pergunta: E possivel para uma altura de'um tridngulo ser um lado do
triingulo? Caso afirmativo, em que condigdes isto acontece?)

Evidentemente, todo tridngulo tem trés alturas, uma a partir de cada
vértice, como € visto abaixo:

~ b
G p,
AN ’
7 - 7/

7 I ~ /

A ¢

“'-..,,‘ FI" I I,,
~o L8
A [»] C

Aqui, BD ¢ a altura por B, AF a altura por A e CE a altura por C. Observe
que neste caso particular, ainda que nenhum dos segmentos BD, AF e CE
tém ponto em comum, as retas que os contdm parecem se interceptar
em um ponto G. . .

Infelizmente, a mesma palavra “altura” é usada de dois outros modos..

(1) Algumas vézes, 0 comprimento de uma altura é, também, chamado
altura. Assim, se a distincia BD ¢ 6, podemos dizer que a altura por B & 6.

(2) Uma reta contendo uma altura também ¢é chamada altura. Assim, na
figura acima, as retas BD, AF e CE podem ser chamadas de alturas. Bste
¢ o modo como usaremos a palavra, no Cap. 15, ao mostrar que as trés
alturas de um tridngulo sempre se interceptam em um ponto. Se uma altu-
ra tivesse que ser um segmento, éste teorema seria, evidentemente, falso
como se¢ vé€ na figura acima. .

Este triplo uso de uma tnica palavra pode, facilmente, levar a diividas,
mas, em geral, isso ndo acontece porque, em muitos casos, podemos inferir
do contexto qual o significado pretendido.
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1.

. Copie 0 AABC. Note que & escaleno. Trace a bis-

. Copie o triingulo obtuso APQR e trace as trés

. Demonstre o seguinte teorema:
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Problemas 7-9

setriz do dnguloe £ C. Depois, coloque a mediana de
C a AB. Finaimente, trace a altura de C a AB. Se
vocé tomou cuidado, verd que &stes segmentos sdo
distintos. Em que espécie de trifingulo a bissetriz,
a mediana e altura seriam o mesmo segmento?

>n

>
™

alturas.

4

Q R

. Demonstre que a altura relativa i base de um tridngulo isésceles é também uma

mediana. 7 :

As alturas relativas aos lados congruentes de
um tridngulo isdsceles sdo congruentes.

O
[a]
> .

A

(A figura mostra o caso em que m. C < 90. Considere, também, mz C =90 ¢
m/.C > 90)

. Demonstre: As alturas de um tridngulo equildtero sio congruentes.
. Demonstre a reciproca do teorema do Problema 4:

Se duas alturas de um tridngulo sdo congruentes, o tridngulo é isdsceles.

Demonstre o seguinte teorema:
Dada a correspondéncia ABC — DEF, se
AB = DE, BC = EF ¢ a altura por C é
congruente a altura por F, entio a cor-
respondéncia ¢ uma congruéncia.

b3
]

Dados: AB = DE ¢ BC = EF. Alturas CG ¢
FH, com CG = FH.

Demonstre: AABC = ADEF,

>ﬁ.

D H £
Demonstre que o perimetro de um tridngulo € maior que a soma das trés alturas.

Revisao do Capitulo

Para cada exemplo, identifique a propriedade de ordem ilustrada:
(a) Ser>6e 6>¢ entdo ¢t < r.

10.

. Copie e complete:

. Demonstre: Se uma mediana de um tridngulo nio é

. Dada a figura, demonstre que . ADB > /£ C.

wesigualaages Lsgometricas b

(b) Se MP =3 ¢ RS =7, entdo MP + RS = 10.
(c) Se PK = 11 ¢ DK < 11, entdo DK = 11.

. 8¢ D & um ponto no interior de / ABC, explique porque L ABC > / DBC.

Se a=20, entdo x .............
Se b=65 entio x.............
Se ¢ =100, entdo x ........... -

perpendicular ao lado que divide ao meio, entdo
pelo menos dois lados do tridingulo ndo sdo con-
gruentes.

. Trés cabos de metal de igual comprimento mantém a prumo uma Arvore recen-

temente plantada, ao nivel do solo. Se os trés cabos se prendem a irvore na mesma
altura, serfio éles presos a0 solo a iguais distincias do pé da arvore? Por qué?
Em um tridngulo equildtero, uma mediana, uma bissetriz ¢ uma altura sio tra-
gadas a partir de vértices diferentes. Como serio seus comprimentos, quando
comparados?

S

A B

Em AABC, AC > AB. Demonstre que se D & um ponto entre B e C, entio AD < AC,
Demonstre o seguinte teorema:
Qualquer ponto da bissetriz de um Angulo é equidistante dos lados do dngulo.

Dados: ZP. € bissetriz de /. BAC,
PE 1 4B,

B
/E(
PF 1 AC. A -
\F<
c

Demonstre: PE = PF,



* 19. Em AABC, /£ Cé&um dnguloreto.Sem/ B = Zmini,
entiio AB = 2BC. {Sugestdo: Introduza a bissetriz
de ¢ B.] :

11. Com os 4ngulos tendo as medidas indicadas na
figura, qual é o menor segmento? Explique seu
raciocinio.

A C

* 20, (a) Dado AABC com BC =a, AC=bh ¢ AB = ¢, demonstre que |a _—b| < ¢

{b) Enuncie, em palavras, a generalizacio da parte (a) como um teorema.
*+ 21. A soma das medidas dos angulos de um tridngulo é menor que 270.

+ 22, Com base nos postulados que enunciamos e nos teoremas que fiemonstramos at.é
aqui, neste livro, € impossivel demonstrar que a soma d0§ trés angulos de um tri-
dngulo & 180. Entretanto, podemos, ficiimente; construir um tnﬁngulq especial
e demonstrar que a soma das medidas de seus 4ngulos & menor que 181. Seja £ BAC
com medida 1 (Postulado da Construgio de um Angulo). Em AB e AC, tome os
pontos K ¢ M tais que AK = AM. A soma das medidas dos ﬁngulo§ de AAKM
¢ menor que 18t. Por qué? Se fizermos m £ A = 4, o que poderemos dizer da soma
dos dngulos?

12. Os planos E e F se interceptam em AB. C é um
poento em F ¢ D um ponto em E. CB = AD.

CA L 4B ¢ DB L AB. Demonstre que CA = DB.

B
13. Tragam-se trés segmentos, a partir de um ponto interior de um tridngulo, até os /,/J\(’"
trés vértices, tendo comprimentos r, s ¢ r. Demonstre que r + 5 + t é maior que A LN -
metade do perimetro do tridnguio. Mc
14. Demonstre: Se AM ¢ uma mediana de A4BC, entdo os segmentos perpendiculares
a AM por B e C sido congruentes. Problema Magno
R

15. Na figura, PT = TR = RQ. Demonstre que ‘ /\\ BD intercepta AC em B, entre A e C. As perpendiculares a BD por 4 e C encontram

BDemPe 0, respectivamente. Demonstre que P € @ nido estdo de um mesmo lado
PR > RQ.

de AC.

* 16. Demonstre o seguinte teorema;
Se dois segmentos obliquos (nio perpendiculares) sdo tragados até uma reta,

a partir de um ponto de uma perpendicular a reta, o segmento citja extremidade,
na reta, estiver mais afastada do pé da perpendicular, é o segmento maior.

* 17. Dados: AC = BC, AB < AC e A-C-D. Demonstre que
AABD ¢ escaleno.

* 18. Demonstre: A soma das distincias de um ponto
no interior de um tridngulo, as extremidades de um
lado € menor que a soma dos comprimentos dos
outros dois lados; isto & demonstre que

a+b>c+4d
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RETAS E PLANOS
PERPENDICULARES
NO ESPACO

S s e ——

8-1. A DEFINIGAO DE PERPENDICULARISMO
PARA RETAS E PLANOS

Nesse capitulo, trataremos de figuras que nio estio contidas num dnico
plano. Portanto, antes de vocé.comegar a ler valeria a pena rever o Cap. 3,
onde foram introduzidas as idéias da geometria no espago.

Perpendicularismo entre retas e planos € assim definido:

Definigbes

Uma reta e um plano sdo per-
pendiculares se se interceptarem ¢
se cada reta contida no plano, ¢
passando pelo ponto de interse-
¢io, é perpendicular a reta dada.
Se a reta Le o plano E sido per-
pendiculares, escrevemos L1 E
ou E L L. Se P& o ponto de inter-
se¢do, dizemos que L1 E em P.

Na figura, mostramos trés retas em E passando por P. De acordo com
nossa definigio, as trés sdo perpendiculares a Lem P, apesar de talvez, néo
darem essa impressdo. (Nos desenhos em perspectiva, retas perpendiculares
nfio parecem necessiriamente perpendiculares). Observe que se tivessemos
exigido que apenas uma reta em E fosse perpendicular a L, isso ndo signifi-
caria nada; é facil vocé se convencer de que todo plano por P contém uma
reta nessas condigdes. Por outro lado, vamos ver que se E contém duas
retas perpendiculares a L em P, entio LL E em P. Vamos tratar dessa
idéia na se¢do seguinte.

Problemas 8-1

. A figura a direita representa o plano E. g

{a) Algum ponto fora da figura pertence a E?
(b) O plano E deve conter todos os pontos fora da figura?

. (a) Desenhe um plano perpendicular a uma reta vertical

(b) Desenhe um plano perpendicular a Wma reta horizontal.

(c) Em cada plano das partes (a) e (b) desenhe trés retas que passam pelo ponto
de intersegio com a reta original. Enuncie para cada caso a relagfio existente
entre cada uma dessas trés retas ¢ a reta original,

. Releia a definigiio de perpendicularisnio de uma reta e um plano e decida se a

seguinte afirmagio é verdadeira, com base nessa definigio:

Se uma reta é perpendicular a um plano entdo ela ¢ perpendicular a tida reta
do plano passando pelo ponto de intersecio.
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4. Se £ KPM ¢ um éngulo reto ¢ PM esti em E, pode vocé concluir que E &

10.

. ) E
. Os s pontos 4, B, C, D e G estdo num plano vertical G C

¢ AP 1 E. Nomete todos os dngulos que tém que A

ser retos. 8

perpendicular a PK? Sim? Por qué? Nio? Por qué?

. Dado que G, H, J e P estio no plano E e que AB L E em P, quais dos se-

guintes dngulos tm que ser retos?

LAPJ,  (HPJ, (LGPH, [GPB, (HPB, (HPA.

. Na figura, H, K e R estdo num plano E ¢ F nfio IF

estd em E.

{a) Quais sio os pianos determinados pelos pon-
tos da figura?

(b) Se HR ¢é perpendicular ao plano HKF, quais
dngulos tém que ser Angulos retos?

P’

. Dada a figura com 4, B ¢ C no plano E, PFA LEe PC = PB, demonstre que
AC = AB. ' :
P
A C
G
E

. Os pontos 4, G e C estio num plano vertical E e P & um ponto “na frente” de E.

Se PALE ¢ AG = AC, demonstre que PG = PC.

Os pontos colineares 4, B ¢ X estio num plano
E ¢ os pontos P ¢ Q estio num dos semi-espagos
determinados por E. Se PB = QB ¢ PA = QA,
demonstre que PX = QX. Sua demonstragio
continua vilida se P ¢  estiverem em semi-
espagos opostos? e se P e Q estiverem em E?

gRARe= = 7 T e R R ER R A A R e R R R R S

8-2. UM LEMA

No fim da se¢do anterior dissemos que se E contém duas retas perpen-
diculares a Lem P, entio E 1 Lem P. A demonstracio désse teorema ¢
bastante comprida. Para fazé-la parecer um pouco mais simples, vamos
primeiramente demonstrar um teorema preliminar para ajudar 4 demons-
tragio principal. Tais “teoremas auxiliares” sdo chamados lemas. Esse térmo
vem de uma palavra grega significando ramo. Assim um lema ¢ um ramo
de uma demonstragdo comprida.

Nosso lema é facil de demonstrar.

Teorema 8-1
Se B e C sio equidistantes de P

e O, entdo todo ponto entre Be C
é equidistante de P ¢ Q.

O re-enunciado ¢é sugerido pela
figura. Observe que P, B, X ¢ C :
devem estar num Gnico plano, porque X estd em BC e algum plano con-
tém BC ¢ P. Mas pode muito bem acontecer que ABPC e ABQC estejam
em planos diferentes e € neste caso, exatamente, que vamos precisar do
teorema.

Demonstragdo. (1) Nos é dado que BP = BQ € CP = CQ como indicado
na figura. Por LLL segue-se que ABPC = ABQC.

(2) Portanto / PBC = / QBC. .

(3) Por LAL segue-se que APBX = AQBX.

(4) Portanto PX = QX e X é equidistante de P e Q, como queriamos
demonstrar. ~

Vamos também precisar do Corolario 6-2.1 do Cap. 6.

Corolério 6-2.1

Sio dados um segmento AB e uma reta L no mesmo plano. Se dois
pontos de Lsdo equidistantes de A e B, entdo Lé a mediatriz de AB.

Vamos precisar désse corolario somente no caso especial descrito pela
seguinte figura: =1

4
¥
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8-3. TEOREMA FUNDAMENTAL SOBRE
PERPENDICULARISMO.

Teorema 8-2

Se uma reta ¢ perpendicular a duas retas que se interceptam, em seu
ponto de intersegdo, entdo ela € perpendicular ao plano que as contém.

Re-enunciado. Sejam L, e L, duas
retas num plano E que se intercep-
tam em A. Seja La reta que & per-
pendicular a L, e L, em 4. Entio L
¢ perpendicular a toda reta L, que
estd em E e contém A.

Demonstragdo. (1) Sejam P e Q dois
pontos de L, equidistantes de A. En-
tdo L; e L, sdo as mediatrizes de
PQ (em dois planos diferentes, ¢é
claro). : '

(2) Cada uma das retas L, ¢ L, contém pontos nos dois semiplanos de-
terminados em E por L, . Sejam B e C pontos de L, ¢ L, situados em semi-
planos opostos determinados por L, em E. Entdo a reta L; contéem um
ponto X entre B e C.

(3) Por (1) e pelo Teorema 6-2, cada um dos pontos B e C ¢ equidistante
de Pe Q.

(4} Pelo Teorema 8-1, X é equidistante de P e Q.

(5) Assim L, contém o ponto médio de PQ e contém um outro ponto

X que ¢ equidistante de P e Q. Pelo Corolario 6-2.1, L, 1 L, como ‘que-
riamos demonstrar,

Problemas 8-3

. Dados os pontos 4, G, H, K, J e M no plano E,
AP L 4G, 4P L 4J ¢ A, G e J nio colinea-
tes, demonstre que AP ¢ perpendicular a AK
ea AM.

. Qual é a relacdio entre L, a reta de intersecdo de duas paredes da sua sala de aula
¢ F, o plano do chio? Explique. E L perpendicular a téda reta de F? Quantas retas
em F sdo perpendiculares a L? A

. Na figura, AB | BC, DB L BC ¢ AB = DB.
Demonstre que AABC = ADBC. AB | E? 8
Sim? Por qué? Nio? Por qué?

<

Hetas e Flangs Ferpendiculares no Ekspago i Ladedhd

4. O quadrado {JABCD esta no plano E. P ¢ um ponto ndo em E e tal que PA 1| 4B

(a) Nomeie todos os planos determinades por P '
pares de segmentos.

{b) Pelo menos um dos segmentos € perpen-
dicular a um dos planos da parte (a). Que
segmento? Que plano? Como o Teorema -
8-2 pode ajudi-lo a dar a resposta correta?

5. No Problema 3, que segmento é perpendicular

[
a que plano?
6. Dado que K & o ponto médio de DG, AD = AG . _ N\
e KP L 4K, e P niio esta no plano ADG, se
existir um segmento perpendicular a um plano,
nomeie o segmento € o plano. A
r

7. Na figura, PQ L MP, PQ L TQ e MP L MT.
E algum segmento da figura perpendicular a
algum plano da figura? Nomeie tais pares se
existirem.

8. AB ¢ CD sio segmentos congruentes que se dividem ao meio em M. A reta L
¢ perpendicular a AB ¢ a CD em M. P € um ponto qualquer de L. Desenhe uma
figura ¢ demonstre que P & equidistante de 4, B, C e D.

x

G

_::
”

* 9. Dado o cubo que se vé aqui, com BK = BM,
demonstre que H ¢ equidistante de K ¢ de M.
Vocé poderd usar as seguintes propriedades
de um cubo na sua demonstragio: (a) As
doze arestas de um cubo sdo congruentes. (b)
Quaisquer duas arestas que se interceptam sdo . \\‘ M
perpendiculares. A PR

n
-]
-
-

-
|’.-'
-

\\; ]
]
[)
p
[
I
-

10. Se A, B, € e D sdo ndo-coplanares.
AD = DC, BC = BA

e . DBA & um angulo reto, entiio pelo menos
um dos segmentos da figura ¢ perpendicular
a um dos planos. Que segmento e que plano?
Demonstre sua resposta.
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Na figura, os planos E e F se interceptam em ‘ wh 8o E
AB. RQ estd em F ¢ WX estéf_n.)E.rQ'J_AB V
¢ WX L F. Demonstre que RQ L E. - X

/1

8-4. EXISTENCIA E UNICIDADE

A parte dificil désse capitulo acabou quando demonstramos o Teore-
ma 8-2. Os outros fatos que precisamos saber sio relativamente ficeis.

Teorema 8-3

Por um ponto de uma reta passa um plano perpendicular a esta reta.

Demonstragdo. Sejam Le P a reta e o ponto dados.

(1) Sejam M e N dois planos distintos quaisquer contendo L.
Pergunta: Como sabemos que existem dois planos distintos con-
tendo L? Lembre-se do Postulado 5 e Teorema 3-3.

(2) Existe uma reta L, em M, perpendicular a Lem P. (Tecorema 6-1).

(3) Existe uma reta L, em N, perpendicular a Lem P. (Teorema 6-1).

{4) Existe um plano E, contendo L, e L,. (Teorema 3-4),

(3) EL Lem P [por (2), (3) e Teorema 8-2].

Teorema 8-4

Se uma reta e um plano sdo perpendiculares, entio o plano contém

tdda reta perpendicular i reta dada, no seu ponto de intersecio com o
plano dado.

Re-enunciado. Se uma reta Lé perpendicular ao plano E no ponto Pe L,
€ uma reta perpendicular a Lem P, entdo L, esti contida em E.

nvide © 1 idiiVo 7T UIPUHIAIVUIDITO W kap/ddipy S e Nt S
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Demonstragdo
Afirmagdes .- Justificacdes

1. Le L, estdo contidas no plano F. ?

2. Aintersegiode FeE¢umaretal, ?

3. L,1lLem P. Defini¢dio de E L L.
4 L, 1 Lem P ' Dado.

5.

Pelo Teorema 6-1, existe uma so
reta em F que é perpendicular a
Lem P.

Pela passagem 2, L, esth em E e
pela passagem 5, L, = L,.

L, ¢ L, sio a mesma reta.

6. L, estd contida. em E.

O Teorema 8-4 nos permite mostrar que o plano perpendicular, dado
pelo Teorema 8-3, & tnico.

Teorema 8-6

Por um ponto de uma reta existe somente um plano perpendicular a
esta reta.

Demonstragdo. Se existissem dois planos perpendiculares, sua intersecdo
seria uma dnica reta. Isso é impossivel, pois cada um déles contém tédas
as retas que sio perpendiculares a uma dada reta num dado ponto.

Lembremos que a mediatriz de um segmento, num plano dado, era ca-’
racterizada como o conjunto de todos os pontos do plano equidistantes
das extremidades do segmento. Para o plano perpendicular a um segmento
pelo seu ponto médio, no espago, temos um teorema de caracterizagio
exatamente do mesmo tipo.

Teorema 8-6
O plano perpendicular a um segmento, passando pelo seu ponto médio

é o conjunto de todos os pontos eguidistantes das extremidades do seg-
mento.



. Os planos E e F se interceptam em KQ. 4B LE
.com Bem KQ. R esti em E ¢ C estd em F.
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Re-enunciado. Seja E o plano per-
pendicular a 4B, pelo seu ponto mé-
dio. Entio

(1) se Pesta em E, PA = PB;

{2) se PA = PB, P esta em E.

Na figura, C é o ponto médio de
AB. Observe que o névo enunciado
consta de duas partes como ¢é de se
esperar para wma caracterizagio
completa de um conjunto.

Para demonstrar (1) vocé precisa conhecer a definigio de perpendicula-
rismo entre uma reta € um plano, e a caracterizagio de mediatrizes num
plano. Para demonstrar (2) vocé também precisa do Teorema 8-5. Os de-
talhes dessas duas demonstragdes ficam para voce.

Problemas 8-4

. (a) Quantas retas sio perpendiculares a uma reta, em um ponto dado desta?

(b} Quantos planos sfo perpendiculares a uma reta em um ponto dado desta?

Dado que AP ¢ perpendicular a 4K, AM, AS, AR e
AT, quantos planos sdo determinados pelas semi-retas
que se interceptam? Existem mais de tr&s pontos na
figura que sdo coplanares? Em caso afirmativo, por
qué? (Suponha que nenhuma terna de pontos ¢ colinear).

AB 1 BR ? Por qué?
AB 1L K0 ? Por qué?
AB 1L BC ? Por qué?

Na figura, GH L E em M, MG =MH ¢ ¢
PO L GH em M. E contém PQ? Por qué?

*

*+

12,

13.

14,

. O plano E é perpendicular a PQ pelo seu

. E dada a figura, sendo que nem. todos os pontos

. Demonstre o Teorema 8-6.
*9,
10.
11.

Rklas © Nalibo Felpolidivaiditca 11 Lopidiyy et

. Dois segmentos AB e CD sio perpendlculares e se cortam ao meio em K. Um

plano Z contém AB mas ndo contém €D. £ Z perpendicular a CD pelo seu
ponto médio? Desenhe uma figura para ilustrar sva conclusao
LPTM = e

- /Z“

(b) MR = MS = MT? Explique. —

ponto médio, como visto na figura.
(a) PR=.............. '

sdo coplanares. Se AW = BW, AX = BX, AY = BY
e AZ = BZ, demonstre que W, X, Ye Z sdo copla-
nates.

Escreva Teoremas 8-3 e 8-5 como um sé teorema, usando “exatamente um”.
Escreva Teorema 8-6 usando “se, ¢ somente se”.

Poderiamos ter demonstrado o Teorema 8-5 antes dc demonstrar o Teorema 8-3?7
Explique.

Demonstre o seguinte teorema:

Se L ¢ uma reta que intercepta o plano E no ponto M, existe pelo menos uma
reta L' em E tal que L' L L.

E verdadeira a seguinte afirma¢3o? Demonstre sua resposta. Quatro pontos, cada
um equidistante de dois pontos fixos, sdo coplanares com 0s dois pontos fixos
se, ¢ somente se, 0s quatro pontos sdo colineares.
Na figura, E & o piano perpendicular a AB
pelo sen ponto médio C. H e B estio num
dos semi-espagos determinados por E, K

a’/
P

e A tal_nbém estio num dos semi-espagos A 8
determinados por E e sdo tais que K-C-H, B -~ y
HB 1L AB e KA 1 AB. Demonstre que P

(a} AK e BH siio coplanares e K

(b) AH = BK.

8-5. RETAS E PLANOS PERPENDICULARES
‘RESUMO

Os teoremas seguintes sio um resumo de alguns dos fatos basicos sébre
retas e planos perpendiculares. Algumas demonstra¢des sio faceis, mas



bastante compridas ¢ ndo vamos parar para fazé-las tddas aqui. Vamos,
porém, dar-lhe uma amostra do tipo de raciocinio que é envolvido, dando
varias sugestdes para a demonstragio do teorema seguinte.

Teocrema 8-7

Duas retas perpendiculares a um
mesmo plano séio coplanares.

Para se ter uma idéia de como a
demonstragio deve ser feita, consi-
deremos primeiramente z situacio,
caso o teorema seja verdadeiro; isto
€, supondo que as duas retas estdo
realmente contidas num mesmo pla-

Ly Ly

no, que plano seri ésse? _ i AR
Enosdadoque L, LEem A e S e

L, 1 E em B; e estamos supondo que d .7,

L, e L, estio num plano F. Na fi- A 7, M 8

gura mostramos o ponto médio M P

de AB e também mostramos um
segmento PQ em E tal que 4B e PQ
se cortam ao meio e formam &ngulos
retos.

Certamente parece que PQ | F em M. Se isso for verdade, entdo F
¢ o plano perpendicular a PQ pelo seu ponto médio.

Até agora, ¢ claro, ndo demonstramos nada, porque estivamos supondo
que o teorema fésse verdadeiro. Mas temos agora uma pista quanto a ma-
neira de fazer a demonstragio: primeiramente devemos construir PQ em
E tal que PQ e AB se cortem ao meio ¢ formem &ngulos retos; devemos
entdo mostrar que L, e L, estdo contidas no plano perpendicular a PQ pelo
seu ponto médio.

Essa idéia funciona. As principais passagens da demonstragio sio:
(1) AP = AQ (como indicado na figura).
(2) ACAP = ACAQ.
(3) CP = CQ.

(4) C esta no plano perpendicular a PQ pelo seu ponto médio. Seja F

ésse piano. ' ‘

(5) L, esti em F.

Exatamente da mesma maneira, concluimos que

(6) L, esta em F. . ' :

Portanto o plano que estavamos procurando é de fato o plano perpen-
dicular a PQ pelo seu ponto médio; ésse plano contém L, ¢ L, e portan-
to L, e L, sdo coplanares.

Talvez vocé ache que a discussdo que nos levou para essa demonstragio
¢ mais valiosa que a demonstragio em si. Uma demonstragiio, uma vez
feita, € logica mas o processo que o levou a pensar nela raras vézes é 1ogico.
Vocé tem que encontrar seu caminho da melhor maneira possivel. E um
dos melhores métodos para fazer isso & o que ilustramos no coméco desta
secio.

Os teoremas désse capitulo, até agora, ddo informagio incompleta s6-
bre planos e retas perpendiculares. Os seguintes teoremas preencherio as
lacunas.

Teorema 8-8

Por um ponto dado passa um ¢ somente um plano perpendicular a
uma reta dada.

Teorema 8-9

Por um ponto dado passa uma e sdmente uma reta perpendicular a
um plano dado.

Esses teoremas transmitem muita informagio em poucas palavras. Cada
um déles tem dois casos, dependendo se o ponto dado esta, ou nio, na
reta ou plano dados. Em cada um désses quatro casos, 0 teorema nos
afirma a existéncia e unicidade. Isso significa que precisamos ao todo de
oito demonstragdes. Duas delas ja foram dadas nos Teoremas 8-3 e 8-5.

, O Teorema 8-9 nos assegura a existéncia de uma unica perpendicular
a um plano dado de um ponto exterior. Portanto, faz sentido dar a seguinte
defini¢io, andloga & que segue o Teorema 7-7.

Definigdo
A distdncia a um plano de um ponto exterior é o comprimento do

segmento perpendicular do ponto ac plano.

Teorema 8-10
O menor segmento ligando um ponto externo a um plano € o segmento
perpendicular,



. De um ponto 4 ndo no plano E, é tragado,
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A demonstragio é muito seme-
lhante a do Teorema 7-7. Dado o
segmento perpendicular PQ e qual-
quer outro segmento PR de P até
E, comecamos a demonstragio pas-
sando um plano pelas retas PR ¢ PQ.
O resto da demonstragiio fica por
sua conta.

Problemas 8-5 ' A

o menor segmento ao plano E interceptando
Eem B, Le L’ sdo retas em E tais que Lcontém
Be L' L L Se L” é desenhado de modo que
L"1Le L" 1L, mostre que L” e AB sio
coplanares.

. Demonstre o seguinte caso especial do Teorema 8-9. Por um pento fora de um

plano dado, existe no miaximo uma reta perpendicular ao plano.

. P e ( estio em semi-espagos opostos em

relagio a E mas sdo equidistantes do plano
E. As perpendiculares de P ¢ Q a E inter-
ceptam E em R e S, respectivamente. De-
monstre que )

T

——— )

(a) PQ intercepta SR no ponto T, e
{b) T ¢ ponto médio de SR.

Revisdo do Capitulo

. Use uma figura, se necessario, para ajuda-lo a decidir se cada uma das afirmagdes

& verdadeira ou falsa.
(a) Se dois planos se interceptam, sua interse¢fio ¢ uma reta.

(b) Trés retas podem se interceptar num s6 ponto de modo a ser cada reta perpen-
dicular ds outras duas.

(c) Se uma reta & perpendicular a duas retas distintas, ela & perpendicular ao plano
que contém as duas retas.

(d) A intersegfio de dois planos pode ser um segmento.
(e} Por um ponto dum plano existe exatamente uma reta perpendicular ao plano.
{f) Para cada quatro pontos existe um plano que os contém.

(g) Se uma reta intercepta um plano em sdmente um ponto, existem pelo menos
duas retas no plano perpendiculares a primeira reta.

5. Na figura, A4ABC é equilatero no plano E e

6. O plano E contém os pontos 4 e K; JA L E,

8. AP ¢ perpendicular ao plano vertical E, e A,
B

netas & rlanos rFerpendiculares no Espaco ) <\UJ

{h) Sdmente uma reta pode ser desenhada por um ponto dado, perpendicular a
uma reta dada. .

(i) Se trés retas se interceptam aos pares mas nenhum ponto pertence 4s trés retas,
entio elas sdo coplanares.

(i) Trés planos podem separar o espago em oito regides.

2. Copie e complete: O conjunto de todos os pontos equidistantes dos extremos de

um SegmMento & .....cccceviiiiiinininiiins do segmento.

3. Copie e complete: A distdncia a um plano de um ponto fora do plano é .........

4. Copie ¢ complete: Se uma reta é perpendicular a duas retas .................. entio

ela ¢ perpendicular ao ............ceeeuens que as contém.

=
s

€D divide ao meio o / BCA. Se HD é per-
pendicular a CD, pelo menos um dos seg-
mentos da figura é perpendicular a um dos
planos. Que segmento? Que plano?

CK L E, mas A +# K. Quantos planos sio
determinados por 4, K, C e J? Explique.

7. Se as traves num campo de futebol sio perpendiculares ao chiio, entdo elas sio

coplanares mesmo sem uma barra entre elas. Que teorema apdia essa conclusido?
Se elas ndo forem perpendiculares ao chdo, ainda assim poderdo ser coplanares?
Colocar uma barra entre elas garantira que ¢las serdo sempre coplanares?

—_—

, C, D, G ¢ H sio pontos em E. Quanto vale
m{ DAP + m/ CAP?

Se L CAB & um angulo reto, pelo menos uma

" semi-reta diferente de AP e um plano diferente
de E sio perpendiculares. Nomeie todos os pares
nessas condighes.

P
9. AABC estd num plano E. P ¢ um ponto ndo
“em E tal que PA L 4B, PA L ACe PD LBC £ b__, ¢
com D em BC. O que é verdade: PA > PD,
PA = PD ou PA < PD? Por qué? A




10.

11.

12.

13.

14.

15.

* 16.

AHMT estinoplano E. HM = TMe KM L E. K
O que & verdade:

L KHT> L KTH,

LKHT= [ KTH, . T
ou
LKHT < KTH? jr

Por qué?
L
Dados: Plano E contém AABC. X
Reta L | Eem T. Té equidistante r :
de 4, Be C. X é um ponto
qualquer de L. " 8
Demonstre: X é equidistante de 4, B ¢ C. A !

Demonstre que se 4 ¢ B s3o equidistantes de P ¢ , entdo todo ponto de 4B &
equidistante de P e Q.

Dado: BC ¢ BD estio num plano E;
plano F L BD em B; plano G LBC
em B; Ge F seinterceptamem AB.

Demonstre: AR L E.

Na figura, ARSQ estd no plano Ee PR LE.
Se L PQR = ¢/ PSR, L PQS = / PSQ. P

Na figura, s¢ PR 1 E, PR > RS, S0 L RQ
¢ SQ L PQ, demonstre que PQ > OS. Q €

$

Dado o cubo visto na figura com BK = BM ¢
P ponto médio de KM, demonstre que o pla- E
no HDP é o plano perpendicular a KM pelo
seu ponto médio. Vocé pode usar as proprie-
dades do cube, dadas no Problema 9, do A
conjunto 8-3. ’ M

* 17. Demonstre que, dadas quatro semi-retas quaisquer AB, AC, AD, ¢ AE, ndo podeém
satisfazer a condigdo de que cada uma seja perpendicular as outras trés.

Problema Magno

Dado:

Demonstre:
[Sugestdo:

AP L PQ, AP L PC, PQ 1 BC,

Q-B-C.
AQ L BC.

—

Tome R em BC tal que QR =

= 0B]



RETAS PARALELAS
EM UM PLANO

——

9-1. CONDICC}ES‘ QUE GARANTEM PARALELISMO

Duas retas podem estar situadas no espago de trés modos:

(1) Elas se interceptam em um ponto. Neste caso, 0 Teorema 3-4 nos
diz que elas devem ser coplanares.

(2) Néo sdo coplanares € ndo se interceptam. Neste caso, sdo chamadas
reversas. Por exemplo, considere a reta L;, que vem do fundo ¢ vai até
3 frente de sua sala, ao longo do assoatho e a reta L, que vai da esquerda
para a direita, no teto. Estas retas sdo reversas.

(3) Finalmente, as duas retas podem estar num mesmo plano, sem se
interceptarem. Neste caso, dizemos que as retas séo paralelas.

AL

Duas retas nio-coplanares sio chamadas reversas.

Definigao

Defini¢do
Duas retas sio paralelas se (1) sdo coplanares e (2) ndo se interceptam.

O teorema seguinte nos permite falar do plano que contém duas retas
paralelas.

Teorema 9-1
Duas retas paralelas estio contidas em exatamente um plano.

Demonstragiio. Se L, e L, sio paralelas, entdo sabemos, de inicio, a partir
da definigiio, que elas estio contidas em um plano E. Precisamos mostrar
que estio contidas em um unico plano.

Seja P um ponto de L, . Pelo Teorema 3-3, existe apenas um plano
contendo L, e P. Portanto, existe apenas um plano contendo L, e L,,
porque todo plano que contém L,, contém P.

Escreveremos

L\ L,

para significar que L, e L, 30 paralelas. Se dois segmentos AB e CD estio
contidos em retas paralelas, diremos, resumidamente, que 0s segmentos sdo
paralelos ¢ escreveremos AB | CD.



O‘mesmo diremos de duas semi-retas, uma semi-reta e um segmento
e assim por diante.

-

-
B

by §

< D
Por exemplo, dado que AB [ CD, podemos também escrever

AB|CD, AB|CD, BA|CD,

e assim por diante, mais doze modos semelhantes.

Com base na defini¢io, ndo parece ser ficil dizer quando duas retas
s?io paralelas. Cada uma das retas se prolonga infinitamente nos dois sen-
tidos ¢, para dizer se as retas s¢ interceptam, pode parecer que precisamos
examinar as duas retas inteiras. Em algumas situagdes, entretanto pode-
mos dizer que duas retas sdo paralelas olhando apenas para um péqueno'
segmento de cada uma, como mostra o teorema seguinte.

Teorema 9-2

t

1 1
Duas retas em um plano sio paralelas

s¢ ambas forem perpendiculares a uma

mesma reta. ' Q l

3

Demqnstrap&o. Dados: L; L Lem P, L, i Lem Q, L, e L, sio coplanares.
Precisamos mostrar que elas ndo se interceptam.

Suponha que L, intercepte L, em
um ponto R. Entdo, existem duas per- ~w{?
penc_hculares a L, por R. Pelo Teorema
6-4, isto € impossivel. Portanto L, | L, . b2
[ Pergunta: Que método de demonstra- R?
¢do foi usado aqui?] .

O Teorema 9-2 nos permite mostrar < 1@
que existem retas paralelas. L

4

Teorema 9-3 .

Seja Luma reta ¢ P um ponto fora
de L. Entio existe pelo menos uma reta L
por P, paraiela a L.

L

Demonstragao. Seja L, a perpendicuiar a Lpor P. Seja L, a perpendicular a
L, por P (no plano que contém Le¢ P.) Pelo Teorema 9-2, L, | L.

Pode parecer natural, como proximo passo, demonstrar que a paralela
dada pelo Teorema 9-3 & inica. Isto é podemos tentar demonstrar o

seguinte:
Por wm ponto fora de uma reta dada, existe apenas uma paralela a essa reta.

£ um fato, entretanto, que esta afirmagiio ndo pode ser demonstrada
como teorema, com bases nos postulados que temos, até aqui. Ela deve
ser tomada como um ndvo postulado. Este postulado tem uma historia
longa e interessante. Por cérca de dois mil anos, o livro-texto padrio de
geometria foi “Os Elementos” de Euclides, -escrito por volta de 300 A.C.
Nesse livro, Euclides usou um postulado que diz que a paralela € Gnica.
De modo geral, os matematicos gostam de supor o minimo e demonstrar
o maximo. Por esta razio, muitos déles tentaram fazer do Postulado das
Paralelas de Euclides um teorema. Ninguém conseguin. Finalmente, no
século dezenove, descobriu-se que o Postulado das Paralelas ndo podia ser
demonstrado com base nos outros postulados. -

Mais tarde, voltaremos a esta questio. Por enquanto, investiguemos
um pouco mais a fundo as condigdes nas quais podemos dizer que duas

retas sdo paralelas.
Na figura 4 esquerda, abaixo, a reta T & uma transversal em relaciao

as retas coplanares L, e L,.

Lz

Na figura a direita, T ndo € uma transversal. Mais precisamente:

Definicdo

Uma transversal em relagiio a duas retas coplanares € uma reta que as
intercepta em dois pontos distintos.

Em cada uma das figuras seguintes, 7 1 e /2 sdo dngulos alternos-
internos.
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ay

L 1 -
2
Lz /Q B Il 8 /Q :
T T

Observe que as retas cortadas pela transversal podem nio ser paralelas.
Os simbolos nas figuras sugerem como devemos descrever dngulos alter-
nos-internos ¢m uma definigo.

Definigdo
Dadas duas retas L, e L,, cortadas por uma transversal T nos pontos

P e Q, sejam A um ponto de L, ¢ B um ponto de L,, tais que 4 e B estio
em lados opostos de T. Entiio / APQ e . PQB siio dngulos alternos-internos.

Teorema 9-4

Se duas retas sdo cortadas por uma transversal e se um par de angulos
alternos-internos & formado por dngulos congruentes, entio o outro par
de angulos alternos-internos também é formado por dnguios congruentes.

Istoé,se ra=~ s a,entdo L b= /b.Ese /b s b,entio La= /d.
A demonstragio fica para vocé.

netas yraraielas om Wit riahit - 8

O teorema seguinte & uma generalizagio do Teorema 9-2. Isto &, inclui
o Teorema 9-2 como caso particular. Desde que éle se aplica a um nimero
maior de casos que o Teorema 9-2, & portanto mais util. As letras AIP no
nome déste teorema querem dizer “Alternos-Internos-Paralelas™. A reci-
proca do Teorema 9-5, que sera o Teorema 9-8, serd chamada, analoga-
mente, de “Teorema PIA”.

Teorema 9-5. O Teorema AIP

Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de angulos
alternos-internos é formado por angulos congruentes, entdo as retas sdo

o= L)

U,

a __12

/°
Demonstragdio. Seja T uma transversal, interceptando L; e L, em Pe Q.
E dado que um par de 4ngulos alternos-internos é formado por dngulos
congruentes. Pelo teorema precedente, temos

(1) ambos os pares de angulos alternos-internos sdo formados por 4ngu-

los congruentes.
Suponha, agora, que L, intercepte L, em um ponto R. Mostraremos

que isto leva a uma contradicio de (1).

OUNS

Seja S um ponto de L, , no lado de T oposto a R. Entdo 2 SPQ ¢ um
angulo externo do tridngulo APQR e / PQR é um de seus dngulos inter-
nos ndo adjacentes. Pelo Teorema do Angulo Externo,

(2) LSPQ > / PQR.

Isto contradiz (1), porque &stes dngulos sdio alternos-internos. Portanto,
L, ndo mntercepta L, e L, || L;, como queriamos demonstrar.



7. Na figura, P, Q e R sio trés pontos ndo-co-

Problemas 9-1

[Nota: Nos problemas déste capitulo, quando os mesmos sdo enunciados por
meio de figuras, estas sio supostas planas, a menos que seja estabelecido o contririo. ]
. Quais das seguintes afirmagdes sdo verdadeiras?

(a) Se duas retas niio estdo contidas em um mesmo plano, elas podem ser paralelas.

{(b) A definigiio de retas paraleias afirma que as retas devem manter semipre a
mesma distincia entre elas,

{c) Se duas retas s3o perpendiculares a ¥ma mesma reta em pontos distintos, elas
sdo paralelas.

(d) Se duas retas em um plano sfio cortadas por uma transversal, os dngulos alter-
nos-internos séo congruentes.

2. Dados: AD ¢ bissetriz de 7/ CAB ¢ CA = CD. - x
Demonstre: CD || 4B.

4
N
h‘r

3. E verdade que L, | L, se
(a) mi g =100 e (bym/ip=8-¢

mir = 1007 m/r = 100? TP
() mes =120 e dymsr=90c¢ . r Ly
m¢ p = 607 mip =93

4. E possivel encontrar duas retas no espago que
nem sio paralelas e nem se encontram?

5. Demonstre o seguinte teorema:

T
Se duas retas sdo cortadas por uma trans- f
versal € um par de dngulos internos que - r b
contém pontos de um mesmo lado da trans-
versal, sdo suplementares, entio as retas sdo r L
paralelas, = -

Dados: Ly, L,eT. Lpe Lr 840 suplementares
Demonstre: L, | L,.

6. Dados uma reta L ¢ um ponto P fora de L, mostre como usar um transferidor e
uma regua para desenhar uma reta por P paralela a L.

lineares em um plano E, PK L E ¢ RM L E.
Demonstre que PK | RM.

10.

* 11

* 12,

. AB ¢ CD se dividem ao meio em E. Demons-

. Dado o quadrilatero DAﬁCD,‘ com o0s an-

tre que AD | CB.

gulos retos LA e / Be AD = BC, demonstre
que LD = £ C. [Sugestdo: trace AC ¢ BD.]

C 8
X
A D
Vocé pode demonstrar, também, que LD e

£ C sdo dngulos retos? A

N

Na figura, A, B e C siio colineares, AP = AQ,
BP =_BQ,_B_X = BY ¢ CX = CY.Demonstre
que PQ | XY.

Dados: [JABCD com H ponto médio de 4B, 4
G ponto médio de DC, AD=BC ¢ D G

c
LAz LB
Demonstre:
GH 1 DC,
H B

GH 1 4B, A
B | PC.

Dados: AABC, no qual
AP = PB = RQ,
BQ = QC = PR,
AR = RC = PQ. K
Demonstre: mL A +mL B +miC = 180, B Q

1l
T

C

Por que isto ndo demonstra que a soma das medidas dos Angulos internos de um
tridngulo & 1807

Problema Magno

Suponha que as seguintes definicdes sejam aceitas.

Uma reta vertical & uma reta contendo o centro da Terra.
Uma reta horizontal & uma reta perpendicular a alguma reta vertical.

(a) E possivel duas retas horizontais serem paralelas?
(b) E possivel duas retas verticais serem paralelas? _
{c) E possivel duas retas verticais serem perpendiculares?
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(d) E possivel duas retas horizontais serem perpendiculares?
{e) Toda reta vertical seria uma reta horizontal?

(f) Tdda reta horizontal seria uma reta vertical?

(&) Pode uma reta horizontal ser paralela a uma reta vertical?
(h) Téda reta seria horizontal?

9-2. ANGULO_S' CORRESPONDENTES

, Na figura abaixo, os dngulos assinalados com a e a' sio chamados
dngulos correspondentes.
bIAI

c/ dl

b/ao
7 -

Da rrllesma forma, b ¢ b’ siio angulos correspondentes; os paresce ¢, e
d ¢ d também formam angulos correspondentes. Para ser exato:

Definigao

Se duas retas sdo cortadas por uma /
transversal, se /£ x e / y sdo angulos =
alternos-internos e se / y e £ z sio an-
gulos opostos pelo vértice, entio / x e
L z s80 dngulos correspondentes. X

Vocé deve demonstrar os dois teore- /
mas seguintes.

Teorema 9-6

Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de angulos
corfespondentes ¢ formado por angulos congruentes, entio qualquer par
de &ngulos alternos-internos é formado por angulos congruentes.

(Lembre-se do Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice.)

Teorema 9-7

Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de dngulos

correisg)ondcntcs ¢ formado por dngulos congruentes, entio as retas sio
paralelas.

Retas Paralelas em Um Plano Ay 4y )

Tudo se passa como se as afirmagdes reciprocas dos Teoremas 9-5 ¢ 9-6
fossem verdadeiras. Isto é, quando duas retas sio cortadas por uma trans-
versal, entdo os angulos alternos-internos sio congruentes e os angulos
correspondentes também. A demonstracio destas reciprocas, entretanto,
requer o Postulado das paralelas. Enunciaremos, portanto, éste postulado
na secgdo seguinte e vamos usa-lo dai para frente.

Probilemas 9-2 .

1. Na figura, AC = BC ¢ (£ DCE = £ B. Demonstre que CE | 4B.

A B

2. Dados: AKMJ com KJ =MJ, GJ =HJ, e { HGJ = t HMK,

Demonstre: GH || KM.

. Na figura, £ B e . D sdo angulos retos e DC = AB. Demonstre que AD | BC.

c

b 3
w

A B H] R

. Na figura, por que PQ | AB? AC | GR? P§ || BC?

9-3. O POSTULADO DAS PARALELAS

POSTULADO 18. O Postulado das Paralelas

Por um ponto fora de uma reta, existe somente uma reta paralela dreta dada.

Observe que, desde que demonstramos que as paralelas existem, o pos-
tulado precisa apenas dizer que a paralela existente € unica. E a unicidade
das paralelas que nos da os reciprocos dos teoremas da segio precedente.
Comegamos com o reciproco do Teorema 9-5.

Teorema 9-8, O Teorema PIA

Se duas retas paralelas sio cortadas por uma transversal, entdo os
angulos alternos-internos sio congruentes.



Demonstracdo. Sio dadas duas pa-
ralelas L, e L, e uma transversal T, P /
interceptando as paralelas em P e Q. b b
Suponha que 2 ae / b ndo sio con-
gruentes. Seja La reta por P para a
qual os ingulos alternos-internos L2
sdo congruentes. Ou seja, na figura r / @

abaixo, La = £ ¢. Pelo Postulado

da Construgio de um Angulo, L é unica; isto significa que L# L,

fica que L+ L,.
L_—/[
P

= L

/ L

Pelo Teorema 9-5, L|| L,. Como L# L, , segue-se que existem duas retas
por P, paralelas a L, . Isto contradiz o Postulado das Paralelas. Portanto,

Laz= /b,
como queriamos demonstrar.

As demonstragdes dos quatro teoremas seguintes sdo curtas e diretas,
de modo que as deixamos para vocé.

Teorema 9-9

Se du a
i as retas paralelas' sdo cortadas pf)r uma transversal, cada par de
guios correspondentes ¢ formado por angulos congruentes.

Teorema 9-10

Se duas paralelas sio cortadas por uma transversal, os angulos inter-
nos do mesmo lado da transversal siio suplementares.

Re-enunciado: Sendo dadas as re- /

tas Ly eL,,comL, | L, ¢ uma o/ d

transversal 7, entiio /. be / d sio

suplementares, da mesma forma

que Lae Lc o sio. / Le
T

Ly

o

Teorema 9-11

Em um plano, se duas retas sfo paralelas a uma terceira, sio elas para-
lelas entre si. }

O mesmo teorema vale para o caso em que as trés retas nio sio copla-
nares. (Veja o Corolario 10-4.2.) Mas o teorema nio pode ser demonstrado
no caso geral pelos métodos déste capitulo.

Teorema 9-12

Em um plano, se uma reta & perpendicular a uma de duas retas paralelas,
entio & perpendicular a outra.

1

Uma rapida demonstragio

déste teorema ¢é sugerida pela fi- 9 2

gura 3 direita. (Um &ngulo € um ! !

angulo reto se, e somente se, € ]

congruente a um &ngulo com o I L

qual forma um par linear.)

1

Uma observacdo final: Se vocé usou uma demonstragio indireta no
Teorema 9-9, vocé usou um processo muito trabalhoso. Veja a definigéo
de angulos correspondentes ¢ lembre-se do Teorema dos Angulos Opostos
pelo Vértice.

Problemas 9-3

Dada a figura com (CDEx LAde Ll AR, demonstre
que L1 DE.

Y S
”2 Dados: O quadrilatero (JEASY com os angulos retos
" LE tAce LS.
Demonstre: EY L SY. .
[ A

[ a s . e .
3, Demonstre que uma reta paralela a base de um tridngulo isdsceles e que intercepta

08§ outros dois laQos do tringulo, em pontos distintos, forma um outro tridngulo
isbsceles.
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4. S¢c AB | DC ¢ m. BAD = 115, A/ A -
quanto vale m/ APC? Se, além disso, AD || BC, 115°
quanto vale m/ BCD?

5. Dados: Na figura RT= RS, PQ || RS.
Demonstre: PQ = PT.

6. Na figura, / x> Lye La= /b a b o
Demonstre que L, [ Ly.

7. Dada a figuracom L, | L, ¢ T, | T,, demonstre =«
que Lx= Ly ) / b

oo
Sk
ol ey

e _D? se interceptam em E, com A-E-C e D-E-B, de tal modo que AD = BCe
D | BC. Demonstre que AC ¢ DB se dividem ao meio, em E.

9. No APMN, MX ¢ bissetriz de 7/ M, NX ¢ bissetriz
de /N e QR, passando por X, & paralelo a NM.
Demonstre que' AQMX e ARXN sio isdsceles.

* 10. Demonstre o seguinte teorema, por um método indireto:
Dadas duas retas paralelas, L, e L,, s¢ uma terceira
reta Ly, no mesmo plano, intercepta uma das para- . \ P

lelas, entio intercepta também a outra. 2 \:

Ly -

Helas rardielas olnl Jm rFlanu A o NS

11. Se duas paralelas sio cortadas por uma transversal, entdo as bissetrizes de dms'
Angulos correspondentes guaisquer sdo paralelas.

12. Demonstre o seguinte teorema:

Em um plano, se os lados de um &ngulo sdo paralelos aos lados de um outro,
os dois Angulos sdo (a) congruentes ou (b) suplementares.

[Observagdo: A figura mostra apenas ‘dois casos, mas demonstragdes semelhantes
e igualmente simples podem ser feitas para todos os outros casos. Como sugestio,
veja o Problema 7, desta série.]

o} o = b. - (bl o-Fb = 180.

* 13, No triingulo AABC, a bissetriz de / A intercepta BC em D. A mediatriz de
AD intercepta AC em G. Demonstre que GD | 4B.

* 14 No triingulo AFGH, a bissetriz de /. F ¢ a bissetriz de . G se interceptam em C.
A paralela a FG por C intercepta FH em 4 ¢ GH em B. Demonstre que o peri-
metro de AABH é igual 3 soma de FH ¢ GH.

* 15. Dado AABC, demonstre que se 4 csti em uma paralela a BC, entio m/ 4 +
+miB+mLC =180 \

+16. Se o Teorema 9-8 for tomado como postulado ao
invés do Postulado das Paralelas, &ste dltimo pode
ser demonstrado como teorema.

Dada uma reta Le um ponto P, fora de L, entio
existe no maximo uma reta L, contendo P e -
paralela a L.

[Sugestdo: a = ¢ = b7] .

+ 17. Mostre que se o Teorema 9-12 f6ér tomado como
postulado, entdo o Postulado das Paralelas segue
como teorema.

9-4. TRIANGULOS \

Teorema 9-13

Para todo tridngulo, a soma das
medidas dos dnguios & 180.

Demonstracdo. Dado AABC, seja
Lareta por B paralela a AC. Se- .
jam £x, X, Ly, LY e Lz
como na figura.




Afirmagdes Justificagdes

Lmix=ms x. Angulos alternos-internos,

2, miy=miy. Idem.

3. mLABD =m/z+miy. Postulado de Adigio de Anguios
4. m/ x + ms ABD = 180. Postulado do Suplemento.
S.mix +mpz+miy = 180. Passagens 3 e 4.

6. m{x+mi{z+mLy=180. Passagens 1, 2 e 5.

Déste teorema obtemos corolarios muito importantes.

Corolario 9-13.1

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois pares de Angu-
los correspondentes sdo formados de dngulos congruentes, entio o tercei-
ro par de angulos correspondentes também o &,

Coroléario 9-13.2

BI

Os dngulos agudos de um trifingulo retingulo sdo complementares.

Corolario 9-13.3

Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo & a soma das medidas
dos dngulos internos nio adjacentes a éste dngulo externo.

Obviamente, usamos o Postulado das Paralelas para demonstrar o
Teorema 9-13. Isto ndo foi por conveniéncia; na realidade, o teorema’
ndo pode ser demonstrado sem o uso do Postulado das Paralelas, Desco-
briu-se, no século dezenove, que existe uma espécie de geometria (atual-
mente chamada geometria hiperbélica) na qual o Postulado das Paralelas
de Euclides nilo se verifica. A geometria hiperbélica nfo ¢ apenas um res-
peitavel ramo da Matematica, mas também muito ttil em fisica. Na geome-
tria hiperbdlica, o Teorema 9-13 nio apenas ndo pode ser demonstrado,
como, ao contrario, é falso. Muitas outras coisas estranhas acontecem.
Por exemplo, na geometria hiperbolica, modelos em escala sio impossiveis,
porque nenhum par de figuras tem a mesma forma a menos que elas te-
nham exatamente o mesmo tamanho.

4. Na figura ao lado, determine a medida de

A geometria euclideana ¢, entretanto, uma aproximagio excelente do
espaco fisico; e &, evidentemente, a geometria que todos devem estudar
em primeiro lugar.

Problemas 9-4

1. Se dois dngulos de um trifingulo tm as medidas seguintes, qual é a medida do

terceiro dngulo?
(a) 64 ¢ 59. (b) 26 e 134, ) k e 2k
(d) u e v (€) 90 ¢ n. i 60+ae 60-a

2. As medidas dos angulos de um tridngulo estio na-razio de 1:2:3. Ache as medidas

de cada anguio.

3. A medida de um &ngulo de um tridngulo & 25 a mais que a medida de um segundo

angulo e a medida do terceiro & 19 a menos que duas vézes a medida do segundo.
Calcule cada medida.

479
cada dngulo. 28°

plique por que vocé pede ou ndo pode concluir

que C £
() LC= LF. b
(b) 4B = DE.

5. Sendodadoque £ A~ /De /B / E,ex-

A B ¥

6. A medida de um angulo de um tridngulo é cinco vézes a de um segundo dngulo,

¢ a medida de um dngulo externo, pelo terceiro vértice, & 120. Ache a medida de
cada &ngulo do triingulo.

5
7. Na figura, PR L RQ, STL RQ, e S0 L PS. De-
monstre que LP = / Q. R y T Q
P I/
C
8. No tridngulo AABC, £ ACB é um éngulo reto e
CD L AB. Demonstre que 7 4 = /£ BCD.
A D B

9. Demonstre: Se a bissetriz de um ingulo externo de um triidngulo ¢ paralela a um

lado do tridngulo, entdo o trifingulo & isdsceles,



10.

11.

12,

* 13,

* 14,
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Demonstre: Se uma reta contendo um vértice de um tridngulo isosceles & paralela
4 base do tnangulo, entdo ela & bissetriz de cada Angulo externo, pelo mesmo vér-
tice.

Por que o Postulado das Paralelas é essencial para a demonstragio do Teorema
9-137

Pados: A figura.
Demonstre: a + b = x + y.
[Sugestdo: Trace MH.]

No AABC, /. C éum Angulo reto e M é um ponto da hipotenusa tal que AM = CM.
Demonstre que M & equidistante de 4, B e C.

Dados: No APQR, £ R & um ingulo reto, QT = @V e R
PS = PV. O T
Demonstre: x = 45. ) s
[Sugestdo: Seja m/ P = a. Escreva as formulas para as
medidas dos outros ingulos.]
P v Q

* 15, B B
D
A A
D
@ 4 >_\D @‘7
A
c C E B ¢

* 16.

Considere os trés tridngulos acima. O que parece ser verdadeiro a respeito de DE
e AC, em cada caso? Quanto ¢ DE comparado com AC, em cada caso? O que sdio
D e E? As respostas sugerem alguma propriedade importante sdbre tridngulos?
Escreva uma conjectura envolvendo DE e AC, e DE e AC. Vocé pode achar um
exemplo mostrando que a conjectura ¢ falsa? Vocé pode demonstra-la?

No triangulo AABC, AC = BC. D ¢ um ponto de BC com C-B-D ¢ E & um
ponto de AB com A-E-B tal que BD = BE. DE intercepta AC em F. Demons-
tre que m/. CFE = 3(m/. D).

9-5. QUADRILATEROS EM UM PLANO

Lembramos, da Segdo 5-8, a defini¢io de um quadrilatero.

T <d

Hetas Faralelas em Unm Hiano . aLJd

Definicao

Sejam A, B, C e D quatro pontos em um mesmo plano. Se trés qualsquer
déstes pontos ndo sdo colineares € 0s segmentos AB, BC, CD e DA se in-
terceptam apenas nas extremidades, entdo a reuniao déstes quatro segmen-
tos é chamada quadrilatero. Os quatro segmentos sdo chamados lados ¢
o0s quatro pontos 4, B, C e D sio chamados vértices do quadrilatero. Os
angulos £ DAB, / ABC, { BCD e { CDA sio chamados dngulos do qua-
drilatero.

O quadrilatero & denotado por [JABCD. Os angulos de (JABCD po-
dem ser denotados, abreviadamente, por. £ A4, B, LC e .D.

Na figura anterior, o quadrilatero da esquerda ¢ chamado conexo, mas
o da direita, ndo. Para ver como a diferenga entre éstes quadrilateros pode
ser descrita, tragamos as retas que contém os lados de cada um déles.

_ p A

A Wl
/ -
BS
-
D

g - - - "\---.,,‘h

A’I sim |‘ nio \

A defini¢io seguinte descreve a propriedade da convexidade.

Definicdo

Um quadrilitero é convexo se dois quaisquer de seus vértices estdo
sempre de um mesmo lado de qualquer reta que contém um lado do qua-
drilatero.

A figura 2 esquerda, acima, satisfaz a defini¢io. A da direita, néo.
(Por que‘? O que é que vocé precisa exibir para mostrar que um quadrila-
tero ndo é convexo?)

Definicdes

Dois lados de um quadrilatero sio opostos se ndo se interceptam. Dois
Angulos sio opostos se nio tém um lado do quadrilatero em comum. Dois
lados sio consecutivos se tém em comum uma extremidade. Dois dngulos
sfio consecutivos se tém um lado do quadrildtero em comum. Uma diagonal
de um quadrilatero é um segmento ligando dois vértices ndio consecutivos.
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Desta forma, no quadrilatero [JABCD, os seguintes pares de lados e
angulos sio opostos: ABe CD; BCe AD; 1 Ae /. C; L Be . D. Alguns
dos pares consecutivos sio: ABe BC; BC e CD; 1 De £ A: / Ae LB.
As diagonais de [JABCD sio AC ¢ BD.

Definicéo
Um trapézio é um quadrilatero que tem dois lados paralelos.
/—\ | B c
LN L/
Observe que esta definicio permite que ambos os pares de lados opos-
tos sejam paralelos. Se isto acontece, temos um paralelogramo.

Definicdo

Um paralelogramo é um quadrilatero no qual ambos os pares de lados
opostos sio paralelos.

As demonstragdes dos teoremas seguintes sio imediatas.

Teorema 9-14

Toda diagonal separa um paralelogramo em dois tridngulos congruen-
tes. Isto €, se [JABCD é um paralelogramo, entio AABC = ACDA.

Teorema 9-156

Em um paralelogramo, dois lados opostos quaisquer sio congruentes.

P Q

Corolério 9-15.1 I ' L
|
Se duas retas sfio paralelas, entdo r ! f !
todos os pontos de uma delas estdo I3 [ L
a4 mesma distincia da outra. Ltz

Recordamos, da Segdo 7-7, que a distdncia entre uma reta € um ponto
fora dela é definida como sendo o comprimento do segmento perpendicular
a reta pelo ponto. Algumas vézes nos referiremos ao Corolario 9-15.1 di-
zendo “retas paralelas sfio sempre equidistantes”.

Definigéo

A distincia entre duas retas paralelas é a distdncia de um ponto quai-
quer de uma delas 4 outra.

Teorema 9-16

Em um paralelogramo, dois dngulos opostos quaisquer s3o congruentes.

Teorema 9-17

Em um paralelogramo, dois ingulos consecutivos quaisquer sio su-
plementares.

Teorema 9-18

As diagonais de um paralelogramo se dividem ao meio.

Dado que [JABCD é um paralelogramo, os teoremas precedentes nos
permitem tirar véarias conclusdes sébre suas propriedades. Podemos, agora,
considerar o problema inverso: o que € que precisamos saber sdbre [14ABCD
para concluir que € um paralelogramo?

Teorema 9-19

Um quadrilatero, no qual ambos os pares de lados opostos sdo congru-
entes, € um paralelogramo.
Teorema 9-20

Se dois lados de um quadrilatero sdo paralelos e congruentes, entio o

quadrilatero é um paralelogramo.

Teorema 9-21

Se as diagonais de um quadrilatero se dividem ao meio, entfio o quadri-
latero € um paralelogramo. :

O teorema seguinte ndo é Obvio, nem sua demonstra¢io. Daremos a
demonstragio completa.
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Teorema 9-22

GEOMETRIA MODERNA

- - - A
O segmento que une os pontos médios de dois lados de um triingulo
¢ paralelo ao terceiro lado e seu comprimento ¢ a metade do comprimento

déste.

E

= b e o

VAN

< )
/

/

V’/

C

Re-enunciado: Dado o tridingulo AABC, se D e E siio os pontos médios de
AB ¢ BC, entio DE | AC e DE = 3AC.

Demonstragio. Seja F o ponto na semi-reta oposta a ED, tal que EF = DE.
Temos agora a situagdo descrita pelas marcas na figura. A notacio da
demonstragiio abaixo segue A da figura.

Afirmacdes Justificacdes

1. EF = DE. Definigio de F.

2. EB = EC. Defini¢io de ponto médio.
oo sx= Ly Teorema dos Angulos Opostos pelo

Vértice.

4. AEFC = AEDB. LAL.

5.0 Lw Angulos correspondentes.

6. AB|| CF. AIP (Teorema 9-5).

7. DB = FC, Lados correspondentes.

8. AD = DB. Defini¢dio de ponto médio.
9. AD = FC. Passagens 7 ¢ 8.
10. OADFC é um paralelogramo.  Teorema 9-20.
11. DE | AC. Definigio de paralelogramo.
12. DE = iDF. Passagem 1,
13. DE =1AcC. Passagem 12 e Teorema 9-15.

Problemas 9-5

. A medida de um dngulo de um paralelogramo ¢ 45, Quais sdo as medidas dos outros

angulos?

5. Dados um paralelogramo ¢ uma diagonal,

9, Em uma figura plana, [JABCD ¢ OBEFC sido

nelas rafdiclas ein Wil ratio

2. Dois dngulos consecutivos de um paralelogramo medem (x + 30) e (2x-60),

respectivamente. Determine, em nimeros, a medida de cada dngulo do parale-
logramo.

3. Na figura, [J4BCD e [1AKRS sio paralelogramos. Qual a relagio entre LDe

/£ R? entre / R ¢ /£ C? Demonstre sua resposta.

c
D C
ﬁR / i M
A K B A N K B

4. Na figura, JAKMJ e (OBMJK sio paralelogramos. Se KJ = KM, entio A4BC

& isdsceles.
D C

demonstre que os segmentos perpendicu-
lares 4 diagonal a partir de vértices opostos, e
sio paralelos e congruentes.’

A B
6. (OPQRS é um paratelogramo. s R
PW = PS ¢ RU = RQ.
Demonstre que [(JSWQU é um paralelo- w
gramo. : £ >

7. Dado um triingulo isdsceles e um ponto P, da base, distinto dos vértices, tragando-

se por P uma paralela a cada lado congruente: (1) forma-se um parglelogramo
e (2) o perimetro do paralelogramo ¢ igual 4 soma dos comprimentos dos lados
congruentes do tridngulo.

8. A afirmagiio seguinte & verdadeira? Explique.

Um trapézio é um paralelogramo se, e somente se, suas diagonais se dividem
a0 meio. c

DAF

paralelogramos. Demonstre que [1AEFD & um
paralelogramo.

10. No tridngulo APQR, A e B sdo os pontos médios

de PO e RQ, respectivamente. Se RP = 16, m£ 8
L P=5 e mfQ =38, quanto valem AB e
m{ ABR?

P A Q

11. Dados um triingulo qualquer, AABC, e os pontos médios de cada lado, P, @ ¢ R,

demonstre que o perimetro do APQR é metade do perimetro do AABC.



12

13.

14.

15.

16.

17.

18,

t19.

2+ 20.

- + C D . c
. (a) As diagonais de um quadrilitero sempre se interceptam? ) o < B
(b) Esboce um quadrildtero JABCD no qual B e D estio no mesmo lado da dia- | B -
gonal AC. | ,
. L oY D c f C Al s
As diagonais AC e BD do paralelogramo [JABCD A A A0 >] }
se interceptam em M. Demonstre que se os X ] - .
pontos X e Yestio em lados opostos do paralelo- v Como antes, deixamos as demonstragdes dos tcoremas seguintes para
gramo, de tal forma que XY contém M, entio Y voce.
M divide XY ao meio. A B
, i Teorema 9-23
Enuncic e demonstre um teorema sugerido pelas figuras dadas, onde P, 0, Re S
sd0 pontos médios. [Sugestdo: Introduza uma diagonal do O4BCD] Se um paralelogramo tem um angulo reto, entdio tem quatro dngulos
D retos e o paralelogramo ¢ um retdngulo. -
R Teorema 9-24
s . ) .
¢ Em um losango, as diagonais sdo perpendiculares entre st
Q [Sugestdo: Veja o Corolario 6-2.1.]
A P B
Teorema 9-25
Demonstre: Os segmentos que ligam os pontos médios de lados opostos de um Se as diagonais de um quadrilatero se dividem ao meio ¢ sdo perpen-
quadrilitero qualquer se dividem ao meio. [Sugestdo: Veja o Problema 14.] diculares, entdo o quadrilitero é um losango.
D C
Na figura, CJABCD & um trapézio, com DC < AB, Problemas 9-6
Demonstre que se 4D = BC entio /A~ ~B. .
[Sugestd@o: Veja o Corolario 9-15.1.] 1. Indique se as afirmagdes abaixo sio verdadeiras ou falsas.
' A 8 {a) Um retingulo ¢ um trapézio. (b) Um quadrado ¢ um paralelogramo.
Um trapézio tendo no minimo um par de lados opostos congruentes é chamado (c) Um losango & um quadrado. (d) Um retangulo é um quadrado.
trapézio isésceles. Demonstre que todo paralelogramo é um trapézio isésceles. A () Um quadrado é um retingulo. (i Um quadrado é um losango.
afirmaciio reciproca é verdadeira? (g) As diagonais de um losango se dividem ao meio.
I{emons}tre: Se dois éngulos tc ons'ecl:uti’v o_s,dc lu ™ trapézio sio congruentes, mas (h} As diagonais de um retdngulo sio perpendiculares entre si.
nao suplementares, entdo o trapézio é isésceles. . ) ) = dicul dividem ao meio.
L o perpendiculares e se
Demonstre que se (JABCD ¢é um paralelogramo, entio D ¢ um ponto interior ao () As diagonais de um quadradf)'sa p~p ) drilitero & um
L ABC. ) (i) Se as diagonais de um quadrilatero sdo perpendiculares, o quadri
. . . . losango.
Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se dividem ao meio. { Sugestio: : . . 5
. tingulo sio congruentes.
Use o Problema 19 desta série ¢ o Problema 7 de Problemas 6-8.] : 2. Demonstre: As diagonais de um reting g

3. Demonstre: As diagonais de um losango sdo bissetrizes dos dngulos do losango.
4, Dados: AABC com AC = BC; P, @ ¢ R s#o pontos médios.
Demonstre: QPQCR ¢ um losango.

9-6. LOSANGO, RETANGULO E QUADRADO

Definicées

C
: 5 K Q
; . . ; R Q G |
Um losango ¢ um paralelogramo cujos lados sio todos congruentes.
Um retdngulo ¢ um paralelogramo cujos angulos sdo todos retos.
Um quadrado é um retangulo cujos lados sio todos congruentes, 4 H B M H P
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Molds rdidiCids Qi1 A 1 Taiineg

A A LOS
5. Dados: O losango (JMPQS, os pontos médios G, H, [ ¢ K. 9-7. ALGUNS TEOREMAS SOBRE TRIANGULO
Demonstre: [JGHIK & um retingulo. RETANGULOS
6. Para quais dos seguintes quadrilateros — paralelogramo, retangulo, losango,

quadrado — pode se demonstrar as seguintes propriedades?
(a) As diagonais se dividem ao meio.

(b) As diagonais s8o congruentes.

{c) Angulos consecutivos sio congruentes.

(d) As diagonais sdo bissetrizes dos angulos do quadrilatero.
(e) As diagonais sio perpendiculares.

() Angulos opostos sio congruentes.

{g) As diagonais sio congruentes e perpendiculares.

As seguintes condigdes seriam suficientes para demonstrar que um quadrilatero

¢ um paralelogramo? um retdngulo? um losango? um quadrado? Considere cada
caso separadamente.

(a) O quadrilatero tem dois pares de lados paralelos.

(b) Trés de seus dngulos sdo angulos retos.

{c) O quadrilatero é equilatero.

{d) Suas diagonais sdc congruentes e perpendiculares.

{e) Cada par de dngulos consecutivos sd¢ suplementares,

() Dois lados sdo paralelos.

(2) Suas diagonais se dividem ao meio.

(h) Suas diagonais siio congruentes, perpendiculares e se dividem ao meio.

Nosso conhecimento dos quadriliteros nos da algumas informagdes
s6bre triingulos retingulos.

Teorema 9-26 Y e

A mediana em relagdo a hipote-
nusa de um tridngulo retingulo tem
por comprimento a metade do com-
primento da hipotenusa. A

I

|
.
I

|

L~

Demonstragdo. Dado AABC, com £ C reto, € M ponto médio dé AB, toms
um ponto D em CM tal que (JADBC seja um parale]ogran};). (Como vocé
acha é&ste ponto?) Entdo (JADBC é um retingulo. (Por ’que.) Temo§, tam-
bém, CD = AB. (Por qué?) Portanto, CM = }4B, que € o que queriamos.

O teorema abaixo nos diz alguma coisa sébre a forma de certos tridngu-
los especiais.

Teorema 9-27. O Teorema do Tridngulo 30-60-90

Se um angulo agudo de um tridn-

!
* 8. Demonstre: Se no quadrildtero (JABCD, L A= / Ce LB = £ D, entio [J4BCD gulo retingulo mede 30, entdo o
é um paralelogramo. [Sugestdo: Introduza uma diagonal. Use o Teorema 9-13 e comprimento do lado oposto ¢ me- s e
o Problema 7 de Problemas 9-1.] tade do comprimento da hipotenusa. 20° ~wdc
A

*9

E‘_dado o paralelogramo [(JABCD com AD > AB. A bissetriz do 2 A intercepta

BC em G ¢ a bissetriz do £ B intercepta AD em H. Demonstre que [JABGH
¢ um losango.

Demonstragdo. Dado AABC, com um angulo reto em C e m/L A = 30, seja
M o ponto médio da hipotenusa AB. Entéo, pelo Teorema 9-26, sabemos que

S _a b AM = MB = MC,
b v g
10. Dados: (JPQRS ¢ um quadrado. J, K, Le M separam K como estd indicado na ﬁguEa. do Trian-
o8 lados em segmentos, como se v& na figura, de com- “ Ora, m¢. B = 60. (Por qué?) Portanto, r = 60, pelo Teorema
primentos a e b. a M gulo Isosceles. :
Demonstre: (OJKLM ¢ um quadrado. b Mas
d bl a Q r + 5 + 60 = 180.

* 11

Chamaremos papagaio um quadrilitero no qual apenas uma diagonal é mediatriz
da outra. Demonstre que um papagaio tem dois pares de lados congruentes, mas
que seus lados opostos nio sio congruentes.

Portanto, s = 60 e AMBC ¢ equidngulo. Logo, AMBC é gquilétero. Assim,
BC = MC = 4B,

como queriamos demonstrar. _

A ' 113 AT
Vamos nos referir a éste teorema muitas vezes, .dlzendo que “num tna:}‘
gulo 30-60-90, a hipotenusa tem o dobro do comprimento do cateto menot™.
A reciproca déste teorema também ¢ verdadetro.

** 12, Ne quadrilatero convexo [1ABCD, AD ¢ o lado menor e BC é o lado maior.
Demonstre que £ D > £ B. [Sugestdo: Trace uma diagonal. Este teorema é ver-
dadeiro s¢ (JABCD nAo [ér necessariamente convexo?]



Teorema 9-28

Se o comprimento de um cateto
de um triingulo retingulo ¢ metade
do comprimento da hipotenusa, en-
tio o ingulo oposto a 8ste cateto
mede 30, A

$C

Demonstragdo. Dado AABC, com um 4ngulo reto em C e BC = 4B, seja
M o ponto médio de AB. Entiio, AM = MB = BC. Pelo Teorema 9-26,
MC = MB. (Agora, todos os simbolos da figura estdo justificados.)

Como AMBC ¢ equilatero, é equidngulo. Portanto, m/ B = 60. Pelo
Corolario 9-13.2, m/ A = 30, como queriamos demonstrar.

8
Problemas 9-7
. No tridngulo AABC, / C é um angulo reto, AC = 6, o
e o comprimento da mediana DC é 5. Quanto va- 5
le AB?
c 6 A
. Na figura, RQ = 2RP. Entdo m/ R =?
R B
7° D
30°
P Q C A

. Na figura, 4C L AB ¢ AD I BC. Se BC = 12, determine DB.

- Em um tridngulo equilatero, AGHK, a altura GM mede 9. Por M, tragam-se
perpendiculares aos outros dois lados. Demonstre que éstes segmentos perpen-
diculares sio congruentes e calcule seus comprimentos.

. Demonstre o reciproco do Teorema 9-26:

Em um tridngulo, se uma mediana tem por comprimento a metade do compri-
mento do lado que divide ao meio, entiic o tridngulo & retingulo e o lado em
questdo & a hipotenusa.

C
Dados: AABC, a mediana AD, AD = LBC,
Demonstre: AABC & um tridngulo retingulo e o
BC € a hipotenusa. [Sugestdo: Demonstre que x
X+ y =90.] . z .

6. Na figura, F é o ponto médio de AE e / ABE,
{ ACE e [ ADE sio angulos retos. Demonstre
que F ¢ equidistante de A, B, C, D e E.

7. APQR ¢ isdsceles, com PR = QR = a. Lé uma reta qualquer por R, mas ndo con-
tendo P ou Q. X e ¥ sdo dois pontos de L & distdncia a de R. Demonstre que XP L YP
e XQ1YQ.

v C
8. Em um trifingulo retingulo, a altura em relagiio
4 hipotenusa separa esta em dois segmentos.
Demonstre que num tridngulo 30-60-90, os com- <
primentos déstes segmentos estdo na razdo 1:3. £ 5 30 -

9. Dado um tridngulo equilatero AABC, na semi-reta oposta a BA, tome um ponto
D tal que BD = AC. Demonstre que m/ BCD = 30.
A

10. Na figura, AABC & equilatero, AD L E P
e P e Q s3o os pontos médios de AC
¢ AB, respectivamente. Demonstre que
APDQ ¢ equilatero.

C

9-8. TRANSVERSAIS A VARIAS PARALELAS

Definicdes

Se uma transversal intercepta
duas retas L, e L, nos pontos A ¢ B,
entdo dizemos que L, e L, determi- iy

nam (ou interceptam) o segmento
AB sobre a transversal.

T
VAR
Suponha que sio dadas trés retas ’
L,,L; e L;e¢ uma transversal que 8
as intercepta nos pontos 4, B e C.

Se AB = BC, entdo dizemos que as c /
trés retas determinam segmentos con- - L
gruentes sGbre a transversal. /

iz
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Mostraremos que se trés paralelas determinam segmentos congruentes
sobre uma transversal, entio elas determinam segmentos congruentes sdbre
qualquer outra transversal. Nosso primeiro passo é demonstrar o teorema
seguinte.

Teorema 9-29

Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes sdbre uma
transversal 7, entfo elas determinam segmentos congruenies sdbre qual-
quer transversal T’ paralela a T

\A A

Demonstragdo. Primeiramente, observamos que (JAGED ¢ (QGHFE sdo
paralelogramos. (Por qué?) E dado que AG = GH. Pelo Teorema 9-15,
AG = DE ¢ GH = EF. Portanto, DE = EF.

Podemos, agora, demonstrar o teorema no caso geral.

Teorema 9-30

Se trés paralelas determinam segmentos congruentes sdbre uma trans-
versal, entdo elas determinam segmentos congruentes sébre qualquer outra

transversal.
!
G
1

Ly

\A
VAN
AN YN

72NN N W W

Demonstragdo. Sejam L, , L, e L, as trés paralelas e T, e T, as duas trans-
versais. Na notagio da figura, sabemos que AB = BC ¢ descjamos demons-

sl B
! !

TIUEAD | HAIEIUide DI W08 §F IS

trar que DE = EF. J4 sabemos que isto se verifica se T, | 7. Podemos,
portanto, supor que T, ¢ T, ndo sio paralelas.

Seja T, a paralela a T, por 4 e seja T, a paralela a T, por B. (Lembre-se
do Teorema 9-11))

Afirmagdes Justificagbes

1. AB = BC. Dado.

2. Lx= Ly Teorema 9-9.

3. L= Lw Teorema 9-9.

4, AABG =~ ABCI. ALA.. . .

5. AG = BL Lados correspondentes.

6. Bl = GH. Lados opostos de um paralelogra-
mo sido congruentes.

7. AG = GH. o Passagens 5 ¢ 6.

8. DE = EF. Teorema 9-29.

Vale a mesma conclusio para um nimero qualquer de paralelas.

Corolario 9-30.1

Se trés ou mais paralelas determinam segmentos congruentes sobre uma
transversal, entdo elas determinam segmentos congruentes sébre qualquer

outra transversal,
s/ 0"
Az / B, / ]
A3/ 53/‘/ -
7

Isto &, dado que
Aydy = Az Ay = Ay =,
segue-se que
BB, = B;By = B3By =",

e assim por diante. Isto segue por aplicagdes repetidas do teorema que
acabamos de demonstrar.



Problemas 9-8

1. Dados: AB = BC,
4P| Bo|| TR,
_ Px|| o7|| RzZ. R
Demonstre: XY = YZ. ]

AC ¢ XZ devem ser coplanares para que a demonstragio valha?
2. Demonstre o seguinte teorema:

Se uma reta divide ao meio um lado de um tridngulo e & paralela a um segundo

lado, entdo divide ao meio, também, o terceiro lado.
C
o YA
DE|| 4B, EF]|4c, / /\
e D é o ponto médio de AC. Demonstre que

A F B
ACDE = AEFB.

4. Se uma transversal corta as paralelas L, ¢ L, em D e A ¢ uma outra transversal

3. Na figura,

corta L, ¢ L, em C e B, entdo (JABCD

€ um trapézio. Sendo L3H L, , por que - Df \C -
L, também ¢é paralela a L;? Se L, E/ F !
contém E, o ponto médio de AD, por - / \ > 1
que L, contém F, o ponto médio de -

e e Ty ! N ¥

BC? L, contém EF? Por qué? O seg- 7 Y

mento EF ¢ chamado mediana do tra-

pezio (JABCD; os lados paralelos AB

e CE slo chamados bases do trapézio.

(a) Demonstre que a mediana de um trapézio divide
ambas as diagonais ao meio.

(b) Demonstre que o comprimento da mediana de
um trapézio ¢ metade da soma dos comprimentos
das bases; isto & demonstre que

EF = L(AB + CD).

[Sugestdo: Use uma diagonal e o Teorema 9-22.]

5. JABCD é um trapézio com XB“D_C EF é a mediana (veja o Problema 4),
(@) Se AB=12¢e DC= 7, entic EF =7 b c
(b) S¢ 4B =14 e DC = 14, entio EF =1 ‘ \
(©) Se DC = 6 ¢ EF = 14, entdo AB = ? E\ \F
(d) Se AB =127 ¢ EF = 18, entiio DC =7 A rl
6. Demonstre que, em um paraielogramo, os dois segmentos que unem um par de

vértices opostos aos pontos médios de um par de lados opostos dividem a diagonal
em tres segmentos de comprimentos iguais.

* 8
** g,

Dados: [(JABCD é um paralelogramo.
P e Q sdo pontos médios.

Demonstre: AR = RS = §C. : - n

[Sugestdo: DQ ¢ paralelo a RB?] A= >

. No Problema 6, se K & o ponto médio de DC ¢ M ¢ o ponto médio de AB,

BK ¢ DM conteriio os pontos S e R? Por qué?
No Problema 6, se DB ¢ AC se interceptam em E, demonstre que ES = $AC.
Na figura, as retas paralelas sdo igualmente distanciadas umas das outras e dividem

AC em 7 segmentos congruentes. Dados - A ¢
" AB = 2¢ BC = 1}, 7 &€ o menor niimero . :—_-_-_::—_—_E:-_—:::-_:

de segmentos congruentes no qual qual- - B

quer conjunto de paralelas dividird p-sisipsyontpsisiys -x-_-_—_:: -

AC, desde que estas paralelas incluam -— <
AG, BH e CK. Nestas mesmas condi-
¢Oes, qual serd o menor nimero de segmentos congruentes se

(a) AB=4, BC = 17 (b) AB =35 BC =17
(c) AB =15, BC =3 (@ 4B =13, BC = 0,87
(¢) AB = 1,414, BC = 17 ) AB =2 BC=17
(8) AB = /3, BC = 2/ (h) 4B = /2, BC = /3!

Problema Magno

Use a figura como sugestio para ajudi-lo a demonstrar o seguinte teorema.

As medianas de um triingulo se
interceptam em um ponto comum
cuja distdncia a qualquer vértice €
dois tergos do comprimento da me-
diana pelo referido vértice.

9-9. COMO ERATOSTENES MEDIU A TERRA

A circunferéncia da Terra, ao nivel do equador, é cérca de 40.000 quild-
metros. No século quinze, pensava-se que era muito menor. Assim, quando
Colombo partin para a India e aportou em uma das Ilhas Bahamas, achou
que ja estava na India. Logo, sua margem de érro foi maior que a largura
dos Estados Unidos, mais a do Oceano Pacifico.

No terceiro século antes de Cristo, entretanto, os gregos sabiam mais.
Naquela época, um matematico grego, Eratdstenes, mediu a circunferén-
cia da Terra e seu resultado apresentava um érro de apenas um ou dois
por cento. Ele inventou o seguinte método.
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La

. - ,
Alexandria
b o

Ly

C

Aswan

Observou-se que em Aswan (entdo chamada Syena), no Nilo, ao meio
dia do solsticio de verdo, o sol estava exatamente a pino. Isto &, a0 meio-dia
déste dia particular, uma vareta em posi¢o vertical ndo langava nenhuma
sombra, e a base de um pogo profundo ficava completamente iluminada.

Na figura, C é o centro da Terra. Ao meio-dia no solsticio de verio, em
Alexandria, Eratéstenes mediu o dngulo denotado com / a na figura,
isto &, o dngulo entre uma vareta vertical € uma semi-reta a partir do ponto
superior da vareta até o pé de sua sombra. Ele viu que era um angulo
com cérca de 7° 12, ou cérca de 35 de uma circunferéncia completa.

Ora, os raios do sol, observados da Terra, sdo muito aproximadamente
paralelos. Admitindo-se que sejam, de fato, paralelos, segue-se, entdo, que
as retas L, e L, na figura sio cortadas por uma transversal, sendo os ngu-
los alternos-internos congruentes. Portanto, / a = / b. Assim, a distincia
de Aswan a Alexandria deve ser cérca de §5 da circunferéncia da Terra.

A distincia de Aswan a Alexandria era conhecida, cérca de 5.000 “stadia”
gregos. (Um stadium era uma antiga unidade de distdncia.) Eratdstenes
concluiu que a circunferéncia da Terra devia ser por volta de 250.000
“stadia”. Convertendo a quildmetros, de acérdo com o que antigas fontes
dizem s6bre o comprimento de um “stadium”, obtemos 39.600 quildmetros.

Assim, o érro de Eratéstenes foi cérca de um por cento. Mais tarde, éle
mudou sua estimativa para uma mais proxima, 252.000 “stadia”, mas nin-
guém parece saber por que &le féz tal mudanga. Na base da evidéncia,
alguns historiadores acham que Eratdstenes foi nio apenas muito inteli-
gente e cuidadoso, mas também teve muita sorte.

Desde os primeiros tempos, a geometria desenvolveu um papel prepon-
derante na Matematica aplicada. Os egipcios precisaram dela intensamen-
te, porque o Nilo elevava seu nivel anualmente, destruia as pequenas de-
marcagdes das terras criando, assim, problemas de agrimensura. Dai a pa-
lavra geometria, provindo de duas palavras gregas, significando terra e
medida. Mais tarde, aconteceu que a “geometria” seria usada nio apenas
para medir coisas que estavam sobre a terra, mas, literalmente, para medir
a prépria terra. Isto ilustra um processo geral: quando uma parte itil da
Matematica se desenvolve por uma razfio, em geral, ela se torna igualmente
ntil por outras razdes inesperadas.
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ERATOSTENES (276-194 A.C)

Muito pouco se conhece sébre o trabalho de Eratostenes. Tt.zmos alguns frag-
mentos de seus livros, na forma de citagdes de outros autores antlgo_s, mas nenhum
dos seus proprios livros sobreviveu até os dias de hoje. As fontes }ndlcam’, entre-
tanto, que éle escreveu sdbre quase tudo: geometria, astronomia, teoria dos niimeros,
histéria € comédia. Foi, também, um poeta. Os gregos chamavam-no Beta (a se-
gunda letra do alfabeto grego) por ser éle o segundo em tudo, ainda que nunca o
melhor em nada. )

Sua faganha ao medir a circunferéncia da Terra, entretanto, f(.)l t:io esp?tacular
que foi completamente narrada por outros e corretamente atlnbulda a e:le.

A ilustracdo mostra um mapa do mundo baseado nas idéias de Eratostenes.

Revisdo do Capitulo
Série A

1. Indique se as afirmagdes sdio verdadeiras ou falsas.

(2} Em um plano, se uma reta ¢ paralela a uma de duas paralelas, ¢ paralela 4
outra.

(b) As diagonais de um losango sdo bissetrizes dos angulos do losango.

(c) Se a mediana em relagdo 4 hipotenusa de um tridngulo retingulo mede 7 m de
comprimento, a hipotenusa mede 14 m de comprimento.

(d) Um paralelogramo é um trapézio.

(e) Se duas retas sio cortadas por uma transversal, entio os Angulos correspon-
dentes sdo congruentes. :

() Qualquer diagonal de um paralelogramo forma, com os lados, dois tridngulos
congruentes.

(2) As diagonais de um losango sdo congruentes.

. (h) Se um cateto de um trifingulo 30-60-90 mede 8 m, entdoa hipotenusa mede 16 m,



(i) Duas retas ou sio paralelas ou se interceptam.

() Em um plano, se uma reta intercepta uma de duas paralelas, intercepta a outra.

2. Copie em seu cadgrno e complete cada afirmaciio.

(a) Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, os ingulos internos

do mesmo lado da transversal s80 ...................

(b) Se dois dngulos de um tridngulo sfio congruentes a dois dngulos de um outro

tridngulo, entio ...................
(¢) Os 4ngulos agudos de um tridngulo retingulo sdo

(d) A hipotenusa de um tridngulo 30-60-90 mede 13, O cateto oposto ao dngulo
............... é congruente i ............... em relagdo A hipotenusa e o com-

primento do cateto & ..................

{¢) Se trés ou mais paralelas determinam segmentos
versal, entdo ...l :

{f) O Postulado das Paralelas estabelece a

3. Para cada exemplo, faga a escotha que torne a afirmagio verdadeira.

(a) Se as diagonais de um quadrilitero se dividem ao meio, entiio o quadrilatero

¢ um
(i) losango, (ii} quadrado,
(iii) paralelogramo, (iv) retdnguio.

{b) A figura formada ligando-se os pontos médios consecutivos dos lados de um
quadrilatero é um

(i} retangulo, (i1} paralelogramo,
(iii) losango, (iv) nenhum déstes.
(c) As bissetrizes dos dngulos opostos de um paralelogramo que nfo & losango sdo
(i) paralelas, (i) colineares,
(iii) perpendiculares, (iv) reversas.

(d) As bissetrizes dos angulos internos de um mesmo lado de uma transversal a
duas paralelas sdo

(i) paralelas, - - (ii) perpendiculares,
(iii) s cruzam, mas ndo sdo perpendiculares,
(iv) reversas.
4. Seriam as seguintes condigdes sébre um quadrilatero suficientes para se demonstrar

que &sse quadrilitero é um trapézio? um paralelogramo? um retangulo? um losango?
um quadrado? Considere cada item separadamente.

(@) Todos os quatro lados sio congruentes.

(b) Dois lados sdio paralelos,

(¢) Dois lados sdo congruentes.

(d) Suas diagonais s¢ dividem ao meio.

{¢) Suas diagonais sdo congruentes e se dividem ao meio.
(! Todos os angulos sio congruentes.

(8) Suas diagonais sdo congruentes e perpendiculares.

(h) E equilatero ¢ tem todos os dngulos congruentes.

.................. numa trans-

ostulado das Paralelas estabelece a .................. entre uma reta que
contem uin ponto € que € .........,..,..... 2 uma reta que ndo contém o ponto.

(i Dois dngulos opostos quaisquer sdo congruentes.
(j) Cada diagonal é bissetriz de dois de seus dngulos.

5. Indique, usando as letras T, A e N, se cada afirmagio ¢ verdadeira em TODOS
os casos, verdadeira em ALGUNS e falsa em outros ou se ndo € verdadeira em
NENHUM caso.

{a) Segmentos de reta, num mesmo plano, que ndo se interceptam, s3o paralelos.

(b) Se duas retas sdo cortadas por uma transversal, «s semi-retas bissetrizes de
um par de angulos alternos-internos sio paralelas.

{(c) As diagonais de um losango se dividem ao meio.

(d) As diagonais de um quadrilatero sio paralelas.

(¢) Os angulos opostos de um paralelogramo siio suplementares.

(i Um quadrado & um retdngulo. T .

{g) Se uma diagonal de um quadrilitero forma com os lados dois tridngulos con-
gruentes, o quadrilatero € um paralelogramo.

(h) Se uma mediana de um tridngulo tem por medida a metade do comprimento
do lada que divide ao meio, entdo o tridngulo é um tridngulo retangulo.

(i} Se dois lados opostos de um quadrilatero sdo paralelos e os outros dois lados
sio congruentes, o quadrilatero é um paralelogramo.

() Se dois Angulos opostos de um quadrilitero sio angulos retos, o quadrilitero
€ um retingulo.

Série B

1. E dada a figura com D e E pontos médios de
AB e AC. E
(a) S¢e .mi A =233 e msLC =45 quanto va-
lem m{ CBF ¢ m{ CED? -
(b) Se BC = 6, entio DE =? A o /3 F
(c) ODPBCE é um .....c.ccenvenens

2. Se no tridngulo AABC, AB =12, BC=9¢ AC =13, ¢ P, Q0 e R sio 0s pontos
médios dos lados, qual & o perimetro de APQR?

M_Q K
3. Dados: OGHKM é um paralelogramo e R
MQ = HP.
R .. . G P H
Demonstre: GK ¢ PQ se dividem ao meio.
D C
4, Na figura, (JDEBF é um paralelogramo ¢
AE = CF. Demonstre que [JABCD & um
paralelogramo. = >

5. Demonstre: Se duas bissetrizes de dois Angulos consecutivos de um paralelogramo
se interceptam, elas sdo perpendiculares.
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6. Tem-se que AC|| BD. As bissetrizes de 7 CAB

e / DBA se interceptam em F, ¢ AB = 2PB.
Calcule x e y.

B D
1. Por que ndo ¢ vilido o seguinte raciocinio? \
Pelo T_eorema 9-11, sabemos que, num plano, duas retas paralelas a uma mesma
rcta sdo paralelas entre si. Portanto, se AP|| L, BP||Le 4P, BP ¢ L sio

coplanares, entio }H"H BP. Isto demonstra que duas retas que se interceptam
podem, de fato, ser paralelas.

8. Numa figura como a dada ao lado, determine 4° .
a medida de cada angulo. #0° '

82°
4,

20
42°

9, _Demonstre: Em um plano, se uma reta é perpendicular a wuma de duas retas que se
Interceptam, entdio ela nio é perpendicular A outra.

10. Dados: faz= ~b, q
Lp= /L g

Demonstre: / x ¢ um ingulo reto.
a x b

K
11. No tridngulo AMPK, / K & um an-
gulo reto e m£ P = 30. Se KH L MP,
HR L MK, RQ L MP, ¢ MP = 80, de- R
termine MQ.
M 30°
Q H

12. Demonstre: Se um trapézio tem os dois lados nio paralelos congruentes a um dos
lados paralelos, entdo as diagonais dividem ao meic os dngulos que determinam
0 outro dos lados paraleios.

P

13. Quando um raio de luz é refletido em uma superficie lisa, o ingulo formado pelo

¥

raio incidente com a superficie ¢ congruente ao A
dngulo formado pelo raio refletido e a superficie.
Na figura, m 2. ABC = 90, m/ BCD = 75 ¢ o raio
de luz faz um 4ngulo de 35° com RA. Copie a
figura ¢ complete o caminho do raio de luz
conforme Ele se reflete em 4B, em BC, em CD
¢ em 4B, novamente. Sob que dngulo o raio
emerge de AB, na segunda vez?

-]

14. Demonstre a veracidade ou a falsidade da seguinte afirmacio:

Se um quadrilét‘ero tem um par de lados paralelos ¢ um par de lados congruentes
entdo o quadrilitero é um paralelogramo. '

Hetas raralelas em Um Hano L

E
P
A e
Q R
B
C

* 16. Demonstre a veracidade ou a faisidade da seguinte afirmagdo.
Se as diagonais de um quadrildtero sio congruentes ¢ perpendiculares, o qua-
drilatero & um quadrado.

* 17. Demonstre a veracidade ou a falsidade  da seguinte afirmagdo.

Se as diagonais de um quadrilitero sio congruentes ¢ se dividem ao meio, 0

quadrilatero é um retangulo. D‘

‘ P
* 18. Na figura, AC L AE e as bissetrizes de L DCB ¢ c :
. EBC se interceptam em P. Calcule m/ P e diga
qual foi sew raciocinio.
' A B B

* 19. Demonstre: se cada diagonal de um quadrilatero é bissetriz de dois ngulos de um
quadrilitero, o quadrilitero & um losango.

15. Na figura, ﬁ“ BC,ED = BCe P, Q ¢ R sfio pontos
médios. Demonstre que QD divide PR ao meio.
(Sugestdo: Introduza PQ ¢ EB.]

* 20, As diagonais de [JABCD sdo perpendicu-
lares em M, e P, O, R ¢ S s&o os pontos
médios dos lados. Demonstre que o pe-
timetro de (JABCD é igual a duas vézes a
soma MP + MQ + MR + MS.

* 21. Demonstre: A soma dos comprimentos dos segmentos
perpendiculares por um ponto qualquer da base se
um tridngulo isésceles, aos lados congruentes, & igual
4 altura em relagio a qualquer um dos lados con- s
gruentes. [Sugestdo: Considere uma paralela a AC
por P, encontrando BT em Q. Mostre gque RP +
+ PS = BT)) AP 2

* 22 Seja AMPQ um triangulo isdsceles, com MP = MQ. Por um ponto qualgquer 4
entre M e Q, trace uma perpendicular a PQ, encontrando PQ em B e encon-
trando PM em C. Demonstre que AMCA ¢ isbsceles.

* 23. Em um tridngulo qualquer AABC, uma reta por A é __p_erpendicular 4 bissetriz do
/B em K. Uma outra reta por K & paralela a BC e intercepta AB em M.
Demonstre que M é o ponto médio de AB. VocE pode demonstrar, também,
que MK divide AC ao meio? : o .

* 24 AABC é um tridngulo, com G ¢ H pontos médios de AC ¢ BC. Na semi-reta

—_— C R
oposta a HA, tome R tal que HR = HA. Da s
mesma forma, na semi-reta oposta a GB, tome 4
S tal que GS = GB. Demonstre que R, Ce § G .
. L .

sdo colineares e que CR = CS.



10 RETAS E PLANOS
PARALELOS

10-1. FATOS BASICOS A RESPEITO DE PLANOS
PARALELOS '

Definicdo

Dois planos, ou um plano e uma reta, sio paralelos se ndo se intercep-
tarem.

Se os planos E, ¢ E, sdo paralelos, escrevemos E, | E;. Se areta Le
o plano E sio paralelos, escrevemos L|| E ou E | L.

Como veremos, planos ou retas paralelos no espago se comportam quase
que da mesma maneira que retas paralelas num plano. Existem, porém,
diferengas importantes. Por exemplo, ndo existem planos reversos: dois
planos no espago ou s¢ interceptam ou sio paralelos. Além do mais, se
duas retas estiverem em planos paralelos, ndo se segue que as retas sejam
paralelas. (Veja a figura, 4 esquerda, abaixo). Também, se duas retas sdo -
paralelas, sempre podemos encontrar dois planos que as contém e que ndo
sio paralelos. (Veja figura, abaixo, a direita).

L]
/N T

O teorema seguinte descreve uma situagio comum, em que planos para-
lelos e retas paralelas aparecem na mesma figura.

Teorema 10-1

Se um plano intercepta dois planos paralelos, entdo as intersegdes sdo

duas retas paralelas.
y y
7/
L/
— 1
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Demonstragdo. Dado um plano E, in-

terceptando dois planos paralelos E, e

E,, pelo Postulado 8 (p. 52 livro, temos I"I l/
(1) E intercepta E, numa reta L, , ¢ -

(2) E intercepta E; numa reta L,. /;" 3

VA

1

Obviamente

(3) L, e L, sdo coplanares (porque
ambas estio em E). B

{4) L, e L, ndo t&€m ponto em comum
(pois E, e E, nio tém ponto em co-
mum). As afirmagdes (3} ¢ (4) nos dizem
que

() L, | L,.

Teorema 10-2

Se uma reta € perpendicular a um de dois planos paralelos, ela é per- .
pendicular ao outro.

Demonstragdo. Temos E, | E,eLL E, .
Seja A um ponto qualquer em E, que
ndo pertenga a L. Entdo

(1) Le A estio num plano E. (por
qué?) { S A

(2) E intercepta E, e E, nas retas

LyeL,(Porqué?) - . et &
(3) L, | L, (pelo Teorema 10-1). /
(4) LLL, (pois LL E,). b ey -

{3) LL L, (pelo Teorema 9-12). "

Assim, temos uma reta em E, que é perpendicular a L. Comegando com
um outro ponto B, e repetindo o processo todo, obtemos uma outra reta
em E, perpendicular a L. Temos agora L1 E, , pelo Teorema 8-2.

O teorema seguinte ¢ andlogo ao Teorema 9-2.

Teorema 10-3

Dois planos perpendiculares a uma mesma reta sio paralelos.
t t

s
/

Hetas e Flanua FaldiQive S

Demonstragdo. Temos E; 1 Lem P e E, 1 Lem Q. Queremos mostrar que
E,| E,. Se isso néo fosse verdade, E, interceptaria E, em pelo menos
um ponio, R. _

Mas RP L Le RQ L L, pois Lé perpendicular a toda reta de E, que
passa por P e também a t6da reta de E, que passa por Q. Issq nos daria
duas perpendiculares a Lpelo ponto R, o que & impossivel. (Veja o Teore-
ma 6-4). Portanto E, e E, sdo paralelos.

Corolario 10-3.1

Dois planos paralelos a um terceiro sdo paralelos entre si.
(Vocé provavelmente sera capaz de acompanhar a demonstragio sem
uma figura. Tente!)

Demonstragio. Sio dados E; | E; e E, | E;. Seja La reta perpendicular
a E;. Temos

(1) L L E, (pelo Teorema 10-2).
(2) LL E; (pelo Teorema 10-2).
(3) E, | E; (pelo Teorema 10-3).

L 1 Ly
Teorema 10-4 /__ : : s/
A m L -
Duas retas perpendiculares a um / ! /
mesmo plano sdo paralelas. '
]

Demonstragio. Sio dados L, L Eem A e L, L E em B. Pelo Teorema 8-7,
L, e L, sio coplanares. Sendo L, L E, L, 1A4B. Sendo L, LE, L, L 4B.
Pelo Teotema 9-2, L, || L.

Corolério 10-4.1 Iy Ly o Ls
Um plano perpendicular a uma de

A
duas retas paralelas é perpendicular a A - /
7
r

outra.
l’
) /

Demonstragdo. Sio dados L, | Ly e L, L E. Seja L; uma reta perpendicular
a E, passando por um ponto A, qualquer, de L, . Ly existe pelo Teorema
8-9. Pelo Teorema 10-4, L, || Ly . Pelo Postulado das Paralelas, Ly = L, .
Isto & L, e L, tém que ser a mesma reta, Como L, L E, temos L, 1lE.

~




Corolério 10-4.2

Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si.
Demonstragdo. So dados L, | Lye L, || Ly . Queremos mostrar que Ly L,.

Seja E um plano perpendicular a L; . Pelo corolario precedente L, LE
e L, L E. Pelo Teorema 104, L, | L,.

Teorema 10-5

E
Planos paralelos sio sempre equi- .P ? /o
distantes. ; ]

Re-enunciado. Se E, | E, entio todos 14 '

os pontosde £, sio equidistantes de E, .
Lembramos que a distdncia entre /
R

um ponto P ¢ um plano E é o compri-

mento do segmento perpendicular de
PaeE,

Demonstragéio. Sejam P e Q dois pontos quaisquer de E, e sejam PR e
QS segmentos perpendiculares de P ¢ Q a E,. Entio

(1) PR} @S (pelo Teorema 10-4). .

(2) P, Q, R e § sdo coplanares porque &sses pontos pertencem a duas

retas paralelas.

(3) PQ | RS (pelo Teorema 10-1).

(4) OOPQSR é um paralelogramo, por (1), (2) e (3).

(5} PR = QS porque lados opostos de um paralelogramo sdio congru-

entes,

Sabemos, pelo Teorema 10-2, que os segmentos partindo de E, e per-
pendiculares a E, sdo precisamente os segmentos partindo de E,; e per-
pendiculares a E, . Sabemos portanto mais do que o enunciado realmente
diz; isto ¢, sabemos o seguinte: Se dois planos sdo paralelos, todos os seg-
mentos perpendiculares a um déles, partindo do outro, tém o mesmo compri-
mento. De agora em diante, sera essa a interpretagio dada ao Teorema 10-5.

Observe que [NPQSR &, de fato, um retdngulo. Mas ésse fato ndo &
necessario para a demonstragio.

Problemas 10-1
. Dados: Planos E ¢ F sdo paralelos, B £
E contém AB, F contém CD, / ‘—-A/,Qr'/

ACLF e BDLF. T- X
Demonstre: AD e BC se cortam ac meio.

2. Seoplano KLl Lem Pe o plano M L Lem
T, 0 que vocé pode concluir quanto a K ¢ M?
Por qué?
3
3. Verifique se a seguinte afirmagiio & verdadeira ou falsa.
Se E e F sdio planos paralelos e E contém a reta L, ¢ F contém a reta L, , entdo
L|jL.-
B G
4. O plano G contém os pontos 4, Be Ceo ﬁ .J
plano H contém os pontos D, E ¢ F, tais que o i
AD 1 G, AD L H, ¢ AB = DF. Quais das sc- .
guintes afirmacdes sdo necessiriamente ver- b *E H
dadeiras? / oF .
/ (a) AF = BD. (b) BC || EF. () AABC = ADFE.
@) G||H. © (e) AC L AD. {fy LAFD = [ DBA.
(g) AF e BD se cortam ao meio. {h) AC DF.
E
K
5. Na figura, [JABCD, (JADEK ¢ [JBCEK sdo paralelo-
gramos. Demonstre que
(2) EK/AD /BC, ¢ c

{b) 2 KAB =~ . EDC. ‘

A B

6. O plano M é paralelo ao plano K. A e C sio pontos em M, B ¢ D sio pontos

em K tais que 4D L K ¢ BC L M. Demonstre que AB = CD. :

7. Demonstre o seguinte.

.

i.‘8.‘ Na figura, as retas reversas L, ¢ L, interceptam

Se duas retas paralelas sio interceptadas por dois planos paralelos, entdo os
planos determinam sobre as duas retas segmentos congruentes.

os planos paralelos E, F e G e AR inter-

cepta F em K. Se AB = BC, demonstre que
PQ = QR. //&_‘____\_ N
/93 No Problema 8, demonstre também que /
o 4
BQ < (AP + CR). /
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Na figura, os planos M e N se interceptam em
AB e M e N interceptam os planos paralelos
E e F em AD, BC, AH ¢ BG. Se AD = BC
¢ AH = BG, demonstreque / DAH = / CBG.

0
“n

Indique se as afirmagdes sfio verdadeiras ou falsas. Faca um pequeno desenho

para ilustrar as afirmagdes que sdo verdadeiras, ou esboge o desenho de um contra-

-exemplo, se a afirmagio for falsa.

{a) Se uma reta estd contida em um plano, uma reta paralela a esta é paralela ao
plano.

(b) Se uma reta e um plano sio paralelos, téda reta no plano & paralela 4 reta dada.

{c) Duas retas paralelas a um mesmo plano podem ser perpendiculares entre si.

{(d) Se duas retas sdo paralelas, todo plano, contendo apenas uma delas, & paralelo
i outra.

(e) Se um plano intercepta dois planos paralelos, as retas de intersegio sio pa-
ralelas. '

{f) Se um plano intercepta dois planos nido paralelos, as retas de intersegiio podem
ser paralelas.

Mostre como se determina um plano que contém uma de duas retas reversas dadas

e & paralelo d& outra. Demonstre sua construgio.

Q

Dados: PM e PS estdo no plano E. P, M e §
sdo ndo-colineares, KM L PM, §S L P§
e KM | 0S.

Demonstre: KM L E ¢ S L E.

[Sugestdo: Introduza outra paralela].

F e E sio planos paralelos. 4, B e C estdo em
E, Pestaem Fe PALF. R, T, Vsio pontos T_Y
médios de PB, PA e PC, respectivamente, De-

monstre que o plano RTV ¢ paralelo a F.

Demonstre o seguinte teorema:

Existe uma e somente uma reta perpendicular
a duas retas reversas dadas.
[Sugestdo: A figura indica como obter a perpen-

dicular comum. Retas e segmentos pontilhados
indicam conjuntos auxiliares.]

Moo 1 IWliE T Wlfdaieiae el

10-2. DIEDROS. PLANOS PERPENDICULARES

Sabemos que quando duas
retas em um plano se inter-
ceptam, elas formam quatro
dngulos:

Considere agora dois planos no espago, interceptando-se numa reta como
na figura abaixo, 4 esquerda.

P
P
Q
fles formam quatro figuras, cada uma das quais parecida com a figura

acima, a direita. Uma tal figura é chamada diedro (ou angulo diedro) e a
reta PQ, vista na figura, é chamada aresta do diedro.

Definigles

Se dois semiplanos t8m mesma origem, mas nio estdo contidos no mes-
mo plano, a reunifio dos dois semiplanos € a origem comum € um diedro.
A reta, origem dos dois semiplanos é chamada aresta do diedro. A reunido
da aresta e qualquer um dos dois semiplanos é chamada uma face do
diedro.

Para descrever um diedro particular, precisamos dizer que reta é sua
aresta e quais sio suas faces. Em geral, fazemos isso dando dois pontos P
e O na aresta e dois pontos A e B contidos nas duas faces. (Veja a figura
acima). Representamos entio o diedro por / A-PQ-B.

Podemos falar do interior e exterior de um diedro; e podemos também
falar em diedros opostos pela aresta. Essas idéias sdo muito semelhantes
as idéias ja familiares a respeito de dngulos em um plano, e voc€ deve ser
capaz de dar suas proprias definigdes. '

Seria bom se pudéssemos dizer que diedros retos sdo congruentes. Mas
primeiramente precisamos explicar o que significa medida de um diedro.
Fazemos isso da seguinte maneira:



Definigao

E dado um diedro ¢ um plano
perpendicular 4 sua aresta. A inter-
se¢io do plano perpendicular com
o diedro ¢ chamado dngulo plano ou
se¢do normal do diedro.

Na figura, as marcas indicam que LPYC e L PYD sio angulos retos.
Isso significa que o plano que contém 2 CYD € perpendicular a PemY
Segundo a definigio que acabamos de dar, isso significa que £ CYD ¢ um
angulo plano do . 4-PQ-B. :

Parece ser natural definir a medida de / A-PQ-B como sendo a medida
do 2 CYD. Mas isso nio faria sentido, se dngulos planos distintos de um
mesmo diedro tivessem medidas diferentes. Precisamos, portanto, demons-
trar o seguinte teorema.

Teorema 10-6

Todos os angulos planos de um mesmo diedro sdo congruentes.

-
-
p—_

]
a

\
\
1
\
\
Li

-

A

z

Q ”‘.3 G G

i

Demonstragdo. Sao dados dois angulos planos do £ A-PQ-B com vértices
em Ye Z. Tomamos os pontos C, D, F e G nos lados dos dngulos de modo
que YC = ZF e YD = ZG, como esta indicado na figura a direita. Temos:
(1) JJYCFZ é um paralelogramo. (YC ¢ FZ sdo congruentes, ¢ sdo
paralelos porque estio contidos no mesmo plano e sdo perpendiculares
a uma mesma reta. Veja Teorema 9-20).
Exatamente da mesma maneira, obtemos
(2) OYDGZ & um paralelogramo.

Portanto

(3) DG | CF. (Ambos sio paralelos a YZ).

(4) DG = CF (porque DG = YZ = CF).

(5) ODGFC é um paralelogramo (porque DG e CF sio congruentes e
paralelos).

(6) DC = GF. (Por qué?) .

(7) ACYD = AFZG (por LLL).

(8) LCYD = (L FZG.
que & o que queriamos.

Podemos agora dar as seguintes definigdes:

Definigdes

A medida de um diedro é o miimero real que & a medida de cada um de
seus Angulos planos. Um diedro reto é aquéle cujos dngulos planos sio-
dngulos retos. Dois planos sda perpendiculares se contiverem um diedro reto.

Os seguintes teoremas sfo ficeis de serem provados com base nas de-
finigGes.

Teorema 10-7

Se uma reta é perpendicular a um plano, entdo tedo plano contendo a
reta & perpendicular ao plano dado.

Re-enunciado. Seja L uma reta, perpendicular ao plano E no ponto 4 ¢
seja F um plano qualquer contendo L. Entio F 1 E.

[Sugestdo para a demonstragio:
Seja PO a reta de intersegio de F
¢ E.Em E, tome 4B 1 PQ. Lembre-
se agora das defini¢des das afirma-
¢des L1 Ee F 1 E e mostre que F
e E sdo realmente perpendiculares.]

Teorema 10-8

Se dois planos sdo perpendiculares, entio qualquer reta de um déles,
perpendicular & interse¢do dos planos, é perpendicular ao outro.

Vocé pode usar a mesma figura do teorema anterior. Seja La reta dada,
perpendicular a PQ em A e tome 4B L PQ como antes. Dessa vez ¢ dado
que E 1 F e queremos provar que L1 E.
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Problemas 10-2

o
. Nomeie todos os diedros na figura abaixo, d esquerda.

T

. Nomeie todos os diedros na figura acima, d direita. (H& mais de trés. Observe que
E é o nome de um plano ¢ nio de um ponto). A

Nomeie os seis diedros nesse tetraedro.

. Demonstre o seguinte teorema:
Diedros retos sio congruentes.

. Demonstre ¢ seguinte teorema:

Se dois planos paralelos sio interceptados por
um terceiro plano, os diedros alternos-inter-
nos sdo congruentes.

[Sugestdo: Introduza um outro plano.]

. Na figura, AM | BK ¢ BK L E. D é o ponto mé- K

dio de BC e M
AC = AD- CMo D E

Determine a medida de todos os angulos da
figura. A

Na figura do Problema 2, se T¢ R estio num plano perpendicular a MK, pas-
sando pelo ponto médio § de MKesem/ RST = 110,quanto valem/ T-MK-R?
Quanto vale m/ T-MK-Q + m{ R-MK-P?

. AP, BP ¢ CP sao perpendiculares dois a dois.
AC =BC e D, E, F sio pontos médios. De-
monstre que

{ DEF = [ PAB

¢ determine sua medida.

10.

11.

12.

* 13,

** 14,

. Defina o interior de um diedro. 4

/

Indique se cada uma das afirmagdes é verdadeira ou falsa. Vocé deve fazer um

pequeno desenho para ilustrar as afirmagdes que sdo verdadeiras ou desenhar um

contra-exemplo, se elas férem falsas.

{a) As faces do diedro contém a aresta comum.

(b) Dois diedros sio congruentes se um &ngulo plano de um déles € congruente
a um ingulo plano do outro.

(¢) Se um plano ¢ uma reta sfio perpendiculares, todo planc que contém a reta €
perpendicular ao plano.

(d) Dois planos perpendiculares a um mesma plano sdo paralelos entre si.

H G
E dado o cubo visto na figura. Determine 1 '/v
| ’
m/; DHE, m/DEH £ ; ,/ f
m/ HGD, m/.EGD A
R . L vIos
[Vocé pode usar as seguintes propriedades de \I 7
um cubo: (1) as doze arestas sdc congruentes, D)‘- ————— --4¢€
quaisquer duas arestas que se interceptam sio /
perpendiculares.] 4
A B

Se A, B, C e D sdao quatro pontos nio-
-coplanares, trés dos quais nunca sio
colineares, a reuniioc de AB, BC, CD
e DA & chamada quadrildtero reverso.
Demonstre que a figura formada, jun-
tando-se consecutivamente os pontos
médios dos lados de um quadrilatero
reverso, € um paralelogramo.

Demonstre o seguinte:

Se dois planos que se interceptam sdo
perpendiculares a um terceiro, a sua
intersegdo é perpendicular ao terceiro
plano.

[Sugestde: No plano E, desenhe PA LME ¢ QA L RS. Use os Teoremas 10-8

e 8-2.]
(‘ P

Demonstre o seguinte:

Se trés planos E,, E, ¢ E, se interceptam em
trés retas L,,, L,;, L,5, ou as retas se intercep-
tam num ponto comum ou cada reta é paralela
ds outras duas.

[Sugestdo: A figura mostra E, ¢ E, se interceptando em L, . Considere as duas
possibilidades para E;: (1) Es || Lyy; (2} E; intercepta Ly;.]



Problema Magno
Teorema de Qesargues

Dados dois trifingulos contidos em planos ndo paralelos ¢ tais que as retas que
unem seus vértices correspondentes se interceptam em um ponto comum, se as
retas contendo os lados correspondentes dos tridngulos se interceptarem, entio
os pontos de intersecio sdo colineares,

Re-enunciado: Sdo dados AABC ¢ AA'B'C’ em planos ndo paralelos tais que
AA', BB ¢ CC' se interceptam em D. Se AB ¢ A'B se interceptarem em X, BC
e BC em Ye AC ¢ AC em Z, entdo, X, Y, Z sio colineares.

10-3. PROJECOES
Definicdo

A projegio de um ponto sGbre um plano é o pé da perpendicular do

ponio ao plano. P

e pP=p

Pelo Teorema 8-9, existe uma e uma so6 perpendicular nessas condigdes.
Em cada uma das figuras, P’ ¢ a projegio de P sObre E. Permitimos a possi-
bilidade de P estar em E. Nesse caso, a projecdo de P é P mesmo.

Definicdo

A projeciic de uma reta sobre um plano ¢ o conjunto de todos os pontos
do plano gue sdo projecbes dos pontos da reta.

Na figura, P’ ¢ a projegdo de P, Q' ¢ a projegiio de @, §” é a projecio
de S e assim por diante. A figura sugere que a proje¢io de uma reta é sem-
pre uma reta; ¢, de fato, € isso que sem- L
pre acontece, salvo quando aretaeo .. P?
plano sdo perpendiculares como na fi-
gura & direita. Aqui 4 é a projegio de ‘
todos os pontos P da reta e portanto A A
¢ a projegiio da reta téda. Para obter- |
mos um teorema verdadeiro precisa-
mos eliminar essa possibilidade.

P?

Teorema 10-9

Se uma reta e um plano ndo sdo perpendiculares, a proje¢do da reta
sObre o plano é uma reta.

Demonstragdo. E dado que a reta L

ndo € perpendicular ao plano E. WL i
F I
I
-4
I
_____ Ty =i
e Q I i E
4 | | :
< ¢ [ L I
— -
,,/ Q’ T=R’

Sejam P e @ dois pontos quaisquer de Le sejam P’ e Q' suas projegdes.
Entio P’ # Q. (Por qué?) PP quD' sdio coplanares porque ambas sio
perpendiculares ao mesmo plano (Teorema 8-7): Seja F o plano que con-
tém PP’ ¢ QQ'; seja L a reta intersegiio de F e E.L esta contida em F porque
F contém dois pontos de L. Vamos demonstrar que L ¢ a projegio de L
sobre E. Como L € uma reta, isso completara a demonstragio do teorema.

Ora, F 1 E. Isso é verdade por duas razdes: todo plano contendo PP
é perpendicular a E, o mesmo acontecendo a todo plano contendo Q0"
{Teorema 10-7),

Vamos demonstrar dois fatos:

(1) Se R ¢ um ponto de Lentio a projecio R’ esti em L.

(2} Se T ¢ um ponto de L, entio T & a projegio de algum ponto de L.
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Demonstragio de (1). Seja T o pé da perpendicular de R a L no plano F.
Pelo Teorema 10-8, RT L E. Portanto T= R’ porque as perpendiculares
sdio unicas. Portarito R’ esta em L.

Demonstragio de (2). Dado um ponto Tde I, seja TWa perpendicular a
I' em T, no plano F. Pelo Teorema 10-8, TW L E. Portanto TW e Lnio
sio paralelas. (Por qué?). Seja R o ponto onde TW intercepta L. Entdo
T=PR.

Mostramos que todo ponto da projecio estd em L e todo ponto de L
estd na projegio. Portanto L e a projeciio sdo exatamente 0 mesmo con-
junto de pontos. Portanto a projegfio € uma reta, como queriamos provar.

A idéia de uma projegio pode ser definida de maneira mais geral para
qualquer conjunto de pontos.

Definicdo

Se A & um conjunto qualquer de pontos no espago ¢ E & um plano,
entdo a projecdo de A sdébre E ¢ o conjunto de todos os pontos que sdo

projegdes de pontos de A sdbre E.

A
' B
. A ) 87
' 1
!
A’=B/ /
A’
Por exemplo, a projegio de um segmento ¢, em geral, um segmento,

apesar de, em alguns casos, poder ser um ponto. Anilogamente a projegio
de um tridngulo &, em geral, um tridngulo, apesar de poder ser um segmento.

|| g s o el

A’ 14 c’
AI

A segunda possibilidade aparece, sempre que o plano do triingulo fr per-
pendicular a E, como na figura a direita.

0

3

—~

f@

7~

‘¥

nocias ¢ 1idifza F ardicivs Lo

Problemas 10-3

C F
Na figura, o plano F ¢é perpendicular ao plano 4\
E em AB, C esti em F ¢ CD L AB. O que 2y E
¢ a projecio de AC? de BC? do AABC? i 5§

Se uma diagonal de um losango ¢ perpendicular a um plano, na sua extremidade,
que tipo de figura é a projegdo do losango sdbre o plano?

Na figura, os planos E e F se interceptam em
PQ. AB, em F, & duas vézes mais comprido
que sua projegio, BC. PO L plano ABC. De-
termine m/ A-PQ-C. :

. P, Q, R e § sio projegdes de A, B, C ¢ D sobre D

o plano E. Se B e C dividem AD em 3 seg-

mentos congruentes, por que ¢ e R fazem o ' L/_L_—_L___I E
mesmo com PS? ' Q R s

. Esteja preparado para justificar suas respostas ds seguinfes questdes:

(a) E a projegio de um ponto sempre um ponto?
(b) E a projegio de um segmento sempre um segmento?

(c) Pode a projegio de um angulo ser uma semi-reta? uma reta? um segmento?
um ingulo?

(d) Pode a projegio de um angulo agudo ser um dngulo obtuso?
(e} A projecio de um angulo reto € sempre um angulo reto?

(f) Pode a proje¢io de um segmento ser mais comprida que o segmento? mais
curta que o segmento? )

. Responda como no Problema 5.

(a) Pode a projegiio de duas retas que se interceptam ser duas retas paralelas?
(b) Pode a projegiio de duas retas reversas ser duas retas paralelas?

{c) Pode a projeciic de duas retas reversas ser duas retas que se interceptam?
(d) E a projecio de duas retas paralelas sempre duas retas‘paralelas?

Uma face de um diedro agudo contém um quadrado. Que tipo de figura € a pro-
jegdo do quadrado sdbre a outra face?
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8 . i 7 .
/ . / 13, Dados: RS estd no plano E.
8. Dados dois planos paralelos E ¢ F ¢ AABC ' i . ‘/ é I;R: eroqzn ﬁzn‘giglc; reto-
em F, demonstre’que a projegio do A4BC v ]‘ pro] C .
sébre E & um tridngulo congruente ao AABC, /8 E i Demonstre: £ QRS ¢ um angulo reto,
/ <’ [Sugestdo: Introduza RT, a perpendicular
a E em R] .

1
*} A figura 4 esquerda € um tetraedro. A figura 4 direita é a projecio do tetraedro

+ . A0 A fand AR <A
sébre o plano BCD. Desenhe as projegdes sdbre os planos ABC ¢ ACD. 14. Dados: AQ ¢ a projesio de AR sbbre o

plano E. AP é qualquer outra se-
mi-reta em E de origem A.

P P Demonstre: m/ QAR = m/ PAR.
[Sugestdo: Em AP, introduza o ponto K
c c | tal que AK = AR'. Desenhe KR' ¢ KR.]
A 1
5 8 Revisao do Capitulo

1. Nomeie os diedros nessa figura, supondo
que nenhum dos pares de. tridngulos in-
dicados sdo coplanares.

* 10. Se uma diagonal de um cubo é perpendicular a um plano, desenhe a projegio
sébre o plano de tddas as arestas do cubo.

e C
*a. Num plano E, M € o ponto médio de 8 ' ) — — — —= B
* AB. C é um ponto ndo em E, mas sua £ /2. Dados: E L AC, F L AC, F L BD, Demonstre £ L BD ¢ AC | BD.
projecio, D, estd na mediatriz de AB. De- M D B -
monstre que A4BC & isosceles. A F C |B
- c i
* 12."‘.|Em desenho mecinico, a vista de tdpo de um sélido pode ser considerada como D )\ \ \/
/a projecao dos varios segmentos do solido sébre um plano horizontal, acima do \ : a E
-~ sélido, como ilustrado abaixo, 4 esquerda. A vista de tépo, como ela seria real- / 3%7
mente desenhada, ¢ apresentada 4 direita, (Nenhuma tentativa foi feita para obter : / P
a escala exata).

3. K dada a figura (acima, & direj_ti). AABC esta no plano F; APQR estd no plano E;
[1ABQP & um retdngulo e AP L E. Quais das seguintes afirmaces sio ver-

% ! >viata harizontat dadeiras?
pVi ; § | (@) BOLE. "\(b) AQ = BP. Vi) FYE.
parte siwaim:- Y% ' _: _ (d) PQ ¢ a projecio de AB sobre E. (e} AABC =~ APQR.
spen /,.mio dirsito | {f) PC = QC. . (g) BC| Ro. {h) APAC = ARBC.
! — _ 4, Indigue com V, A ou F se a afirmagiio é verdadeira sempre, algumas vézes verdadeira
: | parte superior - ‘ ¢ outras falsa, falsa sempre:
! vista horizantal ! (a) Duas retas paralelas ao mesmo plano sio perpendiculares entre si.
{b) Se um plano intercepta dois planos paraletos, as retas de intersecfio sdo reversas.
{c) Se dois planos sio paralelos 4 mesma reta, éles sio paralelos entre si.
(a) Qc§cnhe a vista frontal do sélido; isto €, desenhe a proje¢io dos segmentos do (d) A intersegio de um plano com as faces de um diedro ¢ um angulo plano do
solido sdbre um plano paralelo 4 face da frente. diedro.

(b) Desenhe a vista lateral x direita do sélido. (¢) Se duas retas sio perpendiculares a0 mesmo plano, elas sio paralelas.
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. Os planos E e F se interceptam em

*9,

N
** 10/

-

. 4B & a aresta de / S-AB-T e P esti em AB. Se

. Na figura, PQ = 1PC = $PA, AB = BC

. Dados os planos paralelos E, F ¢ G, com

&0 WNMEREUVIVILINIA UL nNA

{f) Se duas retas sio paralelas ao mesmo plano, elas sio paralelas.

{(g) Se uma reta é perpendicular a um plano, todo plano contendo a reta ¢ perpen-
dicular ao plano”

(h) A projegio de um angulo pode ser um ponto.
(i) Duas retas sio paralelas se forem perpendiculares a uma mesma reta.

(i) Quando cada um de dois planos que se interceptam é perpendicular a um
terceiro plano, a reta de intersegdo € perpendicular ao terceiro plano.

m/ SPT =90, & ; §-AB-Tum diedro reto? Explique.

KM; AB ¢ PQ estio em E; AC e
PRestdoem F. Sem/ . MAB =90 ¢
mi KAC =90, &0 / BAC um angulo
plano do L B-KM-C? Se m/ RPQ =
90, é PQ | AB?

e PO 1 E. Quais das seguintes afirmagdes
& verdadeira?

m{ P-AC-Q < 30,
mi P-AC-Q = 30,
m{ P-AC-Q > 30,

Q em G, AKMP em F, AABC em E ¢
AK = KQ, demonstre: o perimetro do
AABC é duas vézes o perimetro do AKMP.

Na figura, o paralelogramo [JABCD néo
& paralelo ao plano E. K, L, M ¢ N sido
as projegdes sobre E dos vértices 4, B, C
e D, respectivamente. Demonstre que

AK + CM = BL + DN.

[Sugestdo: Seja Q a projegio de P sébre
E. Desenhe PQ.]

Desenhe uma figura mostrando a intersetdo de um plano com as seis faces de um
cubo. Imagine entfio a interse¢io projetada sdbre um plano paralele ao primeiro
plano mas ndo interceptando o cubo ¢ desenhe o resuitado.

Aelas e ridhos rdidigiGs bt

NIKOLAI IVANOVITCH LOBACHEVSKY (1793-1856)

No inicio do século dezenove, a geometria ndo Euclidiana foi descoberta por
trés homens, trabalhando independentemente em trés paises diferentes. Esses
homens foram C. F. Gauss na Alemanha, Janos Bolyai na Hungria e Nikolai Iva-
novitch Lobachevsky na Ruassia. o

" Até entiio, todos acreditavam que a unicidade das paralelas era simplesmente
um fato, tanto na geometria, como na fisica. Esses trés homens tentaram supor o
contrario: éles supuzeram que por um ponto externo, dado, existe mais de uma
paralela a uma reta dada. Isso os levou 2 um névo tipo de geometria, que matema-
ticamente era tio boa quanto a conhecida geometria de Euclides. E cssa nova geo-
metria acabou sendo 1til na fisica — apos a descoberta da teoria da relatividade
por Albert Einstein. ’

Em geral, a maior parte do mérito pela geometria ndo Euclidiana & atribuida
a Lobachevsky, Ele desenvolveu mais a teoria que Bolyai. E contririamente a
Gauss, teve a coragem de publicar sua obra. Parece que Gauss temeu parecer tolo.
Ele era considerado o maior mateméatico da época e assim a queda teria sido grande.



11 REGIOES POLIGONAIS
E SUAS AREAS

11-1. REGIQOES POLIGONAIS
Definigéo

Uma regido triangular ¢ a reunido de um tridingulo e seu interior.

Uma regido poligonal ¢ uma figura plana formada pela justaposiciio de
um nimero finito de regides triangulares.

Daqui para frente, nio usaremos sombreamento nas figuras de regides
nos casos em que estiver claro que regiio ¢std sendo descrita.

Definicéo
Uma regidgo poligonal é a reunido de um nimero finito de regides trian-

gulares, em um plano, de tal modo que, se duvas se interceptam, a inter-
se¢d0 € um ponto ou um segmento.

As linhas pontilhadas nas figuras acima mostram como cada uma das
duas regides poligonais pode ser expressa como reunifio, na forma descrita
acima. Alguns exemplos mais sio vistos abaixo.
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Nos dois 0ltimos exemplos,
. -
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7’ 4
Vi s
Vi rd
’ -
,’I"" ---..,__'-_-..,.:_:2h

as regides tém “buraco”. Isto é permitido pela definicio, de modo que estas
duas iiltimas figuras sdo, perfeitamente bem, regides poligonais.
A regido sombreada, abaixo, &, de fato, uma regidio poligonal.

Observe, entretanto, que vocé nio pode demonstrar isto exibindo as
regides triangulares determinadas por AABC e ADEF. A divida é que a
intersegio destas duas regides triangulares nfio é nem um ponto nem um
segmento, como a defini¢io diz que deve ser. A intersecio é a pequena
regido em forma de losango, no centro da figura.

Por outro lado, ¢ facil dividir a regiio de modo diferente a fim de mos-
trar que ¢ uma regiio poligonal.

A D

< F

Se uma figura puder ser dividida em regides triangulares, de alguma
forma, entdio isto podera ser feito de muitas outras formas. Por exemplo,
um paralelogramo mais seu interior podem ser divididos pelo menos de
trés modos diferentes, como se vé abaixo.

E & facil ver que existem infinitas outras maneiras de dividir uma tal figura.
Neste capitulo, estudaremos as dreas das regides poligonais e apren-

deremos como calculd-las. Com é&ste propésito, usaremos quatro novos
postulados.

Regioes Poligonais e suas Areas ] &1 9
POSTULADO 19. O Postulado da Area

A tdda regido poligonal corresponde um unico mimero real positivo.
Definicso

A drea de uma regido poligonal € o mimero que lhe corresponde, pelo
Postulado 19. A 4rea da regifio R & denotada por aR. Isto deve ser lido
area de R.

Daqui para frente, neste capitulo, quando falarmos de uma regido, sem-
pre estaremos querendo dizer uma regifio poligonal.

A area de uma regido, certamente, deve depender apenas do tamanho
e da forma da regidio; ndo deve depender do lugar onde a regido esta loca-
lizada no espago. Enunciamos &ste fato como um postulado, para o caso
de regides triangulares.

POSTULADO 20. O Postulado da Congruéncia

Se dois tridngulos sdo congruentes, entdo as regides triangulares deter-
minadas por éles tém a mesma adrea. -

Se dividirmos uma regiio em duas partes, entfio a drea da regido deve
ser a soma das dreas das duas partes.

Ry R Ry ; 7

L]
aR=aR;{aR;y.

Em cada uma destas figuras, a regidio total R é reunifio de duas regides R,
¢ R,. Em cada caso, R, e R, se interceptam, n0 maximo, ém um nimero
finito de segmentos e pontos. Nestas condigdes, podemos calcular aR por
adigio, :

POSTULADOQ 21, O Postulado da Adigdo de Areas

Supondo que a regido R é reunido de duas regides R, ¢ R, e supondo que
R, e R, se interceptam, no maximo, em um numero finito de segmentos e
pontos, emtdo aR = aR, + aR,.



Ha casos simples onde uma regido ¢ reunifio de duas outras, mas onde
a férmula acima ndo funciona, de modo algum. Se R, e R, sfio regides
triangulares comq na figura ¢ R ¢ a reunifio delas, entdo aR é menor que
aR, + aR, . (Quando fazemos a soma, a drea da regido do centro é con-
tada duas vézes.) Assim, necessitamos, de fato, do segundo “Supondo...”
na hipotese do Postulado da Adigio.

- Lembramos, do Capitule 2, que a unidade de distdncia pode ser esco-
lhida & vontade. O mesmo & verdade para a unidade de arca. Mas devemos
ser consistentes na escolha de nossas unidades: se stamos medindo dis-
tincia em metros, entdo devemos medir a drea em metros quadrados. Se
usarmos, quilémetros, entdo devemos usar quildmetros quadrados; e assim
por diante. Esta ¢ a idéia que esta por tras do postulado seguinte.

POSTULADO 22_. O Postulado da Unidadg _

A drea de uma regido quadrada é o quadrado do comprimento do seu lado.

[ ] L
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Daqui para frente, de modo resumido, falaremos da rea de um qua-
drado, da area de um tridngulo e assim por diante. Em cada caso, quere-
mos dizer, evidentemente, a area da regifio correspondente. Falaremos,
também, da base e da altura de um retangulo, significando o comprimento
da base ¢ o comprimento da altura. Isto é conveniente e, vocé deve ser

capaz de dizer, a partir do contexto, quando estamos falando sdbre o seg-
mento ou sébre o nimero que mede seu comprimento.
Com um simples artificio, acharemos, agora, a drea de um retdngulo.

Teorema 11-1

A area de um reténgulo ¢ o produto de

sua base pela sua altura.

Demonstragdo. Considere a figura a
direita.

Aqui, A denota a irea desconhe-
cida do nosso retangulo. As areas
dos dois quadrados sio b* e A%, pelo
Postulado 22; e a drea da figura total
é(b + h)%. Portanto, através de repe-
tidas aplicagbes do Postulado da
Adiciio de Arecas,

b* +24 + b = (b + by’
= b% + 2bh + K%,

A = bh,

que € 0 que queriamos.

Se vocé tiver curiosidade em sa-
ber como descobrimos, a partir dos
postulados, que os dois retdngulos
da figura tém a mesma area, vocé
deve examinar a figura & direita. To-
dos os quatro tridngulos sdo con-
gruentes ¢, portanto, tém a mesma
area; e a area de cada retingulo &
duas vézes a area de cada tridngulo.
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Problemas 11-1

1. Mostre que as regides abaixo sdo regides poligonais, dividindo cada uma em trian-
gulos, de acérdo com a definigio. Tente achar o menor namero de tridnguios em
cada caso.

(a) (b) ©

d) © ®

2. Se, na figura & esquerdg, abaixo, aR, = 50, aR, = 25e R ¢ a reunido de R, e R,,
quanto vale aR? Mencione um postulado ou tcorema que sirva de base para sua
conclusio.

Ry

. Se, na_ﬁguraédireita, acimaaR, = 30,2tR2 = 30eRéareuniiode R, eR,,aR = 600
Mencione um postulado ou teorema que sirva de base para sua conclusdo.

. Ache a area de um retdngulo de 16 m de comprimento por 10,3 m de largura.

. Um quadrado e um retingulo tém 4reas iguais. Se o retdngulo mede 25 m por 16 m,
quanto mede um lado do quadrado?

. Com;-) muda a 4rea de um quadrado se seu lado € duplicado? Triplicado? Dividido
por 2?7

- (a) Se a altura de um retdngulo é duplicada enquanto a base permanece a mesma,

como muda a 4rea? ,

{b) Se a base de um retdngulo ¢ duplicada enquanto a altura permanece a mesma,
como muda a 4rea?

{c) Se a base e a altura de um retingulo sio duplicadas, como muda a area?

. QUantas telhas quadradas, com 20 cm de lado, sdo necessarias para cobrir um
comodo retangular medindo 4 m por 2,6 m?

. Demonstre: Se dois retingulos tém a mesma base, b, entiio a razio entre suas areas
¢ igual 4 razdo entre suas alturas.

h
h R, 2 Ry

b b

Prova: a_R1 = ﬁ

ak, by

10.

11.

12.

13.

14,

+ 18,

Hegioes FOlguldls © Suds ATt e F ¥

Esta para se plantar grama em um terreno de forma retangular. As dimensdes
do terreno sio 22 m por 28 m. Se, para cada 800 cm?, necessita-se um pacote com
200 gramas de sementes, quantos pacotes serdo necessarios?

A figura representa a face de uma certa
peca de uma maquina. Para se computar
o custo da pintura de um certo nimero
destas pegas, deve-se saber a area da
face. As regides sombreadas ndo serdo
pintadas. Ache a area da regio a ser
pintada. Quais os postulados e teore-
mas usados no cilculo da area?

|¢——-—19cm——-—'l

Calcule a area de um retingulo tendo base b e altura h, dado que

(ayb=17Te h=12 : (b) b=1} ¢ h =53

©b=3 eh=5 (d) b=10 e h = J15.

Caleule a area de um quadrado de lado s, dado que

{a) s = 24. (b) s = 3% ©s=.7 @) s = 4,/6.

Indique se as afirmagdes sio verdadeiras on falsas. D& as justificagdes de suas

respostas.

(a) Um quadrado é uma regido poligonal.

(b} A cada nimero positivo corresponde uma unica regiio pol1gonal

{c) Se dois tridngulos sdo congruentes, entdo as regides triangulares tém &reas
iguais.

(d) Uma regidio triangular ndo inclui o tridngulo.

() A 4rea de reunifio de duas regides poligonais ¢ a soma de suas areas.

(f) Uma regido triangular é uma regidio poligonal.

(g) Existe um quadrado com area /17.

{h) Existe um retingulo com area 4ﬁ, cuja base ¢ um namero racional.

E
Na figuraaolado, 4, B,C, D, E, FeGsiochamados
vértices, AB, BC, CD, DE, EG, GA, EF, FD ¢ FB G F
sdo chamados arestas ¢ as regides poligonais ABE,
FED e BCDF sio chamadas faces. O exterior de uma
figura também é considerado uma face. Seja f o A 8 C
nimero de faces, v o niimero de vértices e a 0 numero
de arestas. Um teorema descoberto por um famoso matemdtico, Euler, relaciona f,
v e a na formula f—a + v. Esta se refere a um grande niumero de figuras, das quais
a que estd acima ¢ um exemplo. Calculemos f—a + v para a ﬁgura acima: f = 4,
d=9ev="7; assim, 4~9 + 7 =2,
(a) Calcule f—a + v para as duas ﬁguras abaixo. Note que as arestas ndo sio,
necessariamente, segmentos. A figura i direita pode ser uma parte de um mapa
mostrando cidades.




(b) Que lei de formagdo vocé observou nos resultados dos trés caiculos?

(c) Na figura 4 esquerda, tome um ponto no interior do quadrilatero e trace os
segmentos a partir de cada um dos vértices do mesmo. De que modo isto afetara
o calculo de f-a + v? Vocé pode explicar por qué?

(d) Tome um ponto no exterior de cada figura e ligue-o aos dois vértices mais
proximes. Como isto afetara seu calculo?

(e) Se vocé esta interessado neste problema e quer vé-lo discutido de modo mais
profunde, vocé o encontrard em “The Enjoyment of Mathematics”, por Rade-
macher ¢ Toeplitz ¢ em “Fundamental Concepts of Geometry”, por Mesecrve.

11-2. AREAS DE TRIANGULOS E QUADRILATEROS

Vamos, agora, obter mais algumas férmulas, com base em nossos pos-
tulados.

Teorema 11-2

A area de um tridngulo retdngulo é o semi- a
produto de seus catetos.

b

Demonstragdo. Dado um tridngulo retingulo com catetos a e b, seja 4 sua
area. Construimos um retdngulo OQUVWX (como se vé & direita) tendo
os catetos do tridngulo retingulo como lados. Entdo

(1) AVUX = AXWV,

2) adAXWV = 4,
(3)_A + A = ab,

@) A = Lab.

oR=gh=2A.

Justificages? (Vocé pode precisar de mais de uma justificagio para
algumas das passagens.)

A partir déste teorema, podemos obter uma férmula para a area de

~ qualquer tridngulo. Assim que fizermos isto, ndo teremos mais necessidade

do Teorema 11-2, porque o teorema geral ira inclui-lo como caso especial.

Teorema 11-3

A area de um tridngulo é o semi-produto de qualquer base pela altura
correspondente.

Demonstragdo. Sejam b e h a base e a altura dadas ¢ seja 4 a arca. Ha trés
casos a considerar.

R R .R
() (2) @ !
1 [}
t : !
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(1) Se o pé da altura esta entre as extremidades da base, entdo a altura
divide nosso tridngulo em dois outros com bases by € b, € by + by = b.
Pelo teorema precedente, as areas déstes novos tridngulos sdo ib,he iboh.
Pelo Postulado de Adigiio de Areas,

" A =1ibh + 3bh
Portanto
_ A = 3b, + by)h = 3bh,
Que € o qie queriamos. N )
{2) Se o pé da altura € uma extremidade da base, entdo o tridngulo é

retingulo e A = }bh, pelo teorema precedente. .
(3) Se o pé da altura esta fora da base, como na terceira figura, temos

1bh + A =Xb, + bh,

A = bh,
como antes. {(JustificagOes?) N .
Observe que o Teorema 11-3 pode ser aplicado a qualquer tridingulo de
trés modos: podemos escolher um
de seus trés lados como base, mui-
tiplicar pela altura correspondente
e dividir por dois. Note que

$bihy, 4bsh,, e ibshs

devem ser o mesmo nimero, porque
cada um déles € a resposta correta
ao mesmo problema. .

Agora, que sabemos como achar areas de tridngulos, o resto ¢ simples:
para achar a area de uma regiio poligonal, dividimo-la em tridngulos e
somamos. Este procedimento é especialmente simples para o caso de
trapézios.




Teorema 11-4

A drea de um trapézio € o semiproduto da altura pela soma das bases.

Demonstracdo. Seja A a area do Yo 3 o2 d
trapézio. Cada diagonal divide o N
trapézio em dois trigngulos, com
bases b, e b, e mesma altura h.
{Por que PV = TR?) Pelo Postu-
lado de Adigio de Areas,

A\l
>

A = 3bh + 3b,h
' = %h(b 1 + by},
que € 0 que queriamos.
Isto nos d4, imediatamente, uma férmula para a 4rea dos paralelogramos.

Teorema 11-5

A area de um paralelogramo ¢ o produto d
€ qualquer base pela al
correspondente. quaiq pela altura

Demonstragdo. Seja A a édrea
do paralelogramo. Todo para-
lelogramo € um trapézio, com
b, = b, = b. Portanto

A = 3h(b + b)
= bh.

A férmula para a ar i
e¢a de um tridngulo tem duas conseqiiéncias si
atei iténc
mas teis, q 1as simples

Teorema 11-6

t a 'Y

Ry '

s b Q T P’ b o
aAPQR=aAP/'Q'R"

Isto ¢ Gbvio, porque a area de cada um déles & 1bh.

Teorema 11-7

Se dois tridngulos tém a mesma altura h, entdio a razao entre suas areas
¢ igual a razdo entre suas bases.

A

B by C

Demonstragdo. Sejam b, ¢ b, as bases. Entdo

aAABC _ibih by
aAPQR ~ bk b,

sroplemas 11-2

. Em AABC, AC =8 e a altura em relagio a iC & 3. Em ADEF, EF = 6. Se

aAABC = aADEF, determine a altura em relagdo a EF.

D
B
/k
A 8 c E 6 F
. Em APQR, . P & um éngulo reto, PR = 16, PQ = 12 e RQ = 20.
(a) Calcule a 4rea de APQR. (b) Calcule a altura em relacio 4 hipotenusa.
E D

. Nafigura, B é o ponto médio de AC e ED || AC.
Demonstre que aAABE = aABCD.

A B C
., JKMPR & um paralelogramo. Dados: R s
mi K =730, KM =11 e KR = 8, calcule
a JKMPR. T 30°
K M

. Um losango tem um lado de 12¢cm e a medida de um angulo é 150. Determine a

area do losango.

. Um triangulo retingulo tem catctos de 18 m e 14 m. Um outro tridngulo retingulo

tem catetos de 14 m e 24 m. Qual a razio entre as areas dos dois tridingulos?

' Dois lados de um tridngulo t8m 15 m ¢ 20 m de comprimento e a altura em relagido

a0 lado de 15 m & 8 m. Quanto mede a altura em relagio ao lado de 20 m?

_ Em AABC, CD ¢ a altura perpendicular a AB e AL ¢ a altura perpendicular

a BC.



{a) Se AB =8, CD =9, AE = 6, determine BC. <
(b) Se AB = 11, AE = 5, BC = 15, determine CD.
{c) Se CD = h, AB = ¢, BC = a, determine AL,

(d) Se AB = 15, &D = 14, BC = 21, determine AE. £

A [

9. A hipotenusa de um tridngulo retingulo tem 50 m de comprimente, um cateto

tem 14 m de comprimento e a area do tridngulo ¢ 336 m?

da altura perpendicular 4 hipotenusa? Qual é o comprim
cular ao cateto dado?

10. Um tridngulo ¢ um paraielogramo tém 4reas ¢ bases iguais. Qual a relagfio entre

as alturas?
11. JABCD & um paralelogramo, EH L DC, CF L AB, e BG L DA

(a) Sc AB = 18, EH = 10, e
BG = 15, quanto vale AD?

<

B

. Qual é ¢ comprimento
ento da altura perpendi-

(b) Se 4D =22, BG =7 e
EH = 14, quanto vale DC?
{c) Se CF =12, BG = 1§,
BC =17, entio AB =1
(d) Se BG =24, AD = 28,
AB = 32, entdo EH =7
(e) Se AB = /50, CF = 6,
GB = /18, entio BC = ?

-]

12. Na figura, CJABCD é um quadrado e os seg- s
mentos que formam o contérno da estréla
$a0 congruentes, Determine a Area da estréla
em térmos de 5 ¢ b. '

13. Denponstre: Uma mediana de um tridn
regides de igual area.

c T S R Q
D
Ry
A 8 M P

Prove: aR) = aR,,

gulo separa a regido triangular em duas

14, Na figura, (JMPRT é um paralelogramo e TS = SR = RQ. Qual ¢ a raziio entre
(a) GAPRS ¢ aAPRQ? (b) aAPM@ ¢ aCIMPRT?
{c} aAPMQ e aAPQS? (d) aAPQR ¢ a[]MPST‘?.

15. OABCD ¢ um trapézio com lados paralelos 4B e CB. -

h-9
W
\
>
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rd
rd
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b

(a) Se AB=18, DC =12, h =9,
entio a[JABCD = ?

(b} Se a(JABCD = 84, AB =17,
CD =11, entio h =7

gy L~/

(c) 8¢ aOABCD = 375, h = 15,
AB = 38, entdo CD =17 '
{d) Se AB =15, DC =38, BC =10,
e m/ B = 30, entio a[(JABCD =17

h-3

(€) Se AB =13, h = 5, al1ABCD = 65, entdo CD =1

ﬂ'lj——

16. Quanto vale a 4rea de um trapézio se sua altura ¢ 6 e sua mediana é 12? [ Sugestdo:

Veja o Problema 4 de Problemas 9-8.]

17. Um agrimensor determinou a area de um lote
de terra, ABCDE, cujo diagrama esta ao lado.
Ele tragou a reta paralela i diregio norte-sul
por E e as retas paralelas 4 diregio leste-oeste
por 4, B, C e D. Descobriu que AG = 37 m,
BR=4Tm,CQ = 42m,DP =28 m PQ = 13,
QE = 7m, ER = 19 ¢ RO = 18 m. Computou,
entiio, a area requerida. Calcule-a, agora, vocé.

18. Demonstre o seguinte teorema:
Se as diagonais de um quadrildtero con-
vexo sdo perpendiculares entre si, entdo a
irea do quadrilitero & metade do produto
dos comprimentos das diagonais.
Este teorema seria verdadeiro se o
quadrilatero nio fosse convexo?

19. (JPQRS & convexo ¢ PR L QS.
(a) Se PR =12 ¢ QS = 16, quanto vale
a(JPQRS?
(b) Se a(OQPQRS = 153 ¢ PR = 17, quanto vale
0s?

Prova: a JABCD = 3 (AC)BD).

/
7

R

20. As diagonais de um losange medem 15 ¢ 20. Qual & sua 4rea? Se uma altura do
losango & 12, quanto mede um lado? [Sugestdo: O Problema 18 se aplica, aqui?]

21. Demonsire: Se as diagonais de um losango sdo d e 4, entdo a area é dd'/2.
22. A édrea de um losango & 348 e umn diagonal mede 24. Ache a outra diagonal.



23. Em [JABCD, AC L BD. Se AC = 13 ¢ BD = 8, vocé pode calcular aQ]ABCD?

P&

* 24. Em [JABCD, AC divide BD ao meio. Demonstre que aAABC = gAADC

* 25. CJABCD ¢ um paralelo a
gramo e P, ¢, R e § sio os pontos médj
monstee qué ALIPORS = JalIABCD. p s médio dos lados. De-
R

*26. E d.'ildo um _tridngulo qualquer, AMQR, com duas
medianas, RS e M 1, interceptando-se em P. Demons- T
tre que aAPMS = gAPRT.

* 21. QABCD ¢é um trapézio com DC | 4B, E ¢
0 ponto médio de AB, F ¢ o ponto médio
de DE ¢ G ¢ o ponto médio de CE. De-
monstre que aAAFD = aABGC.

* 28. E dado o segmento AB em um plano E. Para todo ntimero positivo K, existe
pelo menos um ponto P tal que «AABP = k. Existe mais de um ponto’assim"
Quantos? Descreva o conjunto de todos os pontos P do plano E tais que aAABP = k'

. Descreva o conjunto de todos os pontos P do espago tais que aAABP = -

29, 1 PQRS ¢ um paralelogramo. J é um ponto de RS tal que RS < 4RS. K é um
ponto de RQ tal que RK < RQ. Uma reta por § e paralela a PK intercepta
uma reta pelo ponto k, paralela a PJ em M. FJ intercepta SM em L. De-
monstre que a[JPQRS = aQPKML. [Sugestdo: RO intercepta S'_H?] -

*+

30. Demonstre: Se uma reta L separa um paralelo-
gramo em duas regides de areas iguais, entio L
contem o ponto de intersegiio das diagonais do
paralelogramo.

~

4 Nt A s R e
11-3. & TEOREMA o& SO -GURAS

r

Ago’ra que ja sabemos alguma coisa sdbre areas, o Teorema de Pita-
goras ¢ demonstrado de modo muito simples.

Teorema 11-8. O Teorema de Pitagoras

Em um tridngulo retdngulo, o
guadrado da hipotenusa ¢ igual &
soma dos quadrados dos catetos.

b
a2 =c?.

Demonstragdo. Primeiramente, tomamos um quadrado com lados de com-
primentos a + b. No quadrado, tragamos quatro tridngulos retingulos

com catetos a e b.

(1) Por LAL, cada um déstes quatro
tridngulos & congruente ao triiAngulo
dado. Portanto, todos tém hipotenusas
iguais a ¢, como se vé na figura.

(2) O quadrilatero formado pelas
quatro hipotenusas € um quadrado. Na
notacio da figura, temos

r+ s =9,

porque os dngulos agudos de um tridn-
gulo retdngulo sdo complementares.
Como

F+ s+t =180,

segue-se que ¢ = 90. Da mesma forma, para os outros dngulos de nosso

quadrilatero. i
(3) Pelo Postulado de Adigiio de Areas, a area do quadrado maior €

igual A area do quadrado menor mais a soma das areas dos quatro tridn-
gulos congruentes. Isto nos da

(@ + b)? = c + 4-dab.

Portanto

a®+2ab+ bt =c%+2ab, e a* + b2 =,

como queriamos demonstrar. _
O reciproco do Teorema de Pitigoras também & verdadeiro.

Teorema 11-9

Se o quadrado de um lado de um tridngulo é igual a soma dos quadrados
dos outros dois lados, entdo o tridngulo é retdngulo, com o dngulo reto

oposto ao maior lado.
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PITAGORAS

Pitagoras é visto geralmente como o pri-
meito dos grandes matematicos gregos, mas
muito pouco se sabe a seu respeito como pes-
soa. Nasceu por volta de 582 A.C. e viveu
primeiramente, na ilha de Samos, no Mar Egeu
€, mais tarde, no sul da Itilia. Pitagoras e
seus alunos se dedicaram & matematica, astro-
nomia ¢ filosofia. Atribui-se a éles o desen-
volvimento da geometria como ciéncia; de-
monstraram o Teorema de Pitagoras ¢ des-
cobriram a existéncia de nimeros irracionais.
Eram igualmente bons em astronomia: sabiam,
no sexto século A, C., que a Terra é redonda
€ que s€ move ao redor do sol. Nio deixaram
trabalhos escritos e, assim, ninguém sabe como chegaram a estas conclusdes ou
quais de suas descobertas sio devidas a Pitagoras, pessoalmente.

B 8’
< d
a -}
C b A c’ b A’
a?4-b2=c2 a4 b?=o?,

Demonstragdo. £ dado AABC, com a® + b2 = ¢?, como na figura. Seja
AA'B'C’ o triangulo retingulo com catetos g e b e hipotenusa d. Entio
¢ = d, porque d*> = a? + b* = c2. Por LLL, AABC =~ AA'B'C". Portanto,
LC = £C. Como £C éum angulo reto, £ C, também o &

Problemas 11-3

. No tri?‘mgulo retingulo AABC, ¢ é o comprimento da hipotenusa, a e b sio os
comprimentos dos catetos.

{a) Se a =12 e b = 16, entio ¢
(b) 8e a =24 e ¢ =25, entdo b

?
P

I

() Sea=1eb=2 entio ¢ ="
(d)Se b=18 ¢ ¢ =20, entiic a ="
() Sea=7eb=17 entio ¢ ="

(f) Sca=6¢e ¢c=12, entio b ="

ShwateEEE b TG IV e TR PR ReAN <07

2. Um homem percorre 7 km em diregiio norte, depois 3 km em diregido leste ¢, final-
mente, 3 km em diregdo sul. A que distincia estd do ponto de partida?

3. Um homem percorre 1 km em diregiio norte, 2 km em direcio leste, 3 km em di-
regdo norte ¢ 4 km em diregiio leste. A que distincia estd do ponto de partida?

H G
4. Nc sélido retangular, na figura ao lado, ’:'
duas arestas quaisquer que se interceptam LA c
sdo perpendiculares. Se AE =3, AB =4 £ | ~7"D
e BC = 12, calcule o comprimento da dia- e i
gonal BE e da diagonal BH. 3 X ’:' 12
-
a4 B

5. A hipotenusa de um tridnguio retdngulo mede 17 e um cateto, 135. Calcule a drea

do tridngulo. :

6. Os lados de um tridngulo tém 6 m, 9 m e 11 m de comprimento. E tridngulo re-

tdngulo? Caso seja, que lado é a hipotenusa?

7. {a) Demonstre: Se m e n sio inteiros positivos com m > n, entio m? + n® serd o
comprimento da hipotenusa de um tridngulo retingulo cujos catetos medem
m?—n? e 2mn. Que teorema vocé usou?

(b) Faga uma tabela com colunas de mimeros do seguinte tipo:

Im|n|m*-n?|2mn|m* + n?|

Use o método da parte (a) para dar a lista dos comprimentos, em nimeros
inteiros, dos lados de tridngulos retdngulos tendo hipotenusa menor ou igual
a 25. Existem seis “triplas pitagoricas” déste tipo.

8. Se p € g sdo os comprimentos dos catetos de um tridngulo retingulo e r é o com-
primento da hipotenusa, mostre que, para todo niimero positivo k, os nlimeros
kp, kq e kr sdo, também, os comprimentos dos lados de um triingulo retingulo.

9. Quais dos seguintes conjuntos de niimeros podem ser os comprimentos dos lados
de um tridngulo retingulo?

(a) 30,40, 60. (b) 16, 30, 34. (c} 10, 24, 26.
(d 31,14 (€) 1,4,438,50, (f) 13,2334,
. C
10. No AABC, £ C ¢ um angulo reto, AC = 20 e BC =

= 15. Calcule: 20 15
{(a) aAABC, {b)"A4B,
(c) a altura relativa 4 hipotenusa,

A D ]

11. A hipotenusa de um tridngulo € 51 e um outro lado é 24. Ache a irea do tridngulo.

Q

12. Na figura, QR = 5, RP =12, RT =h, OR L RP,
RT L PQ. Calcule k.




13.

14.

15.

16.

17.

T 18,

*19.

* 20,

* 21

Se os comprimentos dos catetos de um tridngulo
sio u« e b, calcule a altura h, relativa a hipotenusa. em b
térmos de a a b,

Os catetos de um tridngulo retdngulo medem 24 ¢ 32. Calcule a altura em relagio

a hipotenusa.

Em um losango, cada lado mede 10 ¢m e uma diagonal mede 12 cm. Calcule a

4rea do losango. Calcule sua altura, em relagdo a qualquer dos lados.

Um angulo de um losango mede 60 e um lado mede 3. Calcule o comprimento de

cada diagonal.

ABCD é um trapézio com AB | DC. Se D 12 ¢
os segmentos tém comprimentos da forma 10
indicada na figura, determine a area do tra-

pézio.

(a) Calcule PB, PC e PD, usando as indica-
¢Oes da figura,

(b) Se vocé continuar com o processo da figura,
fazendo m/ PDE = 90 ¢ DE = 1, quanto
valera PE? Qual deve ser o comprimento
do proximo segmento tragado a partir de
P? Vocé deve descobrir uma lei interes-
sante.

Uma demonstragio do Teorema de Pitigoras, fazendo uso
da figura 4 direita, foi descoberta pelo General James A.
Garfield, varios anos antes que se tornasse presidente dos
Estados Unidos. Ela apareceu por volta de 1875 no New
England Journal of Education. Demonstre que a* + b2 = ¢,
impondo, algébricamente, que a area do trapézio & igual
a soma das areas dos trés tridngulos. Vocé deve demonstrar,
também, que / EB4 é um angulo reto.

D C
‘Dado o trapézio [JABCD, com AB| DC, AC L BC,
BD 1 AD, se 4B =25 AD =15 ¢ BC =15, qual a
area do trapézio?
A 25
c

No AABC, a direita,

AC =13, AB = 14 e BC = 15.

{a) Calcule a altura h,. 13 h
(b) Calcule a altura k,, perpendicular ao lado AC. )

* 22

* 23,

T+ 24,

®* 25,

No APQR, & direita 2 @ é obtuso, PQ = 1.
QR = 25 ¢ PR = 30. Calcule a altura reletiva a
P calcule aAPQR.

]

No AMOQ, MO L 00Q,
MO =0P=1,¢ MP = PQ. 1
Determine MQ. Determine m/ Q ¢ m{ QMO.

A figura ABCD é um tetraedro com tddas as suas
arestas congruentes entre si ¢ cada uma dgomgr_i-
mento 2. R e § sdo os pontos médios de DC e AB,
respectivamente.

{a) Demonstre que RS & uma perpendicular a AB ¢ A
DC.
(b) Calcule RS.

O Teorema de Pitigoras era conhecido dos antigos gregos na seguinte forma:
A area do quadrado sdbre a hipotenusa de um tridngulo retingulo & igual a

soma das areas dos quadrados sGbre os catetos.

S
G
R
Ry C S C
-
Ry by o
n’ *\
A B A I’. Pi B
f’ !
|
R / H
/ h
M Q K

ak = oR) + aRa afIACSR = o0 AMQP.

A figura 4 esquerda ilustra o teorema; a figura 2 direita é usada na demonstragio.

As seguintes questdes, juntamente com as respostas, sugerem um
monstragio.

(a) Por que /. RAB = £ CAM?

{b) Por que ARAB = ACAM?

(c) Por que aARAB = aACAM?

{d) Alguma altura de ARAB é igual a AC?

{e) Por que a{JACSR = 2aARAB?

método de de-



{f) Que a[JAMQP = 2aACAM?

(g) Por que a[JACSR = aCJAMQP?

(h) Que a(1BHGC = a[OPQKB?

(i} Que aDAMKB = a[[JAMQP + aC]PQRB? Por que?

Problema Magno

(OABCD ¢ um quadrado, H, I, J ¢ K sdo os pontos médios dos lados, como se
vé na figura e (JPQRS ¢ um quadrado. Determine a razio

a[] PQRS_
a(JABCD § [

11-4. TRIANGULOS ESPECIAIS

O teorema de Pitdgoras nos da certas informagdes sdbre alguns tri-
dngulos especiais.

Teorema 11-10. O Teorema do Trifingulo Retingulo Isdsceles

Em um tridngulo retingulo, isbsceles, a
hipotenusa ¢ igual /2 vézes o comprimento a a
de cada um dos catetos.

Vocé deve fazer a demonstragio. c
O teorema reciproco também é verdadeiro. c=av3,

Teorema 11-11

Se a base de um tridngulo isésceles & /2
vézes 0 comprimento de qualquer um dos
dois lados congruentes, entdo o dngulo opos-
to a base & reto.

A demonstracio comega com a observagio que a? + a* = (a,/2)%.

Aprendemos, na Se¢do 9-7, que em um tridingulo cujos angulo medem
30, 60 € 90 graus, o lado oposto ao dngulo de 30° tem metade do compri-
mento da hipotenusa ¢ sabemos que a afirmagio reciproca também vale:

!
AA / ]

O Teorema de Pitdgoras nos conta qual a relagio entre a hipotenusa e
o cateto maior, nos tridngulos 30-60-90,

Teorema 11-12 T : 60°

LT

Em um trifingulo cujos 4ngulos medem 30, .
60 € 90, o cateto maior mede ,/3/2 vézes o 30
comprimento da hipotenusa.

o

_ V3
_b—TC.

Demonstragdo. Sejam ¢ o comprimento da hipotenusa e b 0 comprimento
do cateto maior. Entdo o comprimento do cateto menor serd ¢/2. Pelo

Teorema de Pitigoras,
2
(g) Fh =

b-—-ﬁc.

2

[Pergunta: E verdade que num tridngulo cujos dngulos medem 30, 60
e 90 graus, o comprimento do cateto maior ¢ /3 vézes o comprimento
do cateto menor?]

calculando b:

Problemas 11-4

- Quanto mede a diagonal de um quadrado se um de seus lados mede 67 9? 782,/2? . /6?
. Ache o cateto maior de um tridingulo cujos dngulos sio 30, 60 ¢ 90 graus, no caso

em que sua hipotenusa é 4; no caso em que sua hipotenusa é 18; 98; 2./3; 13.

- c l

. AABC ¢ equilatero. Se um lado mede 8 c¢m, qual & a

altura relativa a AB? Qual & a area do AABC? . g



10.

11

12,

13.

14,

15.

16.

. APQR, m.'P = 30, PR = 8, PQ = L1. Calcule «

. Os dngulos agudos de um tridngulo retdngulo sdo congruentes e um de seus lados

congruentes tem 15 m de comprimento. Quanto mede o terceiro lado?

R
8
30°
P 1 Q

altura relativa a PQ e a area de APQR.

. A medida de cada dngulo da base de um triingulo isosceles € 30 ¢ cada um de seus

lados congruentes mede 14. Qual o comprimento da base? Qual a area do tridngulo?

. Um paralelogramo tem dois lados medindo 18 ¢ 8 ¢ a medida de um angulo ¢ 30.

Ache a area do paralelogramo.

- Qual a 4rea de um tridngulo isdsceles cujos lados congruentes medem 20 e cujos

dngulos da base medem 307 457 607

. No A4BC, £ Aéretoem/ B=m/ C =45 Dado BC = 6, calcule AB.

Demonstre: Se a hipotenusa de um tridngulo re-
tingulo isosceles mede m, entio cada um dos
dois lados congruentes mede ym./2.

C
A ? B

Qual a area de um tridngulo isosceles cujos lados congruentes medem 12 m cada,
ne caso em que os ingulos da base medem

(a) 457 {b) 30? {c) 60?
Qual ¢ a drea de um tridingulo isosceles cuja base € 12, no caso em que os angulos
gulos da base sdo 45 ¢ 30, BC =16 ¢

da base medem
b5 C
16
45° 30°
DC = 5. Calcuie a[JJABCD. A B

(a) 45?7 (b) 307 (c} 607
A aitura de um trifngulo equilatero é 12. Calcule o comprimento de um lado ¢

a area do triangulo,
ﬁ
s

O lado de um tridngulo equilatero é igual 4 altura de um segundo. Qual a razio
entre suas dreas?

No trapézio [(JABCD, as medidas dos in-

Demonstre: A irea de um tridngulo equilatero cujo lado
2
tem medida S é dada por %\/3

17.

18.

19.

20.

* 2.

* 22,

T 23

A drea de um tridngulo equilatero € 25./3. Determine seus lados € suas alturas.
Um quadrado, cuja drea & 81, tem o perimetro igval ao perimetro de um tridngulo
equildtero. Qual é a area do tridngulo?

Na figura, AABC esta contido no planc E
e PALE.

PB=BC=38,
PC = 4./6,
m/ BPA = 30.

Determine as medidas, tantas quantas possivel, dos outros segmentos e angulos.
Calcule, também, aAPCB.

H G
I
Em um cubo, as arestas sdo congruentes e sio perpen- Ef== F
diculares, quando se interceptam. Na figura, se um lado '
mede 6, calcule 2a(JACGE e aAACF. Dj_ _____ _Nc
l”’.-""
A B
C
4 ?
No AABC,m{ A = 30, AC = 4, AB = 3,/ 3. Cal- g
cule BC. 2 C é um angulo reto? Por qué? 30
A V3 B
R
No APQR, 7/ Q ¢ obtuso.
10

m/{ P =45 PR =10, PQ = 1. ?
Calcule RQ e aAPQR.
P 3 Q

Na figura abaixo, mz K-PQ-M = 60. O quadrado [JABCD esta em uma face,
com AB | PQ e ¢ projetado sobre a outra face, dando JEFGH. Se AB = /26,

calcule a (JEFGH.




*+ 24,

*+ 25,

. Na figura, AC L DB. Se DE = 8 ¢ BE = 12, qual

Na figura 4 direita, m/ K-PQ-M = 45. O
quadrado [JABCD estd em uma face, com
BD L PQ e é projetado sdbre a outra face,
resultando o quadrilatero [JEFGH. Se
AB = 8, calcule a[(JEFGH.

Os planos E ¢ F se interceptam em AB, forman-
do um diedro. Em F, D é a mediatriz de AB,
CK L E. Dados AC L BC, m/ CBK =30 ¢
BC = 6, calcule m/ C-AB-K e aAABK.

Revisdo do Capitulo

. Copie em seu caderno e complete: Uma regido poligonal & .................. de um
1131115 £ O de oo , em um plano, de tal modo que, se duas
destas .................. I um .................. OU UM .oovvvvinnnnnnnnn. .

a razio entre aAACD e aAABC?

D
A<f c
B

. 3¢ um lado de um quadrado é trés vézes maior que um lado de um segundo qua-

drado, qual a relagio entre a area do primeiro quadrado e a area do segundo?
(Tente responder sem usar nenhuma formula de area.)

. No APQR, PT e¢ RS sio aituras. Sendo PR = 13,

PS =35 e ms Q=45 calcule PT.

P 3 Q

. 8¢ a diagonal de um quadrado mede 18 m, qual o comprimento de cada lado?

Qual ¢ a drea do quadrado?

. Os lados de um tridngulo medem 25, 25 ¢ 48. Calcule sua area.

10.

11,

12

13,

14,

15.

16.

Um tridngulo equilitero tem uma mediana com 15 m de comprimento. Qual é
sua area?

A K [
. (JABCD & um paralelogramo. CK L AB ¢ /M

€ reto.
{a} Se BC =12, DM =15 e KC =9, calcule

DC ¢ CM. b Ve
(b) Se KC = /24, AK = /T8 ¢ KB = /8, cal- Tr /

cule AD e DM. ~~S

M

. O lado de um losango ¢ 13 ¢ uma de suas diagonais é 24. Calcule a drea do losango.

No AABC, AB = 14, 0 comprimento da mediana CD é 8 e m/ ADC = 60. Quanto
vale aA4BC? :

45°
Deduza uma férmula para a drea desta figura a
em térmos de a, b e c. T
[+
1 0 il
— b .

Um trapézio tem os lados paraielos com 13 m e 21 m de comprimento. O maior
dos lados nio paralelos mede 17 € o menor é perpendicular a um dos lados paralelos.
Qual a Area do trapézio?

No paralelogramo [JABCD, M € o ponto médio de AD e K ¢ o ponto médio de AB.
Demonstre que

a(0AKCM = }a(1ABCD.

H G
i P
7
Neste sélido retangular, 4G e EC sio diagonais. §A,-(—/-' L——JF
Se AB =9, BF =12 ¢ AD = 8, calcule AG ¢ EC. b ’/,’.' A
td
#
A B
Qual & o comprimento da diagonal de um cubo cuja aresta ¢ 67
\
No paralelogramo [JABCD, as bissetrizes de b <
L Ae LC encontram a diagonal DBem E e F, E
respectivamente. Demonstre que as regides
ABCFE ¢ AEFCD tém a mesma area. F
A ‘ B



17

I8

¥ 20

*21

&+ 22

=T 23

Um dado segmento ¢ lado de um quadrado e hipotenusa de um tridingulo retangulo
isbsceles. Demonstre que a area do quadrado é quatro vézes a area do tridngulo.
{Tente ndo usar nenhuma férmula de 4drea.)

. A &rea’de um tridngulo equilitero é 100,/ 3. Quais sdo os comprimentos de seus
lados e de suas alturas?

- 0ABCD ¢ um trapézio com 4B | CD. mi A =
=m/! B, AB = 12 e BC = 8. Calcule a[14ABCD.

. (JABCD ¢ um quadrado. E esti em 4D e F E
estd em DC de modo que EB L FB. Se a[JABCD
= 256 ¢ aAEBF = 200, calcule CF.

- OPQRS é um trapézio,com PQ || SR. mL P = 45
emLQ=120. Se PS=12,/2 e PQ = 27, qual
o valor de afJPQRS?

P Q
. Em um tridngulo, dois lados tém comprimentos a e b. A altura relativa ao ter-

ceiro lado separa éste lado em dois segmentos de comprimentos ¢ e d, respectiva-
mente. Demonstre que

@+ bXa—b) = (c + d)c—d).

Dados: JABCD & um trapézio com AB | CD. M e K sio os pontos médios de
AD ¢ BC, respectivamente. PK | AD.

Demonstre: aAAPD = a(JPBCD = LaOJABCD.

D C

A P B

** 24. Sdo dados dois paralelogramos em um mesmo plano. Trace uma reta Gnica de

“modo a separar cada regiio determinada pelo paralelogramo em duas regides
de dareas iguais.

A figura a direita consta de quatro triingulos retangulos, quatro retangulos e um
“buraco” quadrado com uma unidade de lado.

A
(a) Determine a soma das areas

das oito regides. (Ndo inclua
o buraco!

(b) Determine a base DE ¢ a
altura relativa a DE, a partir 8
de 4. Determine a metade do
produto déstes dois numeros.

(¢} Vocé consegue explicar por B
que os resultados das partes
{a) e {b) sdo iguais, apesar do
buraco? P




12 SEMELHANCA

12-1. A IDEIA DE SEMELHANGCA.
PROPORCIONALIDADE

A grosso modo, duas figuras geométricas sio semelhantes se tiverem
exatamente a mesma forma, mas ndo necessariamente o mesmo tamanho.
Por exemplo, duas circunferéncias quaisquer sdo semelhantes; dois qua-
drados quaisquer sio semelhantes; dois trifngulos equildteros quaisquer
sio semethantes; ¢ dois segmentos quaisquer sdo semethantes.

o () 0O
AN

Uma outra maneita de expressar essa idéia & dizer que duas figuras sdo
semelhantes se uma delas é, em escala, um modélo exato da outra.

As marcas nas figuras abaixo indicam que 08 dois tridngulos devem
ser semelhantes.

BI

A b=4 C A b’ =8 C’

Deve ser possivel “esticar” 0 primeiro tridngulo, duplicando seu tama-
nho, sem mudar sua forma, de modo a se obter o segundo tridngulo. O
“esticamento” pode ser descrito pela correspondéncia

ABC — A'BC

E claro que essa correspondéncia nio ¢ uma congruéncia pois cada lado
do segundo tridingulo € o débro, em comprimento, do lado correspondente
do primeiro tridngulo. Correspondéncias désse tipo sao chamadas seme-
Ihangas. Uma definigio exata de semelhanca sera dada mais adiajmte, neste

capitulo.

Semelhangas podem contrair coisas a0 invés de estica-las. Por exemplo,
a correspondéncia

A'B'C' — ABC

contrai o segundo tridngulo no primeiro.
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Observe que os comprimentos dos lados dos nossos dois triangulos
fq‘rfnafn duas seqiiéncias de nitmeros positivos, a, b, c e 4, b', ¢'. Essas se-
qiiéncias estdo em uma relagdo especial: cada nimero da segunda se-
giiéncia é exatamente o dobro do nimero correspondente da primeira
seqiiéncia. Assim

a = 2a, b = 2b, ¢ = 2c

Ou, de um outro modo, podemos dizer que todo nimero na primeira
seqiiéncia € exatamente a metade do mimero correspondente na segunda

Assim
bf cl
2 _c,

b ¢

pois cada uma dessas fragdes & igual a 2; e

a
a

pons_cada uma dessas fragdes & igual a 4. Seqiiéncias assim relacionadas
se dizem proporcionais. ’

Defini¢do

Dadas duas seqiiéncias a, b, ¢,... € p, 4, r,... de nlimeros positivos, se

entdo as seqliéncias a, b, ¢,... € p, g, r.... se dizem proporcionais.
) pbylamente essa definicdo ndo depende da ordem em que as duas se-
quéncias sio apresentadas; se¢

a_»b_c_

r q r *?
entio

P9 _T_

a b c- e

e reciprocamente,

Trabalhamos com seqiiéncias proporcionais usando os métodos da
élgqbra. As mais ficeis sio as que envolvem sdmente quatro nimeros.
Munt.as vézes, nés nos referimos a uma tal proporcionalidade como pro-
por¢ao. Abaixo estdo alguns exemplos do que vocé pode conchuir, dado
que a, b ¢ p, g sdo proporcionais. Dado: ’

6 a_b.
P q

TG ATV yd

pela definigio de proporgdo. Multiplicando ambos os membros por pq,
obtemos

@ aq = bp.
Dividindo ambos os membros por bg, obtemos
a p ] .
3 Sy

Nio hé perigo de se dividir por 0 aqui, porque todos 0s nlimeros numa
proporgio tém de ser positivos. Em seguida, adicionando 1 a ambos os

membros ¢ simplificando, obtemos -

a+b p+g
@ =
Subtraindo 1 de ambos os membros da equagio (3), obtemos
a-b p—q
(5) =

Essas s3o simplesmente as equagdes mais tteis que se pode deriyar de(l);
existem muitas outras. Essas equagdes nélo precisam ser meinonzadas. S.'e
vocé tentar decorar coisas assim, na metade das vézes'voc_e se enge}nara
quando mais precisar delas. O que vocé precisa lembrar € o tipo de método
algébrico que usamos para derivar uma equagio da outra.

Definigdo
Se a, b e ¢ sio nimeros positivos e

a

b
entdo b é chamada a média geométrica entre d € C.

E facil ver que b = fac.

b
¢ k]

Problemas 12-1

1. Dé os numeros que tornario cada sentenca verdadeira.

5 7 7 2 7 b)792_1_9§__?_ 9
@3=g=7i"7 715 ®) 960 =7 T 95 ?

? 6x
(© ? =7

=R

o
e
S

il
‘\,
—
>
l
i
.ql
[
=4
00
2
bt
[=]
=



2. Copie e complete cada afirmagio:

{(a) Se%:gven;ﬁo 9:15=5-...... .

27
{b) Se a_3 tio 7a = . {c) Se X2 entdo 3x =
b = 7 s €ntao = aisaae 12 = ] = eiens
3. Em cada proporgio, determine x.
x 3 5 4 5 2x 2 11
@3=7 ® =7 9% 0 G3=5y
4, Copie e complete cada afirmacio:
x 5 5 5 10 5 ?
_—= i = eairas = b —_— = T & —_— =
(a) Se 3 7 entdo x 5 (b) Se 5 =13 entio 0= 13
3 12 16 12 a c a
_—= 0 — = —* d) S¢e —=—, io —=.,... :
{c) Se yelT: entio 2 7 (d) Se p y entio c

5. Determine a média geométrica entre 4 ¢ 9; entre 7 e 14; entre 15 e 60.

6. Copie e complete cada afirmacio

a a
Se 3a = 2b, entio — = ...... — = ...
(a) Se 3a , entdo b e 5
(b} Se 4m = 15, entio = = ...... el .
. 5 3
5
(c} Se 6x = 59, entdo X € — = .iiun
5 X
2a e . a b
(d)Se£=§E,entao?— ...... c?— .......

. Para dois nameros positivos quaisquer a ¢ ¢, a média geométrica ¢ b = fac e
a média aritmética é d = }{a + ¢). Faga uma tibua das meédias aritmética e geo-
métrica para os seguintes pares

(a) 2 e 8. (b) 3 e 12. {c) 5 e 45,
d)4e9 e) 9 e 16, {f) 12 e 15,
. Complete cada afirmagfio:
(a)Se-S—-—E ent505+12*15+?'
12736 12 36
7 28 . 1 28
(b} Se 3 =3 entdo 5 =367
a 6 . a+b a-b .
(c) Se ?=?,entao PRt eT— ......
d) § ra_'-c=1—1—1entiioi= ...... e S = . .
7 c a

. Considere essas trés seqiiéncias. Quantos pares de seqiiéncia sio proporcionais?
(a) 3, 8 12, 17. (b) 9, 24, 36, 51. © 7 % 15 142

10.

11.

12.
* 13

* 14,

E facil ver que as seqiiéncias (a) e (b) sdo proporcionais, pois cada nl’lmero_ em (b)
é trés vézes o numero correspondente em (a). Mas comparar (a) € (c) ou (b) ¢ (¢) ndo
é muito simples. Uma maneira eficiente é transformar cada seqiiéncia numa se-
giiéncia proporcional comegando com 1, como nas seguintes:

(a) 19 %} 4! —1'32"

1,234 3 o0ul, g s et

1% ... s reeres .

Agora responda a questio.

Entre as seqiiéncias seguintes, que pares sio proporcionais? O método do Pro-
blema 9 talvez o auxilie nas decisdes.

(a) 5, 7. 9. 1,12 3 (c) 2%, 33, 4% (d} 8, 15, 17.

(e) 15, 30, 45. (fy 16, 30, 34. et 41 (h} 1,25, 1,75, 2,25.

Se x/40 = y/50 = 30/20, determine x e .

Se 3/p = 5/g = r{26 = q/20, determine p, g e r.

Quais das sentengas abaixo sdo verdadeiras para todos os valdres da varidvel

usada, salvo, & claro, aquéles valores que tornariam algum térmo da seqiiéncia
igual a zero?

5x 5 - a b
@5~ ® 8% = 8

r s ¢ a+b 1
= n=y R

a+b al+b? 1 1 x+vy

—_— z - f—~+—= -
(€) 1 a+b ()x ¥ xy

(a) Considere as igualdades $ = £ = § = & = 1% Verifique que

2+4+6+8+18 2
346+9+12+27 3
Serd que o mesmo processo funciona sempre? Experimente.
(b) Demonstre: Se

i 1
h .

entdo
atctet+yg a.
b+d+f+h b
[Sugestdo: Seja a/b = k. Entdo a = kb. Também, ¢ = kd, e = kf, g = kh.
atctetrg k7).
b+d+f+h 3
Problema Magno

Demonstre o seguinte teorema:

A média geométrica de dois niimeros positivos é sempre menor que sua média
aritmética.



[Sugestdo: Tome a > b > 0. Mostre que J @b < Ha + b). Tente supor que a de-
sigualdade proposta ¢ verdadeira e derive dela uma desigualdade que vocé sabe
ser verdadeira. Isso lhe mostrard como comecar a demonstragio.]

Vamos dar agora a definigio de semelhanga de dois tridingulos. Suponha
que nos seja dada uma correspondéncia ABC .« A'B'C’ entre AABC ¢
AA'B'C'. Como sempre, @ € 0 com- 8
primento do lado oposto a A, b€ 0
comprimento do lado oposto a B ¢
assim por diante. Se os dngulos cor-
respondentes forem congruentes ¢

a c
@bV

dizemos que a correspondéncia
ABC e A'B'C’ & uma semelhanga e
escrevemos

AABC ~ AA'B'C".

D4finicio

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os dngulos cor-
respondentes forem congruentes e os lados correspondentes forem propor-
cionais, entdo a correspondéncia ¢ chamada uma semelhanca e os tridngulos
se dizem semelhantes.

A situagiio aqui ¢ como na congruéncia: AABC ~ AA'B'C’ ndo sémente
significa que os tridngulos sdio semelhantes mas, também, que a particular

correspondéncia ABC « A'B'C’ ¢ uma semelhanga. Assim, dado AABC ~
~ AA'B'C’, podemos imediatamente escrever a igualdade

a b ¢
al bf Cf
sem nos referirmos a uma figura. Se os comprimentos dos lados néio esti-
verem indicados, essas equagdes tomam a forma

BC AC AB

BC  AC AB

A definicio de semelhanga requer dois fatos: (1) ngulos correspon-
dentes tem de ser congruentes ¢ (2) lados correspondentes tem de ser pro-
porcionais. Para tridngulos, vai acontecer que, sendo verdadeira uma dessas

condicdes, a outra também o sera. Isto ¢, se angulos correspondentes sdo
congruentes, os lados correspondentes silo proporcionais e reciprocamente.
Esses fatos sio dados no Teorema AAA sébre Semelhanga e no Teorema
LLL sébre Semelhanca, que serdo demonstrados mais adiante nesse ca-
pitulo.

Exigir (1) ¢ (2) é uma questio de seguranca: e foi uma boa idéia, por-
que tridngulos sio as unicas figuras para as quais semelhanca ¢ uma idéia
simples. Considere, por exemplo, um quadrado ¢ um retangulo:

8 3¢

B <’

A’ b’

py= Op

Sob a correspondéncia ABCD «» A'B'C'D', angulos correspondentes sdo
congruentes porque todos os dngulos sdo retos. Mas lados correspondentes
ndo sio proporcionais ¢ certamente nenhuma das duas figuras ¢ um mo-
délo da outra, numa escala diferente.

Para outros quadrildteros, pode ocorrer, exatamente, a dificuldade
oposta. Considere um quadrado e um losango:

1

B[ ac \
B’ c’

[ 7 D’
A 7 D A 1

Sob a correspondéncia ABCD « A'B'C'D', lados correspondentes sdo pro-
porcionais mas as figuras tém uma configuragio bastante diferente.

o -

. Dados AABC ~ ADEF e comprimento de lados segundo as indicagbes, deter-

mine x ¢ y.

c 15

12




. Um pedago de papelido é recortado como na figura acima, a direita, sendo seus
contornos, interior ¢ exterior, quadrilateros semelhantes. Se os comprimentos
dos lados sio os indicados na figura, quanto valem r, s € 17

C
. Na figura, AABC ~ AADE. 3¢
AD =5, AE =6, BC = 12,
¢ E
AB = 15,
determine AC e DE. h > 2

. Se AABC = AA'B'C', segue-se que AABC ~ AA'B'C? Por qué?

. Sdo tiradas duas copias fotograficas de um negativo, uma diretamente ¢ a outra
ampliada. Na copia direta, um objeto tem largura de 2 dm ¢ altura de 2,3 dm. Na
ampliagio, o objeto tem largura de 7,5 dm. Qual € sua altura na ampliagio?

. Jodo obtém uma boa aproximagio da altura de uma arvore pelo seguinte processo.
Em primeiro lugar, &le fica bem pertd da arvore e observa um ponto da arvore a
uma altura de 1,5 m do chiio. Em seguida, éle anda 40 passos (ou 30 metros), afas-
tando-se da arvore. Virando-se em diregio a arvore, éle segura uma régua pequena
de 15 cm, verticalmente, em frente de seus olhos, até a régua esconder a 4rvore acima
do ponto a 1,5 m do chdo. Usando um barbante préso no furo na exiremidade da
régua, éle mede em cm a distdncia de seus olhos até a régua. Ele pode, entio, cal-
cular ficilmente a altura da arvore usando a formula

15

h=30—+ L5
AB
A C,,ffégua
B
- barbante 15 m
— — |

(a}) Explique porque essa formula d4 a altura da drvore. Qual ¢ a unidade de medida?
(b) Se o fio mede 20 cm, qual a altura da arvore?

7. Demonstre: Se D ¢ E sio pontos médios de AC e BC, respectivamente, no AABC,
entio ACDE ~ ACAB.

8. Demonstre: O tridngulo cujos vértices sio os pontos médios dos lados de um

tridangulo dado, ¢ semelhante a éste.

9. Dada a figura com APMK ~ AKLR, demonstre que /Q = / MKL.

A B

10. Dados: O trapézio (JABCD com AB | CD, AAED ~ ABEC e AAEB ~ ACED.

Demonstre;: AD = BC.

12-3. O TEOREMA FUNDAMENTAL SOBRE
PROPORCIONALIDADE E SEU RECIPROCO

Considere um tridngulo A4ABC e um segmento DE, paralelo a base BC
cortando o tridngulo. Parece que a correspondéncia ABC « ADE deve
ser uma semelhanga. De fato, é bastan-
te facil provar que os dngulos corres- A
pondentes sio congruentes. (Demons-
tragio?) Mostrar que os lados corres-
pondentes sdo proporcionais é um pou-
co mais dificil. Vamos comecar com um =
teorema que afirma serem os lados in-
cfinadps, na figura a direita, propor-
cionais.

Teorema 12-1. O Teorema Fundamental sdbre Proporcionalidade
Se uma reta paralela a um lado de um trifingulo intercepta os outros

dois lados em pontos distintos, entdo ela determina segmentos que sio

proporcionais a &sses lados. !

Re-enunciado. No AABC sejam D e E

pontos de AB ¢ AC tais que DE || BC. A
Entio ‘

4B _AC.

AD  AE




Demonstracdo. Nos AADk e ABDE con-
sideremos AD e BD como as bases. En-
tdo ésses triangulos tém a mesma altura.
{Por qué?) Portanto, pelo Teorema
11-7, a razio de suas dreas ¢ igual a
razio de suas bases e temos

(1)  GOBDE _BD.
aAADE ~ AD

Analogamente, nos AADE e ACDE
consideremos ‘AE ¢ CE como bases.
Como ésses tridngulos tém mesma altu-
ra, concluimos, como antes, que

@  GACDE_ CE
aAADE ~ AE

Mas ABDE e ACDE tém a mesma base DE. (Veja a figura a direita do
re-enunciado). E éles tém a mesma altura. porque DE e BC sdo paralelas.
Portanto, pelo Teorema 11-6,

(3) aABDE = aACDE
Combinando as trés equagdes (1), (2) e (3), obtemos
. BD _CE
“ AD — AE

Adicionando 1 a ambos os membros da equacio (4), obtemos
s BD+AD_CE+AE =~ AB_AC
) AD  AE AD ~ AE’

como queriamos demonstrar.
O reciproco do Teorema Fundamental s6bre Proporcionaiidade € muito

mais ficil de demonstrar.

Teorema 12-2

Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina segmen-
tos proporcionais a é&stes dois lados, entdo ela é paralela ao terceiro lado.

Re-enunciado. E dado o AABC. Seja D
um ponto entre A ¢ B ¢ seja E um ponto
entre 4 ¢ C. Se
4B _AC
. AD ~ AE’
entio DE || BC.

Demonstracdo. Seja BC' uma reta por B, paralela a DE, interceptando AC
em . Pelo teorema anterior

AB _ AC"

AD T AE
Como, por hipdtese,

AB  AC

AD ~ AE’
temos

AC"  AC

AE = AE’

e AC' = AC. Portanto C = C' ¢ DE || BC.

Sroblemas 12-73

. No A4BC, DE } 4B. c

(a) Dado que AC =12, CD =4 ¢ BC = 24,
determine CE.
(b) Dado que AC = 15, AD =3 ¢ BC = 25,

determine BE. D 3
(c) Dado que AD =6, CD=4¢ CE =1,
determine BC. A B

(d} Dado que CD =8, AC = 18 ¢ BE = 6,
determine CE.
{e) Dado que AD = CE, CD =4, EB =9, determine AC.

. Dados ST PQ no APQR, copie e complete as seguintes sentengas

R
RP ? RS ?
@ rs =7 ® =7
? SP RT ? 5 T
© 5 = %p @rg =7
RS 2 RQ ?
© rr =" O kp= : a

. Em cada um dos tridngulos abaixo é desenhado um segmento paralelo a uma base

e sdo indicados os comprimentos de certos lados. Em cada caso, escreva x em [un-
¢do das outras letras.

(a) (b} (e} (d)



4. No AJMK, m{ M =m/ HGK = x.

{a) Dados JH = 7,'JK = 21 e GK = 10, H
determine MG.

(b) Dados HK = MG, MK = 6 ¢ JH = 8, '
determine GK. M G K

{c) Dados GK =7, HK =2 MG e JH = 14, determine JK.
(d) Dados KJ =24, HK = MK e KG = 4, determine MK.

. Se os segmentos na figura 4 esquerda, abaixo, t8m os comprimentos indicados,
PQ || AB? Justifique sua resposta.

c T
18
20 ¢ 25~ %0 v
/ AN 4
A B

R\ 7 U )5S
9

. Se os segmentos na figura a direita, acima, tiverem os comprimentos indicados,
UV | RT? Justifique sua resposta.

. Qual dos seguintes conjuntos de comprimentos fara FG { BC?

(@) AB = 14, AF = 6, AC =7, AG = 3.
(b) AB =12, FB = 3, AC = 8, 4G = 6. G
() AF =6, FB =5, AG =9, GC = 8.

(d) AC =21, GC = 9, 4B = 14, AF = 5.

. Dada a figura com as indicagdes, determine
todos os valdres de x que fario DE | AB.

. Demeonstre o seguinte teorema:

A bissetriz de um ingulo de um triingulo separa o lado oposto em segmentos,
cujos comprimentos sio proporcionais aos comprimentos dos lados adjacentes.

Re-enunciado. No AABC, se AD & bissetriz do 45
£ A e D esta em BC, entio ey
AL
BD BA /
€D CA4 "'
m £+
[Sugestdo: Introduza CE paralela a AD. Mostre m® 7,’
que AC = AE.]
B D C

10.

11.

12,

13.

* 14,

Use o teorema do Problema 9 para responder o seguinte.

{a) Os lados de um tridngulo siio 15, 20 e 28, Quais os comprimentos dos segmentos
que a bissetriz do maior 4ngulo determina sébre o lado oposto? do menor
dngulo?

{b) Os lados de um tridngulo sio 12, 18 e 24. Determine os comprimentos dos
segmentos que as bissetrizes de cada Angulo determinam s6bre os lados opostos.

E

Na figura, PS | 4D, SR | DC ¢ RQ | BC.
Demonstre que PQ || AB.

Demonstre o seguinte teorema. B

Se trés ou mais paralelas sio cortadas por duas transversais, os segmentos
determinados nas duas transversais sio proporcionais,

T
Re-enunciado. Se as transversais T, ¢ T, cortam f \
as paralelas L, , L, e Lyem A, B,Ce D, E, F [ - A > .
respectivamente, entio 8 / \ E
AB _DE

BC EF

{Sugestdo: Introduza DC ou AF.]

Trés terrenos se estendem da Rua 15 de Novembro
4 rua 7 de Setembro, como na figura. As separagdes
laterais sdo perpendiculares a Rua 15 de Novembro.
Se a frente total na rua 7 de Setembro é de 120 m,
qual a frente de cada terreno nesta rua?

rua 15 de novembro

Dados: os planos paralelos E, F e G sio interceptados pelas transversais T, ¢ T3,
como na figura. T, / T2

A
Demonstre: 4B - Q /N /
BC QR A :

[Sugestdo: Introduza AR.]




T 15,

" 16.

M YA

T 18.

=119,

** 20,

Demonstre: As diagonais de um trapézio se interceptam num ponto tal que os
comprimentos dos segmentos determinados em uma diagonal sio proporcionais
aos comprimentos dos segmentos determinados na outra diagonal.

[

"

Um tipégrafo deseja fazer um cartio de compri-

mento 6 cm e de largura tal que quando dobrado

a0 meio, como na figura, éle terd a mesma forma w
que antes. Qual deve ser sua largura’”

Demonstre o seguinte teorema.

E dado um tridngulo qualquer, AABC. Se as bissetrizes dos ingulos interno
¢ externo em A interceptam BC nos pontos D e [I¥, respectivamente, entio

BD CD

BD_ CD

[Sugestdo: Introduza CEL paralela a AD', use o Teorema 12-1 e o Problema 9
desta série.]

(a) No Problema 17, se AC =9, AB = 15 e BC = 16, determine BD, DC e CI'.
{b} No Problema 17,sem/ BAC = 90, AC = 6e AB = §, determine BD, DCe CDr.
O teorema do Problema 17 continua vilido se AB < AC? Hustre e explique. Como
mudaria o teorema se AB = AC?

Um trifingulo tem lados 6, 12 ¢ 16, As bissetrizes do maior angule interno e do
menor angulo externeo interceptam a reta contendo o lado oposto nos pontos
X e Y, respectivamente. Determine as distdncias de X e Y ao vértice do menor
dngulo do tridngulo.

Proklema “lagno

E dado AABC com AB > AC. As bissetrizes dos dngulos interno e externo em A
interceptam BC nos pontos D e E, respectivamente. Demonstre que

JAD? v AE? JAD® + AE?
cD BD

. . - - o - . , = .
el . Pl Y B Y SR P I P

Do g e
FRIPLEAN I A

Teorema 12-3. Teorema AAA s6bre Semelhanga

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os angules cor-
respondentes sio congruentes, a correspondéncia é uma semelhanga.

Re-enunciado. E dada uma correspondéncia ABC « DEF entre dois tri-
ingulos. Se L A= s D, 1B tEe /C= LF, entio AABC ~ ADEF.

Demonstracdo. Como sabemos, por hipdtese, que os dngulos corresponden-
tes sio congruentes, precisamos provar que os lados correspondentes sdo
proporcionais. Isto €, precisamos mostrar que

AB AC BC
DE ~— DF ~ EF
Vamos mostrar que a primeira dessas equagdes ¢ valida. Com uma de-
monstragio idéntica, mudando apenas a notagio, seguir-se-a que a segunda
equagdo também é valida.
Vamos demonstrar que

AB _AC
DE ~ DF
4 2
~ ay
/ / .

Efpmtan ’(\ F .
sél \c

Sejam £’ e F' pontos de AB ¢ AC tais que AE' = DE ¢ AF' = DF. Por
LAL temos

AAE'F = ADEF.
Portanto / AE'F' = s E. Como [/ E = / B, segue-se que

[ AE'F' = / B,
Vamos considerar dois casos:
(1) Se E' = B entio AAE'F’' e AABC sio o mesmo tridngulo. Nesse caso
AABC = ADEF ¢
AB _AC
DE ~ DF’

pois cada uma dessas fragfes ¢ igual a 1. (Por qué?)



(2) Se E' & diferente de B, entio E'F ¢ BC sio paralelas. (Por qué?).
Pelo Teorema Fundamental sébre Proporcionalidade, temos

-

AB _ AC
AE ~ AF
Como AE' = DE ¢ AF' = DF, segue-s¢ que
AB _ AC
DE ~ DF’

como queriamos demonstrar.

Lembramos, do Corolario 9-13.1, que se dois pares de ingulos siio con-
gruentes, entio o terceiro par também tem de ser congruente. (A razio
disso, é claro, esta no fato de que a soma das medidas dos dngulos de um
tridngulo é 180). Isso nos di o seguinte corolério:

Corolario 12-3.1. O Coroldrio AA

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares de
ingulos correspondentes sio congruentes, entio a correspondéncia é uma
semelhanga.

Podemos demonstrar agora uma versio mais forte do Teorema Funda-
mental sbre Proporcionalidade, justificando as observagdes feitas no co-
mégo da se¢io anterior na pag. 307.

Corolario 12-3.2

Se uma reta, paralela a um lado de um tridingulo, interceptar os outros
dois lados em pontos distintos, entdo ela determina um tridngulo seme-
lhante ao triingule dado.

E

B/D4! \C

Demonstracao Quando as retas paralelas DE e BC sdo cortadas pela trans-
versal AB, os angulos correspondentes sdo congruentes. Portanto / ADE
=~ £ B. Como /£ A= / A, segue-se, pelo Corolario AA, que

AADE ~ AABC.

C .
. Dados: A figura com AC || BD. /\E
A

Problemas 12-4A

Demonstre: {1) AACE ~ ABDE.
{2). AE-ED = CE- EB.

{

s u R
. Dados: (JPQRS com SR || PQ, diagonal §Q, U
¢ V sdo pontos médios.
Demonstre: US: MQ = VQ- MS.
P v Q

. Dada a figura, com AD = 14, EG = 12, BC = 15

¢ EB = 4, determine AC, AE e AB.

A E B
K
. No AGHK, GK = HK, PR LGK ¢ PQ 1L HK. Q
Demonstre que R
GR:-PQ = PR-H@ _
G P H

. Demonstre o seguinte teorema.

Duas alturas correspondentes quaisquer de tridnguios semelhantes estio na
mesma razio que os lados correspondentes.

. No AABC, £ C é um angulo reto e CD ¢ a altura

em relagiio a hipotenusa.

(a) Dé o nome de pelo ‘menos um angulo con-
gruente ao . ACB.

{b) D& o nome de um &ngulo congruente ao / z.
{c) D& o nome de um tridingulo semelhante ac

. y
X I
A [5) B
_ T
AABC. Escreva a sémelhanga entre os dois.
R

. Na figura, RQ L PQ, PQ L PT e ST L PR. De-

monstre que

ST-RQ = PS: PQ.

. Dada a figura, expresse x em térmos de a, b e c.

48° 4°
M b G c




9.

10.

* 11

* 12,

* 13,

** 14,

Na figura, [JDEFG é um quadrado ¢ £ € ¢ um C
angulo reto.
Demonstre: (1) AADG ~ AGCF.
" (2) AADG ~ AFEB
(3) AD-EB = DG FE.

(4) DE = JAD EB.

Demonstre o seguinte teorema.

Duas bissetrizes de dngulos correspondentes de triangulos semelhantes estdo
na mesma razio que os lados correspondentes.

Dada a ﬁgurzi com L, |L, ¢ AP, BO, CR inter-
ceptando-se em K, A 4

(a) Dé trés pares de tridngulos semelhantes ¢ es-
creva as trés semclhangas. 8 R

{b) Demonstre que

AB _AC _ BC
PQ PR RQ '

E dada a figura com as perpendiculares segundo as indicagdes.
(a) Demonstre que ABFC ~ AADC.

(b} _Demonstre que

AD-BC

BF =
AC _

(cy Demonstre que

BE CD AC+AD BC
AB ~ AC 4B AC AB

wl []
A E D

E dado um paralelogramo (JABCD com suas diagonais. Uma reta por B inter-
cepta AC em E, DC em G ¢ AD em F. Demonstre que (1} AAEF ~CEB ¢
(2) EB é a média geométrica de EG e EF.

Na figura, P4, 0B ¢ RC sio. cada um. perpendiculares a AC.

(a) Copie e complete:

P
AABQ ~ A.......
(b) O que é correto: R
.z ou — = "_9 X S
X m X m+n 4
z
{c) O que ¢ correto:
A m B n C

z m
ou ~— = ?
¥

il

=|§

Zz
¥ m+n

** 15,

(d) Mostre que

N|-—

1 1
— + — =
X ¥

“Um homem compieta um servigo em 6 horas e um outro homem completa o
mesmo servigo em 3 horas. Se éles trabalhassem juntos, em guanto tempo com-
pletariam o servigo?”. Esse problema pode ser resolvido, encontrando-se a solugio
da equacio

6 3 n .

Resolva essa equagio geométricamente. [Sugestdo: Veja Problema 14.]

Problema Maano

Um problema comum, envelvendo circuitos elétricos, ¢ como o seguinte. Um
circuito consta de dois fios em paralelo com resisténcias R, e R, . Qual ¢ a resis-
téncia do circuito?

R,
Ry
A resisténcia do circuito, R, ¢ dada pela equagio

1 1 1

—_— = — + —_—
R R, R,
Resolva essa equagio para R, em térmos de R, ¢ R;.
O seguinte esquema foi usado para achar R quando R, ¢ R, sdo conhecidas. Es-

calas numéricas sdo marcadas nas trés semi-retas, como é visto abaixo. Uma régua
¢ colocada de modo a passar por R, ¢ R, nas duas escalas externas,

Ry
0 2 4 & 8 10712

¢ R & lido na escala que sobrou. Por exemplo, se R, = 12 e R, = 6, entio R = 4.
se Ry, =10 ¢ R, = 10, entdo R = 5.



(a) Calcule R, dado que Ry =4e R, =12, R, =6e R, =3, R, =7eR, =17
(b) Usando a figura abaixo, explique porque o esquema descrito acima di as
solugdes da eguagio.

- R
E v A r B !

O préximo teorema sera 0til e € facil de se demonstrar.

Teorema 12-4

Se AABC ~ ADEF ¢ ADEF = AGHI, entdo AABC ~ AGHI

B
E H
A T C D . F G - )

Isto resulta imediatamente das defini¢des de congruéncia e semelhanga.

Teorema 12-5. Teorema LAL sbbre Semelhanca

E dada uma correspondéncia entre dois tridingulos. Se dois pares de
lados correspondentes sdo proporcionais e os dngulos que éles determinam,
congruentes, entdo a correspondéncia € uma semelhanca.

Re-enunciado. Sio dados AABC e ADEF e a correspondéncia

ABC s DEF.
Se
AB AC
DE ~ DF
e
< A= <D,
entdo

AABC ~ ADEF.

8 - C

Demonstragdo. (1) Sejam E’ e F' pontos de AB e AC tais que AE' = DE ¢
AF" = DF. Por LAL, temos

AAE'F’ =~ ADEF.
Portanto
AB  AC T
AE T AF

(2) Pelo Teorema 12-2 (reciproco do Teorema Fundamental sébre Pro-
porcionalidade) temos E'F’ | BC.

(3) Portanto £ B /L AE'F". (Por qué?)

(4) Como £ A = / A, segue-se pelo Coroldrio AA que

AABC ~ AAE'F'
(5) Mas AAE'F' = ADEF, Portanto, pelo Teorema 12-4, temos

AABC ~ ADEF

como queriamos demonstrar.
Finalmente, temos uma espécie de reciproco do Teorema AAA sébre
Semelhanga.

Teorema 12-6. O Teorema LLL s6bre Semelhanca

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os lados corres-
pondentes sdio proporcionais, entdo a correspondéncia é uma semelhanga.

Re-enunciado. S8o0 dados os
AABC e ADEF e a correspondén-
cia

ABC — DEF
Se
AB_AC BC * 2
DE ~ DF _ EF’
entio
E/, 24 E F

AABC ~ ADEF. ! \ | !
B C



Demonstragdo. Como sempre nesse capitulo. sejam £ e £ pontos de
AB e AC tais que AE = DE e AF' = DF,

Afirmagdes Justificagdes
1_£=££:_B£' 1. Dado.
DE DF EF
2. AE' = DE; AF' = DF. 2. Dado.
3. AB = AC 3. Substituicio,
AE  AF
4, L A= LA 4. ldentidade.
5. AABC ~ AAE'F' 5. Teorema LAL s6bre Semelhan-
ca.
6. Er = AE 6. Defini¢io de uma semelhanga.
BC AB
AF’ DE ~
R = = == . Afl .
7. E'F' = BC 1B BC 1B 7 irmagdes 2 e 6
DE o
= - 8. Afirmacio 1.
8. EF = BC 7B *
9. E'F' = EF. 9. Afirmacgdes 7 ¢ 8.
10. AAE'F' = ADEF. 10. Afirmagdes 2, 9 e LLL.

11. AABC ~ ADEF.

.
(o
I
1

11.

Afirmacdes 5 ¢ 10 e Teorema
12-4.

1. Para cada par de tridngulos, indique se os triingulos sio semelhantes e, em caso
afirmativo, de acérdo com que teorema ou definigdo.

(a)

(e)

(b

(d}

24

("

. Dada a figura com

17

(g 78°

16 X3
kl.]

H

9 3

- Quais dos seguintes teoremas sobre semelhanga ndo tdm um teorema do mesmo

tipo sobre congruéncia: LAL, LLL, AAA, AA?

. Demonstre o seguinte teorema:

Duas medianas correspondentes quaisquer de dois tridngulos semelhantes estio
na mesma razio que os lados correspondentes.

A B
AE _ BE
: EC  ED’ fi
demonstre: {1} AAEB ~ ACED,
(2) AB| DC. D c

. Demonstre: Se em dois trisngulos isdsceles, os ingulos do vértice forem congruentes,

os tridngulos sdo semelhantes.

. E possivel dois tridngulos serem semelhantes se

(a) dois dngulos de um déles medem 60 e 70, enguanto que dois Angulos do outro
medem 50 e 80?

(b) dois éngulos de um déles medem 45 ¢ 75, enquanto que dois angulos do outro
medem 45 ¢ 607

{c) um déles tem um ingulo de medida 40 e dois lados de comprimento 5, enquanto
que o outro tem um ingulo de medida 70 e dois lados de medida 8 cada um?

(d) um déles tem lados de comprimento 5, 6 e 9, enquanto que o outro tem um
perimetro de 8.420.000?

- Dada a figura d esquerda, demonstre que PQ | 4B.

o




8.

10.

Tl

S 12,

Na figura x, y e z siio os comprimentos de MB, MA ¢ MC.

{a) Qual deve ser o comprimento de MD para que os tridngulos sejam seme-
lhantes? -

(b) Se z = 2x, mLD =2mL A ﬁecessériamente?

. Na figura, AADC ~ APSR e CD e RS sio medianas. Demonstre que AABC ~

~ APQR. P 5 G

. Z

H
éb y
K
A w3 'l'

Trés retas que se interceptam no ponto p

P interceptam os planos paralelos E ¢ F

em Re K, 5S¢ M e Te H, respectivamente.

Se KP=4, MP=6, HP =7, RP =10, s E
SP =15 e TP =175 demonstre que R

AHMK ~ ATSR. .

T

Se a seguinte afirmagio fér verdadeira, demonstre-a, se for falsa, d& um contra-
-exemplo.

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, tal que os comprimentos
de dois lados de um dos tridngulos sio proporcionais aos comprimentos dos
lados correspondentes do outro tridngulo e o dngulo oposto a um dos lados
de um dos tritngulos & congruente ao ingulo correspondente do outro tridngulo,
entdo os tridngulos s3o semelhantes.

Na figura, PQ = PR ¢ PQ|| AC. [ <

Quais dessas afirmacgdes sio verdadeiras? P

© gg=§—g- L PBQ = ( CBA, ¢ APBQ ~ AcBa. * @ F 8
(d) gg = % LPBQ = / CBA, e APBR ~ ACBA.

Probiema Magno

No AA4BC, D ¢ o ponto médio de 4B e E ¢ um ponto de AC tal que 4E > EC.

DE e BC se interceptam em F. Demonstre que FB:-CE = FC- EA. [Sugestdo:

Faga a reta por C, paralela a 4B, interceptar EF em P.]

i

12-5. SEMELHANCAS EM TRIANGULOS
RETANGULOS

Teorema 12-7

Em qualquer tridngulo retingulo, a altura em relagio 4 hipotenusa
separa o tridngulo em dois tridngulos semelhantes entre si e semelhantes
ao tridngulo original.

Re-enunciado. Seja AABC um tridngulo
retdngulo com 4ngulo reto em C ¢ seja e
CD a altura em relagio a AB. Entio

AACD ~ AABC ~ ACBD.

A D '

{Observe que, nesse caso, o re-enunciado nos diz mais que o teorema,
pois éle mostra quais correspondéncias sdo semelhancas. Observe tam-
bém que ¢ facil descobrir (e lembrar) como sfio essas correspondéncias.
Na correspondéncia entre AACD e AABC, devemos ter A« A, porque
L A ¢ comum aos dois tridngulos. Também devemos ter D« C, porque
€sses séo os dois vértices onde estdo os Angulos retos. Finalmente, devemos
ter C— B porque nessa altura dos acontecimentos nio ha outro ponto
onde C possa ser levado. Isso nos di ACD « ABC. Analogamente, para a
segunda correspondéncia, ABC . CBD.)

Demonstragdo. Obviamente /d >~ / ¢ porque ambos sdo dngulos retos; e
L A= [ A Portanto, sob a correspondéncia ACD « ABC, dois pares de
dngulos correspondentes siio congruentes. Pelo Corolario AA, temos
AACD ~ AABC.

A demonstragio da outra metade do teorema é exatamente a mesma:
como Ld = /ce L B= /B, o Corolario AA nos da

AABC ~ ACBD.

Teorema 12-8

E dado um triangulo retingulo e a altura em relagio 4 hipotenusa.

(1) A altura ¢ a média geométrica dos segmentos que ela determina so-
bre a hipotenusa.

(2) Cada um dos catetos ¢ a média geométrica da hipotenusa e do seg-.
mento da hipotenusa adjacente ao cateto. '

Re-enunciado. Seja AABC um tridngulo retanguio com édngulo reto em C
e seja CD a altura em relagdo a hipotenusa AB. Entiio
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(1) 4D _CD <
J CD ~ BD
' AD AC
(2a) AC ~ 4B
(2b) BD BC

BC B4 & o

Demonstragdo. Pelo Teorema 12-7, temos as semelhancas.

1) AACD ~ ACBD,
(2a) AACD ~ AABC,
(2b) ACBD ~ AABC.

As equagdes dadas no re-enunciado descrevem proporgdes para pares de
lados correspondentes.

Problemas 12-56

[Observagiio: Expresse os mimeros irracionais na forma simplificada de radical.]

1. Na figura, CD L AB ¢ [JCFDE & um retingulo.
Escreva tddas as semelhangas para os triingulos
semelhantes a0 AABC. Lembre-se que é preciso
estabelecer as correspondéncias corretamente.

n
N
m

2. Na figura, CD é a altura em relagio 4 hipotenusa A D 8

do AABC. c

(a) Dados r =4 ¢ 5§ =9, determine h.

(b) Dados r =7 e s = 28, determine h. o

(c) Dados r =9 e s = 3, determine a. b h

(d) Dados r = 7, e 5 = 21, determine b.

{e) Dados r = /3 ¢ 5 = /12, determine h, ae . A + D s 8
3. Na figura, RS ¢ a altura em relagio 4 hipotenusa PO do APQR. R

(a) Dados m = 27 ¢ n = 3, determine a, p ¢ q.

(b) Dados m = 24 ¢ n =6, determine a, p ¢ q. q p

(c) Dados m = /18 e n = /8, determine a, p ¢ q. ?

(d) Dados p=15 e n =9, determine m ¢ q.

P m $ n Q

(e} Dados a = 8 e m = 16, determine », p ¢ q.
* 4, Na figura, AK ¢é a altura em relagdo a hipotenusa do A4BC.

{a) Dados ¢ = S5 e h = 15, determine f, b e c. <

(b) Dados b = 4,/3 ¢ ¢ = 4, determine f; h e c. K

(c) Dados ¢ = 6,/2 e e = 4, determine f, b ¢ h. b

(d) Dados b = 3/10 e f = 13, determine ¢, h e c. b f

(¢) Dados b = f = 8, determine ¢, h e c.

b
L
]

*9,

10.

Semsihanga . K ¥as]

. A altura em relagio a hipotenusa, de um triingulo retingulo, separa a hipotenusa

em dois segmentos cujos comprimentos sdo r ¢ 5. Demonstre que a drea do trifin-
gulo ¢ igual ao produto da média geométrica de r e s pela média aritméticade r e s.

. Determine a 4rea de um triingulo retingulo, dado que a altura em relagio 4 hipo-

tenusa separa esta em segmentps de comprimentos 9 e 16; de comprimentos 7 ¢ 21.

. O Teorema de Pitagoras. Na Segdo 11-3 demonstramos o Teorema de Pitigoras,

usando uma demonstragio baseada em foérmulas para drea. O Teorema 12-7
sugere uma outra demonstragio para essa importante relagdo.

Na figura, / ACB ¢ um ingulo reto e CD é a
altura em relagdo d hipotenusa. Pelo Teorema
12-7 temos a = \f¢cs e b = Jcr. Com ésse co-
mégo, demonstre que a® + b = ¢2,

A D ¢ B

. Dado AABC com CD como altura relativamente 4 hipotenusa AB, demonstre

que
H
- BC?* = AD*>- BD%,
) R

Dada a figura, na qual CJPRHQ é um retingulo

e HP 1L GK, demonstre que Q

'~ aQPRHQ = ./GQ-QH HR-RK
G P K

AABC & um tridngulo retdngulo com &ngulo reto no vértice C. A bissetriz do £ B
intercepta AC em D e a bissetriz do dngulo externo em B intercepta AC em E.
Se BD =15 e BE = 20, quais sdo os comprimentos dos lados do AABC?

12-6. AREAS DE TRIANGULOS SEMELHANTES

Dado um quadrado de lado a e um quadrado de lado 2a, ¢ facil ver que
a area do segundo quadrado & quatro vézes a 4rea do primeiro: (2a)* = 4a”.
(Isso também é ficil de se ver geométricamente sem usar nenhuma férmula).
Em geral, se o segundo quadrado tem lado ka, a razio das dreas ¢ k’,
porque

(ka)®> _K*a® i
& TaE T

Um resultado analogo é valido para tridngulos semelhantes.

Teorema 12-9

Se dois tridngulos sdo semelnantes, a razio de suas areas € o quadrado
da razio de dois lados correspondentes quaisquer.



Bf

]
I
]
I
1h

1
A :

{

b I
D b c A D’ b/ [eld

A

Demonstragio. E dado AABC ~ AA’B'C’. Sejam suas areas A, e A, . Na
notacgdo usual, temos

a b

a b C
Seja k o valor comum dessas trés fragdes. Queremos mostrar que

Az

= k2
A,

Sejam BD e B'D’ as alturas a partir de B e B nos dois tridngulos; e se-
jam h e K seus comprimentos. /. A = /£ A’ porque AABC ~ AA'B'C'. E
L ADB = /| A'D'B’ porque ambos sdio dngulos retos. Pelo Corolario AA,
segue-se que

AABD ~ AA'B'D'.
¥ K
L
porque os lados correspondentes sdo proporcionais. Isso nos da

b = kb, K = kh.

Portanto

Mas
Al = %bhs A2 = %b’h’_
Portanto
A, = S = Ykb)kch) = $k2bh,
e Ay .
a4, =K

como queriamos demonstrar.

Problemas 12-6

. Qual ¢ a razdio das areas de dois triingulos semelhantes cujos lados maiores medem
respectivamente 3 cm ¢ 4 ¢m? <

. Nafigura, /A=~ 7/ A e /B = /B Qual

€ a razio das areas dos tridngulos se x = 5

ex =T s¢y=dey=3/37sex=6 x
y= 2\[3 ey =x?

10.

11.

* 12

* 13

. AABC e AA'B'C’ sdo triingulos equiliteros.

. Um lado, de um de dois trifingulos semelhantes, ¢ cinco vézes maior que o lado

correspondente do outro. Se a drea do trifingulo menor € 6 cm?, qual é a area do
maior?
R

. No APQR, G ¢ o ponto médio de PR ¢ H ¢ o ponto

médio de QR. Qual € a raziio entre gAGHR e aAPQR?
aAGHR e aClPQHG? G H

P Q

. As dreas de dois tridngulos semelhantes sdo 16 ¢ 25, Qual é a raziio entre um par

de lados correspondentes? -

. A drea de maior de dois triingulos semelhantes & 9 vézes a irea do menor. Se um

lado do trifingulo menor tem 5 ¢m de comprimento, qual ¢ o comprimento do
lado correspondente do tridnguio maior?

. As dreas de dois trifingulos semelhantes sio 144 e 81. Se a base do tridngulo maior

¢ 30, qual ¢ a base correspondente do tridngulo menor?

. No AABC, D & um ponto de AC tal que AD = 2CD. E esti em BC ¢ ¢ tal que

DE|| 4B. Compare as 4reas dos ACDE e AABC. Se alJABED = 40, determine

aAABC.
CI
C
m s
A B A B

Qual deve ser o comprimento do lado de um tridngulo equilitero para que sva
area seja duas vézes a drea de um tridngulo equilitero de lado 107
Sdo dados os quadrilateros segundo a figura.

Uma altura do A4A°B’'C’ tem ¢ mesmo com-
primento que um lado do AABC. De-
monstre que

aAA'BC = $aAABC.

/

Lx=LX, Ly= Ly e

ar bl’ Cl‘
—_——=—_—— = —— = k
a b c
PORS
Demonstre: w = kZ.
a[JPORS

Dois pedagos de arame de mesmo comprimento sio dobrados em forma de um
quadrado e outro em forma de um triingulo equilitero. Qual € a raziio das 4reas
das regides limitadas por #sses arames?

No AABC, CD & a altura relativamente a base AB. Descja-se determinar uma
reta L, paralela a AB, que separe um tridngulo semelhante ao AABC e de 4rea
igual & metade da drea do AABC. Se L interceptar CD em um ponto M e se
CD = 1, qual o comprimento de CM?
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O Teorema de Pitagoras. O Teorema 12-9 da um c

outro modo de demonstrar o teorema de Pita-
goras. Vocé deve dar as razdes para as afirmagdes b a
da demonstracdo.

Na figura, 7 ACB é um angulo reto e CD é a

altura em relagio & hipotenusa. A ¢ D 8

1. aAABC = aAACD + aACBD.

aAACD  aACBD
2 = GAABC ' abABC
3. AACD ~ AABC ~ ACBD.

ACN\? BC 2'
o=+ ()
5. AB*=AC? + BC* ou c* =5+ at
D

E dado o tetraedro ABCD tendoé como base o

AABC. Um plano paralelo a base intercepta as

faces do tetraedro no ARST. DQ ¢ a perpendi- P T
cular de D ao plano do A4ABC ¢ DQ intercepta

o plano paralelo em P.

aARST (Dp)z_

aAABC \DQ

Demonstre:
_ bQ
k]

Problema Magno

Um terreno triangular tem lados de comprimentos
130 m, 140 m e 150 m, como esta indicado na figura.
O comprimento da perpendicular de um canto, ao
jado de 140 m, & 120 m. Deve-se fazer uma cérca
perpendicularmente ao lado de 140 m, de modo que
o terreno fique dividido em duas partes de mesma
rea. A que distincia de A, ao longo de AB deve
ser tragada essa perpendicular?

12-7. RAZOES TRIGONOMETRICAS

Considere dois tridngulos retingulos com um par de dngulos agudos
congruentes. Pelo Corolario AA, sa-
bemos que AABC ~ AA'B'C’. Por-
tanto

b_c ;

=emginanca . 329
Y
Dessas equacéés & facil ver que
a da b ¥ a 4 = o
PF ¢ 77
. A’ = ot

Portanto as razdes a/c, b/c ¢ a/b niio dependem do tamanho do tridngulo;
uma vez conhecida a m/ A, essas razdes estdo determinadas. Elas sdo cha-
madas razdes trigonométricas. (A palavra trigonometria vem do grego.
Trigon ¢ tridngulo e trigonometria é medida de trigons)..

A razdo a/c ¢ chamada o seno do £ A ¢ escrevemos

a
. sen / A=—"
c
Se m/ A = r, podemos escrever

a
sen r° = —-
' c

Isso faz sentido porque a/c fica determinado se conhecermos /. 4 ou r.
Andlogamente, b/c é chamado o cossenc do /[ A e escrevemos

b b
coSs /_A=? ou  4COos r°=?-

A razdo a/b ¢ chamada a tangente do . A e escrevemos

a a
t A=— o - .
g L b ou tg r b
Resumindo:
sen L A=sen r° = %,
[

cos L A=cos r° = -2—, N
o_ @ L .
tg LA=tgr=F‘ A b -u|.

-

Para alguns angulos e alguns niimeros r, as razdes trigonomeétricas sio
faceis de serem calculadas. Tome, por
exemplo, o caso'r = 45. Como as razdes
néo dependem do tamanho do tridngulo,
podemos usar qualquer tridngulo retangu-
lo AABC com um angulo de 45° em A.
O tridngulo é entfio isdsceles com a = b.
Tomamos a = b = 1. Pelo Teorema de
Pitagoras, ¢ = ,/2, como sé vé na figura.




Temos agora

1 2

sen / A = sefi 45°=—a—=—_=12—,

c \/2

b 1 2
cos /L A = cos 45°=—=rﬁ=£,

¢ ﬁ 2

o_a_ 1 _

tg £ A= tg 45 =5 =1 = 1.

(Pergunta: Se tivéssemos feito a = b = 3, as razdes trigonométricas teriam
mudado? Por que sim ou por que nido?)
O caso r = 30 é quase que igualmente facil

B

30° !
A b c

Sabemos pelo Teorema 9-27 que a = —; Como ndo importa o tamanho

do lado do tridingulo, podemos escolher o tamanho que quisermos. Assim,
pot exemplo, podemos tomar ¢ = 2, a = 1, como visto na figura. O Teore-
ma de Pitagoras nos da b* = ¢ — a?> = 4—1 = 3. Podemos agora calcular
os valdres:

sen 30° =

—

5
£ ¢=2
2

1_

53 b-3

Cuidado: Observe que usamos ¢ sinal de grau nas expressdes sen r°,
cos 1°, tg r°. O motivo é que mais tarde vocé usard uma outra unidade
para medida de Angulos, chamada radiano. Para saber qual o seno de um
nimero vocé precisard saber que unidade esta sendo usada.

Problemas 12-7

B
1. - K
E -
20 85 16
15 12 17 12
8
A 9 C D 15 F M 16 N P 2

tg 30° =

a
c

cos 30° = é—
. c

a

b

DO =3 N

10,
11.

Dados ésses tridngulos retingulos, com os comprimentos dos lados indicados,
determine as seguintes razdes trigonométricas

(a) sen £ A (bycos L4 ) tg £ A4 (d) sen LD
{e) sen LN N cos 2D (g tg LN (htg P
(i) cos L P () cos LN k) tg 1D (I) sen L E

z
K
v
17 17
15 13 /O\o
G 9 5 H T 24 ees W X 16 Y

Dados os triangulos, da forma indicada, determine as seguintes razdes tri-
gonométricas, '

(a) cos /.G (b) sen L H (c) tg £ T (d) sen L W
(e) cos LT g LG (g) sen L X (hycos L Y

. No tridingulo retingulo AABC, a hipotenusa AB tem comprimento igual a 25 cm.

{(a) Se sen LA =% qual o comprimento de BC?
(b) Se cos /A4 =10,60 0 que € tg /L A em notagio decimal?
(c) Se tg £ A = 32 quais sdo os comprimentos de AC e BC?

M
. NoAGKM, GM = 30,GK = 50ecos /. G = 0,80.
Calcule a altura em relagio a GK e a drea do 30
AGKM.
G 50 K
L . — A == D C
. No trapézio [JABCD, DC|| 4B, 4D = :
= 20¢ BC = 26.Sesen / A = 0,5, qual 20 26
¢ a altura do trapézio e qual o valor
de sen /[ B?
A B
. Determine sen 60°, cos 60° e tg 60°.
. Mostre que sen 30° = cos 60°.
. Que relagio existe entre tg 60° e tg 30°7
. No APQR, se /P =1%/2 e cos £ Q=13 Determine m/R.
No AABC, tg L A= /3 etg LC =33 Determine m/. B.
No AGHK, tg /. H =2 cos LG = 1. Determine m/. K.
/7
D [
. No paralelogril:l}o (JABCD, a diagonal BD & per-
pendicular a AB. Se AB=5¢tg LA =1, qual o
valor de a[JABCD?
A B



13.

14.

* 15,

* 16.
17
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Demonstre o seguinte teorema.
O seno de umrangulo agudo é igual ao cosseno do seu complemento.
Demonstre o seguinte teorema.
O produto da tangente de um angulo agudo pela tangente do seu comple-
mento € 1.

A
Mostre que tg LA = sen y para todo angulo agudo /£ A.
cos

Mostre que (sen /. A)? + (cos £ A)* = 1, para todo angulo agudo / A.
Mostre que a drea de um triingulo equilatero de lado 1 ¢ dada por (sen 60°) (cos 60°).

Problema Magno

Demonstre o seguinte teorema.
Dado o AABC com £ A agudo, a® = b + ¢?—2bc cos L A.

C

12-8. TRIGONOMETRIA NUMERICA.
O USO DE TABELAS

Na seciio anterior, calculamos o seno, cosseno ¢ tangente de 30°, 45° ¢
60° que foram expressos em térmos de /2 € /3. As aproximagdes decimais,
corretas até a terceira casa so:

1 /2
= = %5 = 0,707,
J2 = 1,414, 772
1 /3
J3 =173, N 0,577.

Portanto temos
sen 30° = & = 0,500,
3 1,732

c__'\/__ —
cos 30 =5 =" = 0,866,
1 3
o= =N7 = 0577
tg 30 7 3
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Analogamente podemos calcular as razdes trigonométricas para 45° e 60°
Obtemos assim a seguinte tabela:

Angulo  Seno  Cosseno  Tangente

30° - 0,500 0,866 0,577
45° 0,707 0,707 1,000
60° 0,866 0,500 1,732

Essas sdo as razdes trigonométricas que aprendemos calcular. Por mé-
todos avangados ¢ possivel calcular o seno, cosseno e tangente de gualguer
angulo com a precisio que fér desejada. (Os antigos gregos ja calculavam
essas tabelas pois delas precisavam para seu estudo de astronomia). Na
pag. 337 vocé encontrara uma tabela dos valores das razdes trigonomé-
tricas para angulos cujas medidas em graus sdo nimeros inteiros. A tabela
€ correta até trés casas depois da virgula, o que ¢ suficientemente bom para
nossos propdsitos do momento.

Essas tabelas tém muitas aplicagdes importantes. Suponha, por exem-
plo, que um agrimensor quer determinar a distancia entre dois pontos, em
lados opostos de um lago. Ele nio pode medir BC diretamente. Mas éle
pode medir AB e r. Suponha que éle encontre 4B = 305 m er = 32. Sendo
BC
AB

el

s€n r =

k]

Portanto

BC = AB sen r°
O agrimensor consulta suas tabelas
e vé que sen 32° = 0,530. Portanto

BC =305 x 0,530 = 151,65 m A

Os agrimensores, cujo trabalho é resolver problemas désse tipo, resol-
vem-nos pelo método descrito.

As tabelas também podem “ser usadas para outros tipos de medidas
indiretas. Uma maneira de medir a altura de um mastro de bandeira, sem
néle subir, & medir uma certa distincia, digamos 100 dm da base do mastro,
e em seguida medir o ingulo, £ A4 indicado na figura. Na figura, BC repre-
senta o mastro da bandeira e m/ A = 22. Como

\r®

BC 8
tg 29° R . .
temos
BC = AC tg.22° A 22° e
= 100 x 0,404 100dm
=404 dm

Observe que, em problemas désse tipo, sempre podemos nos assegurar de
que a aritmética envolvida vai ser facil. Podemos medir a distincia que
quisermos, a partir da base do mastro, e por isso escolhemos um ponto A
para o qual 4C dé um nGmero inteiro de decimetros.



10.

Problemas 12-8

. Usando a tabela das“razdes trigonométricas, dé a forma decimal de:

(a} sen 12°. (b) cos 35° (c) tg 20° {d} cos 66°
(e} sen 50°, () cos 40°. (g) tg 82° (h) sen 3°
i) tg 3° () cos 60°.
. Determine m/ A, dado que:
{a) sen /. A = 0,305. (b) cos 24 = 0,208,
(c) tg L A= 0,306 (d) cos 7.4 = 0961
(€) tg LA = 2904, (f} sen £ A =096l
(g) sen . A = 0454 (h) cos £ A4 =1073L
i) tg LA = 8,144, () tg £4=0554
. B
. Dado que a hipotenusa 4B do AABC ¢ 20 dm ¢
mi A = 38, determine BC ¢ AC.
A C

. No AABC, ¢/ C é um éangulo reto, m/ A =42 ¢ AC = 7. Qual o comprimento

de BC?
R
. No APQR, m£ P =54, PR =15 ¢ PQ = 13 Calgl_ljeo 15
comprimento da altura relativamente a PQ; a PR
54°
P 18 Q

. No AGHK, m/. G = 70, GK = 12 ¢ GH = 20. Determine a altura relativamente a

2

GH e a 4rea do AGHK.
A

., Calculea drea do AABC,dadoque AB = 30,BC = 16

e m/ B =47

8 c

. Determine as medidas, com aproximag¢do de um grau, dos dngulos agudos de um

tridngulo 3-4-3.

. Determine as medidas, com aproxima¢io de um grau, dos angulos agudos de

um tridngulo 8-15-17.

A base de um tridngulo isésceles mede 8 cm e o angulo oposto 4 base mede 30.
Calcule os comprimentos das trés alturas do tridngulo.

11.

12

* 13,

* 14,

15.

16.

17.

No AABC, / C ¢ um angulo reto e AB = 9. Dado também
que tg £ A = L1111, determine BC ¢ AC.

A C

Examine a tabela das razdes trigonométricas para sen 53°, sen 54°, sen 55°, sen 56°.
Explique por que uma boa estimativa de sen 54° 30 & 0,814. Qual seria uma boa
estimativa de sen 55°30°? Uma boa estimativa de sen 54° 12’ & 0,811. Por qué?
Faga uma estimativa de sen 54° §'. Explique por que as estimativas abaixo séo boas

sen 30° 3¢ = 0,508, sen’ 76°30' = 0,972,

sen 30° 20" = 0,505, sen 76°45 = 0,973
Esse método de estimar valdres que ndio aparecem explicitamente numa tabela ¢
chamado interpolacdo. '
Por meio de interpolagiio, obtenha valéres aproximados para as seguintes razdes
trigonométricas (veja Problema 12).
{a) sen 37°30¢ (b) sen 65° 30
(e) sen 47°20 {f) sen 45° 40y
(i) sen 17°30¢ () sen 41°15
Por meio de interpolagio, obtenha valdres aproximados para as seguintes razdes
trigonométricas (veja Problema 12).

(a) cos 33° 3¢ {b) cos 36.6°

{c) sen 63.5°
(g) sen 73.4°

(d) sen 56.3°
(h) sen 20.5°

(c) cos 18°24 {d} tg 31° 300

(e) tg 42°20r (f) cos 61° 40 (g) tg 58.5° (h) cos 67°15
(i) tg 66°30 () tg 63°45

Al
Ao fazer o levantamento para uma nova e Y —_— =
estrada, um engenheiro fincou duas grandes D e
estacas 4 ¢ B em margens opostas de um o ———
rio para marcar o lugar para os alicerces gb """ 6

de uma ponte. Em seguida, de um ponto
0 a 100 m de B e tal que OB 1 4B, éle mediu o &ngulo 7 A40B. Sem/ AOB =
= 73, qual ¢ a distancia através do rio de 4 para B?

Uma escada de bombeiro pode ser estendida até um comprimento maximo de
20 m quando elevada até seu Angulo maximo de 70°. A base da escada esti em cima
de um caminhio, a 2 m do chio. Que altura acima do chio a escada pode atingir?

Um guarda florestal
previne incéndios de
uma tdrre construida
numa celina. O local
da torre estd 726 m aci-
ma das terras em volta € a térre em si tem 24 m de altura. Se o guarda vé um in-
céndio, sob um dngulo de 7° em relagio 4 horizontal, a que distdncia, com apro-
ximagiio de meio quildmetro, estd o incéndio da t6rre?
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18. Um avido se aproxima de um aeroporto a uma altura de 7.000 m. {Suponha que o
aeroporto estd perto do nivel do mar). O pilsto tem ordens de descer sob um angulo
constante de 6° durante a aterrisagem. A que distincia, da pista, com aproximagio
de meio quildmetro, deve o piléto comegar a descida?

D
=
l’ x
]
* 19. Uma tdrre de radio, bem alta, & présa por longos ',’
cabos, como AB na figura. Se 4 estd a 75 m da /
base da tdrre ¢ s¢ m. BAC = 59, qual é o com- !
primento do cabo? A que distdncia do solo esta
éle préso a térre? Qual a altura da tdrre, DC,
se m{ DAC =717

x Problema Magno

No AABC, TD é a altura em relagio a AB ¢ AB =c.
(a) Mostre que a altura 4 ¢ dada pela formula
tga® tgh°
c—=— ®Y |
tga® + tgb°

{b) CalculeAdado quec = 68,a = 35eb = 45,

12-9. RELACOES ENTRE AS RAZOES
TRIGONOMETRICAS

Num tridngulo retdngulo, como na fi-
gura, temos

a® + b =

Dividindo por c¢?, obtemos
2 2
¢ c

a
sen LA:T e

Como

b
cos /A= e
temos o seguinte teorema.

Teorema 12-10

Para todo £ A, (sen /£ A + (cos L A)* = 1.
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Tabela para Razdes Trigonométricas
— :
r sen r cos 7 tgr r senr Cos r tg r
1° 017 1.000 017 46° 719 .695 1.035
2° .035 .999 .035 || 47° K} .682 1.072
3° .052 .999 052 48° .743 . 669 1.111
4° .070 .998 070 49° .755 656 1.150
5° 087 .996 .087 + 50° .766 .643 1.192
6° L1058 .995 .105 51° 77 . 629 1.235
7° 122 .993 123 52° .788 .616 1.280
8° .139 .990 . 141 53 . 799 .602 1.327
9° .156 .988 .158 54° .809 . 588 1.376
10° 174 .985 176 55° .819 .574 1.428
11° 191 982 .194 56° .829 . 559 1.483
12° .208 978 213 57° .839 . 545 1,540
i3° .225 974 .231 58° .848 .530 1.600
14° 242 970 .249 59° .857 515 1.664
15° .259 .966 .268 60° LB66 .5 1.732
16° .276 .96l .287 61° .875 .485 1.804
17° .292 .956 .306 62° .883 .469 1.881
18° .309 .951 .325 63° .891 .454 1.963
19°¢ 326 .946 .344 64° .899 .438 2.050
20° .342 .940 364 65° .906 .423 2.145
21° .358 .934 .384 66° 914 .407 2.246
22° .375 927 404 67° 921 .391 2.356
23° L3391 .921 424 68° .927 75 2.475
24° 407 .914 445 69° .934 .358 -2.605
25° .423 .906 .466 70° .940 .342 2.747
26° .438 L899 .488 71° .946 .326 2.904
27° .454 .891 .510 72° .951 .309 3.078
28° .469 .883 .532 73° .956 .292 3.271
29° .485 375 .554 74° .961 276 3.487
k[V 5 . 866 577 75° .966 .259 3.732
3° § 515 | .857 | .601 || 76 | .970 | .242 | 4.0l
32° .530 .848 625 77° 974 .225 4,331
33° 545 .839 .649 78° .978 .208 4,705
34° | 559 839 615 || 19° 982 | .191 5.145
35° .574 .819 700 80° .985 174 5.671
36 | .588 | .809 | 727 | 8BI° 988 | .156 | 6.314
3r .602 799 754 82° .9%0 .139 7.115
38° .616 .788 .781 83° .993 .122 8.144
39° .629 i .810 84° .995 .105 9.514
40° 643 .766 .839 85° .996 .087 11.430
41° .656 755 .869 86° .998 .070 14.301
42° .669 743 900 87° .999 .052 19,081
43° .682 .731 933 88° .999 .035 28.636 .
44° .695 719 966 89° 1.000 017 5§7.290
45° | .107 707 | 1 J




Em geral, representamos o quadrado do seno por sen? / A, que é mais
facil de escrever que (sen A)* e procedemos de modo analogo para o cosse-
no. Nessa notag3o,.a equacgio acima toma a forma

sen? /A +cos? L A=1, ou sen® r° 4 cos? r° =1,

se m/ A = r. Essas trés equagdes dizem a mesma coisa.
Do tridngulo acima, tiramos

a
- tg LA= ?
Como
a _ ajc
b bic’
chegamos ao seguinte teorema.
Teorema 12-11
Para todo / A,
sen /A
g LA= cos LA
Na notagdo em graus, a sentenga acima diz que para cada r,
to 1° — sen r"'
BT =Cos r°

Finalmente, olhando para nosso tridngule retingule de lado, observa-
mos que 8

sen LB=%=cos LA

cos LB=%= sen /. A.

Como angulos agudos de um tridngulo retingulo sio complementares
temos

]

s=m/.B=90-r,

Teorema 12-12

Se £ A e B sdo complementares, entio

sen /. B=cos /1 A4

cos / B=sen /1 A

10.
11.

‘t
l_ * 12,

Para medidas em graus essas equagdes tomam a forma
sen {(90-r)° = cos r°,
cos (90-r)° = sen r°,
A palavra cosseno se refere a estas equagdes; ela é uma abreviagio do

Latim complementi sinus que- significa seno do complemento. De fato, o
cosseno de um angulo é o seno do seu complemento.

Problemas 12-9

Use as relagdes bésicas dadas nos Teoremas 12-10, 12-11 e 12-12 para de-
monstrar as seguintes identidades.

tg r° _sens” coss°

tgs®  sens® cosr°
sen r® cos s 4 cos r® sen s°

LB o tgs® e
cos r° ¢coss°
o sen ¥’
N
J1=senZy®
. I —(cosr°—senr°)® = 2senr®cosr’.

. A cotangente de um angulo & o inverso muitiplicativo da tangente do angulo;

isto &,
1

t A= ’
cotg L B LA

{a) Demonstre que tg (90-r)° = cotgr°.
{b} Demonstre que cotg (90 —r)° = tgr°,

1—sens® cos r°
cosr® 1 +senr
2senr® cosr® 2tgr°
cos?r*—senfr®  1- tg? r° '
sen r° l + cosr®
I-cosr® senr’
. A secante de um dngulo ¢ o inverso multiplicativo do cosseno do dngulo; isto &

1
sec /A =—"—-
cos /A
Demonstre que tgr° = sen r° secr°
1 + tg?r° = sec?#°, (Veja Problema 9.)
secr®—cosr’ = tgr°senr°. (Veja Problema 9.)

1-tg?r°

1—+—tg2—r° = 1—256112 re,



*13.

* 14,
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1-tgr® tgs® cosr® coss’”—~senr® sens’
tgr® +tgs°  sen#° coss® + cosr° sen s’
secr® 2cosr’

senr® senr®

= tg+” - cotgr°.

Problema Magno

{a) Mostre que

{cos?r°—sen®r°)2 1 — tg?s°
cos* r® —sen r° 1+ tg?s°

{b) Mostre que

tgr° cotgr’
+ s
1-cotgr® 1-tgr

=14+1gr° + cotgr®

Revisdo do Capitulo

. Copie ¢ complete cada afirmagio.

oy 321 7 9

a) Se 5x = 8y, entdo ~— = ..,,.. . b} S¢e — =_—» o — = —

(a) X y, entio . (b} Se 2 7% entdo 2 28
+b 15 b

©) se¢ 2 = entio — = ... (d) Se 48 = 16k entdo -’3‘-: ...... .

. As seqiiéncias 2, 4, 6, 5, b € 5, 10, ¢, 4, 9 sdo proporcionais. Determine a, b, ¢ e d.
. D& a média geométrica e a média aritmética dos pares de nimeros dados abaixo:

(@) 6 e 24 (b) 12 e 20
€ 73 e 213 (d) 4% e 63

. Desenhe duas figuras nio semelhantes cujos lados correspondentes sejam propor-

cionais.

. Desenhe duas figuras, ndo semelhantes, cujos Angulos correspondentes sejam

congruentes.

. No AABC, HK || 4B.

(a) Se AH =3, BK =5, CK =12, Cc
entio CH =7
(b) Se AC =14, AH =6, CK = 12,
entio BC =17
() Se CH =9, AH =4, HK = 3, entio
AB =1 H X
(d) S¢e AH =4, CH = BK, BC = 48,
entio CH =17 A B

Semelhanga ‘ . g

7. Os lados de um tridngulo tém comprimentos 5, 8 e 11. Um tridngulo semelhante
tem perimetro 60. Quais sio os comprimentos de seus lados?

8. AC ¢ BD se interceptam em E e sdo tais que 4B || CD e AB = 3CD. Se AC =21,
determine AE ¢ EC.

9, Os lados de um tridngulo tém.comprimentos 7, ¢ ¢ 14. Qual é o perimetro de um
triingulo semelhante cujo lado maior & 217

10. No APQR, 4B| QR ¢ BC| PR.

(a) Se PA = 4, AR = 6,¢ PQ = 25, entdo BQ =?
(b) Se RC = 3,CQ = 5,e PQ = 24, entiio PB =" A <
{c) Se PA =2, AR = 8, ¢ RC = 3, entdo CQ =7
(d)Se PB=4, BQ=5, PR=15, ¢ RQ = 18,

entio PA =7¢ CQ =" P 8 Q
A
11, Na figura, (JAEFD é um paralelogramo. Dé
tédas as semelhangas entre tridingulos e mostre E
D
que
AE-AD
BE-CD ) 8 F ¢

12. E dada a figura a esquerda, abaixo,com /MGN = / HGK, GH =8, GK = 12,
GM = 10 ¢ KN = 3. Demonstre que L HKG = / N.

A 27 D

13. E dada a figura, 4 direita, acima, sendo indicados os comprimentos dos segmentos.
Demonstre que AC divide o £ DAB ao meio.

14. A altura em relagdo 4 hipotenusa de um tridngulo retdngulo separa a hipotenusa
em segmentos de comprimentos 15 e 5. Determine o comprimento da aitura e os

comprimentos dos catetos do tridngulo. D
8 w
. G ¢ E z B
15. Dada a figura com as marcas deter- ATSTN
mine v, w, x, y & z. ' B
4 20
c



16.
17.

18.

19.

20.

21.

* 22

23.
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Se AABC ~ ADEF e ADEF ~ AACB, que tipo de tridngulo é o ADEF?

Uma bola de tenis ¢ sacada de uma altura de 21 dm e passa rente a réde a uma aitura
de 9 dm. Se a bold é sacada de uma linha a 117 dm da réde e segue em linha
reta, a que distdncia da réde ela atingira a quadra?

Dados os tridngulos APQR e ASTV como
na figura, qual ¢ a razdio entre suas 4reas?

P 40 Q

AABC é um triingulo retdngulo isosceles sendo 2 A o angulo reto. £ e D sdo pontos
em semiplanos opostos em relagio a AC, E e B sio pontos num dos semiplanos
determinado por AC, e tais que AACD e ABCE sio ambos equiliteros. Deter-
mine a raziio entre as areas do AACD e ABCE.

Um lado de um triangulo equilatero é congruente 4 altura de um outro tridngulo
equititero. Qual é a razio das areas dos tridngulos?

C
Dada a figura com AD, HG ¢ BC perpendicu- D
lares a AB, demonstre:
(a) AH-GB = HB- DG. =
(b) AH-GC = HB- AG.
(c) AH-BC = HB- AD. |
A H B

E dado que nenhuma das ternas de pontos formadas por P, 2, Re X ¢ colinear, e
que X estd no exterior do APQR. Desenhe os segmentos XP, X0 ¢ XR. Seja
A um ponto qualquer de XR ¢ seja B o ponto _de interse¢do de XP ¢ a reta

por A paralela 2 PR. A reta por B, paralela a PQ intercepta XQ em C. De-
senhe AC. Demonstre que c
AABC ~ ARPQ.

No AABC, com angulo reto em L B,
miAd=254e AC = 11.

Determine AB ¢ BC. 54°

B
o

IR I i e 1]

24,

25.
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Determine, com aproximagiic de um grau, as medidas dos dngulos agudos de um
tridngolo 7-24-25,

Um avido a jato levanta véo de um aeroporto e sobe constantemente sob um
angulo de 8° até atingir uma altura de 8460 m. Qual é sua disténcia, por terra, do
aeroporto {(com aproximagio de nm quilémetro)?

Problema Magno

Explique como podem dois tridngulos ter 5 elementos (lados e ingulos) de um
congruentes a 5 elementos do outro e assim mesmo nic serem congruentes.



