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Definigao 1. Seja X um espago de Banach. Um subespaco fechado M de
X é dito complementado se alguma das seguintes condigbes equivalentes
é satisfeita:

(1) Existe um subespago N tal que X = M @ N,

(2) Existe uma projegao continua P : X — M.

Note que na condi¢ao (1), a soma é continua, no sentido de que a
operacao
M&N> (m,n)—m+neX
é um isomorfismo. Isso significa que por mais que o complemento algébrico

de um subespago fechado sempre exista (usando uma base de Hamel), nao
necessariamente existe um complemento continuo.

Exercicio 1 (3 pontos). Mostre que se X é um espago de Banach e Y C X
¢ um subespaco fechado, entao todo operador limitado

T:YCX =/l

pode ser estendido para X com preservacao de norma. Conclua que se X
possui um subespaco fechado Y isomorfo a /., entdo Y é complementado
em X.

(Dica: Use Hahn-Banach).

Exercicio 2 (3 pontos). Dizemos que um espaco de Banach X é um espaco
de Schur se convergéncia sequencial em norma coincide com a convergéncia
sequencial fraca, i.e., uma sequéncia (z,,) C X converge pra 0 fracamente
se, e s6 se, converge pra 0 em norma.

(a) Mostre que em um espago de Schur, compacidade em norma coincide
com compacidade fraca,

(Dica: Use Eberlein-Smulian).

(b) Mostre que se X é um espago de Schur reflexivo, entao X ¢ finito di-
mensional,

Exercicio 3 (4 pontos). Mostre que ¢; é um espaco de Schur.

(Dica: Use o gliding hump).



