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N denota o conjunto dos inteiros positivos, N = {1,2,3,--- }.

Os inteiros nao-negativos serao denotados por Ng = {0,1,2,---}

1. COMPLETAMENTOS

Dado um espaco vetorial (complexo) normado X, um completamento de X é um par (1, X ), sendo
X um espaco vetorial normado completo (ou seja, um espaco de Banach) e ¢ : X — X uma aplicacao

linear isométrica (isto é, ¢ preserva norma) com imagem densa.

Frequentemente identificaremos X com sua imagem densa em X e diremos que X é um subespaco

denso de X. Se existir um completamento, ele serd unico a menos de uma bijecao isométrica que
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restrita a X é a aplicacao identidade. Esta afirmacao estd mais precisamente enunciada no exercicio

seguinte.

Exercicio 1.1 Sejam (1, X) e (w, X) completamentos do espaco vetorial normado X. Mostre que

existe uma tinica bijecdo linear isométrica I : X — X tal que w = I 0.

A maneira mais elementar, embora muito trabalhosa, de construir um completamento é definindo
X como sendo um conjunto de classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em X. Tomaremos
um caminho mais elegante, mas menos transparente, que tira proveito do Teorema de Hahn-Banach

(que vale para espagos normados nao necessariamente completos).

Denotemos por X* o espago vetorial de todos os funcionais lineares continuos A : X — C. Define-se
em X* a norma

A
A = sup 2O 5 ¢y

IA|| é @ menor dentre as constantes C' > 0 que satisfazem |A\(x)| < C||z| para todo z € X.

Proposigao 1.1. Seja X um espago vetorial normado. Munido de || -||, X* € um espago de Banach.

Demonstragdo: Seja (A\n)nen uma sequéncia de Cauchy em X*. Entao sup,, [|\,] < co. Para cada
x € X, (M (x))nen € uma sequéncia de Cauchy em C. Defina A : X — C por A\(x) = lim,, A, (x). Segue

direto das defini¢oes que A é linear. Além disso, para todo = € X,
[A@)] = lim [An ()| < (sup [|An])]]]-
n

Logo, A € X*. Resta provar que lim, ||\ — A,|| = 0.

Para cada = € X, para todo n € N, temos
IA(z) — An(z)] = lirzn |Am () — Ap(2)| < limsup || Am — Anllllz]|-

Dado € > 0, seja N tal que ||Ay, — Ap|| < € sempre que n,m > N. Entdo para cada n > N,
lim sup,, ||Am — Anl| < €. Provamos que para todo n > N, ||A = A\,|| <e. O

Dado =z € X, seja Y o subespaco de X gerado por x. Seja l:Y — C o funcional linear definido
por [(z) = ||z]|. Temos ||l|| = 1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe A € X* que estende [ a X
satisfazendo [|\|| = ||I]| = 1.

Para cada z € X, defina 7 : X* — C por Z(\) = A(z), A € X*. E claro que Z é linear. Segue direto
das definigoes que |Z(A)| < ||z||||A|| para todo A € X* e, portanto, T € X** e ||Z|| < ||z||. No pardgrafo
precedente, mostramos que existe A € X* tal que Z(A) = ||z|| e ||| = 1. Logo, vale a igualdade em

|Z]] < ||z||. Provamos:



4 IME-USP 2020

Teorema 1.2. A aplicacdo linear A : X — X*™*, X > v —— 2 € X™**, € uma isometria.

Seja X o fecho de {Z; x € X} em X**. Sendo X** o dual do espaco normado X*, ele é completo.

Logo X é completo. Como a aplicacao A é uma isometria, segue que:

Corolério 1.3. (A, X) € um completamento de X.

O completamento de um espago com produto interno é um espaco de Hilbert no seguinte sentido.

Exercicio 1.2 Seja V um espago vetorial (complexo) com produto interno, seja || - || a norma
induzida por esse produto interno, |lz| = (w,x)%/m, x € V. Seja H o completamento de (V.|| - ).

Mostre que a norma de H também provém de um produto interno, e que o produto interno de H,
(-,)mr, coincide com o produto interno original (-, -}y, para pares de elementos de V: (z,y)g = (z,y)v,

para todos z,y € V.

Exemplo 1.1: Seja © um aberto de R" e seja p > 1 real. Considere C.(Q2), o espago das fungdes

continuas de 2 em C que se anulam fora de um compacto K C {2, munido da norma

Hﬂbz(lﬂﬂ@?mﬁwé

O completamento de (C.(2), || - [|p) é LP(S2).

Exemplo 1.2 Seja S' o conjunto dos complexos de valor absoluto igual a 1, S' = {¢; § € R}.

Dado 1 < p < oo muna o espaco C(S!) de todas as funcoes continuas de S! em C da norma

Hﬂu=<4%u@%pw).

O completamento de (C(S1), || -|) ¢ LP(Sh).

7

As afirmactes “o completamento é ...” nos dois exemplos precedentes podem ser encaradas como
definig¢oes por quem nao conheca integracao de Lebesgue. Dentro da teoria da medida e integracao, elas
sdo teoremas. A teoria de Lebesgue é 1til para se obter informagoes muito refinadas sobre os elementos
desses espagos LP. Mas para entender certas propriedades e para demonstrar muitos resultados sobre
o espago de Banach LP(Q2), 1 < p < oo, a informacao de que ele é o completamento de (C.(€), | - ||)
é suficiente, sendo prescindiveis quaisquer informagoes adicionais sobre a natureza dos elementos de

L7(9).

Sugiro que mesmo quem domine os pré-requisitos de integracao de Lebesgue tente resolver o
exercicio seguinte usando apenas a “defini¢ao” de LP((0, 1)) como completamento que acabamos de ver.

Ele ilustra o tipo de dificuldade que se encontra quando se trabalha com completamentos “abstratos”.
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Exercicio 1.3 Muna C([0,1]) da norma | f||, = (fol |f(x)P da:) l/p, 1<p<oo.
(a) Mostre que C.((0,1)) é denso em C(]0, 1].
(b) Dada f € C([0,1]), tome sequéncia (fy)nen em C.((0,1)) que converge para f em C([0,1]). Mostre
que (fp) converge também em LP((0,1)). Chame de g o limite da sequéncia em LP((0,1)). Mostre que
g depende sé de f e nao da sequéncia escolhida.

(¢) Mostre que a aplicagao f +— ¢ é uma isometria com imagem densa de C([0,1]) em LP((0,1)).

2. EspAGgos LOCALMENTE CONVEXOS

Seja X um espago vetorial complexo. Diz-se que uma aplicagao p : X — [0, +00) é uma seminorma
se, para todos z,y € X, A € C, sao satisfeitas as afirmacoes: (i) p(z +vy) < p(x) + p(y), (ii)
p(Az) = |A|p(x). Grosseiramente falando, uma seminorma é “uma norma que pode se anular em
vetores nao-nulos”. Tal como para normas, segue da defini¢ao que também vale |p(z) —p(w)| < p(z—w)

para todos z,w € X.

Para cada seminorma p, definimos kerp = {z € X; p(x) = 0}. Segue da definigdo de seminormas

que ker p é um subespaco de X.
Uma dada familia de seminormas F induz em X uma topologia como descrito a seguir.

Dados x € X, r > 0 e uma subfamilia finita F' C F, denotemos:
B(a;r, F) = {ye X;p(x —y) <r,pe F}.

No caso em que F é um conjunto unitario e seu dinico elemento é uma norma, 7 = {|| - ||}, B(x;r, F)
é o que se chama em espacos vetoriais normados de bola aberta de centro x e raio r. No caso mais
geral, também diremos que um B(z;r, F) é centrado em x. Note que, para cada = € X, B(x;r, F) é

um transladado de B(0;r, F), isto é,

(1) B(z;r,F) = 2+ B(0;r,F) = {x + z; z € B(0;r, F)}.

Denotemos por B a familia {B(z;r, F); z € X,r > 0, F C F finita} de subconjuntos de X. Para
cada z € X, definimos B, = {B(x;r, F);r > 0, F C F finita}. Definimos ainda

7={A C X; para todo = € A existe B € B, tal que B C A}.
Exercicio 2.1: Mostre que cada B € B é convexo.

Exercicio 2.2: Mostre que:

(a) Dados B e B’ em B ey e BN B, existe B” € B centrado em y tal que B” ¢ BN B'.
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(b) A familia 7 é uma topologia em X.
(c) Cada B € B é aberto.

(d) Para cada = € X, B, é um sistema fundamental de vizinhancas de x.

A afirmacdo seguinte é uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 2.1, mas é muito mais simples

de demonstrar, usando (1).

Exercicio 2.3: Mostre que, para cada x € X, a aplicagdo afim a, : X — X, az(y) = = + v,

y € X, é um homeomorfismo.
Dizemos que a familia F é separante se, para todo x € X, x # 0, existe p € F tal que p(z) # 0.
Exercicio 2.4: Mostre que, se F for separante, entdao (X, 7) é um espaco de Hausdorff.

Quando o contexto estiver claro, muitas vezes assumiremos sem afirmar explicitamente que X esta
munido da topologia 7 definida no Exercicio 2.2. Chamaremos 7 de a topologia induzida em X pela
familia de seminormas F. Para desenvolver a intuicdo, pode ser util particularizar um enunciado

sobre (X, T) para o caso em que F contém apenas um elemento e esse elemento é uma norma.
Proposicao 2.1. A aplicagio + : X x X — X, (z1,22) — x1 + x2, € continua.
Demonstragdo: Dados (z1,z2) € X x X e V uma vizinhanca de x; + x9, existe B € By, 44, tal
que B C V. O aberto B é da forma
B = {x1+x2+ 2 z€ X ep(z) <r paratodope F},
para algum r > 0 e algum F' C F finito. Defina
B = {z€X; p(z)<gparatodop€F}

Entao, xﬁ—é é vizinhanga aberta de x;, ¢ = 1, 2. Segue da defini¢ao da topologia do produto cartesiano

X x X que W = (21 4+ B) x (z2 4+ B) é uma vizinhanca aberta de (1, z). Como

p((y1 +y2) — (21 +22)) <plyr —x1) + py2 — z2),

decorre agora que, se (y1,y2) € W, entao (y1,vy2) € Byy4z, C V. g

Proposicao 2.2. A aplicagio o : C x X — X, (\,z) — Az, € continua.

Demonstragdo: Dados (A, z),(n,y) € C x X e p € F arbitrérios, temos:

p(Az —ny) = p(Ar —nz +nz —ny) < |A—nlp(z) + [nlp(z —y) < A =nlp(z) + (1A =9l + [ADp(z —y).
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Se p(x —y) <d e |X—n| <J, entdo

p(Az —ny) < 8(p(x) +|A]) + 6%

Fixemos o ponto (A\,z) € C x X e uma vizinhanca V de Az € X. Existem ¢ > 0 e F C F finita
tais que B(Ax;e, F) C V. Tome 6 > 0 tal que §(p(x) + |A|) + 82 < € para toda p € F [Por que existe

tal §7]. Segue das estimativas do pardgrafo anterior que
(ny) €{z€C; |z— )\ <0} x B(x;0,F) = ny € B(Az;¢,F) C V.

Provamos que a imagem inversa de V' por o contém a vizinhanga {z € C; |z — A\| < 0} x B(x;6, F) de

(A, z) em C x X. O

As Proposigoes 1 e 2, juntas, poderiam ser resumidas na frase “(X,7) é um espago vetorial to-
polégico”. Mas na definigdo de espago vetorial topoldgico se costuma exigir também, além da con-
tinuidade de + e de o, que o espaco seja de Hausdorff, o que, no nosso caso, serd verificado se a
familia F for separante (Exercicio 2.4). Um espago vetorial topolégico com a propriedade de que todo
ponto possui um sistema fundamental de vizinhangas convexas é chamado de localmente convexo. Os
Exercicios 2.1 e 2.2d implicam que este nosso (X, 7), com 7 induzida por F, é localmente convexo.
E verdadeira, mas nio vamos usar, a seguinte reciproca: se X € um espaco vetorial complexo, T €
uma topologia de Hausdorff em X, as aplicagdes + e o sdo continuas, e a origem possui um sistema
fundamental de vizinhancgas convezas, entdo T € a topologia induzida por alguma familia separante de

seminormas F [10, Theorem 1.36].
Exercicio 2.5: Mostre que cada p: X — [0,00), p € F, é uma fungao continua.

Exercicio 2.6: Seja ()72 ; uma sequéncia em X. Mostre que z, — z, € X, se e somente se

p(x — x,) — 0 para toda p € F.

Exercicio 2.7: Sejam F e G familias de seminormas em X e 7 e g, respectivamente, as topologias
induzidas por F e G em X. Mostre que o C 7 se e somente se, para todo g € G, existem F' C F finito
e C' > 0 tais que ¢q(z) < C Zp(x), para todo z € X.

peF
O Exercicio 2.7 é um caso particular da proposi¢ao seguinte, no caso em que X =Y e T é a

aplicacao identidade.

Proposigao 2.3. Sejam X e Y espacgos vetoriais, sejam F e G familias de seminormas em X e em Y,
respectivamente, sejam T e o, as topologias induzidas por F eG em X eem Y. SejaT : (X,7) — (Y, 0)

uma aplicacdo linear. As sequintes afirmacdes sao equivalentes.
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(1) Dada q € G, existem F C F finito e C > 0, tais que q¢(Tz) < C Zp(:c), para todo x € X.
peF
(2) T € continua na origem.

(3) T € éontinua.

Demonstragdo: Suponhamos que vale (1) e provemos (2). Seja V C Y aberto contendo 0. Existem
G=A{q, qgn} € Ger >0 tais que B(0;r,G) C V. Segue de (1) que, para cada j = 1,--- ,m,
<

C; Z p(z), para todo = € X. Tome
pEFj

existem F; C F e Cj > 0 tais que ¢;(Tx)

m
r T
F= F; $ = min S,
3£J1 ’ {Cl‘Fﬂ Cm’Fm|}

com |Fj| denotando a cardinalidade de F}j. Se p(z) < s para toda p € F, entao ¢(T'z) < r para toda
q € G. Provamos que B(0;s, F) C T~1(B(0;7,G)), ou seja, que 0 é um ponto interior de 7-(V), o

que demonstra (2).

Suponhamos que vale (2) e provemos (3). Vamos usar a notagao e a afirmacao do Exercicio 2.3.
Queremos mostrar que 1" é continua em um ponto x € X arbitrario. Defina y := Tx. Como T é
continua em 0 e as translagoes sao continuas, ay,oT'oa_, é continua em . Como T' = ayoT o, =T

(aqui usamos que T é linear), T' é continua em x, como querfamos.

Suponhamos que vale (2) e provemos que vale (1). Dada g € G, considere a vizinhanga aberta
B(0;1,{q}) da origem em Y. Segue da continuidade de T" em 0 que existem F' C F finito e r > 0 tais
que B(0;r, F) C T~Y(B(0;1,{q})). Ou seja, F e r sio tais que

p(z) < rparatodape F = q(x) < 1.

rx

Dado z € X tal que P(z) == Zp(x) > 0, temos que z’ = )

peEF

€ B(0;r, F). Logo, q(Tx') <1, o
que é equivalente a

(T2) < 23 pla).

peF

Para provar que

2
T < - tod X
q(Tz) < Tg};p(x), para todo = € X,

basta provar que P(z) = 0 implica ¢(Tz) = 0. Tome z tal que P(x) = 0. Para todo s € R, temos
p(sz) = |s|p(x) < |s|P(x) =0 < r, para toda p € F. Logo ¢(T'(sz)) = |s|¢(Tz) < 1 para todo s € R,

o que s6 é possivel se ¢(Tz) = 0. O
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Dada F uma familia de seminormas em X, a familia de seminormas
n
4 } : )
F= mjpjvpla"'apnef, ml,---,mnGN,nGN
j=1

satisfaz a propriedade adicional:
pq€F = pt+qeF.
As topologias induzidas por F e F' em X sao idénticas, de modo que nao é perda de generalidade

supor que um espaco localmente convexo tem sua topologia induzidda por uma familia de seminormas

fechada pela soma.

Assumindo que a familia F no enunciado da Proposicao 2.3 é fechada pela soma de seminormas, a

condigao (1) pode ser substituida pela afirmagao seguinte.
Dada q € G, existem p € F e C' > 0, tais que q(Tz) < Cp(z), para todo = € X.

Exercicio 2.8: Seja X um espago vetorial complexo e seja F = {p1,p2,---} uma familia enu-
meravel separante de seminormas em X.

(a) Mostre que

é uma métrica em X, invariante por translagoes. Note que d(z,0) < 1 para todo z € X.
(b) Mostre que a topologia induzida por F em X coincide com a topologia induzida pela métrica d.

(¢) Mostre que uma sequéncia (z,)neny em (X, d) é de Cauchy se e somente se

Vk € N, Ve >0, ANg; n,m > Ng = pp(Tn — Tm) < €.

(d) Sejam Y um espago vetorial localmente convexo e seja T' : X — Y linear. Mostre que T' é continua

se e somente se Tz, — 0 para toda sequéncia (z,) tal que x,, — 0.

Definicao 2.4. Um espaco de Fréchet € um espaco vetorial complexo X munido de uma familia
enumerdvel separante de seminormas que, ademais, torna-se um espag¢o métrico completo quando

munido da métrica do Exercicio 2.8.

Distribuigoes de suporte compacto.

Dado ©2 C R™ aberto, denotemos por C*°(£2) o espago das fungoes infinitamente derivaveis de 2 em

C. Para cada n-upla de inteiros nao-negativos a = («, -+ , ), para cada f € C*°(Q), denotemos
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n
por 0%f a derivada parcial de ordem || == Z a;,
j=1

0°f(x) = 0p! ---0xn f(x), =€

Quando « = 0, entende-se que 0% f = f. Para cada compacto K C e para cada o € (Ny)™, definimos

a seminorma

Pa,ic (f) = sup |07 f(x)], [ e C®(Q).
zeK

O espago C*°(€2) munido da topologia induzida pela familia de todas as seminormas p, x, o € No,
K C Q compacto, foi denotado por Laurent Schwartz por £(2). Uma sequéncia (fx) converge a
0 em £(Q) se e somente se, para todo o € (Ny)" e para todo compacto K C Q, 0%fi|x converge

uniformemente a 0.

E possivel escrever {2 como uma uniao enumeravel de compactos,
n
(2) Q= K,
k=0

tais que, para cada k, Kj esteja contido no interior de Kj,1. Para cada k € N, defina pi(f) =
max{pa,x;, (f); o <k}

Exercicio 2.8: (a) Mostre que a topologia induzida pela familia enumerdvel de seminormas
{po, p1,p2,- -} coincide com a topologia de £(2) anteriormente definida. (b) Mostre que £(Q2) é
um espago de Fréchet. (c) Mostre que o espago vetorial C'*°(£2) nao possui uma base (algébrica) enu-
meravel.

Sugestdes: (b) Dada sequéncia de Cauchy (fx)x, para cada compacto K e para cada multiindice a,
(0% fx| k)i é sequéncia de Cauchy com a norma do supremo em C(K), que é completo. Isso permite
definir g® € C(Q), tal que 0% f, — g® uniformemente sobre compactos. Defina f = ¢(®9. Troque
a ordem da derivada com o limite de sequéncias de funcoes definidas em intervalos da reta para provar

que 0“f = g®. (c) Use o Teorema de Baire.

Definicao 2.5. Dados Q2 C R" aberto e k € N ou k = oo, C¥(Q) denota o espaco das funcies de

classe C* de Q em C que se anulam fora de algum compacto contido em €.

Exercicio 2.9 Mostre que CS°(€2) é um subespaco denso de £(2). Sugestdo: Para cada K} da

unido em (2), existe xr € C°(92), 0 < x <1, que vale 1 em uma vizinhanca de Kj.

Um funcional linear continuo u : £(2) — C é chamado de distribui¢ao de suporte compacto em
Q. O espago das distribui¢oes de suporte compacto em 2 é denotado por £'(Q2). Este também pode

ser munido de uma estrutura de espaco localmente convexo, mas nao veremos isto aqui.
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Exercicio 2.10: (a) Seja u € £'(2). Mostre que existe um compacto K contido em € tal que, se
fe&(Q) e fseanula em um aberto contendo K, entao u(f) = 0.
(b) Seja u : C°(2) — C linear e suponha que existe um compacto K C Q tal que, se f se anula fora
de K, entao u(f) = 0. Mostre que existe o € £'(Q2) cuja restrigao a C°(2) coincide com u.
Observacgdo: A unicidade de @ decorre do Exercicio 2.9. Dica: E preciso usar que, dado K compacto
contido em ) aberto de R", existe x € C°(Q2), 0 < x(z) <1, z € Q, x(z) = 1 para todo x em uma

vizinhanga de K.

Exercicio 2.11: Seja u : Q — C uma fungdo integrdvel (integravel a Lebesgue ou que possui
integral de Riemann imprépria absolutamente convergente) que se anula fora de um compacto K.
(a) Mostre que T, (f) = [ou(z)f(x)dz, f € C°°(2), define um elemento de £'(Q). (b) Mostre que, se
u,v € Ce() e T,, = Ty, entdo u(x) = v(zr) para todo x € Q.

Exercicio 2.12: Sejam u € £'(R2?) e a € (Np)™. Denotemos por 9“u a aplica¢ao
EQ) > f — 0u(f) = (—Du@df) eC.

Mostre que 0%u € £'(Q).
Exercicio 2.13: Sejau € C¥(Q), k € NU{oo}. Dado a € (Ny)", |a| < k, mostre que 0T}, = Tha,.

As afirmacGes dos quatro exercicios precedentes podem ser informalmente resumidas na frase:
distribuigoes de suporte compacto sao “funcoes de suporte compacto generalizadas”, infinitamente

diferencidveis num sentido também generalizado.

Exercicio 2.14: Dado a € Q, defina 6, : C*°(2) — C por 4,(f) = f(a).
(a) Mostre que 0, € £'(R2). (b) Calcule (04,04)(f) para f € C®(Q) arbitraria.

Exercicio 2.15: Sejam g € C*(R) e I = [a,b] um intervalo fechado limitado. Para cada f €
C*°(R), defina u(f) = /g(x)f(:z:) dx. Mostre que u € £'(R) e calcule sua derivada primeira, u'.
I

Sugestdo: Integre por partes.

Distribuicoes temperadas.

Dados ¢ € R" e a € (Np)", definamos z® := 27" ---28". Denotando por |- | também a norma

euclideana em R", note que |z%| < |z[l*l < (1 4 |z[?)le/2,
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Denotemos por S(R™) o espaco das fungoes de classe C*°, f : R®™ — C, tais que, para todos
o, B € (No)™,

(3) Pas(f) = sup [220° f(2)]
xER™

é finita. Os elementos de S(R™) sdo chamados de fung¢oes infinitamente diferencidveis de decrescimento
rapido e o espago S(R™) é chamado de espago de Schwartz. Toda funcao C* de suporte compacto
pertence a S(R™). Um exemplo menos imediato sdo as fungoes do tipo f(x) = p(a:)e"“”‘Q, x € R" em

que p é uma funcao polinomial.

A equac@o (3) define seminormas em S(R™). O conjunto dos funcionais lineares continuos de
S(R™) munido da topologia induzida pela familia F = {pag; o, 5 € (Ng)"} é denotado por S'(R™).

Os elementos de S'(R™) sao chamados de distribuicoes temperadas.

Exercicio 2.16: Para cada m € Ny e f € S(R"), defina
pm(f) = sup{(L + [z[*)"|0°f ()[; = € R", |a] < m}.

Mostre que uma aplicagao linear u : S(R") — C é uma distribuicdo temperada se e somente se

existem m € Ng e C' > 0 tais que |u(f)| < Cpn(f) para toda f € S(R"™).

1

Diz-se que f : R™ — C ¢é localmente integrdvel, o que se costuma denota por f € L.

todo R > 0, /
{z;|zi|<Ri=1,+,n

(R™), se, para

|f(z)] dx < oo (integral de Lebesgue ou imprépria de Riemann).
}

Exercicio 2.17: Mostre que, se u : R™ — C é localmente integravel e existem C > 0 e m € Ny
tais que |u(z)] < C(1 + |z|?)™ para todo € R" (ou para quase todo = € R"), entdo T,(f) =
Jgn w(@) f(z) dz, f € S(R™), define uma distribui¢do temperada.

Exercicio 2.18: (a) Mostre que a inclusdo de S(R™) em C*°(R") é continua.
(b) Mostre que se (fx)r é uma sequéncia de Cauchy em S(R"™), entao ela é uma sequéncia de Cauchy
também na topologia localmente convexa mais fraca de C°°(R").
(c) Seja u : C*°(R") — C uma distribuicdo de suporte compacto. Mostre que a restrigao de u a
S(R™) é uma distribuigao temperada.

Sugest&o: Para cada o e para cada K, po x(f) < po.o(f) para toda f € S(R").
Lema 2.6. Seja (f)r uma sequéncia de Cauchy em S(R™) e suponha que fi, converge a f em C*°(R™).

Mostre que f € S(R™) e que fi converge a f também na topologia de S(R™).

Demonstragio: Queremos provar que, para cada par de multi-indices a e 3,

(4) Pap(f) <oo e klirgopa,ﬁ(f - fx) =0.
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Provemos isto primeiro no caso § = 0. Uma observacao preliminar é que
Mq = sup pa,o(fi) < oo,
k

afirmacao de demonstragao andloga (usando o exercicio 2.8¢) a do fato de que toda sequéncia de Cauchy
em um espago métrico é limitada: dado € = 1, tome N tal que £k > N implique pao(fix — fv) < 1le
portanto pa.o(fx) < Pa,o(fk — fN) + Pa,o(fn) <1+ Pao(fn)-
Como f, — f em C*°(R"), para cada z € R" temos
2% f(2)] = Tim 2% fi(2)] < limsup pao(fi) < Mo
k—o0 k—o0

e portanto pao(f) < M,. Por fim, dado € > 0, tome N € N tal que pao(fx — fi) < € sempre que
k,l > N. Dai, para todoxz € R" e k > N,
27 = A)@)] = fim [+°(fi = £)(o)] < limsuppao(fi — fu)lz) < e
0 —00

e portanto pao(f — fr) < €. Isto conclui a demonstragao de (4) para o caso em que § = 0.

Para o caso em que 8 é qualquer, basta aplicar o que acabamos de provar para a sequéncia (85 Tr)ks

que também satisfaz as hipéteses do Lema. O

Corolario 2.7. S(R") € completo.

Demonstragdo: Seja (fx)r uma sequéncia de Cauchy em S(R™). Pelo Exercicio 2.18, (fi)r é de
Cauchy também em C*°(R™). Pelo Exercicio 2.8, (fi)r converge em C°°(R™). Chamemos de f o
limite de (fx)r em C°°(R™). Pelo Lema 2.6, f € S(R™) e (fi)r converge para f também em S(R"). O

Exercicio 2.19: Mostre que C2°(R") é denso em S(R™).
Sugestdes: (1) Dada f € S(R™), considere a sequéncia f,(z) = x(x/n)f(z), sendo x € CX(R"™)
constante e igual a 1 em B(0,1). (2) Para quaisquer f,g € C*°(R") e para todo o € (Np)", temos

() = 2 (§)@nea)

05520

Notagdo: (1) 0 < 3 < arsignifica 0 < B < a5, j=1,--- ,n. (2) (a> = <a1> (a")
B 51 /Bn
+o0
Exercicio 2.20: Defina T : C°(R) — C por T'(f) :/ e’ f(z)dx. Para cada intervalo
fechado I = [a,b], considere C°([a,b]) == {f € C*(R); f se anula fora de [a,b]}. (a) Para cada
n € N, mostre que ¢é continua a restricao de 7' a C2°([—n,n]) munido da topologia induzida de E(R).

(b) Mostre que T nao é continua em CS°(R) com a topologia induzida de S(R).
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Observagdo: A afirmacao do 2.20-a pode ser resumida na frase “T" é uma distribuigao, T' € D'(R)”.
O 2.20-b pode ser reformulado em linguagem informal como: “a funcao exponencial ndao é uma distri-

bui¢ao temperada, e* ¢ S'(R)”.

1 1
Seja Q@ C R™ aberto, sejam p e q reais, p > 1 e ¢ > 1, satisfazendo — + — = 1. Dadas f, g € Cc(Q2), vale a desigualdade
p q

5) A;ﬂwwhﬂdwaHﬂbHMM

(esta é a chamada desigualdade de Hélder).

Decorre de (5) e da densidade de (Cc(Q),] - ||») em L"(£2), 1 < r < oo (esta afirmagdo é um teorema da teoria da medida e
integragdo — ou decorre imediatamente da definicdo de L"(2) se insistirmos na abordagem da Seg@o 1 de considerar L"(Q2) como

sendo apenas o completamento de (Cc(2), || - ||») ), que a forma bilinear
Be : (Ce(), [ - [lp) X (Ce(2), [ la) — C, Be(f,9) = /Qf(r)g(m) dz, f,g9 € Ce(Q),

possui uma tunica extensdo linear continua B : LP(Q) x L%(Q) — C satisfazendo |B(f,g)| < ||fllp llgllq, f € LP(R™), g € LI(R™).

A férmula
(6) BUg)zlwamuwm,feL%ngeL%m,

seria um abuso de notagdo se insistissemos na abordagem da Segdo 1 de considerar L"(Q2) como sendo apenas o completamento
de (Cc(2), ]| - |I»), mas ela faz perfeito sentido e é verdadeira usando integral de Lebesgue. Os leitores que desejem se manter fiéis
a abordagem da Segdo 1 ndo precisam atribuir um significado ao segundo membro de (6), basta interpretd-lo como apenas uma

notagao, definida por (6).

Exercicio 2.21: Seja Q C R™ aberto. Considere Cy(2) o espago vetorial das fungoes f: Q@ — C
continuas e limitadas munido da norma
[flloe = sup|f(z)].
€

(a) Mostre que (Cy(£2), || - ||) é um espaco de Banach.
(b) Mostre que o fecho de (C.(), || - ||oo) em Cp(£2) é igual a

Co(Q) = {fla; f € C(Q), floa =0}

Analogamente a discussdo em letras miidas que precedeu o Exercéio 2.21, a forma bilinear

Be : (Ce(Q), [ - [11) x (Cp(), | - loo) — €, Be(f,9) = /Qf(m)g(r) d, f € Ce(®), g€ Cp(),

possui uma tnica extensio linear continua B : L} (Q2) x C,(2) — C, satisfazendo |B(f, )| < [|fll1llglloc, f € L1 (R™), g € Cp(R).
Temos (ou escreveremos, dependendo da abordagem) B(f,g) = / f(@)g(z) dx
Q

Aqui nos deparamos com uma vantagem indiscutivel da integral de Lebesgue (hé outras). Esta forma bilinear B pode ser
estendida com a mesma norma para L1(Q) x L (). O espaco de Banach L>°(£2) nio pode ser definido como o completamento

de um espago normado razoavel e contém C3(£2) como um subespago fechado préprio.
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Exercicio 2.22: Seja 1 < p < co. (a) Mostre que a aplicagao identidade em CZ°(R™) se estende
a uma aplicacao linear continua e injetora i : S(R") — LP(R™).
(b) Para cada u € LP(Q), defina T, (f) = / u(z) f(x)de, f € C2(R™). Mostre que T, se estende a
uma distribuicao temperada. Rn
Dicas: (1) Multiplique e divida o integrando por (1 + |z|?)™ para m suficientemente grande. (2)
(1+ |z>)™™dz < 0o se 2m > n. (3) Dependendo do caminho, ou da abordagem que for usada,

Rn

talvez seja preciso usar que C2°(£2) é denso em C2°(€2) com a norma || - [|,.

Topologias induzidas por transformacgoes lineares.

Consideremos agora uma classe especial de espacos localmente convexos, aqueles cujas seminormas
sao definidas a partir de aplicacoes lineares definidas em X. Veremos alguns exemplos dessa classe na

Secao 4.

Seja Y um espaco vetorial normado e seja £ uma familia de transformagoes lineares de X em Y.
E bom frisar que X pode nao ter uma topologia ainda, de modo que nem faz sentido, em geral, pedir

que essas transformagoes lineares sejam continuas. Para cada L € £, defina p, : X — [0, +00) por
py(x) = [|Lz], z € X.

Diremos que a familia £ separa pontos se, para todo z € X, x # 0, existe L € L tal que Lz # 0.
E claro entdo que L separar pontos ¢ equivalente a familia de seminormas F = {p,; L € L} ser
separante. E comum chamar a topologia 7 induzida por F também de a topologia induzida por L.
Vamos denotar 7 = o(X, L), apesar desta notacao ser comum apenas no caso em que L consiste de

funcionais lineares.

Proposigao 2.8. Seja X um espaco vetorial de dimensao infinita munido da topologia induzida por
uma familia L que satisfaz a sequinte propriedade: dados L1, Lo, --- , L, € L arbitrdrios, a intersecdo
Nj—y ker L; tem dimensao infinita. Entdo, para F = {le,-" ,pr, t € para todo r > 0, a vizinhanga

da origem B(0;r, F') contém um subespago de dimensao infinita.

Demonstragdo: Segue das defini¢bes que
n n
ﬂkerLj = ﬂkerpLj C B(0;r, F),
j=1 j=1
o que demonstra a afirmacao. U

Dizemos que um subespaco U de um espaco vetorial W tem codimensao finita se existe subespaco
V C W de dimensao finita tal que U @V = W. Isto é equivalente a pedir que o quociente W/U tenha

dimensao finita.
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Lema 2.9. Seja V um espaco vetorial e sejam Vi, Va, -+, V, subespacos de codimensdo finita de V.

Entao Vi N Vy--- NV, tem codimensdo finita.

Demonstragdo: Basta supor n = 2. A aplicagdo (V4 + V32)/ Vo — Vi/(V1 NV3), v1 +ve + Vo —>
v +ViNVy, v € Vi, i = 1,2, estd bem definida e é um isomorfismo. O quociente (V; + V3)/Va pode
ser visto como um subespaco de V/Va, que tem dimensao finita por hipétese. Logo Vi N V2 é um
subespaco de codimensao finita em Vi, que por sua vez tem codimensao finita em V', por hipdtese.

Logo V1 N Vs tem codimensao finita em V. O

Proposicao 2.10. A hipdtese sobre L na Proposicio 2.8 é sempre satisfeita se Y = C (norma dada
pelo valor absoluto). Dai, se X tiver dimensdo infinita e L for uma familia de funcionais lineares de

X, toda vizinhang¢a da origem de X (na topologia o(X, L)) contém um subespago de dimensao infinita.

Demonstragio: Em vista do Lema 2.9, é suficiente provar que, para todo funcional linear A : X —
C, ker A tem codimensao finita. Basta supor que A nao é o funcional nulo. Dai, existe zg € X tal que

A(xg) = 1. Para todo =z € X,
Mz — Mz)zo) = AMz) — AM2)A(20) = 0.

Isto mostra que X é gerado por ker A U {z¢}. O

3. REDES

Embora o Exercicio 2.6 seja 1til em muitas situagoes, nao se pode usi-lo para demonstrar os
Exercicios 2.7 e 2.8, pois a topologia induzida por uma familia de seminormas nao necessariamente
satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade. O conceito de redes generaliza o de sequéncias e o
substitui, muito frequentemente, na demonstragao para espacos topoldgicos mais gerais de resultados
que seriam canonicamente demonstrados em espagos métricos usando sequéncias. Este é o assunto

desta secao.

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado (I, <) satisfazendo que, dados o, 8 € I,
existe v € I tal que a < v e 8 < v. O conjunto dos naturais N com a ordem usual é o exemplo
mais canénico de um conjunto dirigido. Outro exemplo muito usado é o conjunto das vizinhancas
de um ponto x de um espaco topoldgico, ordenadas por “U < V se e somente se U O V”. Pode-se

tomar também um sistema fundamental de vizinhancas de um ponto dado como um conjunto dirigido.
1

Pensando nas bolas abertas de raio ;- centradas em um ponto x de um espago métrico, deve soar mais

natural que a ordem de um sistema de vizinhangas seja definida por 2 em vez de C.
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Seja X um espaco topolégico. Uma rede em X é uma aplicagao definida em um conjunto dirigido
I e tomando valores em X, comumente denotada por (x4 )acs. Dizemos que a rede (z4)qer converge
para x € X, o que se denota por lim x, = x, se, para todo aberto U contendo z, existe ag € I tal que
zq € U para todo a que satisfaca ag < a. Se X for um espago de Hausdorff, o limite de uma rede é

Unico, caso exista.

A grande utilidade das redes repousa principalmente nas duas proposi¢oes seguintes.

Proposigcao 3.1. Seja X um espaco topoldgico e seja F' C X. O conjunto F serd fechado em X se e

somente se contiver os limites de todas as redes convergentes (Tq)acr tais que xo € F para todo o € 1.

Demonstragdo: Suponha que F' seja fechado e tome arbitrariamente uma rede (x,)qcs tal que
Tq € F para todo a € I. Se limz, = x, entdo toda vizinhanca de x contém algum z,, z, € F. Ou

seja, = pertence a F, o fecho de F. Como F é fechado, F = F, logo = € F.

Reciprocamente, seja F' C X e suponha que o limite de toda rede convergente (4 )acr, o € F
para todo o € I, pertence a F. Tome z € F arbitrario e defina I = {S C X;S é vizinhanca de x}.
Para cada a € I, tome x, € a N F. Entao a rede (z4)aer converge para z. Segue da hipdtese que

x € F. Provamos que F C F. O

Proposicao 3.2. Seja f : X — Y uma fungdo definida entre os espagos topoldgicos X e Y. A funcgao

f serd continua se e somente se lim f(x,) = f(z) para toda rede (x4)acr em X tal que limz, = x.

Demonstragdo: Suponha que f: X — Y seja continua e que limz, = x. Para toda vizinhanca
V de f(z), f~1(V) é uma vizinhanca de x. Tome «ap tal que x5 € f~1(V) para todo 3 satisfazendo
ag < 3. Logo f(xzg) € V para todo 8 satisfazendo ay < . Provamos que lim f(z,) = f(z)

Reciprocamente, suponha que lim f(z,) = f(x) sempre que limz, = x. Dado = € X arbitrario,
seja V uma vizinhanca de f(x). Nosso objetivo é mostrar que U = f~!(V) é vizinhanca x. Supondo
por absurdo que U nao seja uma vizinhanca de x, vamos construir uma rede (z,)qcs, indexada pelo

conjunto I de todas as vizinhancas de z, tal que z, — x, embora (f(za))aecr ndo convirja para f(x).

Se U nao ¢ vizinhanga de z, entao toda vizinhanca de x contém pontos do complementar de U.
Para cada vizinhanga « de z, tome z, € o, z, ¢ U. Entao limz, = x e, portanto, lim f(z,) = f(z).
Como V ¢ vizinhanga de f(x), existe ag tal que f(xq,) € V e portanto zo, € U, o que contradiz
Tag € U. O
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Exercicio 3.1: Seja X um espaco localmente convexo com a topologia induzida pela familia F
de seminormas e seja (Zq)acr uma rede em X. Mostre que limz, = z, * € X, se e somente se

p(z — zq) — 0 para toda p € F.
Exercicio 3.2: Demonstre a implicacao (1) = (2) da Proposicao 2.3 usando redes.

Exercicio 3.3: Seja Y um espaco vetorial normado, seja X um espaco vetorial munido da topo-
logia induzida por uma familia £ de transformacoes lineares de X em Y e seja (4)acr uma rede em

X. Mostre que £, — z se se somente se T(x,) — T(z) em Y para toda T € L.

Redes s6 nao substituem sequéncias perfeitamente porque uma rede convergente em um espago
métrico pode nao ser limitada. Por exemplo, seja I o conjunto de todas as vizinhancas do zero em um
espago vetorial normado X. Para cada « € I, seja t, o supremo de {||v||; v € a}. Para cada a € I,

tome v, € a tal que ||v]| > to/2. Entao limv, = 0, lim ||v, || = 0, mas sup{||va||, @ € [} =

4. TOPOLOGIAS FRACAS EM ESPACOS DE BANACH

As quatro topologias consideradas nesta segao sdo da forma o(X, £) (veja a pdgina 15). A topologia
fraca de um espago de Banach X é a topologia induzida pela familia de todos os funcionais lineares
continuos de X. A topologia fraca-* do dual X* de um espaco de Banach X ¢ induzida por uma
familia de funcionais lineares continuos de X*. A topologia forte de operadores e a topologia fraca de
operadores sao definidas no espaco de Banach ®B(X,Y) de todas as transformacoes lineares continuas
entre de Y. A forte de operadores usa uma familia de transformacoes lineares de B(X,Y) em Y, a

fraca de operadores usa uma familia de funcionais lineares continuos em B(X,Y).

Para evitar confusao com a topologia forte de operadores, é prudente nao chamar a topologia
definida pela norma de operadores em B(X,Y) de topologia forte, apesar de ela ser a mais forte
dentre todas as mais conhecidas. E comum chamé-la de topologia uniforme, ou simplesmente de

topologia da morma.

4.1. Topologia fraca.

Seja X um espago de Banach de dimensao infinita e denotemos por X* seu dual. Para cada A € X*,

seja py : X — C a seminorma py(x) = |\(z)], z € X.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que, se x € X é tal que py(x) = 0 para todo A € X*, entao

x = 0. Ou seja, a familia de semi-normas Fp := {py; A € X*} é separante.
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A topologia fraca de X é, por definigao, a topologia induzida por F; em X. Segue do Exercicio 2.9
que uma rede (x4)qer converge para r € X se e somente se, para todo A € X*, lim|\(z — z,)| = 0,

ou seja lim A(zq) = A(x).
Dados A € X*, (za)acr uma rede em X e z € X, temos [Nz — z4)| < ||A]|||z — z4||. Dad,
lim ||z — 24| =0 = limA(zq) = AM(z) VA € X* = limz, = x fracamente.

Dai segue da Proposigao 3.2 que a aplicacao identidade de (X, || - ||) em (X, 7,) é continua. Ou seja,

a topologia da norma é mais fina do que a topologia induzida por Fi.

Na notacao da pégina 15, a topologia induzida pela familia de seminormas F; é a topologia
o(X,X*). Segue da Proposi¢ao 2.10 que toda vizinhanga fraca de 0 € X contém um subespaco
de dimensdo infinita. Em particular, a bola aberta {x € X; ||z|| < 1} ndo é um aberto da topologia

fraca.

Problema 4.1: Seja X um espago de Banach de dimensao infinita. Defina B = {z € X; ||z| < 1},
D={zeX;|z]|<1}eS={reX;|z| =1}
(a) Mostre que B estd contido no fecho de S na topologia fraca.

(b) Mostre que o fecho fraco de S é igual a D.

4.2. Topologia fraca*.

Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita e denotemos por X* seu dual. Para cada x € X,

seja p, : X* — C a seminorma p,(A\) = [\(z)|, A € X*.

O funcional A € X* ser nao-nulo é o mesmo que existir x € X tal que p,(\) = |A(z)| # 0. Ou seja,

a familia de semi-normas F := {p,; * € X} é separante.

A topologia fraca™de X* é, por definicao, a topologia induzida por F» em X*. Segue do Exercicio 3.1
que uma rede (Ay)qaecr converge para A € X* na topologia fraca* se e somente se lim [(A — A\ )(z)] =0
para todo z € X, ou seja, se e somente se lim A\,(x) = A(z) para todo z € X. E por isso que a

topologia fraca* em X* também é chamada de a topologia da convergéncia pontual.

Sejam A € X* e (Aq)aer uma rede em X*. Para todos a € I e z € X, temos |A\y(x) — A(z)] <
Aa = All ||z]|. Dai:

lim [[Ay — Al =0 = lim A\, (x) = A(z) para todo z € X.

Ou seja, a aplicacao identidade de (X*, [ - ||) em (X*, 7)) é continua. Ou seja, a topologia da norma

em X* é mais fina do que a topologia induzida por Fs.
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Dado = € X*, denotamos por Z : X* — C o funcional linear Z(\) = A\(z). Segue do Teorema de
Hahn-Banach que a aplicacdo x — T é uma imersao isométrica de X em X**. Denotando também
por X a imagem dessa aplicacao, podemos escrever X C X**. Na notagdo da pagina 15, a topologia
induzida pela familia de seminormas F3 é entao a topologia o(X*, X). Segue da Proposigao 2.10 que
toda vizinhancga fraca* de 0 € X* contém um subespaco de dimensao infinita. Em particular, a bola

aberta {\ € X*; ||A]| < 1} néo é um aberto da topologia fraca*.

Problema 4.2: Mostre que X é denso em X** na topologia o(X™**, X*) (isto é, na topologia fraca*
de X** = (X*)*). Dicas: (i) Para todo r > 0 e para todo F' C X* finito, existe x € X tal que
|A(z)| < r para todo A € F. (ii) A topologia o(X**, X*) é invariante por translacgoes (Exercicio 2.3).

Diz-se que X ¢ reflexivo quando X** = {Z; x € X}. Se for este o caso, entdo o(X*, X) =

o(X*, X**). Em outras palavras, se X for reflexivo, entao as topologias fraca e fraca* em X* coincidem.

Um resultado muito importante sobre a topologia fraca* é que a bola unitaria fechada em X* é
compacta na topologia fraca*. Quando X é reflexivo, X* também é. Segue que, se X é reflexivo,

entdo {z; ||z|| < 1} é “fracamente compacto”.

4.3. Topologia forte de operadores.

Sejam X e Y espacos de Banach. Para cada = € X, definimos a seminorma p,(7) = ||Tz||,
T € B(X,Y). Chama-se de topologia forte de operadores em B(X,Y) a topologia induzida pela

familia (separante) de seminormas F3 = {pz; v € X }.

Uma rede (Ty)acr em B(X,Y) converge a T na topologia forte de operadores, ou simplesmente
converge fortemente a T, se e somente se T, (x) — T'(x) para todo z € X. Segue portanto que a

topologia forte de operadores é mais fraca do que a topologia da norma em B(X,Y).

Proposigao 4.1. Sejam X e Y espacos de Banach de dimensdo infinita, ay,--- ,a, € X. Entdo o
subespaco

N = {T€B(X,Y); T(a) == T(a,) =0}

tem dimensao infinita.

Demonstragdo: Seja Z o subespago de X gerado por {zi,---,z,} e escolha um xg € Z. Seja
{xg,x1,--- , &, } uma base do subespaco Z* gerado por Z U {z}, m < n. Para cada 0 < i < m, seja

Z; : Z — C o funcional linear definido por

~ 1, se j=1
file;) = 0, se j#i
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Como Z* tem dimenséo finita, cada Z; é continuo e, portanto, pode ser estendido a um funcional

m
Ai € X*. O subespago W = ﬂ ker \; é fechado e satisfaz X = Z# @ W (para provar que X = Z# + W,
i=1
use artificio andlogo ao da demonstracao da Proposic¢ao 2.10).
Dado y € Y, é continua a transformacao linear 7% : X — Y definida por T%(xg) =y, T%(x;) =0
e TY(w) = 0 para todo w € W (esta afirmagao decorre da equivaléncia da norma de X & norma
do produto cartesiano Z¥ x W, o que por sua vez decorre do Teorema da Aplicacio Aberta). Se
{y1, - yr} é um subconjunto linearmente independente de Y, entao {7T%,--- ,T¥%} é um subconjunto
linearmente independente de N. Como Y tem dimensao infinita, segue que a dimensao de N também

¢ infinita. 0

Pela notacao da pagina 15, a topologia forte de operadores coincide com o(B(X,Y), L), para a
familia de transformagoes lineares £L = {Z; 2 € X}, 7 : B(X,Y) — Y, ©(T) = Tz. Segue da
Proposicao 4.1 que L satisfaz a hipdtese da Proposicao 2.8, que por sua vez implica que o conjunto
{T € B(X,Y); |IT|| < 1} nao é aberto na topologia forte de operadores. Logo, a topologia forte de

operadores é estritamente mais fraca do que a topologia da norma em B(X,Y).

Problema 4.3: Sejam X e Y espagos de Banach e T, € B(X,Y), n € N, tais que, para todo x € X,
a sequéncia (T),(z)), é convergente em Y. (a) Mostre que sup ||T},|| < oo.
n

(b) Mostre que (77,), é convergente na topologia forte de operadores em B(X,Y).

Problema 4.4. Sejam X e Y espagos de Banach, D C X um subespago denso. Sejam T, € B(X,Y),
n € N, tais que sup ||T,,|| < oo e, para todo z € D, (T,,(z)), é convergente em Y. Mostre que (7},), é
n

convergente na topologia forte de operadores em B(X,Y).
Problema 4.5: Para cada t € R, considere os operadores T; e M; em B(L?(R)) definidos por

[T(H)(x) = flz+1) e [M(f)l(x) = " f(z), feCe(R), z€R.

(a) Mostre que a aplicac@o t — M, é continua na topologia forte de operadores mas é descontinua na
topologia da norma.
(b) Mostre que a aplicagao t — T} é continua na topologia forte de operadores mas é descontinua na

topologia da norma.

Problema 4.6: Seja p real, p > 1. Dados a € Cp(R) e t € R considere o operador a;(M) €
B(LP(R™)) definido por [a:(M)(f)](z) = a(x + t)f(z), f € Ce(R), x € R. Considere a aplicacao
F:R— B(LP(R)), F(t) = a;(M).

(a) Mostre que F' é continua na topologia forte de operadores.

(b) Mostre que F' é continua na topologia da norma se e somente se a for uniformente continua.
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4.4. Topologia fraca de operadores.

Sejam X e Y espacos de Banach. Para cada x € X e para cada A € Y™, definimos a seminorma
Pa(T) = [AoT(x)|, T € B(X,Y). Decorre do Teorema de Hahn Banach (ou, mais precisamente,
decorre da injetividade da aplicacdo canonica de Y em Y**) que a familia Fy := {p, x; v € X, A € Y*}

é separante. Chama-se de topologia fraca de operadores em B(X,Y') a topologia induzida por Fy.

Uma rede (Ty)aer em B(X,Y) converge a T na topologia fraca de operadores, ou simplesmente
converge fortemente a T, se e somente se Ao T, (z) — Ao T (z) para todo x € X. Segue portanto que

a topologia fraca de operadores é mais fraca do que a topologia forte de operadores em B(X,Y).

Pela notacao da pédgina 15, a topologia fraca de operadores coincide com o(B(X,Y), Z), para a

P P

familia de funcionais lineares Z = {(z,\); x € X, A € Y*}, (z,)\) : B(X,Y) — C, (2, \)(T) = AN(T'z).
Segue da Proposicao 2.10, que o conjunto {T" € B(X,Y); || T|| < 1} nao é aberto na topologia fraca de

operadores. Mas isso segue também do fato de que {T" € B(X,Y); ||T']| < 1} ndo é aberto na topologia

forte de operadores, como vimos na subse¢ao precedente.

Problema 4.7: Dado 1 < p < oo, considere o “shift” em P, S(x1,x9,--+) = (0,21, x2,---). Mostre

que klim S* =0 na topologia fraca de operadores em B(¢P), mas nao na topologia forte de operadores.
— 00

Problema 4.8 ([9, Theorem VI.1]): Seja H um espaco de Hilbert e sejam T,, € B(H), n € N.
Suponha que para todos xz,y € H a sequéncia ((y,T,x))nen seja convergente em C. Mostre que

(T)nen € convergente na topologia fraca de B(H).

5. TEOREMA DE BANACH-ALOGLU

Teorema 5.1. Seja X um espaco de Banach, denotemos por BT a bola unitdria do dual de X,

T ={¢p € X* |||l <1}. Munida da topologia fraca™®, B é compacta.
Preliminares e demonstracgéo.

Sejam X, A € A, espagos topoldgicos, e seja

P = [I% = {@)ea; 21 € Xn}
A€A

o produto cartesiano dessa familia de espacos topoldgicos. A familia de subconjuntos de P

{H Uy; Uy C X aberto, {\ € A; Uy # X} ﬁnito}
AEA



MAT 6682 23

forma uma base de abertos para uma topologia em P, chamada de topologia do produto. Uma rede
(Ta)ael, Ta = (F)rea € P, converge a © = (x))rea em P se e somente se, para todo A € A, a rede

($)aer converge a x) em Xj.

No caso em que X, = C para todo A € A, o produto cartesiano H C coincide com o conjunto

AEA
F(A,C) de todas as fungoes f : A — C. Uma rede (fo)acs converge a f em F (A, C) na topologia do

produto se e somente se, para todo A € A, a rede (fa()))aer converge f(A) em C. Por esta razao, a

topologia do produto em F(A,C) é também chamada de topologia da convergéncia pontual.

No caso em que A = X, X um espaco de Banach, podemos induzir em X* C F(X,C) a topologia

do produto de H C. Uma rede (A\p)acr em X* converge a A € X* na topologia do produto se e
reX
somente se, para todo x € X, a rede (Ao (x))acr converge a A(z) em C; ou seja, se e somente se a rede

(Aa)acr converge a A na topologia fraca®™ de X*. Ou seja, a topologia fraca™ coincide com a topologia

induzida pela topologia do produto em X* C H C.
zeX

Vista como subconjunto de H C, a bola unitaria do dual B} pode ser descrita como
rzeX

B = (H Da:) NL, D,={z€C; |z| <|z|}

zeX

L= {(ﬂﬁ(aﬁ))xex e [IG Va,ye X, V7 €C, ¢(x+1y) = () +T¢(y)}

zeX

O Teorema de Tychonoff garante que o produto cartesiano de uma familia de compactos é compacto.

Dai decorre que H D, é compacto. Para demonstrar o Teorema 5, basta portanto provar que L é
zeX
fechado em F(X,C) com a topologia da convergéncia pontual. Isto se demonstra facilmente usando

redes. Seja (¢q)o uma rede em L convergindo para ¢ em F(X,C). Queremos provar que ¢ € L.

Dados z,y € X e 7 € C, temos

(;5($ + Ty) = hén (boz(x + Ty) = hén[(ba(x) + T¢a(y)] = lién ¢a(x) + Tlién ¢a(y) = ¢(‘T) + T¢(y)'

Logo ¢ € L, como queriamos demonstrar. O

Proposicao 5.2. Seja K um espago topoldgico compacto satisfazendo o primeiro axioma de enumera-
bilidade: todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhancas enumerdvel. Entao toda sequéncia

em K possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragdo: Seja (zy), um sequéncia em K.
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Provemos primeiramente que existe ¢ € K tal que, para todo U aberto contendo xg, {n; z, € U}

¢ infinito. Suponhamos por absurdo que, para todo x € K, existe aberto U, > x e natural n, tal

que x, ¢ U, para todo n > n,. Segue da compacidade de K que existem x1,---,xp € K tais que
k k

K= UUxi e que, se n > max{ng,, - ,Ng, |} entdo x, ¢ UUxi =K, mas x, € K, o que é um
i=1 i=1

absurdo.

Usemos agora a hipdtese de enumerabilidade e tomemos um sistema fundamental de vizinhancas
{Vi,Va,---} de xyp. Tomando intersegoes se necessario, podemos supor que Vjy1 C V; para todo j.
Para cada j € N, existe n; > j tal que z,; € V;. Entao (wy;); ¢ uma subsequéncia de (z,), que

converge a xg. O

Proposicao 5.3. Seja X um espago de Banach separavel (isto €, X possui um subconjunto denso

enumerdvel). Entao B} satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Demonstragdo: Dados \g € Bf, r > 0, F' C X finito, definimos aqui
B(Ao;m, F) = {X € BI; |[\(x) — Xo(z)| < r,para todo = € F'}.
Segue imediatamente das definigbes que
B:={B(\o;r, F); € R, r >0, F C X finito}

¢ um sistema fundamental de vizinhancas de Ao em Bj na topologia fraca™ relativa de B C X*.
Seja D = {y1,y2, - } denso em X.

Vamos provar que, para todo Ao € Bj, a familia enumeréavel de subconjuntos
By = {B(X\;s,G); s€Q, s>0, GC D finito}

também é um sistema fundamental de vizinhangas de Ao em Bj. Para tanto, basta provar que qualquer
elemento de B contém um elemento de By.

Dados 7 >0e F = {z1,--- ,2,} C X, tome s € Qtalque 0 < s < § ey; € D tais que ||y; — ;|| < %,
i=1,---,n. Se A € Bf satisfaz |A\(y;) — Xo(y:)| < s, i=1,--- ,n, entdo, para todo 1,

r
(i) = Ao(zi)| < A (y:) = Aolya)| + (A = Ao)(zi — i)l < s+ (Al +[[Aoll) g <7,

ou seja, B(Ao;s,G) C B(Ao;r, F), G ={y1, - ,yn} O

Sejam  C R™ aberto, 1 < p < o0, q = 1_% (convencionando 1/0 = co e 1/oo = 0). Para cada
P

f e L), Tr(g) = [, f(x)g(x)dx, g € LP(Q2), define um funcional linear continuo em LP(). A
aplicagao L4(Q2) > f — Ty € LP(2)* é uma isometria, que é sobretora se 1 < p < oo [11]. Diz-se entao
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que, para 1 < p < oo, L1(Q) “¢” o dual de LP(2). Isso permite munir L4(2), 1 < ¢ < oo, da topologia
fraca® de LP(Q)*, 1 < p < oo, que coincide com a prépria topologia fraca de L1(Q2) se 1 < ¢ < co. O

seguinte teorema é consequéncia imediata desta afirmacao e dos resultados demonstrados nesta secao.

Teorema 5.4. Seja (fn)n uma sequéncia em LI(Q2), 1 < q¢ < oo, tal que sup, || fnllq < 00. Entdo
existe f € LY(Q) e subsequéncia (fy,); tal que

lim [ fn;(2) / f(x dz, para toda g € LP(Q2).
Q

j—)OO
6. ALGEBRAS DE BANACH - DEFINIGOES INICIAIS

Uma dlgebra (complexa) é um espago vetorial (complexo) munido de uma forma bilinear associativa,

chamada produto.

Uma dlgebra de Banach A é uma algebra cujo espago vetorial subjacente é um espaco de Banach

em que a norma é submultiplicativa, isto é, vale

(7) labll < [[allllol], a,be A.

O axioma (7) implica que o produto
AxA — A
(a,b) —— ab
é continuo. Reciprocamente, se A é uma &dlgebra cujo espago vetorial subjacente é um espaco de

Banach e o produto é continuo, existe C' > 0 tal que [[ab|| < C|lal|||b]|, a,b € A. Munida da norma

-l =CI| -1, A se torna uma &lgebra de Banach.

Se a algebra de Banach A possui unidade 1, entdo ||1]| = ||1-1|] < ||1]|?. Se A ndo for a 4lgebra
nula, entdo ||1]| > 1. Para cada a € A, considere L, € B(A) definido por L,(b) = ab, b € A. E claro
que ||Lg|| < |la]| para todo a € A. Além disso, ||a|| = ||La(1)|| < ||Lalll|1]]. Assim, |la| = ||Lq|| define
em A uma norma equivalente a norma original || - ||. Como ||Lap|| = || LaLs| < || Lallll Lo € || L1]| = 1,
segue que (A, || - |) é uma algebra de Banach com unidade satisfazendo ||1|| = 1.

Proposigao 6.1. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e seja a € A tal que ||a|| < 1. Entao a
o (o ¢]

série Z a" converge absolutamente e b == Z a" satisfaz (1 —a)b="5b(1—a) = 1.
n=0 n=0

Demonstracgdo:

ZH@”H < ZH " = ” K
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n n
— e — 1 k = 1 — k g 1 — n+1 g
1—-a)b=(1-a) nlgrolo a nhﬁr{.lo (1—a)a nlgréo(l a"m) =1.
k=0 k=0
A demonstragao de que b(1 — a) = 1 é praticamente igual. O

Proposicao 6.2. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade, sejama € A e X € C tais que ||a| < |A|.

Entao A\1 — a € inversivel.

Demonstragdo: Al —a = A(1- %), [[§]| <1. Logo

® =0t = 53 (5)"

como queriamos. OJ

Um homomorfismo entre duas édlgebras (complexas) A e B é uma transformacao linear ¢ : A — B
que preserva o produto, ¢p(xy) = ¢(x)P(y), z,y € A. Se A é unital, entao e := ¢(14) é um idempotente,
e? = e, que age como uma unidade na subdalgebra Im ¢ C B: ey = ye = ¥, para todo y € Im¢. Se A é
unital e ¢ é sobrejetora, entdo B é unital e ¢(14) = 15. No caso em que B = C, todo homomorfismo

nao nulo ¢ : A — C é sobrejetor e, portanto, ¢(14) = 1.

Proposigao 6.3. Sejam A uma dlgebra de Banach com unidade e ¢ : A — C um homomorfismo.

Entao ¢ é continuo e ||¢|| < 1.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢ é nao nulo e ¢(14) = 1. Seja
A € C tal que |A| > ||a||. Pela Proposicao 6.2, existe b € A tal que (A14 — a)b = 14 e, portanto,
[A—¢(a)]p(b) =1, logo ¢(a) # A. Como isto vale para todo A tal que |A| > ||a||, temos |¢(a)| < |la]|.0

Para estender a proposicao precedente ao caso em que A ndo tem unidade, é preciso falar de
unitizacao.
Unitizagao de algebras de Banach.
Dada A uma algebra, com ou sem unidade, definimos um produto em A=A xC por
(a,A) - (b,n) = (ab+ Ab—+mna, An).

E bem direto mostrar que esta operacdo induz em A uma estrutura de dlgebra com unidade, 1; =

(0,1). A aplicagao

Asa — (a,0)€ A
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é um homomorfismo injetor cuja imagem é um ideal de A. Na maioria das vezes, identificaremos A
com sua imagem por esta aplicagao e diremos que A é um ideal de A. No caso em que A é uma algebra
de Banach, A munida da norma

(@ M= llall + [l

torna-se uma algebra de Banach, chamada de unitizacao de A. A inclusao de A em A é uma isometria

e portanto A é um ideal fechado de A.

Como espaco de Banach, A é a soma direta de A e C. Mas a igualdade A = A ® C é enganadora,
pois ela nao pode ser entendida no sentido de soma direta de dlgebras. A soma direta de duas algebras
A @ B é unital se se somente se A e B sdo unitais. Logo, no caso em que A nao é unital, A nao é

sequer isomorfa a soma direta de algebras A & C. No caso em que A é unital, a aplicacao

A3 (a,\) — (a+A1gq,\) e AC
¢ um isomorfismo

Proposicao 6.4. Sejam A wuma dlgebra de Banach e ¢ : A — C um homomorfismo. FEntdo ¢ €

continuo e ||¢]| < 1.

Demonstragso: Defina ¢ : A — C por ¢(a,\) = ¢(a) + A. Entdo ¢ é um homomorfismo definido
na algebra de Banach unital A. Segue da Proposicio 6.3 que ¢ é continuo e ||¢| < 1. Logo ¢, que é a

restrigao de gg a AC A, écontinuo e

(@) = 16,0 < [l(a,0)] = al.

para todo a € A. ]

Quocientes, completamentos.

Sejam A uma algebra de Banach e I um ideal bilateral fechado de A. Sendo I, em particular, um
subespago fechado do espago de Banach A, o quociente A/I é um espago de Banach com a norma
|[z]]] = 11/15 |z —y||. Sendo I um ideal, podemos definir em A/I o produto [z] - [y] = [zy], que faz de
A/I uma &lgebra de Banach.

Seja Ap uma algebra complexa cujo espago vetorial subjacente é normado, e tal que ||zy|| < ||z||||y/l
para todo z,y € Ag. O produto em Ay pode ser estendido de maneira tnica ao completamento A de

Ap, fazendo de A uma algebra de Banach.

As afirmacoes desta subsecdo podem ser demonstradas da maneira previsivel, o que fica como

exercicio para o leitor.
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Topologia do espectro de uma algebra de Banach.

Seja A uma algebra de Banach e denotemos por S o conjunto dos homomofismos de A em C. Vimos

na Proposicao 6.4 que S C Bj.

Proposicao 6.5. O conjunto S € fechado em B} com a topologia fraca*™.

Demonstragdo: Seja (¢q)acr uma rede em S que converge para ¢ € B} na topologia fraca™. Dados

a,b € A, temos
oab) = limda(ab) = lim(ga(a) - a(b)] = limda(a) lmsa(b) = G(a)o(b).
Logo ¢p € S. O
Decorre agora do Teorema de Banach-Alaoglu:
Coroldrio 6.6. S € compacto com a topologia fraca*.

Proposicao 6.7. Se A tem unidade, o homomorfismo nulo € um ponto isolado de S.

Demonstragdo: Basta mostrar que S\ {0} é fechado. Seja (¢q)acr uma rede em S\ {0} que
converge a ¢. Dal ¢(14) =limp,(14) = 1. O
[0

Definigao 6.8. O espectro de uma dlgebra de Banach A, denotado por //l\, € o conjunto dos homo-

morfismos nao-nulos de A em C; ou seja, A= S\ {0}.

Teorema 6.9. Munido da topologia fraca®, A é um espaco topologico de Hausdorff localmente com-

pacto. Se A tiver unidade, A¢ compacto.

Demonstragio: A topologia fraca* é Hausdorff em X™* pois é induzida por uma familia separante

de seminormas. Logo a topologia relativa em qualquer subconjunto de X* é de Hausdorff.

A é obtido de S subtraindo um ponto, e S é compacto (Proposigao 6.6). Logo, A 6 localmente
compacto. Se A tem unidade, vimos na demonstracao do Corolario 6.6 que A é fechado em S , que é

compacto. Sendo um subconjunto fechado de um compacto, A¢ compacto neste caso. O

7. EXEMPLOS DE ALGEBRAS DE BANACH

1) Dado E um espago de Banach, a composicao de operadores define em B(E) uma estrutura de

algebra. Ja sabemos que B(F) é completo com a norma de operadores. E bem direto verificar que essa
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norma é submultiplicativa e que, portanto, B(E) é uma algebra de Banach com unidade I, o operador

identidade.

Diz-se que um operador T' € B(FE) é compacto se a imagem por T' de todo conjunto limitado tem
fecho compacto. O conjunto IC(E) dos operadores compactos em F é uma subdlgebra fechada de B(F).
Se E tem dimensao finita, I(E) = B(E). Se E tem dimensao infinita, K(E) nao contém a identidade
I de B(FE) (esta afirmacdo é uma conhecida aplicagao do Teorema de Hahn-Banach). Além disso,
nao existe um operador compacto que faga o papel de elemento neutro multiplicativo em K(E) (isto
também decorre de Hahn-Banach, ou de Riesz no caso em que E é um espago de Hilbert, e do fato de
que todo operador de posto finito é compacto). Ou seja, K(E) é uma algebra de Banach nao-unital.
A unitizacao de K(FE), a principio definida abstratamente, pode ser canonicamente identificada com

o subespago fechado C(E) @ CI de B(FE), munido do produto herdado de B(E).

2) A élgebra M,(C) das matrizes complexas n-por-n pode ser canonicamente identificada com
B(C™). Escolhendo uma norma em C", a norma de operadores em M, (C) pode ser expressa expli-
citamente usando produtos de matrizes, identificando os vetores de C™ com as matrizes complexas

n-por-1:

|| Az|]
|All = sup :
zeCn, z#£0 HZ‘H

Tomando em C" a norma euclidiana, a norma de operadores correspondente é a Unica norma em
M,(C) que satisfaz ||A*A|| = ||A||? para toda A € M,(C), A* = (@;;)1<ij<n s¢ A = (aij)1<ij<n-

Para conseguir demonstrar essa unicidade, ainda precisaremos desenvolver mais a teoria.

. . ~ A e 2 . 2
Os isomorfismos lineares nao-canonicos de M, (C) em C™" permitem puxar qualquer norma de C"

para M, (C). Em particular,

1AL = > lagl, A= (ag)i<ij<n € Ma(C),

1<ij<n

também é uma norma submuliplicativa em M, (C). J& a norma

[Alloo = sup lay|, A= (ay)i<ij<n € Mn(C)
1<i,j<n

satisfaz ||AB|| < n?||Al|||B|| e ndo é submultiplicativa.

Problema: O espectro de M, (C) é vazio se n > 1, consiste apenas da identidade se n = 1.

3) Seja X um espago de Hausdorff compacto. O espaco de Banach (C(X),]|| - |lcoc) munido do

produto usual de fungoes é uma algebra de Banach com unidade, a fungao constante igual a 1.
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Seja € um espaco de Hausdorff localmente compacto. Diz-se que uma funcao continua f: Q — C
se anula no infinito se, para todo € > 0 existe K C  tal que |f(x)| < € para todo = ¢ K. Denotamos
por Cp(€2) o conjunto de todas as fungoes continuas de 2 em C que se anulam no infinito. Munido
da norma do supremo e do produto ponto-a-ponto, Cp(£2) é uma &dlgebra de Banach. Se €2 nao for

compacto, Cp(£2) ndo possui unidade.

Denotemos por Q7 = QU {co} a chamada compactificacio de Alexandroff de : QF é um espago
topolégico, os abertos de §2 que contém z € ) formam um sistema fundamental de vizinhangas de
x em QF; os conjuntos da forma Q1 \ K, K C Q compacto, formam um sistema fundamental de
vizinhangas de oo. Resulta que Q1 é compacto. No caso (desinteressante) em que  ja é compacto,
0o é um ponto isolado de 2. No caso em que £ nao é compacto, 2 é denso em Q7. A unitizacao de

Co(9) pode ser naturalmente identificada com C(Q") (fica para o leitor verificar os detalhes).

Suponha que €2 nao é compacto. Seja I o conjunto de todos os compactos de {2 ordenados por

inclusdo. Para cada K € I, escolha z, € Q\ K e defina um homomorfismo de Cyp(£2) em C por

—

O (f) = flz,), f € Co(2). Segue do Lema de Urysohn que cada ¢, é ndo-nulo, ou seja, ¢, € Cp(2)
para todo K € I. Segue direto das definigoes que a rede (¢, ),

—

Logo, o homomorfismo nulo é um ponto de acumulacao de Cy(£2), que portanto nao é compacto.

converge a 0 na topologia fraca*.

—

A aplicacdo Q@ 3 x — ¢, € Cy(Q), ¢.(f) = f(z) para toda f € Cy(Q2), é injetora e continua.

Provaremos mais tarde que ela é também sobrejetora.

4) Denotemos por ¢1(Z) o espaco das sequéncias absolutamente convergentes indexadas por Z,

EI(Z) = {(an)nez; an € C, Z |an| < OO}

neL

Munido da norma ||(an)nez|| = Z lan|, £1(Z) é um espaco de Banach. Munido do produto de con-

neL
volugdo,

(an)nGZ X (bn)nEZ = (Z anfkbk)neNv (an)neNy (bn)nEN € El?
k€EZ

¢Y(Z) se torna uma &lgebra de Banach comutativa com unidade 1p(z) = (0n,0)nez, 00,0 =1, 6no =0

se n # 0.

Define-se em ¢!(Z) uma aplicacao * : £1(Z) — (*(Z) por (an)}cy = (@—n)nen. Esta aplicacdo é o
que se chama de uma involucdo, pois ela satisfaz, para todos a,b € £}(Z) e A € C: (i) (a+ Ab)* =
a* + A\b*, (ii) (ab)* = b*a* e (iii) (a*)* = a. Além disso, esta involugao se relaciona com a norma

através da identidade ||a*| = ||a||, a € £}(Z).

Problema: Mostre que existe a € ¢}(Z) tal que ||a*al| # ||a]|?.
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Para cada z € S!, defina ¢, : £1(Z) — C por ¢, ((an)nez) = Z anz". Que ¢, é um homomorfismo

nez
decorre das regras usuais que permitem manipular séries absolutamente convergentes. Que ¢, é nao-

nulo decorre de

(9) ¢z(51) =z, 51 = (5n,1)n627 (5171 = 1, 57171 = 0, sen 75 1.

Nosso objetivo é provar que a aplicagao

(10) S5 2 ¢, € (1(Z)
¢ um homeomorfismo.

Para cada a = (a,), € £1(Z), a fungao
(11) SlazHZanz"EC

neL

é continua (pelo critério M de Weierstrass). Para provar a continuidade de (10), tomemos arbitraria-
mente uma sequéncia convergente em S, z, — 2, e e a = (a,)n € £1(Z). Segue da continuidade de

(10) que ¢, (a) — ¢(a), e portanto ¢, — ¢, na topologia de El(/Z) Dai decorre que (10) é continua.

A injetividade de (10) decorre imediatamente de (9).

—

Para provar a sobrejetividade de (10), dada ¢ € ¢1(Z), tomemos z = ¢(d1). Vamos mostrar que

z€ 8 eque ¢ = o,. E bem direto verificar que, para todo k € Z,
(12) (51)k =0, O = (5n,k)n€Z7 (SkJf =1, 5n7k =0, sen # k.

Da multiplicatividade de ¢ decorre que z¥ = ¢((61)F) = ¢(6). Em particular, pela Proposicio 6.4,
|z|¥ < ||6k|| = 1, para todo k € Z. Daf |z| = 1. Segue de (12) e da densidade em ¢*(Z) do subespago
gerado por {0x; k € Z} que ¢ = ¢, se z € S, o que prova a sobrejetividade.

Sendo uma bijegao continua entre dois espagos de Hausdorff compactos, a aplicagao (11) é auto-

maticamente um homeomorfismo.

5) Denotemos por £}(N) o subespaco de ¢!(Z) determinado pela condigdo a, = 0 se n < 0. Este
subespaco é fechado na norma, é uma subdlgebra de £!(Z) e contém a unidade 141(z). Herda portanto
a estrutura de algebra de Banach unital de ¢!(Z). Mas a involu¢do ndo vem junto com essa heranca.

A menos que a € £}(N) seja um miiltiplo de 1y1(z), a* ¢ £'(N).

Seja D o disco fechado {z € C; |z| < 1}.
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Problema: (a) Para cada z € D, mostre que ¢,((an)nen) = Z anz" define um homomorfismo nao
neN

—

nulo ¢, : #1(N) — C. (b) Mostre que a aplicacio D 3 z — ¢, € £}(N) é um homeoformismo.

6) O espaco de Banach L'(R) munido do produto de convolugdo,
o0 1
frglx) = fle=tgt)dt, fge L (R),

é uma algebra de Banach comutativa sem unidade. Para cada & € R, a aplicacao
+o0 .
self)= [ epmdiec, fel'®),
—0o0
¢ um homomorfismo nao-nulo. Segue do Lema de Riemann-Lebesgue que 5lim ¢¢ = 0 na topologia
—00

fraca™. Segue de resultados cldssicos sobre a transformada de Fourier que aplicacao R 3 § — ¢¢ €

—

L'(R) ¢ injetora e continua. Seguird do Teorema de Gelfand que essa aplicagiao é também sobrejetora.

7) Seja A a subdlgebra de C(S') que consiste das restricoes a S! das funcdes continuas em D =

{z € C; |z] <1} que sdo holomorfas em B = {z € C; |z| < 1},
A = {fls1; feC(D), f|p é holomorfa }.
Segue do Principio do Maximo que

(13) sup |f(z)] < sup |f(2)], fe€C(D); f|lp ¢ holomorfa.
2€D zeSt

Segue da Férmula Integral de Cauchy que o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes holomorfas
é uma funcio holomorfa. Deste dois fatos decorre que A é um subespaco fechado de C(S') e portanto

é, ela prépria, uma algebra de Banach com a estrutura herdada de C(S%).

A aplicacdo f —— f define uma involucdo em C(S') que nao é herdada por A (a funcio z — z

pertence a A, mas z — Z, nao).

Segue de (13) que, se g € A, existe uma tnica f € C(D) tal que f|g1 = g. Isto permite definir,
para cada z € D, o homomorfismo nao-nulo ¢, : A — C, ¢.(g) = f(z). A aplicacdo D 3 z+—— ¢, € A

¢ injetora e continua.

8. PRELIMINARES SOBRE FUNCOES HOLOMORFAS

Seja X um espaco de Banach.
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Definicao 8.1. Seja Q C C aberto. Uma fungdo f : Q0 — X € holomorfa se, para todo z € €, existe

o limite
o G f(2)

h—0 h

= f'(2).
Proposigao 8.2. Seja f : C — X holomorfa tal que ‘)\llim lf(AN)]| = 0. Entao f é identicamente nula.
— 00
Demonstrag8o: Para cada ¢ € X* ¢po f: C — C é holomorfa e tende a zero no infinito. Em
particular, é limitada e portanto constante, pelo Teorema de Liouville. Essa constante tem de ser
nula, pois o limite no infinito é nulo. Logo, para todo ¢ € X* e para todo z € C, ¢(f(z)) = 0. Segue

de um corolédrio do Teorema de Hahn-Banach que f(z) = 0 para todo z € C. O

Proposicao 8.3. Seja f: {2z € C; |z| < a} — X holomorfa. Sejam b € R e x,, € X tais que 0 < b < a

e, para todo z com |z| < b, a série Zz”:cn converge absolutamente e é igual a f(z). Entao, para todo

n=0
oo
z com |z| < a, a série E 2", converge absolutamente e € igual a f(2).

n=0

Demonstragdo: Para todo A € X*, considere Ao f: {z € C; |z| < a} — C. Segue da continuidade
oo oo
de A que Ao f é holomorfa e (Ao f)(z) = Z Azp)2", se |z| < b. Logo, Z Axp)2" é a série de Taylor
n=0

— n=0
de Ao f em z = 0 e, portanto, converge absolutamente para Ao f se |z| < a.

Em particular, isto implica que
sup [A(2"xp)| < o0, |z| <a, A€ X",
n

Segue agora de um conhecido corolario do Teorema de Hahn-Banach e do Principio da Limitagao
Uniforme que

M, = sup||z"z,| < oo, |z] <a.
n

Dado z com |z| < a, tome zg tal que 0 < |z| < |zg| < a. Temos entao

00 00 5 n 0o
S et = 3 (O) (zgxn)‘ <M,y

n

< 0Q;

z
20
o0
logo g z"x, converge absolutamente.
n=0

Para todo A € X* e para todo z com |z| < a,

Mf(2) = A (Z z"acn) .

n=0

oo
De novo como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, para |z| < a, temos f(z) = E xp2". O
n=0
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9. O ESPECTRO DE UM ELEMENTO DE UMA ALGEBRA DE BANACH

De agora em diante suporemos sempre que as algebras unitais nao sao a algebra nula.

Seja A uma &dlgebra de Banach unital. Sempre que for conveniente, denotaremos simplesmente por

Ao elemento A14 de A, A € C.

Definicao 9.1. Dado a € A, chamamos de espectro de A o conjunto
o(a) = {X € C; (A — a) ndo é inversivel}

Definicao 9.2. GL(A) = {a € A; a € inversivel}.

Proposicao 9.3. O conjunto dos inversiveis GL(A) é aberto em A.

Demonstragdo: Dado a € GL(A), tome ||h|| < |la7t||7!. Entdo a7 k| < [la” || < 1 e
portanto, pela Proposicio 6.1, 1 + a~'h é inversivel. Dai (a + h) é o produto de dois inversiveis,

a+h=a(l+a"'h), e portanto a + h € GL(A). O

Proposicao 9.4. Para todo a € A, o(a) € fechado.

Demonstragdo: O espectro de a é o complementar da pré-imagem do aberto GL(A) pela aplicagao

continua C> A — (A —a) € A. O

Corolario 9.5. Para todo a € A, o(a) é compacto.

Demonstragdo: Segue da Proposicao 6.2 que o(a) C {\ € C; |A| < |la||}. O

Proposicdo 9.6. A aplicacio GL(A) > a+—— a~' € A € continua.

Demonstragdo: Dado a € GL(A), tome h € A, ||h|| < |la=!||7L. Segue de (8) e da demonstracio
da Proposicao 9.3 que

o0

(@+h)™=> (ath)"a™!
e, portanto, "
(a+h) ' —at= i(a_lh)” a t,
donde i
latm)™ =a =3 (e h) | < o™t 3 lla™ ] = ||a—1|IM‘
n=1 n=1

Dado € > 0, tome § € R, 0 < § < 1, tal que 15 < S se 0 < ¢ < 6. Dai,se||h||<ﬁ,entéo

lla=l

la=th|| < d e portanto |[(a + k)" —a7!| < e O
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Proposicao 9.7. Dado a € A, a aplicacdo

R:C\o(a) — A
A — (A—a) !

€ holomorfa.

Demonstragdo: Dados A\, u & o(a), temos

w=a)'=(=a)" = (p-a) A -a) = (p-a))A-a)T" = A= p)(u-

logo

Segue da Proposicao 9.6 que

(e = =g ]
E_}II%\ T = —(A—a)"2

Provamos que para todo A & o(a), R'(\) = —R(\)2.

Proposigao 9.8. lim |[(A —a)7!|| =0.
[A|—=o0

Demonstragdo: Pela equagao (8),

A—a)! = ii() se [Al> [al.

Logo

.
‘;}Q

O lado direito desta desigualdade tende a zero quando |)\| tende a infinito.

1
A =a) 7 <
A

P HaH'

a)_l(A - a‘)_la

35

0

Teorema 9.9. Sejam A uma dlgebra de Banach (complexa) com unidade. Para todo a € A, o(a) C C

€ um compacto nao-vazio.

Demonstragdo: J4 vimos no Corolédrio 9.5 que o(a) é compacto. Suponhamos, por absurdo, que

o(a) = ). Pela Proposigao 9.7, R : C — A é holomorfa. Segue da Proposi¢ao 9.8 e da Proposigao 8.2

que R(A) = 0 para todo A. Isto é um absurdo porque R()\) é inversivel para todo A.

O

Corolério 9.10. Seja A uma dlgebra de Banach (complexa) com unidade em que todo elemento nao

nulo € inversivel. Entdo A € isomorfa a C.
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Demonstragdo: Dado a # 0 em A, tome A € o(a). Entdao (A1 4 — a) ndo é inversivel, logo a = A1 4.
Provamos que A = Cl4. A aplicaggo A 3 z14 +— z € C é um isomorfismo de dlgebras, que é também

um multiplo de uma isometria: ||z1,|| = |14l |2| para todo z € C. O

O resultado precedente é conhecido como o Teorema de Gelfand-Mazur. Foi demonstrado por Gel-
fand, depois de Mazur anunciar ter demonstrado que, a menos de isomorfismos, s6 existem trés algebras
de Banach reais nas quais todo elemento nao-nulo ¢ inversivel: R, C e o conjunto dos quatérnions Q.

Os quatérnions nao sao uma algebra complexa.

10. A TRANSFORMADA DE GELFAND

Seja A uma algebra de Banach unital comutativa. Para cada a € A, definimos @ : A—C por

~

a(p) = ¢(a). Se (pa)a € uma rede em A convergindo para ¢, temos

a(¢a) = ¢ala) — ¢(a) = a(e)
e portanto @ é uma funcio continua em A A aplicacao

ki A — C(A)

a —— a

é chamada de Transformada de Gelfand.

Proposicao 10.1. A Transformada de Gelfand k € uma transformagao linear continua e ||| < 1.

Além disso, k € um homomorfismo unital de dlgebras.

Demonstragio: E imediato que k € linear. Segue da Proposicao 6.4 que, para todoa € Ae ¢ € j’
a(¢)| = |¢(a)| < [|a]|. Logo,

[all = sup [a(¢)| < [af
peA

Dados a,b € A, para todo ¢ € ﬁ,

—

(ab)(9) = (ab) = $(a)(b) = A(H)D(9).
Logo k é um homomorfismo de dlgebras. Finalmente, para todo ¢ € E, i;(cb) =¢(1ly) = 1. O
Exemplo (Exemplo 4 da Secdo 7 revisitado): Vimos que, para A = ¢'(Z), a aplicacio
S's2r—¢,e A
é um homeomorfismo. Segue entdao que a aplicacao

C(A)>s fr— feC(SY),  flz) = f(42),
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é um isomorfismo isométrico de algebras de Banach. Consideremos a composi¢ao deste isomorfismo
com a transformada de Gelfand:
A L ocd) = o
—

a +— a

SN

Dada a = (ap)nez € A, é(z) = Z anz", z € S'. Em outras palavras, a menos de um isomorfismo
neZ
isométrico de 4lgebras de Banach, o que a transformada de Gelfand faz em A = ¢!(Z) é mandar

uma sequéncia em ¢!(Z) na funcio continua que tem como coeficientes de Fourier essa sequéncia.
Concluimos portanto que, a menos desse isomorfismo, a imagem da Transformada de Gelfand consiste
das funcdes continuas em S' cuja série de Fourier converge absolutamente e uniformemente. Nem
todas as fungoes continuas em S! possuem essa propriedade (veja, por exemplo, [11, Theorem 5.12]),

o que prova que a transformada de Gelfand de ¢!(Z) ndo é sobrejetora.

Este é o Teorema de Gelfand para dlgebras de Banach comutativas:

Teorema 10.2. Seja A uma dlgebra de Banach (compleza) unital comutativa. Dado a € A temos que

a € inversivel em A se e somente se a € inversivel em C(A), isto €, se e somente se ¢p(a) # 0 para

todo ¢ € A.

Demonstragio: Suponha que a € A é inversivel e seja ¢ € A. Como ¢ é unital, 1 = ¢(14) =

dlaa=t) = ¢(a) p(a™!) e portanto ¢(a) # 0.
Dado a € A nao-inversivel, vamos construir um ¢ € A tal que ¢(a) = 0.

Um ideal maximal de uma &algebra A é um ideal préprio J tal que, se J é um ideal que contém

propriamente J, entao J=A.

Provemos que todo ideal maximal J de uma algebra de Banach unital A, como a da hipdtese do
teorema, é fechado. E bem direta a demonstracgao de que o fecho de qualquer ideal de uma algebra de
Banach é também um ideal. Como J C J, J é maximal e J é um ideal, basta provar que J é préprio.
Para isso basta provar que, se J = A, entdo .J ndo é préprio. Se J = A, entdo J é denso em A.
Considere a bola aberta B(14,1) de raio 1 centrada na unidade. Segue da densidade de J em A que
existe x € J N B(14,1). Vimos na Proposigao 6.1 que todos os elementos de B(14,1) sao inversiveis.

Logo J contém um elemento inversivel, logo J contém 14, logo A C J, logo J néo é préprio.

Voltemos agora ao a € A nao-inversivel que nos foi dado. Seja Jy o ideal de A gerado por a, isto é,
Jo = {ax; x € A}. Aplicando o Lema de Zorn ao conjunto {J ideal préprio de A; Jy C J} ordenado
pela inclusao, concluimos que existe um ideal maximal J, fechado, contendo Jy > a. Dado x € A\ J,

o ideal J = {bx +j; b€ A, j € J} contém propriamente o ideal maximal J. Logo J = A, logo existe
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y € Atal que zy+j = 14, ou seja, 14 —xy € J. Isto prova que todo elemento nao-nulo da dlgebra de
Banach A/J ¢ inversivel. Pelo Corolario 9.10, portanto, temos que A/J = Cl4,;. Seja ¢ a aplicacao
definida por

A T AJJ=Cly,; — C

(14)
a > a+J=Aly; — ¢(a) = A,

em que 7w denota a projecao canonica. Sendo ¢ a composicao de dois homomorfismos, ele é um
homomorfismo. Sendo ¢(14) =1, ¢ € A. E como a € J, ¢(a) =0. O

Corolario 10.3. Sejam A uma dlgebra de Banach unital e a € A. Temos

o(a) = {¢(a); ¢ € A} = Ima.

Demonstragdo: Pelo Teorema 10.2, A & o(a) <= ¢(Alg — a) # 0 para todo ¢ € A. Logo
A & o(a) < ¢(a) # A para todo ¢ € A. Logo A € o(a) <= existe ¢ € A tal que A = ¢(a) = a(¢).
Logo A € o(a) <= X € Ima. O

Proposicao 10.4. Seja 9 o conjunto dos ideais mazimais da algebra de Banach unital A. A aplicagao
A5¢ — kerpeM

estd bem definida e € bijetora.

Demonstragdo: Se ¢ € A, o quociente A/ ker ¢ é uma &lgebra isomorfa a C. Logo, todo elemento
nao-nulo da algebra A/ker ¢ é inversivel. Por um argumento parecido ao que usamos para provar,
na demonstracdo do Teorema 10.2, que todo elemento nao-nulo de A/J é inversivel, isto implica que

ker ¢ é maximal.

Dado J € M, o diagrama (14) define um homomorfismo nao nulo ¢, ker ¢ = J. E quando se aplica

a construcao de (14) a J = ker ¢, ¢ € A\, o homomorfismo que se obtém é o préprio ¢. O

Nos primérdios da teoria das algebras de Banach, falava-se mais do “maximal ideal space” 9t do

que do espectro A. Esta nomenclatura é usada por exemplo em [3, 11].

Teorema de Wiener sobre séries de Fourier absolutamemente convergentes.

Nesta subsecao, com base em [11, Theorem 18.21], vamos expor a demonstragao de Gelfand para
um teorema sobre convergéncia de séries de Fourier, primeiramente demonstrado por Wiener usando

técnicas de andlise classica.

Para cada n € Z, seja e,(2) = 2", 2 € St, n € Z.
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J& sabemos que se f € L?*(S'), entao sua série de Fourier converge para f na norma | - [l2. Em

particular, para toda f € C(S!),

(15) f= Zﬁzen, ﬁz — 1/‘7r f(eie)efme do.

2w
neZ

Esta soma infinita deve ser interpretada como uma soma absolutamente convergente no espago de

Hilbert L2(S1).

Se f € CO(S!) é tal que a soma infinita em (15) converge absolutamente no espaco de Banach
(C(SH),] - llo), a soma da série serd necessariamente igual a f. De fato, seja g a soma da série.
Escolhendo arbitrariamente uma enumeracao para Z, as somas parciais dessa soma infinita convergirao

uniformemente para g. Logo,

~ 1 ™ . ) 1 ™ . )
Fn Fe®)e™dh = — [ f(e")e™"™ df = Gn,
s

27T -7 -

o que implica que f = g, pois {e,; n € Z} é um conjunto ortogonal completo em L?(S%).

A soma infinita no lado direito de (15) convergir absolutamente no espaco de Banach (C(S'), || |ls)

é equivalente a Z | fn| < 00. Definamos
nez

B={feC(8"):; > |fal < oo}

neL

1
O Teorema de Wiener afirma que se f € B e f(z) # 0 para todo z € S', entao —. € B.

Pelo que vimos na péagina 37 (Exemplo 4 da Segao 7 revisitado), B é igual & imagem da transformada
de Gelfand para a &lgebra de Banach ¢*(Z). Seja f € B =Im=r, f = x(a), tal que f(2) # 0 para todo
z € S*. Segue do Teorema de Gelfand que a é inversivel. Seja b € ¢*(Z) a inversa de a, seja g = k(b).

Como k é um homomorfismo de algebras, g = % Ou seja, % € B, como queriamos.

Dada f € C(S!), denotemos por f a funcio continua 2m-periédica definida por f(0) = f(e),
9 € R. Dizse que f € C1(S)) se f € CI(R) e define-se f' por f'(e??) = (f)(0). Se f € C1(SY),
integrando por partes, temos

</f7)n = ! Tr(f)/(ﬁ)e—inedg = i 1 /_7r f(ﬁ)e‘medﬁ _ &

o2 _,, in 2m m
n2
neL

Daf, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em ¢%(Z), vem

[N
SIS

Sl = SRl < (ZW)

nez ne”L neL



40 IME-USP 2020

O lado direito desta desigualdade ¢ finito pela identidade de Parseval, Z |Ful? = / | £(e9)|2 db.
ne’ -
Logo C*(S') C B, e portanto B é densa em C(S!).

11. RAIO ESPECTRAL

Definigao 11.1. Sejam A uma dlgebra de Banach com unidade e a € A. O raio espectral, denotado
por r(a), € dado por

r(a) = sup |\
A€o (a)

Segue da Proposicio 6.2 que 7(a) < |lal|, a € A. Segue da Proposicao 9.7 que R(\) = (A —a)~ ! é
holomorfa em {\ € C; |\| > r(a)}. Definamos

i) = R(1/z) 0<z] < 1
0 z2=0

E claro que f é analitica em {z € C; 0 < |2| < ﬁ} Segue da equagao (8) e de f(0) =0 que

= 1
flz) = zZz”an, lz| < —,
2 fal
e, portanto, f é holomorfa também em z = 0, f'(0) = 14. Notando que H}Tll < @, segue da
Proposicao 8.3 que
= 1
z) = z Y 2"d", |z] < —,
) = 23 <

donde decorre

1
2| < — = supl[z"d"]| <
n

r(a)

e, portanto,
n

Al >7r(a) = M,\::s%p‘)\n < 0.

Provamos que, se A € C e [|A]] > 7(a), existe M) > 0 tal que ||a"\|% < |Al M)l\/n e, portanto,
. nnt . 1/n
limsup [[a"]|» < |A| Im M’ = [A].
n—0o n—o0
Como A é um complexo arbitrério satisfazendo |A| > r(a), obtemos finalmente o seguinte resultado.

Proposicao 11.2. Sejam A uma dlgebra de Banach unital e a € A. Entdo lim sup ||a"H% < r(a).

n—oo

Proposicao 11.3. Seja A uma dlgebra complexa com unidade. Sejam a,b,c € A tais que a = bc = cb

e a € inversivel. Entao b e ¢ sao inversiveis
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Demonstragdo: Temos c(ba™!) = (a7'b)c = 1. Daf a='b = (a7 'b) c(ba™!) = ba~!. Logo, a~'b =

1

ba"!, ¢ é inversivel e ¢! = a7'b. Dal b = ac™! também é inversivel. O

Segue da proposi¢ao precedente e da identidade

a® =" = (a—\) Za”_j N = Zan_j pUat (a—MN),
j=1 Jj=1

valida para quaisquer a € A, A € Cen € N, que
a™ — A" inversivel = a — X inversivel

ou, equivalentemente,
A€ o(a) =  AN'eo(a").
Segue agora da Proposicao 6.2 que
Neola) = < a” = A< e

Isto implica:

Proposicao 11.4. Sejam A uma dlgebra de Banach unital e a € A. Entdo r(a) = inf ||a"\|%
n

As proposicoes 11.2 e 11.4 implicam imediatamente:

s

Teorema 11.5. Sejam A uma dlgebra de Banach unital e a € A. FEntao a sequéncia (||a”\|%)n é
convergente e

1
o
lim "% = r(a).

Exemplo. Sejam X = C([0,1]), A = ) e V e B(X) definido por

B(X
/ f@yat, fec(o,1).
V' é chamado o operador de Volterra e satisfaz
V™| = % e, portanto, nlg]go HV”H% =0.

Segue portanto do Teorema 11.5 que o(V') = {0}, afirmagao que pode também ser verificada indepen-

dentemente, sem invocar este teorema.

Seja a € A, A como antes uma algebra de Banach com unidade. Dizemos que a é quase nilpotente

se lim Ha"||% =0, o que é equivalente a o(a) = {0}.

Problema. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. Mostre que o nicleo da

transformada de Gelfand, ker x, coincide com o conjunto dos elementos quase nilpotentes de A.
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12. TEOREMA DE GELFAND PARA C*ALCEBRAS

Definigao 12.1. Uma involugcao em uma dlgebra complexa A € uma aplicacdo * : A — A satisfazendo,

para todos x,y € A e X € C, (i) Mz +y)* = \x* +y*, (ii) (zy)* = y*z*, (iii) (z*)* = .

Definicao 12.2. Uma dlgebra de Banach com involu¢do € uma dlgebra de Banach munida de uma

involucdo isométrica.

Definicao 12.3. Uma C*dlgebra é uma dlgebra de Banach com involugdo A satisfazendo ||v*x|| = ||z ||?

para todo x € A.

*%k

Em qualquer *algebra unital A, 1% = 14, pois 1% & = (2*14)* = 2™ = z para todo z € A e, da
mesma maneira, z 1% = x. Em uma C*4lgebra vale ademais que ||14]| = ||1%14]| = ||14]/? e portanto

114l = 1.
Exemplos

(1) Seja H um espago de Hilbert de dimensao infinita. B(H) munida da involugao dada pelo ajunto
de operadores é uma C*algebra com unidade. O ideal fechado IC(H) é invariante pela involugao e
portanto é uma C*algebra sem unidade com a estrutura herdada de B(H). (Veja o Exemplo 1 da

Secao 7.)

(2) Seja © um espago topolégico de Hausdorff localmente compacto. Entao Cp(§2) torna-se uma
C*algebra comutativa se munida da involu¢ado dado pelo complexo conjugado. Esta algebra é unital

se e somente se ) é compacto.

(3) Vimos no Exemplo 4 da Secdo 7 que ¢!(Z) é uma algebra da Banach com involucdo, mas nio é

uma, C*4lgebra.
Proposicao 12.4. Se a é um elemento autoadjunto de uma C*dlgebra unital A, a = a* € A, entdao

r(a) = al|.

Demonstragdo: Temos ||a?| = ||a*a| = ||a/|>. Podemos aplicar esta identidade com a? no lugar de

a'| = [lal|*, e ento [la®]| = [lal|*, e assim

a, pois a? também é autoadjunto, (a?)* = (a*)? = a®. Dai

sucessivamente. Demonstra-se por inducao que

HGQkHTk = |la||, para todo k € N.

Assim, a sequéncia (||(a")|]%)n, que converge a r(a) pelo Teorema 11.5, possui uma subsequéncia

constante e igual a ||al|. Logo r(a) = ||a]. O
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Corolério 12.5. Uma dlgebra unital com involugao (complexa) pode ser munida de no mdzrimo uma
norma que faga dela uma C*dlgebra. Equivalentemente, se A e B sao C*dlgebras unitais e ¢ : A — B

€ um isomorfismo de dlgebras com involugdo, entdo ¢ € uma isometria.

Demonstragdo: Todos os elementos a de uma C*lgebra A satisfazem [a|| = \/|a*a| = \/r(a*a),
pois a*a é autoadjunto. O ultimo membro desta igualdade sé depende da estrutura de algebra com

involugao de A, que portanto determina a norma. O

Proposigao 12.6. Se a € um elemento autoadjunto de uma C*dlgebra unital A, a = a* € A, entdo o

espectro de a € real, o(a) C R.

Demonstragdo: Dado A =z + iy € o(a), z,y € R, queremos mostrar que y = 0.

Para cada n € N, considere b,, = a—x+iny = (a— ) +i(n+1)y € A. Como a— A nao é inversivel,
entdo i(n + 1)y € o(b,), entao (n+ 1)|y| < [|b,||. Ou seja, para todo n € N, temos
(n+1)%y < [Ibal® = 10360l = ll(a — = — iny)(a — @ +iny) || = [[(a — 2)* + n*y?|| < Ja - 2|* +n’y*.
Dai
2n+ Dy? = [(n +1)% =02y < |la — z||?>, para todo n € N,
o que implica que y = 0. 0

Proposigao 12.7. Sejam A uma C*dlgebra unital comutativa e ¢ € A. Entao, para todo a € A,

¢(a*) = ¢(a).

Demonstragdo: Pelo Corolario 10.3 e pela Proposicao 12.6, se x = x* € A,

o(x) = {¢(x); ¢ € 4} C R.

Ou seja, ¢(z) = ¢(x) para todo ¢ € Asex=12"€ A Dadoac A qualquer,

. a+a* a—a*
a=+1y, T= 2 y Y = .

Como z e y sao autoadjuntos,

¢(a”) = o(z —iy) = ¢(z) —id(y) = ¢(x) +ip(y) = é(a),

como queriamos. O

Corolario 12.8. Se A é uma C*dlgebra comutativa com unidade, entdao a transformada de Gelfand

k: A — C(A) é um homomorfismo de dlgebras com involugdo, isto é, k(a*) = k(a) para todo a € A.

Demonstragdo: Para todo ¢ € A, r(a*)(¢) = ¢(a*) = ¢(a) = r(a)(e). O
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-~

Proposicao 12.9. Seja A uma C*dlgebra unital comutativa, seja k : A — C(A) sua transformada
de Gelfand. Para todo a € A, ||k(a)|eo = r(a).

Demonstragio: Segue do Corolario 10.3 que, para todo a € A,
[r(a)lle = sup|p(a)l = sup [A] = r(a),
peA A€o (a)

como queriamos. O

Proposigao 12.10. Se A é uma C*dlgebra unital comutativa, sua transformada de Gelfand k : A —

C(A) ¢ uma isometria.

Demonstragdo: Segue da Proposi¢ao 12.4, do Corolério 12.8 e da Proposicao 12.9 que, para todo
a € A,
[5(a)][5 = l[£(a)r(a)]lo = |K(a"a)lloo = r(a*a) = ||a*al| = ||al|?

(na terceira igualdade usamos que a*a é autoadjunto). U

Para uma demonstragao do teorema seguinte, veja, por exemplo, [4, Theorem 2.40)].

Teorema 12.11. (Stone-WeierstraBl) Seja X um espaco de Hausdorff compacto, seja A uma sub-
dlgebra de C(X) invariante pelo complexo conjugado e contendo as fungoes constantes. Se A separa

pontos (isto €, dados x #y em X, existe f € A tal que f(z) # f(y)), entdo A é densa em C(X).

Proposigao 12.12. Se A uma C*dlgebra comutativa com unidade, a imagem da transformada de

~

Gelfand, Imk = {k(a); a € A}, é densa em C(A).

Demonstragdo: Sendo K : A — C’(ﬁ) um homomorfismo de algebras com involucao e sendo
k(14) igual & funcdo constante e igual a 1, Im x é uma subélgebra de C (E) invariante pelo complexo
conjugado e contendo as fungoes constantes. Dados ¢ # 1) em X, existe a € A tal que ¢(a) # ¥(a),

logo k(a)(¢) # k(a)(v)). A proposigao é entao consequéncia do Teorema de Stone-Weiertra8. O

Observagao: Na demonstracao da Proposicao precedente, bastaria supor que A é uma algebra de
Banach unital com involucao e que a transformada de Gelfand é um homomorfismo de algebras com
involucdo. Este é o caso, por exemplo, de £!(Z). Na pagina 40, vimos que a imagem da transformada

de Gelfand de ¢!(Z) é densa usando outros argumentos.

Esta longa série de pequenos resultados culmina no Teorema de Gelfand para C*dlgebras:

Teorema 12.13. Seja A uma C*dlgebra comutativa com unidade. A transformada de Gelfand k :

A — C(A) € um *-isomorfismo isométrico entre as C*dlgebras A e C(A).
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Demonstragio: Ja sabemos desde a Proposicao 10.1 que k¥ é um homomorfismo de algebras e que
||k(a)|| < ||a|| para todo a € A. O Corolario 12.8 garante que x preserva involugao. A Proposicao 12.10

afirma que k é uma isometria; logo, pela completude de A, Im « é fechada. Mas Im k é densa em C'(A),

pela Proposicao 12.12. Logo k é sobrejetora. Toda isometria é injetora. O

13. INVARIANCIA ESPECTRAL

Definigao 13.1. Um “polinémio em z e Z” € uma expressao da forma
(16) p(z,2) = Z Qnm 2" 2",

F C N x N finito, o m € C.

Sejam A uma C*&lgebra com unidade e a € A normal, isto é, a*a = aa™. Para cada p como em

(16), definimos
pla,a*) = Z anma” (a*)™

(n,m)eF
(§

(17) D = {p(a,a”); p polinémio em z e z }.

Como a é normal, D é uma *algebra comutativa, a menor *subalgebra de A contendo 14 e a. Deno-
tamos o fecho de D por C*(1,a). Esta é a menor C*subdlgebra de A contendo 14 e a. E também

comutativa, pois possui uma subdlgebra densa comutativa.

Lema 13.2. Sejam X um espago compacto de Hausdorff e f € C(X). Se f(xo) = 0 para algum
xo € X, entdo para todo € > 0 eziste g € C(X) tal que ||g]loc =1 € [|gf]|oc < €.

Demonstragdo: V :={x € X; |f(z)| < €} é um aberto contendo zy. Pelo lema de Urysohn, existe

geC(X)talque0<g<1, g(zg)=1eg(xr) =0sex e V. Logo, ||g]lcc =1 € [|gf]lcc < €. O

Proposicao 13.3. Sejam A uma C*dlgebra com unidade e a € A normal. Se b € C*(1,a) possui
inversa b=1 € A, entdo b=! € C*(1,a).

Demonstragdo: Denotemos B = C*(1,a). Suponha que b é inversivel em A e tome e = ||b=1|| 7.
Suponha que b nao seja inversivel em B. Como B é uma C*algebra comutativa com unidade, pelo
Teorema 10.2, f = k(b) se anula em algum ponto de B. Usando o Lema 13.2, tome g € C(E) tal
que ||g/lcc = 1 € ||fgllcoc < €. Pelo Teorema 12.13, existe ¢ € B, k(c) = g, |c|| = |9]lc = 1 €
1bell = K (cb) oo = [Ifglloc < €. Dat:

L= el = o= (be) | < fIo~[lfbe]l < 1,
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0 que é um absurdo. O

Proposigao 13.4. Sejam A uma C*dlgebra com unidade e B C A uma C*subdlgebra contendo a

unidade de A. Se b € B possui inversa b= € A, entdo b~ € B.

(b*b)~1b*. Sendo
b*b autoadjunto, portanto normal, segue da Proposicio 13.3 que (b*b)~! € C*(1,b*b) C B. Logo
b=l = (b*b)~1b* € B. O

Demonstragdo: Se b é inversivel em A, b*b também ¢é inversivel em A e b~ =

Corolario 13.5. Sejam A uma C*dlgebra com unidade e B C A uma C*subdlgebra contendo a unidade

de A. Se b € B, o espectro de b relativo a B coincide com o espectro de b relativo a A.

Demonstragdo: Dado A € C, é ébvio que A — b inversivel em B implica A — b inversivel em A. A
reciproca segue da Proposi¢do 13.4: A — b inversivel em A implica A — b inversivel em B. Ou seja,
ANgo,(b)y<= N&o,(b). O

Exemplo (Exemplo 7 da Secdo 7 revisitado). Seja A = {f € C(S'); f = g|s1, g € C(D), g|n
holomorfa} (lembrando que D = {2z € C; |z2| < 1} e B = {z € C; |2|] < 1}). A é uma subdlgebra
)(id) =Steo,(id) = D.

Munida da involucdo f + f, C(S') é uma C*4lgebra, mas A ndo é invariante pela involucio e portanto

fechada de C(S') que nao é espectralmente invariante: para id(z) = z, st

o Corolrio 13.5 ndo se aplica. A dlgebra C(S') pode ser munida de uma outra involucdo isométrica, a

saber, f*(z) == f(Z). Esta nova involucio deixa A invariante, mas nio satisfaz o axioma || f* f| = || f||*

e portanto o Corolario 13.5 nao se aplica.

14. CALcuLo FuncioNAL CONTINUO

Proposicao 14.1. Sejam A uma C*dlgebra com unidade e a € A normal. Seja B = C*(1,a), como
definida na pdgina 45, a menor C*subdlgebra de A contendo 1 e a. A aplicagio

(18) B3¢ — ¢(a) € o(a)
€ um homeomorfismo.

Demonstragdo: Como B é comutativa, segue do Corolario 10.3 que o, (a) = {¢(a); ¢ € B}. Pelo
Corolério 13.5, 0, (a) = o(a). Logo, a aplicacao em (18) estd bem definida e é sobrejetora.

Suponha que ¢(a) = ¢(a). Como ¢ e ¥ sao *homomorfismos, ¢ e 1) coincidem em D, definido em

(17), que é denso em B. Como ¢ e 1) sdo funcionais lineares continuos em B, segue que ¢ = 1.
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Se (Pa)a € uma rede em Be ba — P E B, segue da definicao da topologia de B que ¢q(a) = o(a).

Sendo a aplicagao em (17) uma bijecdo continua entre dois espagos compactos de Hausdorff, ela é

um homeomorfismo. O

Teorema 14.2. Sejam A uma C*dlgebra com unidade e a € A normal. Entao existe um *homomor-
fismo isométrico € : C(o(a)) — A, cuja imagem coincide com C*(1,a), e tal que, se f(z) = p(z, 2),
z € o(a), p como em (16), entao

(19) ¢f) = > apma”(a)™

(n,m)eF

Segue do Teorema de Stone-Weierstrafl que o conjunto dos polinémios em z e z é denso em C(o(a)). A
condigao (19) implica portanto a unicidade do *homomorfismo € que vamos construir na demonstragao
seguinte. E também a condicao (19) que justifica a notacio €(f) = f(a), universalmente adotada. O
Teorema 14.2 implica e decorre facilmente seguinte afirmacdo: dados a € A normal, FF C N x N finito

e anm €C, (n,m) € F,

E Qpma” (a*)™|| = sup g anm 2" Z".

(n,m)eF z€a(a) (n,m)eF
Este é um de diversos exemplos em que se pode deduzir uma igualdade sobre normas de elementos de

uma algebra de Banach como consequéncia do Teorema de Gelfand.

Demonstragio do Teorema 14.2: Pela Proposicio 14.1, @ : B —> o(a) é um homeomorfismo.
Logoa* : C(o(a)) — C (E), a*(f) = foa, é um *isomorfismo isométrico. A transformada de Gelfand

1

k:B— C’(E), é um *isomorfismo isométrico, pelo Teorema 12.13. Logo € .=k ' oa* : C(o(a)) —

B é um *isomorfismo isométrico; em particular, €(1 =14. Como € é um *homomorfismo, para

Clotay)
provar (19) basta provar que €(id) = a. Isto segue imediatamente das defini¢oes: idoa =a = k(a). O

O seguinte exemplo permite encarar o Teorema 14.2, ao qual nos referiremos como “o céalculo
funcional continuo”, como uma generalizacao do teorema espectral para espacos vetoriais complexos

de dimensao finita.

Exemplo 1. Seja A = M,(C), a € A normal. O espectro de a sdo seus autovalores, o(a) =
{A,-+, Am}, m < n. Toda funcao definida em um conjunto discreto é continua; em particular, x; :
ola) — C, x;(Aj) =1, xj(Ax) =0 se k # j, pertence a C(o(a)), j =1,--- ,m. Seja p; = xj(a). As
identidades em M, (C) enumeradas em destaque um pouco mais abaixo decorrem do célculo funcional
continuo e das seguintes identidades em C' (J(a)7)7:l -

W x=x3=% @xjxe=0sej#k (3) Y x;=1, (4D Ny, =id.
3=1 Jj=1
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(1) pj = (pj)* = (pj)",
(2) pjpr =0se j #k,

3) Y pi=1
7j=1

(4) Z )\jpj =a
j=1

Identifiquemos agora M, (C) com B(C") da maneira canonica e denotemos por V; C C" a imagem de
pj : C" — C". Segue de p; = (pj)? que V; = {z € C"; pjx = z}. Segue de (2) e de p; = pj que os
espagos Vj, j = 1,---,m, sdo mutuamente ortogonais. Segue de (3) que C" = @, V;. Segue de (4),
de (2) e de pjx = x se x € Vj que Av; = A\jv; se v; € V;. Em resumo, C" pode ser decomposto como

a soma direta de autoespacos de A mutuamente ortogonais.

O seguinte exemplo mostra que um pedago do teorema espectral para operadores compactos normais
em espacos de Hilbert pode ser obtido como consequéncia do céalculo funcional continuo; e sugere a

necessidade de estender o cdlculo funcional para fungdes nao continuas.

Exemplo 2. O espectro de qualquer operador compacto em um espago de Banach de dimensao
infinita é da forma {0} | J E, sendo E enumeravel e contendo no maximo um ponto de acumulagao, que
serd necessariamente 0. Além disso, cada ponto nao-nulo do espectro é um autovalor com autoespaco

de dimensao finita. Para uma demonstracao destas afirmagoes, veja [1, Teorema 7.3.7].

Seja H um espaco de Hilbert e seja T : H — H um operador compacto normal, T7T* = T*T.

Vamos analisar apenas o caso em que o espectro de T' é infinito e, portanto, da forma

o(T) = {0} U{A1, A\, -}, nh_)rglo An = 0.
Cada ponto diferente de zero em o(7T') é um ponto isolado, e portanto, para j = 1,2,---, a fungao
X; : 0(T) — C definida por x;\; = 1, x;(A) = 0 se A # A;, é continua. Seja P; = x;(T). Segue do
célculo funcional continuo e de

n
lim Y Xy, =id  em C(o(T))
7=1

n—00 4

que

n—00 4

n
lim Z AjP; = A em B(H), na topologia da norma.
7j=1

Argumentando como no Exemplo precedente, pode-se provar que Im P; consiste de autovetores asso-
ciados a A;, e sao mutuamente ortogonais. Mas nao se pode repetir o argumento do caso H = C"
para provar que H pode ser decomposto na soma direta dos autoespacos de T, em parte porque a
funcao caracteristica yog de 0 em o(7") nao é continua. A extensao do célculo funcional para fungoes

mensuraveis a Borel vai ajudar a esclarecer esta questao.
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15. TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES NORMAIS

Ha pelo menos trés versoes do teorema espectral para operadores normais limitados em espacos
de Hilbert. Uma delas afirma que qualquer operador desse tipo é unitariamente equivalente a um
operador de multiplicacdo em algum espaco L2. Uma outra consiste basicamente de estender o célculo
funcional continua para funcoes limitadas e mensuraveis a Borel definidas no espectro do operador. A
mais conhecida é a versao original de Hilbert e Von Neumann, que escreve o operador como a integral
da funcao identidade com respeito a uma medida que toma valores em projecoes ortogonais. Qualquer

uma das trés versoes implica as outras duas sem muito esforgo.

Nossa abordagem, baseada em [2, 9], sera demonstrar primeiro a versao operador-de-multiplicacao
) ) ) b
depois estender o calculo funcional para funcoes borelianas e sé entao obter a versao classica. Vamos

usar o célculo funcional continuo e o teorema da representacao de Riesz para funcionais positivos [11].

Sejam H um espago de Hilbert, ' € B(H) normal e o(T") o espectro de T'. Segue do Teorema da
Aplicagao Aberta que, dado A € C, A\I — T é inversivel em B(H) se e somente se A — T é uma bijegao.
Assim, o(T) consiste dos A € C tais que Al — T nao é uma bijecao. Todo autovalor de T pertence ao

espectro de T, mas em geral nem todo ponto do espectro é um autovalor se H tiver dimensao infinita.

Pelo Teorema 14.2, existe um *homomorfismo isométrico (o calculo funcional continuo)

C(o(T)) — B(H)

20
20 [ — f(T)

tal que, se f(z) = Z anm 2" 2", FF C NxN finito, ay, € C, entéo f(T) = Z Qo T (T)™.

(n,m)eF (n,m)eF

Dado v € H nao-nulo, considere o funcional linear

Ay :C(o(T)) — C
fo— (f(T)v,0)

Dada f € C(a(T)), f > 0, seja g = /f. Entdo g € C(o(T)), g> = f e g = g. Aplicando o
e

*homomorfismo em (20) a estas identidades, vem que g(T)% = f(T) e g(T)* = g(T). Dai

Ao(f) = (F(T)v,v) = {g(T)*g(T)v,v) = (9(T)v,g(T)v) = [|g(T)v|* = 0

Ou seja A, é um funcional linear positivo. Pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe uma

medida positiva regular p,, definida nos borelianos de o(7'), finita pois o(T") é compacto, tal que

A(f) = / i 1 E0ED)
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Em particular, temos

(21) w, (o(T)) = |[v]|*.

. Chama-se p, de medida espectral associada a v.
Para cada f € C(o(T)), temos

IF(T)ol* = (f(T)v, f(T)v) = (F(T) F(T)v,0) = (F(T) f(T)v,v) =

g

(1F2(T Yo, v) = / P due = 112
C(o(T))

com || - ||2 denotando a norma de L?(o(T);dpu, ).

Seja D o subespago de H definido por D = {f(T)v; f € C(c(T))}. A série de igualdades logo acima
mostra que f(T)v + f define uma isometria V de D em L?(o(T);dp,) com imagem igual a C(o(T)),
que é um subespaco denso de L?(o(T);dpu,). Seja H, o fecho de D. Por densidade, a isometria V se

estende a um operador unitdrio, que também denotaremos por V, de H, em L?(o(T);du,)

Teorema 15.1. Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H) normal. Seja v € H ndo-nulo, seja
w, a medida espectral associada a v, seja D = {f(T)v; f € C(a(T))} e H, = D seu fecho. Entdo
H, ¢ invariante por T e existe um operador unitirio U : L?(a(T); du,) — H, tal que, para toda
feL*(o(T);dp,)

(22) (UTTUF)(A) = Af(N), p,-atp.

Demonstragdo: Seja U a inversa do operador unitario V : H, — L?(o(T); du,) definido logo
antes do enunciado do teorema. D é invariante por 1" pois Tf(T)v = ¢g(T)v, g(A\) = Af(A). Por
densidade H, também é invariante por 7. Por definicdo, para toda g € C(o(T)), Ug = g(T)v. Dai
para toda f € C(o(T)),

U@d f) = (id £)(T)v = id(T) f(T)v = T f(T)v = TU(f), logo id f = U 'TUY,

ou seja, (22) vale para toda f em C(a(T)), que é um subespaco denso de L?(o(T); du,). Multiplicacio
pela funcio continua limitada id(A) = A\, A € o(T), é um operador linear continuo em L?(o(T); dp,).

Logo o resultado segue por densidade. O

Proposicao 15.2. Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H) normal. Se M é um subespaco
fechado invariante por T e T*, entdo T'|pr € normal em B(M) e o(T|a) € o(T). Ademais, para cada
feC(o(T)), temos

(23) F(M)ar = 9(T| ), sendo g € C(o(Thr)) a restricao de f a o(T|ar).
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Demonstragdo: Como M é subespago fechado de H, M é um espago de Hilbert.

Se Mg —T : H— H for uma bijecao, entao A\l py —T'|pr : M — M também é uma bijegao. Logo
o(T|n) Co(T).

Segue imediatamente da defini¢ao de adjunto que (T*)|ar = (T'|ar)*, e portanto T'|ps é normal; e

portanto podemos definir o cdlculo funcional continuo para Ty,
Clo(T|m)) 2 9 — 9(T|u) € B(M).

Se f € C(a(T)) é da forma f(z) = Z anmz"Z", F C N x N finito, entéo a restricao g = f|y €
(n,m)eF
C(o(T|pm)) é dada pela mesma férmula e temos

9Th)= D anm (T)" (T )™= | D anm T (T)" = f(T)|m
(n,m)eF (n,m)eF M

Logo (23) vale para todo polinémio em z e Z, que é um subconjunto denso de C(c(7")). Como o
calculo funcional continuo, visto como aplicacao linear entre dois espagos de Banach, é uma aplicacao
continua, a demonstracao pode ser concluida tomando uma sequéncia p, de polinébmios em z e Z
convergindo uniformemente para uma dada f € C(o(T")). Obviamente, p, convergird uniformemente

também para g em C(o(T|pr)). O

Corolério 15.3. Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H) normal. Se M é um subespaco fechado
invariante por T e T*, entao M ¢é invariante por f(T), para toda f € C(o(T)).

Demonstragdo: A afirmacao segue de (23). O

Seja {Hy; a € I} uma familia de subespagos fechados H mutuamente ortogonais, isto é, se zo € Hy,

xg € Hge a # 3, entao (x4, r3) = 0. Denotaremos por ®qcrHy 0 subespago de H gerado por UperHa.

Proposicao 15.4. Sejam H um espaco de Hilbert e T € B(H) normal. FEziste uma familia de

subespacos fechados mutuamente ortogonais nao-nulos {Hy; o € 1} satisfazendo:

(24) H = (@ Ha>
acl
e, para todo o € I, existe vy, € Hy tal que {f(T)vy; f € C(o(T))} é denso em H,.

Demonstragdo: Seja & o conjunto de todas as familias de subespagos fechados mutuamente or-
togonais {H,; a € I} satisfazendo: para todo a € I, existe v, € Hy, vo # 0, tal que {f(T)vy; f €
C(o(T))} é denso em H,. Ordenando & por inclusao, todo subconjunto totalmente ordenado de &

possui cota superior, a saber, a uniao de todas as familias desse subconjunto. Pelo Lema de Zorn, &
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possui um elemento maximal. Para demonstrar a proposicao, basta provar que, se um elemento de &

nao satisfizer (24), entao ele nao é maximal.

Tomemos portanto {H,; o € I} € & tal que

(HoY* # {0},  Ho =P Ha.

acl
Para todo « € I, para toda f € C(o(a)), Tf(T)va = g(T)va, T*f(T)ve = h(T)va, g(A) = Af(N),
h(\) = Af(N\), A € o(T). Ou seja, o subespaco {f(T)va; f € C(o(T))}, que é denso de H,, fica
invariante por T' e T*. Consequentemente, cada H,, fica invariante por 1" e T*. Logo, se x € Hy, entao
Tx e T*x pertencem a Hy. Agora tome x € (Hp)*. Para cada y € Hy, usando a invarancia de Hy por

T eT*, vem

(Tz,y) = (x, T*y) =0, e (T"z,y) = (x,Ty)=0.

Ou seja, (Hp)* é invariante por T e T*. Segue do Coroldrio 15.3 aplicado com (Hp)* no lugar de M

que (Hp)* é invariante por f(T) para toda f € C(c(T)) Tome vy € (Hp)* nio-nulo e defina

Hy = {f(T)vi; f € Clo(T))}-
Entao {Hy; a € I} U Hy é um elemento de & que contém estritamente {Hy; o € I}. O

O préximo teorema é a “versao operador-de-multiplicacao” do Teorema Espectral para operadores

limitados normais em espacos de Hilbert.

Teorema 15.5. Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H) normal. Entao existe um espago de
medida (X, p), que pode ser escolhido de modo que (X) < 1 no caso em que H € separdvel, um
operador unitdrio U : L*(X; du) — H e uma funcdo mensurdvel limitada g : X — C, g(x) € o(T)
para todo x € X, tais que

(25) (UTTUF)(A) = g(\) f(N), p-atp,

para toda f € L*(X;du).

Demonstrag&do: Tome uma decomposicao de H fornecida pela Proposicao 15.4. Para cada o € I,
seja p, a medida espectral associada a v,. Segue do Teorema 15.1 que existe um operador unitario
Uy : L?(0(T); p,) — Hy tal que UITU é igual ao operador de multiplicacio pela funcao identidade
id.

Seja X = o(T') x I. O conjunto de todos os subconjuntos E de X tais

Eo={\€o(T); (\a) e EY C oT)
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é mensuravel a Borel é uma sigma-édlgebra e p(F) = Zua (Ey) é uma medida positiva em X.

ael
Cada L%(o(T); p,) pode ser canonicamente mergulhado em L?(X; du), identificando um elemento

de L?(oT; dp,) com uma fungdo que se anula em {(\, 3); 8 # a}. Usando esses mergulhos como
identificagoes, os subespacos L?(o(T); du,) sdo mutuamente ortogonais e podemos escrever
L(X; dp) = ELo(T); dp,).
a€el

Definimos U : L?(X; du) — H declarando que a restricdo de U a cada L?(o(T); du,, é igual a U,. U

é um operador unitério e U~1TU é igual ao operador de multiplicacio por g, g((\,a)) = X para todo

(AN, a) € o(T) x I = X. Em particular, g(x) € o(T) para todo = € X.

No caso em que H é separavel, I é enumerdavel, I = {aj, a9, --}. Antes da etapa em que cons-
truimos o espago de medida e o operador unitario, podemos substituir cada v,; por um seu multiplo

v, |lvsll = 279, Segue de (21) que pq, (0(T)) =277 ¢ portanto u(X) < 1. O

Calculo funcional boreliano.

Denotemos por B(c(T)) a algebra das fungbes complexas mensurdveis a Borel e limitadas e por

|| || @ norma do supremo nela definida, || f|lcc = sup |f(\)|, munida da qual B(o(T")) se torna uma
Ao (T)
C*élgebra comutativa. Se f, € B(o(T)) e li_)m fn(x) = f(x), entao f € B(o(T)).

Sejam T € B(H), U : L*(X;du) — H e g : X — C como no enunciado do Teorema 15.5. A
equagao (25) pode ser reescrita como T = UMgU_l, M, denotando o operador de multiplicacao por
g. Para cada h : o(T) — C mensuravel a Borel e limitada, ho g : X — C é mensuravel e limitada
e pode-se considerar o operador de multiplicagio por h o g em L2(X; du), Mpo, € B(L*(X; du)).

Denotemos por h(T") o operador limitado em B(H) definido por
MT) = UMpoU ™.
E fécil ver que || Mpog|| < ||h]loo e portanto |[A(T)| < || -
Teorema 15.6. A aplicagcio ® : B(o(T)) — B(H), ®(h) = h(T), é um *homomorfismo de

C*dlgebras, que estende o cdlculo funcional continuo de (20) e satisfaz

(1) @MW)l < l[hlleo para toda h € B(a(T)),
(2) hn(T)v — h(T)v para todo v € H, se hy,(X) — h(\) para todo A € o(T') e sup ||hn||co < 00.

Segue de toda funcao de B(o(T)) ser o limite ponto-a-ponto de uma sequéncia de limitada fungoes
em C(0(T")) que ® é a tinica extensao do célculo funcional continuo satisfazendo o item (2) do enunciado

do Teorema 15.6.
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Demonstragdo: E bem direto mostrar que ® é um *homomorfismo, isto serd omitido.

E evidente que 1) (T) = Iy eid(T) = T. Dai, se h(z) = Z anpm 2" 2", F C NxN finito,
(n,m)eF
anm € C, entdo h(T) = Z o T (TH)™.
(n,m)eF
Ja vimos que ||h(T)|| < ||h]|, Ou seja, o item (1) é satisfeito, ou seja, a aplicacao linear ® ¢ limitada

e ||| <1.

Como @ coincide com o célculo funcional continuo nos polindomios em z e Z, que formam um
subconjunto || - ||c-denso de C(o(T)), segue de ||[®| < 1 que ® coincide com o cédlculo funcional

continuo em C(a(T)).

Suponha que hy,(A) = h(A) paratodo A € o(T), hy, h € B(o(T')). Para provar que h,,(T)v — h(T)v
para todo v € H, basta provar que U 'h,(T\Uf — U'h(T)U f para toda f € L?(X; du); ou seja,
que M, oqf — Mpogf para toda f € L*(X; du); ou seja, que

lim / ha(g(2)) — h(g()? | (@) du(z) = o.
X

n—oo

Segue da hipétese C = sup ||hy||co < o0 que o integrando acima é majorado por 4C2|f(z)|?, que per-
n
tence a L'(X; du), pois f € L?>(X; du). O resultado que desejamos segue entdo do Teorema da

Convergéncia Dominada. ([l

O grupo dos operadores unitarios em um espago de Hilbert.

O conjunto dos operadores unitarios em um espago de Hilbert H, U(H) := {U € B(H); U* = U1},
é um grupo topoldgico com a composicao de operadores como operacao e com a topologia relativa do
espaco normado B(H). Como ||U||? = |U*U|| = ||I||, segue que ||U]| = 1 para todo U € U(H).

Um operador é unitario se se somente é um isomoformismo linear isométrico de H em H, o que

por sua vez é equivalente a U : H — H ser uma bije¢do que preserva o produto interno.
Proposigao 15.7. Se U € U(H), entio o(U) C St.
Demonstragio: Sendo U normal, podemos considerar o calculo funcional continuo a ele associado.

Tome f € C(o(U)) definida por f(A) = AX, A € o(U). Entdo f(U) = UU* = I = 1o,y (U), logo
2%z = 1 para todo z € o(U), logo o(U) C S'. O

A proposigao seguinte estabelece que U(H) é conexo por caminhos.



MAT 6682 55

Proposicao 15.8. Dado U € U(H), existe uma curva continua na topologia da norma [0,1] 5t —
U cUH)CB(H) tal que Uy =1 eU; =U.
Demonstragdo: Para cada t € [0,1], considere h; : S' — C definida por
hi(e?) = € para todo 0 € (—m,7]

(na linguagem cldssica, hy é o ramo principal da fun¢ao multivalente z — z'). Para cada t, a funcao
h; é continua exceto em z = —1, ponto em que possui limites laterais distintos se 0 < ¢t < 1. Logo, hy

é mensuravel a Borel. Segue da desigualdade
|eit0 — ¢i0| < 7|t — s|, para todo 6 € (—m,n],
vélida para todos t, s € [0, 1], que
[0,1] 5t —— hy € B(o(U))
¢ continua relativamente a norma || - ||oo-

Sabemos da Proposicao 15.7 que o(U) C S'. Denotando também por h; a restricio de h; a o(U),

segue da continuidade do cdlculo funcional boreliano ® : B(o(U)) — B(H) que
[0,1] 3t — h(U) € B(H)

¢ uma curva continua ligando ho(U) =1 a hy(U) =U.

Resta provar que h(U) é unitério para todo ¢t. Segue da definigao de h; que hy(N)hi(A) = 1 para
todo A € o(U). Aplicando ® a esta identidade, decorre que hy(U)h(U)* = h(U)*h(U) = 1. O

O Teorema Espectral para Operadores Compactos.

Seja T um operador normal compacto no espaco de Hilbert H. Suponha que o espectro de T é
infinito (o caso em que o espectro é finito fica para o leitor). Como jia mencionamos no Exemplo 2 da

Secgao 14, segue de [1, Teorema 7.3.7] que
o(T) = {0} U{A, Ao, }, li_}rn An=0
(Aj # 0 para todo j e A\j # A\i se j # k). Chamaremos 0 de \g para facilitar a exposicao seguinte.

Definimos, tal como na Segao 14, x; = x»;, j = 0,1,2,---, x{)} denotando a fungao caracteristica
de do conjunto unitario {A\}, A € o(T"). Para todo j > 0, x; € C(c(T)), pois A; é um ponto isolado, e
Xo € B(o(T)) pois {0} é fechado.
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Para todo j =0,1,2,-- -, segue das identidades x; = X? =X;, que Pj == x;(T) satisfaz P; = sz =
P?; logo Pj ¢ a proje¢ao ortogonal sobre Vj := Im P;. Como, para j > 0, x; é continua e o célculo
funcional continuo ¢ uma isometria, segue que ||P;|| = [[xjllc = 1, logo dimV; > 0 se j > 0. Segue
da identidade xjxx = 0 que P;P, = 0 se j # k e portanto os subespacos fechados Vj, j > 0, sao

mutuamente ortogonais.

Segue da identidade id x; = Aj x; que TP; = \;P;. Para j > 0, os elementos nao-nulos de V,
que existem, sao portanto autovetores de T associados ao autovalor A\; # 0. Como T' é compacto e a
bola unitaria de um espaco normado sé ¢ compacta se sua dimensao for finita, segue que cada V; tem
dimensao finita. Segue da identidade id xo = 0 que T'Py = 0 e portanto os elementos de V) (que em

principio pode ser nulo) estao contidos no ntcleo de 7'
Como, para todo n € N, [[xo +x1 + - + Xnlloo = 1, segue da identidade
n
1=xo(A)+ Jgrgozlxj(k), para todo A € o(T).
]:
e do item (2) do enunciado do Teorema 15.6 que

n
v = FPyv+ lim ZPjv, para todo v € H.
n—oo
j=1
Isto mostra que H pode ser expresso como o fecho da soma dos Vjs, autoespacos mutuamente ortogo-

nais,

(o]
= (@,
J=0
No caso em que H é separavel, um operador compacto pode ser injetor e V) pode nao aparecer na soma
acima. No caso em que a cardinalidade das bases ortonormais de H é nao-enumeravel, necessariamente
Vo tem dimensao nao enumeravel e a parte nao-nula de 7T essencialmente “vive” em um subespaco

fechado separavel ortogonal ao nicleo. Esta observacao ajuda a entender também o caso em que o

espectro é finito, que ficou para o leitor.
Outra maneira de expressar o resultado do paragrafo anterior é escrevendo
o
I = Z P;, na topologia forte de operadores em B(H).
§=0
Vimos no Exemplo 2 da Secao 14, usando apenas o cédlculo funcional continuo, que podemos escrever
oo
T = Z A;jPj, na topologia da norma em B(H).
j=0

Estas duas formulas evidenciam o fato de que o que acabamos de demonstrar é uma generalizacao do

Teorema Espectral para espagos complexos com produto interno de dimensao finita, ambiente no qual
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todos os operadores sdo compactos. Para o caso de operadores nao-compactos, o célculo funcional
boreliano permitird definir uma “medida tomando valores em projecoes ortogonais” e estas somas

infinitas serao substituidas por integrais.
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