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oo
1) Considere A = {(an)p—p; an € C, Z |an| < oo} munida da norma ||a|| = Z lan|, a = (an)pep;
n=0
e do produto

a-b = (Z an—kbk> ’ a = (an)n=g, b= (bn)no-
k=0 n=0

Esta é uma &algebra de Banach comutativa com unidade, 14 = (65,0)n, 60,0 = 1, 9,0 = 0 se n # 0.

(a) Seja D = {z € C; |z| < 1}. Mostre que ¢ : D — A, ¢.(a Zanz,zED define um

n=0
homeomorfismo.

Considere o isomorfismo de C*algebras ¢* : C(A\) — C(D), ¢*(f) = f o ¢; a transformada de
Gelfand 1 : A — C(A); e denote A = ¢* o k.

(b) Mostre que (Aa)( Z anz", z € D, a= (a,)5%, € A.

Considere o homorfismo R : Im A — C(S') que aplica f € Im A na restricao de f a S*.

(c) Mostre que B := Im R é uma subdlgebra fechada de C(S1).
Sugestdo: use o principio do maximo para funcoes holomorfas e use que o limite uniforme de fungoes

holomorfas é uma func¢ao holomorfa.

(d) Considere id € C(S'), id(z) = 2. Mostre que o espectro de id em C(S') é S', e em B é D.

Em geral, se B é uma subélgebra fechada de uma &lgebra de Banach A, 14 € B e b € B, entdo a componente conexa ilimitada

do resolvente de b relativo a A e a compnentes conexa do resolvente de b relativo a B sao iguais.

2) Seja A uma élgebra de Banach comutativa com unidade, seja k : A —s C(A) a transformada

de Gelfand. Mostre que kerk = {a € A; lim Ha”H% = 0}.
n—o0

3) Considere V : C((0,1]) —s ([0, 1]), V f(z / ft)dt, z€0,1], fec(o,1]).

1 2
(a) Mostre que [|[V"|| = - Sugestdo: troque a ordem de integracio em V?f(x) = [ fo s)dsdt.
1
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(b) Calcule o raio espectral de V', visto como elemento da dlgebra de Banach de todos os operadores

lineares limitados de C([0,1]) em si préprio.
(c) Conclua que (V') = {0}.
4) Seja X um espago compacto de Hausdorff. Defina p: X — C/'()?) por px(f) = f(x). Mostre

que p é um homeomorfismo.

Dica: Se p nao fosse sobrejetora, existiria g € C(C(X)), ||g]lcc = 1, g(ptz) = 0 para todo = € X.

Preliminares: (1) Uma aplicacdo continua f : X — Y entre os espagos compactos de Hausdorff
X e Y induz um *homomorfismo f* : C(Y) — C(X), f*(9) = go f. Uma sucessao de argumentos
simples mostra que, se f: X — Y é um homeomorfismo, entao f* é um isomorfismo de C*-dlgebras.
(2) Um *homomorfismo f : A — B entre duas C*algebras comutativas com unidade A e B induz uma
aplicacao continua f* : B— E, f*(¢) = ¢po f. Uma sucessao de argumentos simples mostra que, se f
é um isomorfismo, entao f* é um homeomorfismo. O Problema seguinte pede que se demonstrem as

reciprocas destas duas afirmacoes.

5) (a) Seja f : X — Y uma aplicagdo continua entre os espagos compactos de Hausdorff X e Y.
Mostre que, se f* : C(Y) — C(X) for um isomorfismo, entao f é um homeomorfismo. Sugest3o:

mostre que j, o f = f* o, , sendo pu, e py os homeomorfismos do Problema 4 para X e para Y,

(b) Seja f : A — B um *homomorfismo entre as C*algebras comutativas com unidade A e B.
Mostre que, se f* : B — A for um homeomorfismo, entao f é um isomorfismo. Sugest&o: mostre que

kpof=f"ok,, sendo ks e kp as transformadas de Gelfand para A e para B.

A regra que associa da cada espago compacto de Hausdorff X a C*algebra comutativa C(X) e a cada f : X — Y continua o
*homomorfismo f* : C(Y) — C(X) é o que se chama de um funtor contravariante da categoria dos espagos compactos de Hausdorff
na categoria da C*algebras comutativas. O prefixo “contra” é usado para indicar que o dominio e o contradominio trocam de lugar
quando se vai de f para f*. Analogamente, a regra que associa a cada C*algebra comutativa com unidade A seu espectro Ae
*homomorfismos f a aplicagdes continuas f* é um funtor contravariante da categoria das C*4lgebras comutativas com unidade na
categoria dos espagos compactos de Hausdorff. O que o Problema 5 afirma é que esses dois funtores definem uma equivaléncia
entre essas duas categorias. Para C*dlgebras comutativas possivelmente sem unidade, decorre dos resultados que provamos para
C*4lgebras unitais que a regra que associa a cada espago localmente compacto de Hausdorff Q a C*dlgebra Cp(Q2) também é uma
equivaléncia de categorias. Sao muitos os detalhes técnicos envolvidos nesta empreitada, mas um deles vale a pena mencionar aqui.
Consideram-se apenas fungdes continuas prdprias (i.e., pré-imagem de compacto é compacto) entre espagos localmente compactos,

f: Q1 — Qa. Isto é necessédrio para que f* induza uma aplicagdo de Cp(22) em Co(£21).



