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1) Mostre que um espago de Fréchet de dimensao infinita nao possui base (algébrica) enumerével.

Sugest&o: use o Teorema de Baire e as proposigbes anexadas ao final desta lista

2) Seja 7 a topologia induzida em X := C([0, 1]) pela familia de seminormas {p,; = € [0, 1]},

p=(f) = |f(z)], f € X. Considere também a métrica d(f,g) = /01 1_|{|(}C()x; i(g()ic)\ dz, f,g € X.
(a) Dados z1,- -+ ,zy, mostre que existe f € X tal que f(x1) =--- = f(z,) =0e d(f,0) > i.

(b) Mostre que {f € X; d(f,0) < %} nao é uma vizinhanca de 0 em (X, 7) e que, portanto, a aplicagao
identidade (X,7) — (X, d) néo é continua.

(c) Seja (fy)n uma sequéncia em X, f,, — f em (X, 7). Mostre que nh_)rrolo da(f, fn) =0.

(d) Dé exemplo de uma sequéncia (fy,), em X que converge a 0 em (X, d) mas nao em (X, 7). Conclua
que a a aplicagao identidade (X, d) — (X, 7) nao é continua.

Sugest&o: use sem demonstrar que, se ¢, € X, 0 < ¢y (z) < 1ep,(xz) — 0 paratodo z € [0, 1], entao
1

lim on(z) dz = 0 (esta afirmac@o decorre facilmente do Teorema da Convergéncia Dominada).
n—oo 0

3) (a) Seja g : R — C uma funcao polinomial. Mostre que existem C' > 0 e m € N tais que a
/ g(x)f(x)p(x)dz) < C (sup ]f(a:)|> sup [(1 4 |=[*)™|p(2)|] é satisfeita para toda
feC(R") e pz]f:a toda ¢ € S(R™). e e

(b) Dada uma funcao polinomial g e uma fungao continua e limitada f, ambas de R" em C, mostre que
a aplicagdo My(f) : S(R") — C,  [My(f)](p) = / g(x) f(z)p(x) dr estd bem definida e pertence
a S'(R") .

(c) Fixadas g e ¢, g uma fungao polinomial e ¢ € S(R™), mostre que a aplicagao linear

desigualdade

Co(R") 3 f +— [My(f)](p) €C

é continua, C,(R"™) munido da norma do supremo.

4) Dados f € S(R™) e h € R", defina (T}, f)(z) = f(x + h), x € R™. Mostre que }Lir%Th(f) = f no
%
espago de Fréchet S(R™).
+oo
5) Mostre que nao existe distribuigdo temperada T' € S'(R) tal que T'(f) = / e’ f(x) dx para

toda f € C2(R). -
1
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Proposicao 1. Seja Z um espago localmente convero. Toda transformagdo linear T : C" — Z €

continua.

Demonstragdo: Dados p seminorma em Z e x = (21, ,x,) € C", e denotando por {e1, - ,e,}

a base canodnica de C", temos

n n
p(Tx) < ;p(a:iTei) < 1?%);p(Tei) ; |z

Isto prova a continuidade de T'. ]
Seja X um espago vetorial munido de uma familia enumeravel separante F de seminormas, seja Y

um subespaco de dimensao finita de X. No que se segue, X e Y estarao sempre munidos da topologia

induzida por F.

Proposigao 2. Se existir um isomorfismo linear T : Y — C™ que seja também um homeomorfismo,

entao Y € fechado em X.

Demonstragdo: Vimos que a topologia de X é metrizével e que uma sequéncia (v, ), em X é de

Cauchy se e somente se
Ve>0,VpeF, INtalque: n,m>N = p(v, —vp) <e€.

Como T é continuo, existem F' C F finito e C' > 0 tais que ||[Tv|| < C Zp(v) para todo v € Y.
peF

Seja (vp)n, uma sequéncia em Y, v, — v, v € X. Entao (v,), é de Cauchy. Segue das duas
observagdes precedentes que (T'v,), é de Cauchy. Logo, Tv, — x em C". Como T~! é continua,

vp = Ttz =v. Logov €Y. O

Proposicao 3. Todo isomorfismo linear T : Y — C" é um homeomorfismo.

Demonstragdo: Segue da Proposicdo 1 que 7! é continua se T for um isomorfismo linear.

Seja {v1, - ,v,} uma base de Y. Paracadai=1,--- ,n, sejav; : Y — C linear tal que v;(v;) =1
n

e 0;(vj) = 0 para todo j # i. Entao T'(v) = Z@(U)T(x,) para todo v € Y. Para provar que T é
=1

continuo, portanto, basta provar que todo funcional linear \ : Y — C é continuo.

Sem perda de generalidade, podemos supor que A é sobrejetor.
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Vamos usar inducao sobre n = dimY.

Suponha que dimY = 1. Seja v € Y tal que A(v) = 1. Entao Y = {tv; t € C} e A(tv) = t para
todo t € C. Basta provar que A é continuo na origem. Seja (tav)acr, ta € C, uma rede convergente
p(tav)

p(v)

para 0 em Y. Tome uma seminorma p € F tal que p(v) # 0. Entao |t,| =

— 0 em C, o que

prova que A é continuo.
Segue da Proposicao 1 que T' é um homeomorfismo e segue da Proposi¢ao 2 que Y é fechado

Suponha que a Proposi¢ao é verdadeira para todo subespago de X de dimensao n — 1, tome Y de
dimensao n e A : Y — C linear e sobrejetor. Como ker A tem dimensao n — 1, segue da hipdtese de

inducao e da Proposicao 2 que ker A é fechado em X.

Tome v € Y \ ker \. Como ker A é fechado, existem § > 0 e F' C F finito tais que
B(v;0, F) ﬂ ker A = 0.

O subconjunto do plano complexo D = {Tu; u € B(0;0, F')} tem a seguinte propriedade: se z € D
e lw| < 1, entdo wz € D. Logo, ou D é limitado ou D = C. Se D = C, existe u € B(0;4, F) tal
que [A(u)| = [A(—v)]|, e entdo existe w € C, |w| = 1, tal que A(wu) = A(—v). Mas se u € B(0;4, F)
e |lw| =1, entao wu € B(0;0, F') e portanto v + wu € ker AN B(v; 6, F). Isto contradiz a escolha que

fizemos de § e F. Logo D é limitado. Sendo M := sup |z|, temos portanto
z€D

Ip(y)| < d paratodop e FF = |A(y)| < M.

0
Se y €Y e p(y) # 0 para alguma p € F, entao p S . P e, portanto,
2 ZPGF p(y)
g <2 Zp
peEF

Para provar que a desigualdade precedente vale para todo y € Y e que, portanto, A é continuo, basta
provar que “p(y) = 0 para todo p € F” implica que A(y) = 0. Tome y € Y tal que p(y) = 0 para todo
p € F. Entao p(ty) = 0 para todo ¢t € R, logo |[\(ty)| < M para todo t € R, logo A(y) = 0. O



