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Notagao. (1) S denota o fecho de S. (2) B(v,r) = {w € V; |[w—v]|| < 7}, B, = B(0,r) (V espago
normado). (3) Dado 2 C R™ aberto, C.(f2) denota o conjunto das funcoes continuas f : @ — C que
se anulam fora de um compacto K, K C Q. (4) Dados X e Y espagos vetoriais normados, B(X,Y)
denota o espago das transformagoes lineares continuas de X em Y. Quando X =Y, B(X) denota

B(X,X). (5) I denota o operador identidade em um espago vetorial.

1) Sejam X e Y espacos vetorias normados e T' € B(X,Y’) sobrejetora. Suponha que exista a > 0
tal que o interior de T'(B,) seja nao vazio. Mostre que existe € > 0 tal que B, C T(B,) para todo
r > 0.

2) Sejam X e Y espacgos vetorias normados, 7' : X — Y aplicagao linear. Suponha que exista
a > 0 tal que o interior de T'(B,) seja nao-vazio. Mostre que T é uma aplicacao aberta e, portanto,

sobrejetora.

Dica. Em um espago vetorial normado X, para todo A\ € C, A # 0, e para todo zg € X, as
aplicagoes * — = + zg € £ — Az sdo homeomorfismos de X em X, chamados, respectivamente,
de translagdes e homotetias. Decorre entao que afirmagodes puramente topoldgicas, tais como, por

exemplo, “o interior do fecho de S é nao-vazio”, sao invariantes por homotetias e translagoes.

3) Seja 1 < p < co. Mostre que (Cc((0,1)), || - |lp) tem sua norma induzida por um produto interno
1 1/p
se e somente se p = 2. || f|, = |f(x)|P dz
0

Observagdo: Decorre deste problema que LP((0,1)) “nao é um espago de Hilbert” se p # 2.

4) Sejam 2 C R™ aberto, a € C(f2) limitada e 1 < p < 0.
(a) Mostre que a aplicagao C.(Q2) > f — Myf, M,f(x) = a(z)f(z), z € Q, se estende a um operador
linear continuo definido em LP(2), também denotado por M, e que || M,| = sup{|a(z)]; z € Q}.
(b) No caso p = 2, mostre que M} = M.
(c) Mostre que, se a(xp) = 0 para algum zg, entao existe sequéncia uy, |unpllp =1 e ||Mguy|, — 0.
(d) Dado X € C, mostre que M, — AI é um isomorfismo linear se e somente se A nao pertence ao fecho
da imagem de a e que, sendo este o caso, (M, — AI)~! € B(LP(f)). Dicas: Considere primeiro A = 0.
Invoque o Teorema da Aplicacdo Aberta.
Observagio: E possivel resolver este problema sem usar integral de Lebesgue, usando apenas LP({2)

¢ o completamento de (C.(92), || - ||)-
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5) Seja H um espago de Hilbert complexo. Seja T' € B(H) satisfazendo (T'z,z) € R para todo
x € H. Mostre que T' = T*. Sugest&o: (Tu,u) = (u,Tu) para todo u € H. Tome u = = + y,
depois u = = + iy. Conclua que Re({(Az,y) + (Ay,z)) = 0, Im((Az,y) — (Ay,z)) = 0 e, portanto,
(Az,y) = (z, Ay).

6) (a) Sejam H um espaco de Hilbert e T € B(H). Mostre que ||[T*T| = |T||*>. (b) Supondo

ademais que T = T*, mostre que limsup |[|[77]|"/™ = ||T|.
n—oo

7) Sejam H um espago de Hilbert e P € B(H). Mostre que P é uma projecao ortogonal sobre um

subespaco fechado de H se e somente se P = P? = P*,

8) Sejam H um espaco de Hilbert e S e T fungoes de H em H. Suponha que (Tx,y) = (x, Sy) para
todos x,y € H. Mostre que S,T € B(H) e T* = S. Sugest&o: use o Teorema do Gréfico Fechado.

Na préxima questao serd necesséario usar o seguinte resultado. Sejam X um espaco de Banach e Z
um subespaco fechado de X. O quociente X/Z torna-se um espago de Banach se munido da norma

X/Z € [z] — ing ||z — z||. A projegao candnica X — X/Z é uma aplicagao linear continua.
zE

9) Sejam X um espago se Banach, Z C X um subespaco fechado, e y € X \ Z. Seja Y o subespago
de X gerado por Z U {y}.
(a) Mostre que Y é fechado.
Sugestdo: Seja m: X — X/Z a projecio candnica. Mostre que Y = 7~ 1(C[y]).
(b) Mostre que Z x C 3 (z,a) — z + ay € Y é um isomorfismo de espagos de Banach.
(c) Mostre que existe A € X* tal que A(z) = 0 para todo z € Z e A(y) = 1.

10) Sejam X um espago normado, Z C X um subespago, y € X, e d = ing lly — z||. Mostre que
ze
existe A € X* tal que A(z) =0 para todo z € Z e A(y) = d.

Dica: Tome os completamentos e fechos que forem necessarios.



