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SEVERINO TOSCANO DO REGO MELO

1. EsPACOS LOCALMENTE CONVEXOS

Seja X um espaco vetorial complexo. Diz-se que uma aplicagao p : X — [0, +00) é uma seminorma
se, para todos z,y € X, A € C, sao satisfeitas as afirmagoes: (i) p(z +vy) < p(x) + p(y), (ii)
p(Az) = |Ap(z). Grosseiramente falando, uma seminorma é “uma norma que pode se anular em
vetores nao-nulos”. Tal como para normas, segue da definicao que também vale |p(z) —p(w)| < p(z—w)

para todos z,w € X.

Para cada seminorma p, definimos kerp = {x € X; p(z) = 0}. Segue da definigdo de seminormas

que ker p é um subespaco de X.
Uma dada familia de seminormas F induz em X uma topologia como descrito a seguir.
Dados x € X, 7 > 0 e uma subfamilia finita nao-vazia F' C F, denotemos:
B(z;r,F) = {ye X;plx —y) <r,p € F}.

No caso em que F é um conjunto unitario e seu dinico elemento é uma norma, F = {|| - ||}, B(x;r, F)
é o que se chama em espacos vetoriais normados de bola aberta de centro x e raio r. No caso mais
geral, também diremos que um B(z;r, F) é centrado em x. Note que, para cada x € X, B(xz;r, F) é

um transladado de B(0;r, F'), isto é,
B(z;r,F) = o+ B(0;r,F) = {x +z; z € B(0;r, F)}.
Denotemos por B a familia {B(x;r, F); x € X,r > 0, F C F finita} de subconjuntos de X. Para
cada z € X, definimos B, = {B(x;r, F);r > 0, F C F finita}. Definimos ainda

7 ={A C X; para todo = € A existe B € B, tal que B C A}.

Exercicio 1.1: Mostre que cada B € B é convexo.
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Exercicio 1.2: Mostre que:
a) Dados Be B em Bey € BN B, existe B” € B centrado em y tal que B” C BN B’.
b) A familia 7 é uma topologia em X.
c) Cada B € B é aberto.

d) Para cada z € X, B, é um sistema fundamental de vizinhancas de z.

(
(
(
(

Exercicio 1.3: Mostre que, para cada x € X, a aplicagdo T, : X — X, T (y) =z +y,y € X, é

um homeomorfismo.
Dizemos que a familia F é separante se, para todo x € X, x # 0, existe p € F tal que p(z) # 0.
Exercicio 1.4: Mostre que, se F for separante, entdao (X, 7) é um espaco de Hausdorff.

Quando o contexto estiver claro, muitas vezes assumiremos sem afirmar explicitamente que X esté
munido da topologia 7 definida no Exercicio 1.2. Chamaremos 7 de a topologia induzida em X pela
familia de seminormas F. Para desenvolver a intuicdo, pode ser util particularizar um enunciado

sobre (X, 7) para o caso em que F contém apenas um elemento e esse elemento é uma norma.

Proposicao 1. A aplicagio + : X x X — X, (x1,22) — x1 + x2, € continua.

Demonstragdo: Dados (z1,22) € X x X e V uma vizinhanca de x; + z2, existe B € By, 44, tal

que B C V. O aberto B é da forma
B = {x1+x2+ 2 z€ X ep(z) <rparatodope F},
para algum r > 0 e algum F' C F finito. Defina
B = {z e X; p(z) < g para todo p € F'}

Entao, 2+ B é vizinhanca aberta de z;, ¢ = 1,2. Segue da defini¢ao da topologia do produto cartesiano

X x X que W = (z1 + B) X (#2 + B) é uma vizinhanca aberta de (21, z2). Como
p((y1 +y2) — (21 +22)) < plyr —21) + ply2 — 22),
decorre agora que, se (y1,y2) € W, entao (y1,vy2) € Byy4z, C V. O

Proposicao 2. A aplicagio o: Cx X — X, (\,x) — Az, € continua.

Demonstragdo: Dados (A, z),(n,y) € C x X e p € F arbitrérios, temos:
p(Az —ny) = p(Ax —nz +nz —ny) < |A=nlp(x) + [nlp(z —y) <A =nlp(z) + (1A =0l + [A)p(z —y).
Se p(zx —y) <de|\—n| <J, entdo

p(Az —ny) < 8(p(x) +[A]) + 67,
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Fixemos o ponto (A, z) € C x X e uma vizinhanca V' de Az € X. Existem ¢ > 0 e F' C F finita
tais que B(Az;e, F) C V. Tome § > 0 tal que 6(p(z) + |A|) + 62 < € para toda p € F [Por que existe

tal 07]. Segue das estimativas do pardgrafo anterior que

(m,y) €{A€C; [N —n| <0} x B(x;0,F) = ny € B(Az;¢,F) C V.

Provamos que a imagem inversa de V por o contém a vizinhanga {\ € C; |\ —n| < 6} x B(x;6, F) de

(A, z) em C x X. O

As Proposigoes 1 e 2, juntas, poderiam ser resumidas na frase “(X,7) é um espago vetorial to-
polégico”. Mas na definigdo de espago vetorial topoldgico se costuma exigir também, além da con-
tinuidade de + e de o, que o espaco seja de Hausdorff, o que, no nosso caso, serd verificado se a
familia F for separante (Exercicio 1.4). Um espago vetorial topolégico com a propriedade de que todo
ponto possui um sistema fundamental de vizinhangas convexas é chamado de localmente convexo. Os
Exercicios 1.1 e 1.2d implicam que este nosso (X, 7), com 7 induzida por F, é localmente convexo.
E verdadeira, mas nio vamos usar, a seguinte reciproca: se X € um espaco vetorial complexo, T €
uma topologia de Hausdorff em X, as aplicagbes + e o sdo continuas, e a origem possui um sistema
fundamental de vizinhancgas convezas, entdo T € a topologia induzida por alguma familia separante de

seminormas F [3, Theorem 1.36].
Exercicio 1.5: Mostre que cada p: X — [0,00), p € F, é uma fungao continua.

Exercicio 1.6: Seja ()72 ; uma sequéncia em X. Mostre que z, — z, € X, se e somente se

p(x — x,) — 0 para toda p € F.

Exercicio 1.7: Sejam F e G familias de seminormas em X e 7 e g, respectivamente, as topologias
induzidas por F e G em X. Mostre que o C 7 se e somente se, para todo g € G, existe F' C F tal que

q(z) < p(z), para todo x € X e para toda p € F.

O Exercicio 1.7 é um caso particular do Exercicio 1.8, no caso em que X =Y e T ¢ a aplicacao

identidade.

Exercicio 1.8: Sejam X e Y espacos vetoriais, sejam F e G familias de seminormas em X, sejam
T e o, respectivamente, as topologias induzidas por F e G em X e em Y. Mostre que uma aplicagao
linear T': (X,7) — (Y,0), é continua se e somente se, para todo ¢ € G, existe F' C F finita tal que
q(Tx) < p(z) para todo x € X e para toda p € F. Sugestao: imite uma demonstracdo que nao use
sequéncias da afirmacao de que uma transformacao linear entre espacos vetoriais normados é continua

se e somente se é limitada.
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Consideremos agora uma classe especial de espagos localmente convexos, aqueles cujas seminormas
sao definidas a partir de aplicacoes lineares definidas em X. Veremos alguns exemplos dessa classe na

Secao 3.

Seja Y um espago vetorial normado e seja £ uma familia de transformagoes lineares de X em Y.
E bom frisar que X pode nao ter uma topologia ainda, de modo que nem faz sentido, em geral, pedir

que essas transformacoes lineares sejam continuas. Para cada L € £, defina p, : X — [0, +00) por
p,(x) = || Lz, z € X.

Diremos que a familia £ separa pontos se, para todo z € X, x # 0, existe L € L tal que Lz # 0.
E claro entdo que L separar pontos ¢ equivalente a familia de seminormas F = {p,; L € L} ser
separante. E comum chamar a topologia 7 induzida por F também de a topologia induzida por L e
denotar 7 = (X, ).

Proposigao 3. Seja X um espaco vetorial de dimensao infinita munido da topologia induzida por
uma familia L que satisfaz a sequinte propriedade: dados Ly, Lo, --- , Ly € L arbitrdrios, a intersecao
Nj—y ker L; tem dimensao infinita. Entdo, para F = {le,-" ,Pp, } € para todo v > 0, a vizinhanca

da origem B(0;r, F) contém um subespago de dimensao infinita.

Demonstragio: Segue das defini¢cbes que
n n
ﬂkerLj = ﬂkerpLj C B(0;r, F),
Jj=1 J=1

o que demonstra a afirmacao. ]

Dizemos que um subespaco U de um espaco vetorial W tem codimensao finita se existe subespago
V C W de dimensao finita tal que U &V = W. Isto é equivalente a pedir que o quociente W/U tenha

dimensao finita.

Lema 1. Seja V um espago vetorial e sejam Vi, Va,--- |V, subespacos de codimensdo finita de V.

Entao V1N Va---NV, tem codimensao finita.

Demonstragdo: Basta supor n = 2. A aplicagao (Vi + V2)/Va — Vi /(Vi N Va), v1 +v2 + Vo —
vy + ViNVa, v € Vi, i = 1,2, estd bem definida e é um isomorfismo. O quociente (V; + V3)/Va pode
ser visto como um subespaco de V/Va, que tem dimensao finita por hipétese. Logo Vi N Ve é um
subespaco de codimensao finita em Vi, que por sua vez tem codimensao finita em V', por hipdtese.

Logo V1 N Vs tem codimensao finita em V. O
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Proposicao 4. A hipdtese sobre L na Proposicao 3 € sempre satisfeita se Y = C (norma dada pelo
valor absoluto). Dai, se X tiwer dimensdo infinita e L for uma familia de funcionais lineares de X,

toda vizinhanga da origem de X (na topologia o(X, L)) contém um subespago de dimensao infinita.

Demonstragio: Em vista do Lema 1, é suficiente provar que, para todo funcional linear A : X —
C, ker A tem codimensao finita. Sem perda de generalidade, podemos supor que A nao é o funcional

nulo. Dali, existe zg € X tal que A(xp) = 1. Para todo z € X,
Mz — Mx)xog) = Mx) — AM(z)A(zo) = 0.

Isto mostra que X é gerado por ker A U {z¢}. O

2. REDES

Embora o Exercicio 1.6 seja 1til em muitas situagoes, nao se pode usé-lo para demonstrar os
Exercicios 1.7 e 1.8, pois a topologia induzida por uma familia de seminormas nao necessariamente
satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. O conceito de redes generaliza o de sequéncias e o
substitui, muito frequentemente, na demonstracao para espagos topoldgicos mais gerais de resultados
que seriam canonicamente demonstrados em espacos métricos usando sequéncias. Este é o assunto

desta secao.

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado (I, <) satisfazendo que, dados «, 8 € I,
existe v € I tal que a < v e 8 < v. O conjunto dos naturais N com a ordem usual é o exemplo
mais canonico de um conjunto dirigido. Outro exemplo muito usado é o conjunto das vizinhancas
de um ponto x de um espago topoldgico, ordenadas por “U < V se e somente se U O V”. Pode-se

tomar também um sistema fundamental de vizinhangas de um ponto dado como um conjunto dirigido.
1

Pensando nas bolas abertas de raio ;- centradas em um ponto x de um espago métrico, deve soar mais

natural que a ordem de um sistema de vizinhancas seja definida por 2 em vez de C.

Seja X um espaco topoldgico. Uma rede em X é uma aplicagao definida em um conjunto dirigido
I e tomando valores em X, comumente denotada por (x4 )acs. Dizemos que a rede (z4)aer converge
para x € X, o que se denota por lim z, = x, se, para todo aberto U contendo z, existe ag € I tal que
zq € U para todo a que satisfaca ag < a. Se X for um espago de Hausdorff, o limite de uma rede é

Unico, caso exista.

A grande utilidade das redes repousa principalmente nas duas proposicoes seguintes.

Proposicao 5. Seja X um espago topoldgico e seja F C X. O conjunto F' serd fechado em X se e

somente se contiver os limites de todas as redes convergentes (xq)acr tais que xo € F para todo o € 1.
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Demonstragdo: Suponha que F seja fechado e tome arbitrariamente uma rede (x4)aer tal que
To € F para todo a € I. Se limx, = x, entdo toda vizinhanca de x contém algum z,, z, € F. Ou

seja, x pertence a I, o fecho de F. Como F é fechado, F = F, logo = € F.

Reciprocamente, seja F' C X e suponha que o limite de toda rede convergente (4 )acr, Ta € F
para todo a € I, pertence a um dado F. Tome z € F' arbitrério e defina I = {S C X; S é vizinhanca
de x}. Para cada o € I, tome x, € N F. Entao a rede (z4)qacr converge para x. Segue da hipitese

que z € F. Provamos que F C F. O

Proposicao 6. Seja f : X — Y uma funcao definida entre os espacos topoldgicos X e Y. A funcgao

f serd continua se e somente se lim f(x,) = f(z) para toda rede (xq)acr em X tal que limz, = x.

Demonstragio: Suponha que f: X — Y seja continua e que limz, = x. Para toda vizinhanga
V de f(z), f~1(V) é uma vizinhanga de x. Tome g tal que z5 € f~1(V) para todo 3 satisfazendo
ag < 3. Logo f(xzg) € V para todo [ satisfazendo oy < B. Provamos que lim f(z,) = f(z)

Reciprocamente, suponha que lim f(z,) = f(x) sempre que limz, = z. Dado z € X arbitrario,
seja V uma vizinhanga de f(x). Nosso objetivo é mostrar que U é vizinhanga x. Se nao fosse, toda
vizinhanca de x conteria pontos do complementar de U. Para cada vizinhanga « de z, tome z, € «,
o € U. Entao limz, = x e, portanto, lim f(z,) = f(z). Como V é vizinhanga de f(x), existe g tal

que f(zq,) € V e portanto x,, € U, 0 que contradiz xq, ¢ U. O

Exercicio 2.1: Seja X um espaco localmente convexo com a topologia induzida pela familia F
de seminormas e seja (Zq)acr uma rede em X. Mostre que limz, = z, * € X, se e somente se

p(z — zq) — 0 para toda p € F.
Exercicio 2.2: Resolva o Exercicio 1.8 usando redes.

Redes s6 nao substituem sequéncias perfeitamente porque uma rede convergente em um espagco
métrico pode nao ser limitada. Por exemplo, seja I o conjunto de todas as vizinhancas do zero em um
espaco vetorial normado X. Para cada « € I, seja t, o supremo de {||v||; v € a}. Para cada o € I,

tome v, € « tal que ||v|| > to/2. Entéo limv, = 0, lim |Jv,|| = 0, mas sup{||va|, @ € I} = o0

3. TOPOLOGIAS FRACAS EM ESPAGOS DE BANACH

As quatro topologias consideradas nesta segao sao da forma o(X, £) (veja a pagina 4). A topologia
fraca de um espaco de Banach X é a topologia induzida pela familia de todos os funcionais lineares

continuos de X. A topologia fraca-* do dual X* de um espaco de Banach X ¢ induzida por uma
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familia de funcionais lineares continuos de X*. A topologia forte de operadores e a topologia fraca de
operadores sao definidas no espaco de Banach ®B(X,Y) de todas as transformacoes lineares continuas
entre os espacos de Banach X e Y. A forte de operadores usa uma familia de transformagoes lineares

de X em Y, a fraca de operadores usa uma familia de funcionais lineares em B(X,Y).

Para evitar confusao com a topologia forte de operadores, é prudente nao chamar a topologia
definida pela norma de operadores em B(X,Y) de topologia forte, apesar de ela ser a mais forte de

todas. E comum chamé-la de topologia uniforme, ou simplesmente de topologia da norma.

3.1. Topologia fraca. Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita e denotemos por X* seu

dual. Para cada A € X*, seja p) : X — C a seminorma py(z) = |A(z)], z € X.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que, se x € X é tal que py(xz) = 0 para todo A € X*, entao

x = 0. Ou seja, a familia de semi-normas F; = {py; A € X*} é separante.

A topologia fraca de X é, por definicao, a topologia induzida por F; em X. Segue do Exercicio 1.9
que uma rede (4 )qcs converge para © € X se e somente se, para todo A € X*, lim |A(z — z4)| = 0,
ou seja lim A(zq) = A(x). Dados A € X* e (z4)aer uma rede em X e x € X, temos |A(z — z4)| <
Il = zall. Da,

lim|z —z,|| =0 = limA(zq) = A(z) VA € X* = limz, = x fracamente.

Dai segue da Proposigao 6 que a aplicacao identidade de (X, || - ||) em (X, 7,) é continua. Ou seja, a

topologia da norma é mais fina do que a topologia induzida por F;.

Na notacgao da pagina 4, a topologia induzida pela familia de seminormas F; é a topologia o (X, X*).
Segue da Proposicao 4 que toda vizinhanga fraca de 0 € X contém um subespago de dimensao infinita.

Em particular, a bola aberta {z € X; ||z

| < 1} nao é um aberto da topologia fraca.

Problema: Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita. Defina B = {z € X; ||z| < 1},
D={zeX;|z|<1l}eS={zreX;|z| =1}
(a) Mostre que B estd contido no fecho de S na topologia fraca.
(b) Supondo que X é um espago de Hilbert, mostre que o fecho de S na topologia fraca é igual a D.
(c) Mostre que o fecho fraco de S é igual a D no caso geral.
Dicas e comentarios: E ébvio que (¢) implica (b). Mas é mais facil “enxergar” a solucao de (b)
usando ortogonalidade. Tal como em R3, dado qualquer z com ||z|| > 1, o hiperplano H que passa
pelo ponto z e é perpendicular ao vetor x nao intersecta D. Depois disso fica faltando mostrar que
H estéd contido em um aberto V' que também nao intersecta D. Use entao que todo funcional linear

continuo em X é da forma (-, z) para algum 2z € X. Uma figurinha em R? pode ajudar a descobrir
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o funcional e o raio que servem para definir V. Quanto ao (c), para resolver um problema em um
espaco de Banach que vocé sabe resolver em um espacgo de Hilbert, a melhor estratégia é quase sempre
tentar de alguma maneira usar o teorema de Hahn-Banach como substituto para a ortogonalidade

indisponivel.

3.2. Topologia fraca*. Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita e denotemos por X* seu

dual. Para cada x € X, seja p, : X* — C a seminorma p,(\) = [\(z)], A € X*.

O funcional A € X* ser ndo-nulo é o mesmo que existir x € X tal que py(\) = |A(z)| # 0. Ou seja,

a familia de semi-normas Fa = {p,; * € X} é separante.

A topologia fraca™de X* é, por defini¢ao, a topologia induzida por 2 em X*. Segue do Exercicio 1.9
que uma rede (Ay)aecr converge para A € X* na topologia fraca* se e somente se lim |(A — A\, )(z)] =0
para todo € X, ou seja, se e somente se lim A\, (z) = A(z) para todo x € X. E por isso que a

topologia fraca®™ em X* também é chamada de a topologia da convergéncia pontual.

Sejam A € X* e (Ag)aer uma rede em X*. Para todo o € I e para todo = € X, temos |A\y(x) —
A@)] < [|Aa = All [[z]|. Dad:

lim [[Aq — A =0 = lim A(z,) = A(z) para todo A € X™.

Ou seja, a aplicagao identidade de (X*, [ - ||) em (X*, 7, ) é continua. Ou seja, a topologia da norma

em X* é mais fina do que a topologia induzida por Fs.

Dado x € X*, denotamos por Z : X* — C o funcional linear Z(A) = A(z). Segue do Teorema de
Hahn-Banach que a aplicacao x + & é uma imersao isométrica de X em X**. Denotando também
por X a imagem dessa aplicacao, podemos escrever X C X**. Na notagao da pagina 4, a topologia
induzida pela familia de seminormas JF» é entao a topologia o(X*, X). Segue da Proposicao 4 que
toda vizinhanca fraca* de 0 € X* contém um subespaco de dimensao infinita. Em particular, a bola

aberta {\ € X*; ||\|| < 1} ndo é um aberto da topologia fraca*.

Problema: Mostre que X é denso em X** na topologia o(X**, X*) (isto é, na topologia fraca™ de
X* = (X*)*). Dicas: (i) Para todo r > 0 e para todo F' C X* finito, existe x € X tal que |A(z)| < r
para todo A € F. (ii) A topologia o(X**, X*) é invariante por translacoes (Exercicio 1.3).

Diz-se que X ¢é reflevivo quando X** = {Z; x € X}. Se for este o caso, entdo o(X*, X) =

o(X*, X**). Em outras palavras, se X for reflexivo, entao as topologias fraca e fraca* em X* coincidem.
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Um resultado muito importante sobre a topologia fraca* é que a bola unitaria fechada em X*
compacta na topologia fraca® (Secao 4). Quando X é reflexivo, X* também é. Segue que, se X
reflexivo, entao {z; ||z|| < 1} é “fracamente compacto”.

3.3. Topologia forte de operadores.

3.4. Topologia fraca de operadores.

4. TEOREMA DE BANACH-ALOGLU
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