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Sareel: il
Banach, Hilbert

@ Todos os nossos espacos vetoriais serdo sobre C.
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com a distancia d(x,y) = ||[x — y||.

@ Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno que é
completo com a norma ||x|| = (x, x)1/2.

@ Um isomorfismo entre dois espacos de Banach é, por definicdo, um
homeoformismo linear (<= normas equivalentes).

@ Um isomorfismo entre dois espacos de Hilbert é, por definicdo, uma
bijecdo linear que preserva o produto interno.
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Paralelogramo e Polarizacao

@ Em um espago com produto interno, a norma satisfaz a identidade do
paralelogramo: ||x + y|* + [Ix — y||> = 2(|[x||* + [ly|[*)
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paralelogramo: ||x + y|* + [Ix — y||> = 2(|[x||* + [ly|[*)

@ Em um espago com produto interno, o p.i. pode ser recuperado a
partir da norma (identidade de polariza¢o):

40, y) = (lx + yI2 = lx = yI?) + illlx + iy ]* = llx = iy[|?)

@ Uma bije¢3o linear entre dois espacos com p.i. que preserve a norma
preserva também o p.i.

@ Uma norma provém de um produto interno se e sé se vale a
identidade do paralelogramo.

LP([0,1]), 1 < p < o0, p# 2, ndo “é" um espago de Hilbert.
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Somas Inﬁnitas

Somas Infinitas

@ Em um espago vetorial normado, diz-se que x = g Xo S€

acl
Ve>03dF C/ finito tal que F C G C [, G finito, implica

X_ZXO‘ < €.

aeG
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acl
Ve>03dF C/ finito tal que F C G C [, G finito, implica

X — E Xo|| < E.
acG
@ Nessa situagdo, diz-se que E Xq € incondicionalmente convergente e

acl
x (que é dnico) é sua soma.

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 5/ 20



Somas Inﬁnitas

Somas Infinitas

@ Em um espago vetorial normado, diz-se que x = g Xo S€

acl
Ve>03dF C/ finito tal que F C G C [, G finito, implica

X_ZXO‘ < €.

aeG

@ Nessa situagdo, diz-se que E Xq € incondicionalmente convergente e
ael
x (que é dnico) é sua soma.
o X = E Xo <= S={a€l; x, # 0} é enumerdvel e,

ael
N

v do S = b x =i .
enumeracio {ag,a0,-- -}, x Ninooglxak
Ref: Observacdo 6.5 das “Notas de 2004".
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Somas Infinitas

@ Diz-se que a soma g X, é absolutamente convergente se E | %l

acl ael
converge em R, o que é equivalente a

SUP{Z Ixall; F C I finito} < oo
acF
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acl ael
converge em R, o que é equivalente a

SUP{Z Ixall; F C I finito} < oo
acF

@ Em um espaco de Banach, toda soma absolutamente convergente é
incondicionalmente convergente, mas ndo vale a reciproca.
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@ Diz-se que a soma g X, é absolutamente convergente se E | %l

acl ael
converge em R, o que é equivalente a

SUP{Z Ixall; F C I finito} < oo
acF

@ Em um espaco de Banach, toda soma absolutamente convergente é
incondicionalmente convergente, mas ndo vale a reciproca.

° E Xq incondicionalmente convergente

ael
= D x| <D lxall < .

ael a€el
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Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espagos normados, T : X — Y linear.
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Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espagos normados, T : X — Y linear.

@ T é continua <= T é continua em 0 <
3 C >0 tal que || Tx|| < C||x|| para todo x € X.

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 7 /20



Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espagos normados, T : X — Y linear.

@ T é continua <= T é continua em 0 <
3 C >0 tal que || Tx|| < C||x|] para todo x € X.

e T continua = ||T|| =

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 7 /20



Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espagos normados, T : X — Y linear.
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Transformacoes Lineares Continuas

X e Y espagos normados, T : X — Y linear.

T é continua <= T ¢é continua em 0 <—
3 C >0 tal que || Tx|| < C||x|| para todo x € X.

o I

S Tl =

T — || T| é norma em B(X, Y).

IIT| é a menor C tal que || Tx|| < C||x|| para todo x € X.

T continua = || T|| =

Y completo = B(X, Y') completo.
X* = B(X,C) ("dual" de X).
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Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.
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Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

e —> (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
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Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

e —> (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
e Jl T € B(X,Y) tal que Tx = Tox Vx € D.

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 8 /20



Transformacoes Lineares Continuas

@ X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

e —> (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
e Jl T € B(X,Y) tal que Tx = Tox Vx € D.

e Q CR" aberto, a € C(Q) limitada, 1 < p < 0.
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Transformacoes Lineares Continuas

X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

= (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
AT e B(X,Y) tal que Tx = Tox Vx € D.

Q C R" aberto, a € C(Q2) limitada, 1 < p < oc.

+—— (operador de multiplica¢do por a)
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Transformacoes Lineares Continuas

X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

= (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
AT e B(X,Y) tal que Tx = Tox Vx € D.

Q C R" aberto, a € C(Q2) limitada, 1 < p < oc.
+—— (operador de multiplica¢do por a)

3l M, € B(LP(R2)) tal que, Vf € C(Q),
(M.f)(x) = a(x)f(x), x € Q.
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Transformacoes Lineares Continuas

X e Y espacos normados, Y completo, D C X denso,
To : D — Y linear continua.

= (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)
AT e B(X,Y) tal que Tx = Tox Vx € D.

Q C R" aberto, a € C(Q2) limitada, 1 < p < oc.
+—— (operador de multiplica¢do por a)

3l M, € B(LP(R2)) tal que, Vf € C(Q),
(M.f)(x) = a(x)f(x), x € Q.

o ||M.]| = sup |f(x)].
x€Q
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T T
Espacos de Hilbert

@ Dados M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H e x € H,
dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.
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dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.

@ Seja P: H — H, Px =y (proje¢do ortogonal sobre M).

PeB(H), |P|=1,ImP=M,kerP =M+ H=Ma M=,

(Lema de Riesz) Dado A € H*, 3ly € H tal que A(x) = (x,y), x € H.
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Espacos de Hilbert

Dados M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H e x € H,
dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.

Seja P: H — H, Px =y (proje¢ao ortogonal sobre M).

PeB(H), |IP| =1, ImP=M, kerP = M‘, H=Ma® M*.

(Lema de Riesz) Dado A € H*, 3ly € H tal que A(x) = (x,y), x € H.
H>y— (-, y) € H* é uma bijecdo linear-conjugada isométrica.

Adjuntos
Dados T € B(H)ey € H, (T(:),y) € H*.
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Espacos de Hilbert

Dados M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H e x € H,
dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.

Seja P: H — H, Px =y (proje¢ao ortogonal sobre M).

PeB(H) |P|l=1 ImP=M,kerP=M- H=MaM-".

(Lema de Riesz) Dado A € H*, 3ly € H tal que A(x) = (x,y), x € H.
H>y— (-, y) € H* é uma bijecdo linear-conjugada isométrica.

Adjuntos
Dados T € B(H)ey € H, (T(:),y) € H*.

Seja z € H tal que (Tx,y) = (x,z), x e H. T*y = z.
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Espacos de Hilbert

Dados M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H e x € H,
dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.

Seja P: H — H, Px =y (proje¢ao ortogonal sobre M).

PeB(H) |P|l=1 ImP=M,kerP=M- H=MaM-".

(Lema de Riesz) Dado A € H*, 3ly € H tal que A(x) = (x,y), x € H.
H>y— (-, y) € H* é uma bijecdo linear-conjugada isométrica.

Adjuntos
Dados T € B(H)ey € H, (T(:),y) € H*.

Seja z € H tal que (Tx,y) = (x,z), x € H. T*y :=z.
T e B(H), IT*I =TI ITT*| = T|>

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 9 /20



T T
Espacos de Hilbert

Dados M um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H e x € H,
dly e Mtal que |ly — x|| < ||z—x]||, Vze M, z # y.

Seja P: H — H, Px =y (proje¢ao ortogonal sobre M).

PeB(H), |IP| =1, ImP=M, kerP = M‘, H=Ma® M*.

(Lema de Riesz) Dado A € H*, 3ly € H tal que A(x) = (x,y), x € H.
H>y— (-, y) € H* é uma bijecdo linear-conjugada isométrica.

Adjuntos
Dados T € B(H)ey € H, (T(:),y) € H*.

Seja z € H tal que (Tx,y) = (x,z), x e H. T*y = z.
T e BH), [T =TI [TT*| =TI
P projecio ortogonal <= P = P? = P*,
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Easliiosis
Espacos de Hilbert

o Seja S = {ey}acs C H ortonormal: (e, e3) = {
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Espacos de Hilbert

o Seja S = {ey}acs C H ortonormal: (e, e3) = { 0, @ f b

@ S3o equivalentes:
O S émaximal, ie, (x,6,) =0V = x=0
© O subespaco gerado por S é denso em H.
Q@ VxeH, [Ix|* =) [{x e
acl
Q VxcH, x= Z<X7 €a)€q-

acl
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acl
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Easliiosis
Espacos de Hilbert

Seja S = {ea}acs C H ortonormal: (e,,eg) = { 0, @ f b

S3o0 equivalentes:

O S émaximal, ie, (x,6,) =0V = x=0

© O subespaco gerado por S é denso em H.

Q@ VxeH, [Ix|* =) [{x e

acl
Q VxeH, x= Z<X7 €a)€q-
acl

Nessas condicdes, diz-se que S é base hilbertiana de H.

o

@ Todo H tem base (Zorn), todas com a mesma cardinalidade.
@ Esse cardinal é a dimensdo de H.
(]

Dois espagos de Hilbert sdo isomorfos < tém a mesma dimens3o
(uma bijec3o entre bases define um isomorfismo).
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ke
Espacos de Hilbert

@ H possui base enumeravel <=
H possui subconjunto enumeravel denso (H é separadvel).
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Espacos de Hilbert

@ H possui base enumeravel <=
H possui subconjunto enumeravel denso (H é separadvel).
(=): combinagdes lineares racionais.
(<=): extraia base algébrica do espago gerado por D, Gram-Schmidt.
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ke
Espacos de Hilbert
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Espacos de Hilbert

@ H possui base enumeravel <=
H possui subconjunto enumeravel denso (H é separadvel).
(=): combinagdes lineares racionais.
(<=): extraia base algébrica do espago gerado por D, Gram-Schmidt.

o 2= {(an)%y; an € C, Z\an|2 < oo}, {(an Za,,

n=1

o H separdvel. Base {e1, e, -} base define isomorfismo
o

2> (ay) — Zanen € H com inversa H 3 x — ((x, en)) € £2.
n=1
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Espacos de Hilbert

@ H possui base enumeravel <=
H possui subconjunto enumeravel denso (H é separadvel).
(=): combinagdes lineares racionais.
(<=): extraia base algébrica do espago gerado por D, Gram-Schmidt.

o 2= {(an)%y; an € C, Z\an|2 < oo}, {(an Za,,

n=1

o H separdvel. Base {e1, e, -} base define isomorfismo
o

2> (ay) — Zanen € H com inversa H 3 x — ((x, en)) € £2.
n=1
Exemplo

o Fy:L2(SY) —s (2(Z), f — (f1)nez. Inversa é série de Fourier.
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ST
Espacos de Hilbert

( ’9) 0 € R, é continua.

o f:S! = Cé continua <= g(f ):
i), 0 c R, é C>.

f:St - CéC®segd)=f(e
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Espacos de Hilbert

o f: S — C é continua <= g(0) = f(e'?), € R, é continua.
f:S 5 CéC®seg(f)="r(e?),0cR, éC®,

27 )
° (f,g) 1_/0 f(e)g(ei®) df é produto interno em C(S?).
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Espacos de Hilbert

o f: S — C é continua <= g(0) = f(e'?), € R, é continua.
f:S 5 CéC®seg(f)="r(e?),0cR, éC®,
27 )
° (f,g) :—/ f(e)g(ei®) df é produto interno em C(S?).
0

o Defina e, € C(S%), n € Z, por e,(e™) = (27)~ /2 9 € R.
Af: {ey; n € Z} é base de L?(S%), o completamento de C(S?!).
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Fou rier

Espacos de Hilbert
o f: S — C é continua <= g(0) = f(e'?), € R, é continua.
f:S 5 CéC®seg(f)="r(e?),0cR, éC®,
27 )
° (f,g) :—/ f(e)g(ei®) df é produto interno em C(S?).
0

o Defina e, € C(S%), n € Z, por e,(e™) = (27)~ /2 9 € R.
Af: {ey; n € Z} é base de L?(S%), o completamento de C(S?!).

o Dem: [|f]loc = sup{|f(2)]; z € S*}. || - [l2 < V27| - [l em C(SY).

Sn = Z (f, ex)ex, nIme =0 +51n—:_-1- “tsn fH = 0 (Fejér).
k=—n

oo

12 /20
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ST
Espacos de Hilbert

o f: S — C é continua <= g(0) = f(e'?), € R, é continua.
f:S 5 CéC®seg(f)="r(e?),0cR, éC®,
27 )
° (f,g) :—/ f(e)g(ei®) df é produto interno em C(S?).
0

o Defina e, € C(S%), n € Z, por e,(e™) = (27)~ /2 9 € R.
Af: {ey; n € Z} é base de L?(S%), o completamento de C(S?!).

o Dem: [[flloo = sup{[F(2)]; 2 € S} || - 2 < V27| - oo em C(SY).
. . . sot+s1+---+sp . o
Sn = Z (f, ex)ex, n||~>moo — fH = 0 (Fejér).

= n+1 .
o f=> feyn fel?(SH)DC(SH) D CHSH) D D CX(SY).
neZ

27 . .
F i (F, en)= 127T/() F(e)e i db, se £ € C(SY).
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Teorema de Baire

Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaco métrico completo ndo pode ser escrito
como a unido enumerdvel de fechados com interior vazio.
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Teorema de Baire

Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaco métrico completo ndo pode ser escrito
como a unido enumerdvel de fechados com interior vazio.

Problema 1: Seja Y um espaco vetorial normado de dimens3o finita. Mos-
tre que Y é completo.

Sugest&do: Use um isomorfismo linear de Y em C" para empurrar a norma
de Y para C". Todas as normas de C" s3o equivalentes.
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Teorema de Baire

Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaco métrico completo ndo pode ser escrito
como a unido enumeravel de fechados com interior vazio.

Problema 1: Seja Y um espaco vetorial normado de dimens3o finita. Mos-
tre que Y é completo.

Sugest&do: Use um isomorfismo linear de Y em C" para empurrar a norma
de Y para C". Todas as normas de C" s3o equivalentes.

Problema 2: Sejam X um espaco vetorial normado de dimens3o infinita e

Y C X um subespaco de dimensao finita. Mostre que Y é fechado e tem
interior vazio em X.
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Teorema de Baire

Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaco métrico completo ndo pode ser escrito
como a unido enumeravel de fechados com interior vazio.

Problema 1: Seja Y um espaco vetorial normado de dimens3o finita. Mos-
tre que Y é completo.

Sugest&do: Use um isomorfismo linear de Y em C" para empurrar a norma
de Y para C". Todas as normas de C" s3o equivalentes.

Problema 2: Sejam X um espaco vetorial normado de dimens3o infinita e
Y C X um subespaco de dimensao finita. Mostre que Y é fechado e tem
interior vazio em X.

Corolario: Um espaco de Banach X de dimens3o infinita ndo possui base
algébrica enumerdvel.
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Teorema de Baire

Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaco métrico completo ndo pode ser escrito
como a unido enumeravel de fechados com interior vazio.

Problema 1: Seja Y um espaco vetorial normado de dimens3o finita. Mos-
tre que Y é completo.

Sugest&do: Use um isomorfismo linear de Y em C" para empurrar a norma
de Y para C". Todas as normas de C" s3o equivalentes.

Problema 2: Sejam X um espaco vetorial normado de dimens3o infinita e
Y C X um subespaco de dimensao finita. Mostre que Y é fechado e tem
interior vazio em X.

Corolario: Um espaco de Banach X de dimens3o infinita ndo possui base
algébrica enumeravel. (Se X possuisse base {vi,vs,---}, X seria a unido
dos Vi = [vi, -, ]|, k € N, cada Vj sendo fechado de interior vazio.)
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}

Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio.
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio. Linearidade, continuidade = existe ¢ > 0, B, C T(B,) Vr > 0.
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio. Linearidade, continuidade = existe ¢ > 0, B, C T(B,) Vr > 0.
Basta mostrar que T(B1) C T(Bo).
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio. Linearidade, continuidade = existe ¢ > 0, B, C T(B,) Vr > 0.
Basta mostrar que T(B1) C T(Bz).

Dado y € T(B), existe x; € By, y — Tx1 € Bejp € T(By)»).
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio. Linearidade, continuidade = existe ¢ > 0, B, C T(B,) Vr > 0.
Basta mostrar que T(B1) C T(Bz).

Dado y € T(B), existe x; € By, y — Tx1 € Bejp € T(By)»).

Por induc¢do, Vn € N existe x, € By jpn-1,

y—=(Txa+ T+ Txy) € Bojon1 € T(Byjon-1)
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Consequéncias do Teorema de Baire

r>0 B ={xeX; |x]|<r}
Teorema da Aplicacao Aberta: X, Y Banach, T € B(X, Y) sobrejetora.
Entdo T é aplicacdo aberta.

Dem: Y = U T(Bn) C U T(B,) = algum T(B,) tem interior n3o-
n=1 n=1

vazio. Linearidade, continuidade = existe ¢ > 0, B, C T(B,) Vr > 0.

Basta mostrar que T(B1) C T(Bz).

Dado y € T(B), existe x; € By, y — Tx1 € Bejp € T(By)»).

Por induc¢do, Vn € N existe x, € By jpn-1,

y—=(Txa+ T+ Txy) € Bojon1 € T(Byjon-1)

o0 oo
ZHX,,H<2 = dx € By, x:an, Tx=y.
n=1 n=1
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.

Sejam (E,|| - |le) e (F, || - ||F) espagos de Banach.
|, )| = lIxlle + llylle é norma em E x F, que faz dele Banach.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.

Sejam (E,|| - |le) e (F, || - ||F) espagos de Banach.
|, )| = lIxlle + llylle é norma em E x F, que faz dele Banach.

Sejam E e F subespacos fechados do Banach X, E® F = X.
ExF> (e f)— e+ f e X éuma bijecdo continua.
TAA = X>x=e+f+— (e )€ E xF écontinua.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.

Sejam (E,|| - |le) e (F, || - ||F) espagos de Banach.
|, )| = lIxlle + llylle é norma em E x F, que faz dele Banach.

Sejam E e F subespacos fechados do Banach X, E® F = X.
ExF> (e f)— e+ f e X éuma bijecdo continua.
TAA = X>x=e+f+— (e )€ E xF écontinua.

Logo X 3 x = e+ f — e € E é continua.
Esta é a “projecao sobre E ao longo de F".
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.

Sejam (E,|| - |le) e (F, || - ||F) espagos de Banach.
|, )| = lIxlle + llylle é norma em E x F, que faz dele Banach.

Sejam E e F subespacos fechados do Banach X, E® F = X.
ExF> (e f)— e+ f e X éuma bijecdo continua.
TAA = X>x=e+f+— (e )€ E xF écontinua.

Logo X 3 x = e+ f — e € E é continua.
Esta é a “projecao sobre E ao longo de F".

Reciprocamente, se existe Q € B(X), Q = Q?, entdo E =Im Q é fechada
e @ é a projecdo sobre E ao longo de ker Q.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Corolario: X, Y Banach, T € B(X, Y) bijetora. Entdo T~! é continua.

Sejam (E,|| - |le) e (F, || - ||F) espagos de Banach.
|, )| = lIxlle + llylle é norma em E x F, que faz dele Banach.

Sejam E e F subespacos fechados do Banach X, E® F = X.
ExF> (e f)— e+ f e X éuma bijecdo continua.
TAA = X>x=e+f+— (e )€ E xF écontinua.

Logo X 3 x = e+ f — e € E é continua.
Esta é a “projecao sobre E ao longo de F".

Reciprocamente, se existe Q € B(X), Q = Q?, entdo E =Im Q é fechada
e @ é a projecdo sobre E ao longo de ker Q.

Um subespaco fechado de X é complementado se e sé se é a imagem de
um idempotente de B(X).
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Consequéncias do Teorema de Baire

Dado T € B(X,Y), grT = {(x, Tx); x € X} é fechado em X x Y.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Dado T € B(X,Y), grT = {(x, Tx); x € X} é fechado em X x Y.

Teorema do Grafico Fechado: X, Y Banach, T : X — Y linear.
Se grT for fechado, entdo T € B(X,Y).
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Consequéncias do Teorema de Baire

Dado T € B(X,Y), grT = {(x, Tx); x € X} é fechado em X x Y.

Teorema do Grafico Fechado: X, Y Banach, T : X — Y linear.
Se grT for fechado, entdo T € B(X,Y).

Dem: [lx, [y projecdes candnicas de X x Y em X, Y, respectivamente.
Restricdo de MNx a grT, (x, Tx) — x, é bijecdo continua.
Pelo T.A.A, sua inversa Ix é continua. T =TIy o Ix.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Dado T € B(X,Y), grT = {(x, Tx); x € X} é fechado em X x Y.
Teorema do Grafico Fechado: X, Y Banach, T : X — Y linear.
Se grT for fechado, entdo T € B(X,Y).

Dem: [lx, [y projecdes candnicas de X x Y em X, Y, respectivamente.
Restricdo de MNx a grT, (x, Tx) — x, é bijecdo continua.

Pelo T.A.A, sua inversa Ix é continua. T =TIy o Ix.

Corolario: X, Y Banach, T : X — Y linear. Suponha que y = 0 sempre
que x, > 0em X e Tx, —» yem Y. Entdo T € B(X,Y).

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 16 / 20



Consequéncias do Teorema de Baire

Dado T € B(X,Y), grT = {(x, Tx); x € X} é fechado em X x Y.
Teorema do Grafico Fechado: X, Y Banach, T : X — Y linear.
Se grT for fechado, entdo T € B(X,Y).

Dem: [lx, [y projecdes candnicas de X x Y em X, Y, respectivamente.
Restricdo de MNx a grT, (x, Tx) — x, é bijecdo continua.

Pelo T.A.A, sua inversa Ix é continua. T =TIy o Ix.

Corolario: X, Y Banach, T : X — Y linear. Suponha que y = 0 sempre
que x, > 0em X e Tx, —» yem Y. Entdo T € B(X,Y).

Problema 3: H Hilbert, T e S fungdes de H em H. Suponha que (Tx,y) =
(x,Sy), x,y € H. Mostre que T e S pertencem a B(H), S = T".
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Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup || T < oc.
TeF TesF
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Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup || T < oc.
TeF TesF

o0
Dem: X = | J{x € X; ||Tx| < n, VT € Z}.
n=1
Interior de um desses n3o vazio implica a tese.
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Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup || T < oc.
TeF TesF

o0
Dem: X = | J{x € X; ||Tx| < n, VT € Z}.
n=1
Interior de um desses n3o vazio implica a tese.

Corolario. X, Y e Z normados, X completo, B : X x Y — Z bilinear,
B(x,-) e B(-, y) continuos V(x, y). Entdo B é continua.

Severino Toscano Melo (IME — USP) Tépicos de Analise Funcional 2° Semestre de 2020 17 / 20



Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup || T < oc.
TeF TesF

o0

Dem: X = | J{x € X; ||Tx| < n, VT € Z}.
n=1

Interior de um desses n3o vazio implica a tese.

Corolario. X, Y e Z normados, X completo, B : X x Y — Z bilinear,
B(x,-) e B(-, y) continuos V(x, y). Entdo B é continua.
Dem: Aplique P.L.U. a . % = {B(-,y); |lyll <1} C B(X, Z).
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Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup || T < oc.
TeF TesF

o0

Dem: X = | J{x € X; ||Tx| < n, VT € Z}.
n=1

Interior de um desses n3o vazio implica a tese.

Corolario. X, Y e Z normados, X completo, B : X x Y — Z bilinear,
B(x,-) e B(-, y) continuos V(x, y). Entdo B é continua.
Dem: Aplique P.L.U. a . % = {B(-,y); |lyll <1} C B(X, Z).

C = Hshlgl 1B(-, )|l < oo implica [|B(x, y)|| < Cllx||, llyll £ 1.
Y>>
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Consequéncias do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, .# C B(X,Y).
Se, para cada x € X, sup || Tx| < oo, entdo sup | Tl < oo.

Te Te
Dem: X = U{x eX; | Tx|| < n, VT € F}.

n=1
Interior de um desses n3o vazio implica a tese.

Corolario. X, Y e Z normados, X completo, B : X x Y — Z bilinear,

B(x,-) e B(-, y) continuos V(x, y). Entdo B é continua.

Dem: Aplique P.L.U. a . % = {B(-,y); |lyll <1} C B(X, Z).

€= e I1B(-, ¥)Il < oo implica ||B(x, y)|| < Cl|x],
i<

Dai [[B(x, )l < Clixlllyll, (x,y) € X x Y.
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Teorema de Hahn-Banach
Hahn-Banach

Teorema de Hahn-Banach: X normado, Y subespaco, 7o : ¥ — C
continuo. Entdo existe T € X*, || T|| = || To||, Tx = Tox para todo x € Y.
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, Tx = Tox paratodo x € Y.

Problema 4: Mostre que, no caso em que X é um espaco de Hilbert, é
Unica a extensdo cuja existéncia é garantida por Hahn-Banach.
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Corolario 2: X 5 x — X € X*, X : X* = C, X(\) = A(x), é uma
isometria.
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Teorema de Hahn-Banach: X normado, Y subespaco, 7o : ¥ — C
continuo. Entdo existe T € X*, || T|| = || To||, Tx = Tox para todo x € Y.

Problema 4: Mostre que, no caso em que X é um espaco de Hilbert, é
Unica a extensdo cuja existéncia é garantida por Hahn-Banach.

Corolario 1: X normado. Vx € X, 3 € X*, ||[A|| = 1, tal que A\(x) = ||x]|.

Coroldrio 2: X 5 x — X € X™, X : X* = C, x(A\) = A(x), é uma
isometria.
Corolédrio 3 x € X, VA € X*, A\(x) =0 = x=0.

—

Definicao: X é reflexivo se a isometria (-) é sobrejetora.
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Hahn-Banach

Teorema de Hahn-Banach: X normado, Y subespaco, 7o : ¥ — C
continuo. Entdo existe T € X*, || T|| = || To||, Tx = Tox para todo x € Y.

Problema 4: Mostre que, no caso em que X é um espaco de Hilbert, é
Unica a extensdo cuja existéncia é garantida por Hahn-Banach.

Corolario 1: X normado. Vx € X, 3 € X*, ||[A|| = 1, tal que A\(x) = ||x]|.
Corolario 2: X 3 x = X € X*, X : X* = C, X(\) = A(x), é uma
isometria.

Corolédrio 3 x € X, VA € X*, A\(x) =0 = x=0.

Definicao: X é reflexivo se a isometria (-) é sobrejetora.

Exemplos: 1 < p < co. S3o reflexivos: LP(Q2), ¢P, mais geralmente LP(X),
X espago de medida. ¢P(S) denota LP(S), S com a medida de contagem.
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LiOUVi“e

Funcoes Holomorfas com valores em Espacos de Banach

Q C C aberto, X Banach. f : Q — X é holomorfa se, Vz € Q, existe
im f(z+ h)—f(2)
h—0

= f'(2)
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Q C C aberto, X Banach. f : Q — X é holomorfa se, Vz € Q, existe

im f(z+ h)—f(2)
h—0 h

= f'(2)

Teorema. Se f : C — X é holomorfa e Ii_)m f(z) =0, entdo f = 0.
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Q C C aberto, X Banach. f : Q — X é holomorfa se, Vz € Q, existe

im f(z+ h)—f(2)
h—0 h

= f'(2)

Teorema. Se f : C — X é holomorfa e Ii_)m f(z) =0, entdo f = 0.

Dem: VA € X*, Aof : C — C é holomorfa e Ii_}m (Ao f)(z) =0.
Z— 00
Liouville =

VAEX*, z€C, A(f(z))=0. HB = f=0
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Funcoes Holomorfas com valores em Espacos de Banach

Teorema. Seja f : {z € C; |z| < a} — X holomorfa. Suponha que existem
o

O<b<aex,€X;V|z| <b, Zx,,z” converge absolutamente e é igual
n=0
a f(z). Entdo vale o mesmo para todo |z| < a.
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a f(z). Entdo vale o mesmo para todo |z] <a.

Dem: VA € X*, |z| < b, (Ao f)(z Z)\(Xn

Ao f holomorfa em |z| < a = vale |gualdade se |z| < a. Em particular,
VA € X*, |z| < a, sup [A(xnz"))| < 0. H-B & P.LU =
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Funcoes Holomorfas com valores em Espacos de Banach

Teorema. Seja f : {z € C; |z| < a} — X holomorfa. Suponha que existem
o
O<b<aex,€X;V|z| <b, Zx,,z” converge absolutamente e é igual

n=0
a f(z). Entdo vale o mesmo para todo |z] <a.

Dem: VA € X*, |z| < b, (Ao f)(z Z)\(Xn

Ao f holomorfa em |z| < a = vale |gualdade se |z| < a. Em particular,
VA € X*, |z| < a, sup [A(xnz"))| < 0. H-B & P.LU =

M, = sup ||x,2"]| < oo se |z| < a. |z] < || < a =
n
[2"xn|| < Mg|Z|". Logo > z"x, conv abs. VA € X*, [z] < a,

o
= (Z xnz">. H-B implica o que queriamos.
n=0
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