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Preliminares Banach, Hilbert

Banach, Hilbert

Todos os nossos espaços vetoriais serão sobre C.

Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado que é completo
com a distância d(x , y) = ‖x − y‖.
Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial com produto interno que é
completo com a norma ‖x‖ = 〈x , x〉1/2.

Um isomorfismo entre dois espaços de Banach é, por definição, um
homeoformismo linear (⇐⇒ normas equivalentes).

Um isomorfismo entre dois espaços de Hilbert é, por definição, uma
bijeção linear que preserva o produto interno.
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com a distância d(x , y) = ‖x − y‖.
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Preliminares Paralelogramo e Polarização

Paralelogramo e Polarização

Em um espaço com produto interno, a norma satisfaz a identidade do
paralelogramo: ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

Em um espaço com produto interno, o p.i. pode ser recuperado a
partir da norma (identidade de polarização):

4〈x , y〉 = (‖x + y‖2 − ‖x − y‖2) + i(‖x + iy‖2 − ‖x − iy‖2)

Uma bijeção linear entre dois espaços com p.i. que preserve a norma
preserva também o p.i.

Uma norma provém de um produto interno se e só se vale a
identidade do paralelogramo.

Lp([0, 1]), 1 ≤ p <∞, p 6= 2, não “é” um espaço de Hilbert.
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Preliminares Somas Infinitas

Somas Infinitas

Em um espaço vetorial normado, diz-se que x =
∑
α∈I

xα se

∀ ε > 0 ∃F ⊆ I finito tal que F ⊆ G ⊆ I , G finito, implica∥∥∥∥∥x −∑
α∈G

xα

∥∥∥∥∥ < ε.

Nessa situação, diz-se que
∑
α∈I

xα é incondicionalmente convergente e

x (que é único) é sua soma.

x =
∑
α∈I

xα ⇐⇒ S = {α ∈ I ; xα 6= 0} é enumerável e,

∀ enumeração S = {α1, α2, · · · }, x = lim
N→∞

N∑
k=1

xαk
.

Ref: Observação 6.5 das “Notas de 2004”.
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Preliminares Convergência Absoluta

Somas Infinitas

Diz-se que a soma
∑
α∈I

xα é absolutamente convergente se
∑
α∈I
‖xα‖

converge em R, o que é equivalente a

sup{
∑
α∈F
‖xα‖; F ⊆ I finito} <∞

Em um espaço de Banach, toda soma absolutamente convergente é
incondicionalmente convergente, mas não vale a rećıproca.∑
α∈I

xα incondicionalmente convergente

=⇒

∥∥∥∥∥∑
α∈I

xα

∥∥∥∥∥ ≤∑
α∈I
‖xα‖ ≤ ∞.
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Preliminares Transformações Lineares Cont́ınuas

Transformações Lineares Cont́ınuas

X e Y espaços normados, T : X −→ Y linear.

T é cont́ınua ⇐⇒ T é cont́ınua em 0 ⇐⇒
∃ C ≥ 0 tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ X .

T cont́ınua =⇒ ‖T‖ := sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

<∞.

T 7→ ‖T‖ é norma em B(X ,Y ).

‖T‖ é a menor C tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ X .

Y completo =⇒ B(X ,Y ) completo.

X ∗ := B(X ,C) (“dual” de X ).
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T 7→ ‖T‖ é norma em B(X ,Y ).
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Preliminares Teorema B.L.T.

Transformações Lineares Cont́ınuas

X e Y espaços normados, Y completo, D ⊂ X denso,
T0 : D → Y linear cont́ınua.

=⇒ (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)

∃! T ∈ B(X ,Y ) tal que Tx = T0x ∀x ∈ D.

Ω ⊆ Rn aberto, a ∈ C (Ω) limitada, 1 ≤ p <∞.

7−→ (operador de multiplicação por a)

∃! Ma ∈ B(Lp(Ω)) tal que, ∀f ∈ Cc(Ω),
(Maf )(x) = a(x)f (x), x ∈ Ω.

‖Ma‖ = sup
x∈Ω
|f (x)|.
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X e Y espaços normados, Y completo, D ⊂ X denso,
T0 : D → Y linear cont́ınua.

=⇒ (B.L.T. Theorem, Reed-Simon)

∃! T ∈ B(X ,Y ) tal que Tx = T0x ∀x ∈ D.

Ω ⊆ Rn aberto, a ∈ C (Ω) limitada, 1 ≤ p <∞.

7−→ (operador de multiplicação por a)

∃! Ma ∈ B(Lp(Ω)) tal que, ∀f ∈ Cc(Ω),
(Maf )(x) = a(x)f (x), x ∈ Ω.

‖Ma‖ = sup
x∈Ω
|f (x)|.
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Preliminares Projeções ortogonais, adjuntos

Espaços de Hilbert

Dados M um subespaço fechado de um espaço de Hilbert H e x ∈ H,
∃!y ∈ M tal que ‖y − x‖ < ‖z − x‖, ∀z ∈ M, z 6= y .

Seja P : H −→ H, Px = y (projeção ortogonal sobre M).

P ∈ B(H), ‖P‖ = 1, ImP = M, kerP = M⊥, H = M ⊕M⊥.

(Lema de Riesz) Dado λ ∈ H∗, ∃!y ∈ H tal que λ(x) = 〈x , y〉, x ∈ H.

H 3 y 7→ 〈·, y〉 ∈ H∗ é uma bijeção linear-conjugada isométrica.

Adjuntos
Dados T ∈ B(H) e y ∈ H, 〈T (·), y〉 ∈ H∗.

Seja z ∈ H tal que 〈Tx , y〉 = 〈x , z〉, x ∈ H. T ∗y := z .

T ∗ ∈ B(H), ‖T ∗‖ = ‖T‖, ‖TT ∗‖ = ‖T‖2.

P projeção ortogonal ⇐⇒ P = P2 = P∗.
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Severino Toscano Melo (IME – USP) Tópicos de Análise Funcional 2◦ Semestre de 2020 9 / 20



Preliminares Projeções ortogonais, adjuntos
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Preliminares Bases hilbertianas

Espaços de Hilbert

Seja S = {eα}α∈I ⊂ H ortonormal: 〈eα, eβ〉 =

{
0, α 6= β
1, α = β

São equivalentes:
1 S é maximal, i.e., 〈x , eα〉 = 0 ∀α =⇒ x = 0
2 O subespaço gerado por S é denso em H.
3 ∀x ∈ H, ‖x‖2 =

∑
α∈I

|〈x , eα〉|2.

4 ∀x ∈ H, x =
∑
α∈I

〈x , eα〉eα.

Nessas condições, diz-se que S é base hilbertiana de H.

Todo H tem base (Zorn), todas com a mesma cardinalidade.

Esse cardinal é a dimensão de H.

Dois espaços de Hilbert são isomorfos ⇔ têm a mesma dimensão
(uma bijeção entre bases define um isomorfismo).
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1 S é maximal, i.e., 〈x , eα〉 = 0 ∀α =⇒ x = 0
2 O subespaço gerado por S é denso em H.
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Todo H tem base (Zorn), todas com a mesma cardinalidade.
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Esse cardinal é a dimensão de H.
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Preliminares Espaços Separáveis

Espaços de Hilbert

H possui base enumerável ⇐⇒
H possui subconjunto enumerável denso (H é separável).

(=⇒): combinações lineares racionais.
(⇐=): extraia base algébrica do espaço gerado por D, Gram-Schmidt.

`2 := {(an)∞n=1; an ∈ C,
∞∑
n=1

|an|2 <∞}, 〈(an), (bn)〉 =
∞∑
n=1

anbn.

H separável. Base {e1, e2, · · · } base define isomorfismo

`2 3 (an) 7−→
∞∑
n=1

anen ∈ H com inversa H 3 x 7−→ (〈x , en〉) ∈ `2.

Exemplo

Fd : L2(S1) −→ `2(Z), f 7−→ (f̂n)n∈Z. Inversa é série de Fourier.
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Preliminares Fourier

Espaços de Hilbert

f : S1 → C é cont́ınua ⇐⇒ g(θ) = f (e iθ), θ ∈ R, é cont́ınua.
f : S1 → C é C∞ se g(θ) = f (e iθ), θ ∈ R, é C∞.

〈f , g〉 :=

∫ 2π

0
f (e iθ)g(e iθ) dθ é produto interno em C (S1).

Defina en ∈ C∞(S1), n ∈ Z, por en(e iθ) = (2π)−1/2e inθ, θ ∈ R.
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f : S1 → C é C∞ se g(θ) = f (e iθ), θ ∈ R, é C∞.
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f : S1 → C é C∞ se g(θ) = f (e iθ), θ ∈ R, é C∞.
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Severino Toscano Melo (IME – USP) Tópicos de Análise Funcional 2◦ Semestre de 2020 12 / 20



Preliminares Teorema de Baire

Consequências do Teorema de Baire

Teorema de Baire: Um espaço métrico completo não pode ser escrito
como a união enumerável de fechados com interior vazio.

Problema 1: Seja Y um espaço vetorial normado de dimensão finita. Mos-
tre que Y é completo.
Sugest~ao: Use um isomorfismo linear de Y em Cn para empurrar a norma
de Y para Cn. Todas as normas de Cn são equivalentes.

Problema 2: Sejam X um espaço vetorial normado de dimensão infinita e
Y ⊂ X um subespaço de dimensão finita. Mostre que Y é fechado e tem
interior vazio em X .

Corolário: Um espaço de Banach X de dimensão infinita não possui base
algébrica enumerável. (Se X possúısse base {v1, v2, · · · }, X seria a união
dos Vk = [v1, · · · , vk ], k ∈ N, cada Vk sendo fechado de interior vazio.)
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Preliminares Aplicação Aberta

Consequências do Teorema de Baire

r > 0, Br = {x ∈ X ; ‖x‖ < r}.

Teorema da Aplicação Aberta: X , Y Banach, T ∈ B(X ,Y ) sobrejetora.
Então T é aplicação aberta.

Dem: Y =
∞⋃
n=1

T (Bn) ⊆
∞⋃
n=1

T (Bn) =⇒ algum T (Bn) tem interior não-

vazio. Linearidade, continuidade =⇒ existe ε > 0, Bεr ⊆ T (Br ) ∀ r > 0.
Basta mostrar que T (B1) ⊂ T (B2).
Dado y ∈ T (B1), existe x1 ∈ B1, y − Tx1 ∈ Bε/2 ⊆ T (B1/2).
Por indução, ∀n ∈ N existe xn ∈ B1/2n−1 ,

y − (Tx1 + Tx2 + · · ·Txn) ∈ Bε/2n−1 ⊆ T (B1/2n−1)

∞∑
n=1

‖xn‖ < 2 =⇒ ∃ x ∈ B2, x =
∞∑
n=1

xn, Tx = y .
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Preliminares Corolários T.A.A.

Consequências do Teorema de Baire

Corolário: X , Y Banach, T ∈ B(X ,Y ) bijetora. Então T−1 é cont́ınua.

Sejam (E ,‖ · ‖E ) e (F , ‖ · ‖F ) espaços de Banach.
‖(x , y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖E é norma em E × F , que faz dele Banach.

Sejam E e F subespaços fechados do Banach X , E ⊕ F = X .
E × F 3 (e, f ) 7−→ e + f ∈ X é uma bijeção cont́ınua.
T.A.A. =⇒ X 3 x = e + f 7−→ (e, f ) ∈ E × F é cont́ınua.

Logo X 3 x = e + f 7−→ e ∈ E é cont́ınua.
Esta é a “projeção sobre E ao longo de F”.

Reciprocamente, se existe Q ∈ B(X ), Q = Q2, então E =ImQ é fechada
e Q é a projeção sobre E ao longo de kerQ.

Um subespaço fechado de X é complementado se e só se é a imagem de
um idempotente de B(X ).
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‖(x , y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖E é norma em E × F , que faz dele Banach.
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Esta é a “projeção sobre E ao longo de F”.

Reciprocamente, se existe Q ∈ B(X ), Q = Q2, então E =ImQ é fechada
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Logo X 3 x = e + f 7−→ e ∈ E é cont́ınua.
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um idempotente de B(X ).
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e Q é a projeção sobre E ao longo de kerQ.

Um subespaço fechado de X é complementado se e só se é a imagem de
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Preliminares Teorema do Gráfico Fechado

Consequências do Teorema de Baire

Dado T ∈ B(X ,Y ), grT := {(x ,Tx); x ∈ X} é fechado em X × Y .

Teorema do Gráfico Fechado: X , Y Banach, T : X −→ Y linear.
Se grT for fechado, então T ∈ B(X ,Y ).

Dem: ΠX , ΠY projeções canônicas de X × Y em X , Y , respectivamente.
Restrição de ΠX a grT , (x ,Tx) 7→ x , é bijeção cont́ınua.
Pelo T.A.A, sua inversa IX é cont́ınua. T = ΠY ◦ IX .

Corolário: X , Y Banach, T : X −→ Y linear. Suponha que y = 0 sempre
que xn → 0 em X e Txn → y em Y . Então T ∈ B(X ,Y ).

Problema 3: H Hilbert, T e S funções de H em H. Suponha que 〈Tx , y〉 =
〈x , Sy〉, x , y ∈ H. Mostre que T e S pertencem a B(H), S = T ∗.
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Consequências do Teorema de Baire

Dado T ∈ B(X ,Y ), grT := {(x ,Tx); x ∈ X} é fechado em X × Y .
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Preliminares Prinćıpio da Limitação Uniforme

Consequências do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, F ⊂ B(X ,Y ).
Se, para cada x ∈ X , sup

T∈F
‖Tx‖ <∞, então sup

T∈F
‖T‖ <∞.

Dem: X =
∞⋃
n=1

{x ∈ X ; ‖Tx‖ ≤ n, ∀T ∈ F}.

Interior de um desses não vazio implica a tese.

Corolário. X , Y e Z normados, X completo, B : X × Y → Z bilinear,
B(x , ·) e B(·, y) cont́ınuos ∀(x , y). Então B é cont́ınua.
Dem: Aplique P.L.U. a F = {B(·, y); ‖y‖ ≤ 1} ⊂ B(X ,Z ).

C := sup
‖y‖≤1

‖B(·, y)‖ <∞ implica ‖B(x , y)‖ ≤ C‖x‖, ‖y‖ ≤ 1.

Dáı ‖B(x , y)‖ ≤ C‖x‖‖y‖, (x , y) ∈ X × Y .
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Preliminares Prinćıpio da Limitação Uniforme

Consequências do Teorema de Baire

Teorema (P.L.U). X e Y normados, X completo, F ⊂ B(X ,Y ).
Se, para cada x ∈ X , sup

T∈F
‖Tx‖ <∞, então sup

T∈F
‖T‖ <∞.

Dem: X =
∞⋃
n=1

{x ∈ X ; ‖Tx‖ ≤ n, ∀T ∈ F}.

Interior de um desses não vazio implica a tese.

Corolário. X , Y e Z normados, X completo, B : X × Y → Z bilinear,
B(x , ·) e B(·, y) cont́ınuos ∀(x , y). Então B é cont́ınua.
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Preliminares Teorema de Hahn-Banach

Hahn-Banach

Teorema de Hahn-Banach: X normado, Y subespaço, T0 : Y −→ C
cont́ınuo. Então existe T ∈ X ∗, ‖T‖ = ‖T0‖, Tx = T0x para todo x ∈ Y .

Problema 4: Mostre que, no caso em que X é um espaço de Hilbert, é
única a extensão cuja existência é garantida por Hahn-Banach.

Corolário 1: X normado. ∀ x ∈ X , ∃ λ ∈ X ∗, ‖λ‖ = 1, tal que λ(x) = ‖x‖.
Corolário 2: X 3 x 7→ x̂ ∈ X ∗∗, x̂ : X ∗ → C, x̂(λ) = λ(x), é uma
isometria.

Corolário 3 x ∈ X , ∀λ ∈ X ∗, λ(x) = 0 =⇒ x = 0.

Definição: X é reflexivo se a isometria (̂·) é sobrejetora.

Exemplos: 1 < p <∞. São reflexivos: Lp(Ω), `p, mais geralmente Lp(X ),
X espaço de medida. `p(S) denota Lp(S), S com a medida de contagem.
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cont́ınuo. Então existe T ∈ X ∗, ‖T‖ = ‖T0‖, Tx = T0x para todo x ∈ Y .

Problema 4: Mostre que, no caso em que X é um espaço de Hilbert, é
única a extensão cuja existência é garantida por Hahn-Banach.

Corolário 1: X normado. ∀ x ∈ X , ∃ λ ∈ X ∗, ‖λ‖ = 1, tal que λ(x) = ‖x‖.
Corolário 2: X 3 x 7→ x̂ ∈ X ∗∗, x̂ : X ∗ → C, x̂(λ) = λ(x), é uma
isometria.

Corolário 3 x ∈ X , ∀λ ∈ X ∗, λ(x) = 0 =⇒ x = 0.

Definição: X é reflexivo se a isometria (̂·) é sobrejetora.

Exemplos: 1 < p <∞. São reflexivos: Lp(Ω), `p, mais geralmente Lp(X ),
X espaço de medida. `p(S) denota Lp(S), S com a medida de contagem.
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única a extensão cuja existência é garantida por Hahn-Banach.
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Preliminares Liouville

Funções Holomorfas com valores em Espaços de Banach

Ω ⊂ C aberto, X Banach. f : Ω→ X é holomorfa se, ∀ z ∈ Ω, existe

lim
h→0

f (z + h)− f (z)

h
:= f ′(z)

Teorema. Se f : C→ X é holomorfa e lim
z→∞

f (z) = 0, então f ≡ 0.

Dem: ∀λ ∈ X ∗, λ ◦ f : C→ C é holomorfa e lim
z→∞

(λ ◦ f )(z) = 0.

Liouville =⇒

∀λ ∈ X ∗, z ∈ C, λ(f (z)) = 0. H-B =⇒ f ≡ 0
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Preliminares Séries de Potências

Funções Holomorfas com valores em Espaços de Banach

Teorema. Seja f : {z ∈ C; |z | < a} → X holomorfa. Suponha que existem

0 < b < a e xn ∈ X ; ∀ |z | < b,
∞∑
n=0

xnz
n converge absolutamente e é igual

a f (z). Então vale o mesmo para todo |z | < a.

Dem: ∀λ ∈ X ∗, |z | < b, (λ ◦ f )(z) =
∞∑
n=0

λ(xn)zn.

λ ◦ f holomorfa em |z | < a =⇒ vale igualdade se |z | < a. Em particular,

∀λ ∈ X ∗, |z | < a, sup
n
|λ(xnz

n))| <∞. H-B & P.L.U =⇒

Mz := sup
n
‖xnzn‖ <∞ se |z | < a. |z | < |z0| < a =⇒

‖znxn‖ ≤ Mz0 | zz0
|n. Logo

∑
znxn conv abs. ∀λ ∈ X ∗, |z | < a,

λ(f (z)) = λ

( ∞∑
n=0

xnz
n

)
. H-B implica o que queŕıamos.
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