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I| Resultados da Algebra Linecar

Exemplo I.1 (A alternativa de Fredholm). Denote por ¢ ([a, b]) o conjunto das fun-
¢oes continuas definidas no intervalo [a, b] e considere um operador T': € ([a, b]) —
% ([a, b]) dado por
b
Tu(a) = u(w) + [ sla,y)uly)dy
onde k € € ([a,b] x [a,b]). Em determinado contexto, tem-se interesse em estudar
as equagoes do tipo Tu = f, para uma dada f € ¢([a,b]). Um resultado obtido

por Fredholm é de que existe um Y C % ([a,b]) tal que dim % ([a, b])/Y < 00 e para
qualquer f € Y, existe uma solugdo u, tal que Tu = f. Na verdade, ele ainda
provou que dim % ([a, b])/Y = dimker T'.

Ou seja, a menos de um subespaco de dimensao finita, a equacdo T'u = f admite
uma solugdo. Tal propriedade é conhecida como solvabilidade normal.

1 Introducao

Definicao I.2. Sejam X e Y espagos vetoriais complexos, uma aplicagao T: X —
Y linear é um operador de Fredholm se dimkerT < oo e dim Y/T(X) < 00.
Definimos o indice de T' como sendo a diferenca das dimensoes:

ind T == dim ker T’ — dim Y /7(X).

Exemplo 1.3. Se X e Y tem dimensoes finitas, ndo tem graca nenhuma porque
todo operador linear é de Fredholm. De fato, como X tem dimenséo finita e ker T’
é um subespaco, dimkerT < oco. Para observar que o quociente Y/T(X ) tem
dimensao finita, segue do teorema do nicleo e da imagem que:

dim X = dimker 7 4+ dim 7'(X) = dimker T" + (dimY — dim Y/T(X))
e portanto, dim Y/T(X) < 00.

Exemplo I.4. Considere C[z] o conjunto dos polinémios com coeficientes comple-
xos. Dado p € Clz], Tp(x) :== zp(x) e Sp(z) = p/(x) sdo operadores de Fredholm
comindT =—-1eind S =1.

Exercicio 1.5. Suponha que V = V; & V5 é uma soma direta de espacos vetoriais e
T;: V; — V; um operador de Fredholm, com i € {1,2}. Defina T'(v; +v2) = Tiv1 +
Tovo, onde v; € V; para cada ¢. Prove que T é de Fredholm e ind T' = ind T 4+ind 7T5.

Exercicio I.6. Se X é um espago vetorial de dimensao infinita, mostre que para
todo n € N, existe um 7;,: X — X de Fredholm tal que ind7T,, = n

Observacao 1.7. Todo operador X — X inversivel é de Fredholm com indice 0.

2 Sequéncias Exatas de Espacos Vetoriais

Definicao I.8. Considere uma familia de espagos vetoriais V;, com transformagoes
lineares da forma T;: V; — V41 para todo i. Dizemos que a sequéncia

T T T To-1 T,
Vo—2Vi— Vo =5 25V, =5 Vo
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é uma sequéncia exata se ker T; = T;_1(V;_1) para todo i. Inclusive, T;0T;_1 =0
para todo 1.

.~ T S p .
Proposicao 1.9. Se U — V — W é uma sequéncia exata com U e W tem uma
dimensdo finita, entdo necessariamente V' também tem dimensao finita.

Demonstragao. Segue do teorema do Nticleo e da Imagem:
dimV = dimkerS +dimW/s(v)
dim T(U) + dim W /5(v)

< dimU +dim W
O
o~ T Ty Th-1 , N
Proposicao I.10. Se0 — V} — Vo —= ... — V,, — 0 é uma sequéncia exata

com a dimensao de V; finita para cada i, entao:
n .
> (=) dimV; =0
i=1
Demonstragdo. Seguimos por indugao sobre n. Se 0 — V; — 0 ¢é exata, entdo

. T P ~ P .
dim Vi = 0. Agora, se 0 — Vj —5 Vo — 0 é exata, entdo T} é necessariamente
um isomorfismo e portanto, dim V7 — dim Vo = 0. Suponha que o resultado seja
verdade para algum n e considere a sequéncia

T T Th—2 Th—1 T,
0— WV 2V 2... =V, 1 =V, >V —0

supondo que ela seja exata. Restrinja tal sequéncia até a imagem do ultimo espago
nao nulo:

T T: Tn—2 Th-1
0—W _1>Vv2_2> — Vn—1 —)Tn—l(Vn—l) —0

Por hipétese de indugao, segue que

n—1
S (=D dim Vi + (-1)"(dim Vg — dim T'(Vy—1)) = 0. (1)
=1

Pelo teorema do ntcleo e da imagem sobre T,

dimV,, = dimkerT, +dimT, (V)
= dim Tn—l(Vn—l) + dim V1

Assim, basta substituir em (1) e concluir pelo principio da indugao finita. O

Teorema 1.11. Sejam T: U — V e S: V — W operadores de Fredholm. Entéo
S oT é um operador de Fredholm e além disso ind(So7T) =ind S +ind T

Demonstragdo. Vamos montar uma sequéncia exata especial. O inicio dela serd
claramente ker ' —— ker(S o T'). Como SoT(U) C S(V) C W, entdao temos outra
aplicagdo notoéria W/S oT(U) — W/S(V). Formamos a seguinte sequéncia:

vV s 0w W
TWV) SoT(U)  8(V)

0 — ker T — ker(S o T) —— ker § —* —0

(2)
onde m: V — V/T(U) é a projecio natural e S: x4+ T(U) — Sz + SoT(U) (que
de fato estd bem definida).

Afirmamos que a sequéncia (2) é exata. Mostremos algumas inclusoes:
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o kerm C T'(ker(S oT)) Seja x € kerm, ouseja: x € ker SNT(U). Sey €U
é tal que x = Ty, segue que 0 = Sz = (S o T)y. Dessa forma, y € ker(SoT)
e portanto x € T'(ker(SoT)).

« ker S C w(ker S) Seja 2 € V tal que S(z 4+ T(U)) = 0. Dessa forma,
Sz+SoT(U)=0,ie, SteSoT(U).

Se y € U é tal que SoTy = Sz, defina 2/ := x — Ty. Logo:

P +TU)=x+TU)=n(z)

e portanto 2’ € ker S. Finalmente, temos 7(z') = x € w(ker S).

e As demais inclusées ficam como exercicio.

Da proposicao 1.9 segue que todos os espagos da sequéncia 2 sdo de dimensao
finita. E pela proposicao 1.10, segue que:

dimker T — dim ker(S o T') —I—dimkerS’—dimTz/U) +dim5’oﬂT _dimSIgVV) =0

ou seja: ind7 4 ind S = ind(S o T)). O

Teorema I1.12. Um operador T: X — Y é de Fredholm se, e somente se, existe
um aplicacao S: Y — X tal que SoT — Id, e T oS — Id, tem a dimensao da
imagem finita.

Definigdo 1.13. Dado X um espago vetorial, definimos £(X) o conjunto dos ope-
radores X — X de posto finito.

Corolario I.14. £(X) é um ideal da dlgebra £(X).

Sem: L(X) — L(X) /E (X) é a projegdo usual, podemos reformular este enunci-
ado da seguinte maneira: 7' € L£(X) é Fredholm se, e somente se, 7(T') é inversivel.

Teorema 1.15. Se T: X — Y é Fredholm e F': X — Y tem posto finito, entdo
T + F ¢ Fredholm e ind(T + F) = ind T

Para uma referéncia sobre estes teoremas, consulte a secao “Algebraic theory of
Fredholm operators” do apéndice 2 de Cordes (2006).
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