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Versao ainda incompleta

O objetivo destas notas é deduzir as leis de Kepler, que serao enunciadas s6 apés terem sido deduzidas,
a partir da lei da gravitagao universal e da segunda lei de Newton. Queremos descrever a trajetéria de um
planeta orbitando em torno do sol, ignorando todas as interagoes dos dois com os demais corpos celestes.
Suporemos que o sol estd fixo ! na origem de um sistema de coordenadas de R? e que o planeta estd na

posicdo x(t) € R? em cada instante ¢ € R.

A lei da gravitacao universal afirma que a forca exercida no planeta pelo sol é paralela a x, tem sentido
contrario a x e tem intensidade inversamente proporcional a |x|?. A constante de proporcionalidade é igual
ao produto de uma constante universal G pelo produto das massas do sol M e do planeta m. A segunda lei
de Newton afirma que a forga exercida no planeta é igual a m multiplicada pela aceleracao x”(t). Omitindo

o argumento ¢ das funcoes x e x”, vem que a trajetéria do planeta satisfaz

1
mx" = —GMm— 2.

x|? x|
Para simplificar as férmulas é conveniente (e licito) supor que foram adotadas unidades de medida tais que

GM = 1. Cancelando m, vem

X
1 x' =",
Denotando x = (21, z2,x3), esta equagao diferencial vetorial pode ser destrinchada em um sistema de trés

equagoes diferenciais escalares:

9 o= i . i=1,2,3.
@ SN R

Conservagao do Momento Angular.

Proposigao 1. A grandeza vetorial x' X x fica constante ao longo do movimento. Isto implica que existe um

plano passando pela origem que contém todos os pontos (x1(t), z2(t),x3(t)) da trajetéria do planeta.

IEsta suposicdo nao é muito realista. Ao final do texto discutiremos como tratar do problema levando em conta que o sol

também se move sob atragdo do planeta. Veremos que valem as mesmas leis de Kepler, exceto por um pequeno ajuste.
1
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Demonstragao: Tomando o produto vetorial dos dois membros da igualdade (1) por x e usando que

x X x = 0 (veja o Coroldrio 1 do Apéndice 1), vem que

x" xx=0

Aplicando a regra do produto (que também vale para o produto vetorial de duas fungoes derivdveis de R em

R3; verifique isto), e usando mais uma vez o Coroldrio 1 e a igualdade anterior temos
(X' xx) =x"xx+x'xx' =x"xx=0.
Ou seja, x’ x x é constante. Ou seja, existe v € R3 tal que
(3) x'(t) x x(t) = v, para todo t.
Tomando o produto escalar dos dois membros de x’ X x = v por x e usando a Proposicao 5, vem:

(4) x-v=0

Vamos concluir a demonstragdo considerando separadamente os casos v =0 e v # 0.

Se v # 0, a equagao (4) expressa o fato geométrico de que todo ponto da trajetéria do planeta x(t)

pertence ao plano que passa pela origem e é perpendicular a v.

Suponhamos agora que v = 0. Denotando [x| por r, temos:

d (x> rx' —r'x % —rr'x (x-x)x - (x-x)x (xxx) xx

% = = = = :0

r r2 r3 73 r3
Na primeira destas igualdades, usamos as regras de derivacao do Célculo 1, que valem também para fungoes
vetoriais; na segunda, apenas multiplicamos o numerador e o denominador por r; na terceira, usamos que

r2:X~Xeque

1
' ==(r?) = Z(x-x) =x-x;

2 2

na quarta, usamos a identidade vetorial (13); na tltima, usamos (3) e a hipStese v = 0.

Provamos portanto que x/r é constante, ou seja, que, para todo t, x(t) pertence a uma semi-reta que

tem a origem como extremidade. O
A grandeza vetorial L = mx’ x x é chamada de momento angular do planeta em relacao & origem.

Como o movimento € planar, uma mudanga de coordenadas faz com que o plano do movimento coincida
com o plano zy. Ou seja, podemos supor que x(t) = (x,y,0) e que, portanto, x’ x x = (0,0, 2’y — zy’). Como
x’ X x é constante ao longo do movimento, a grandeza escalar 2’y — xy’ também é. Vamos em seguida usar

coordenadas polares para deduzir a segunda lei de Kepler (a lei das dreas) a partir da conservagio de =’y —xy/.

Segue de (2) que as equagoes que descrevem o movimento do planeta se reduzem a

5) = T

- Y
Y = (22 +y2)3/2
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Areas iguais em tempos iguais (segunda lei de Kepler).

Seja ((z(t),y(t)) uma solugdo de (5) de classe C?2, definida em um intervalo aberto I. Diminuindo I se
necessario, podemos supor que, para todo t € I, (z(t),y(t)) esteja contido em um aberto U de R? que seja a

imagem difeomorfa de um outro aberto U de R? através da aplicacio

U>(r,0) — (rcosf,rsenf) € U
(veja o Apéndice 2). Isto implica que existe uma curva de classe C2, (r(t),0(t)) € U, t € I, tal que

t) = t 0(t
z(®) () cosl0(t)] , paratodo t € I.
y(t) = r(t)sen[0(t)]
As derivadas de (z(t),y(t)) podem ser expressas em termos das derivadas de (r(¢),0(¢)) usando a regra da

cadeia. E o que fazemos a seguir, omitindo o argumento ¢, como de costume:

(©) ' = 1'cosl —r(senf)d

y = r'senf +r(cosf)d’ ,
donde decorre que z'y — zy’ = —(r?0’). Como z'y — xy’ é uma funcido constante em I, segue que também
(7) 720" é constante em 1.

Em particular, como r(t) # 0 para todo t € I, segue que #'(¢) tem sinal constante ou é nula em 1. E positiva
ou negativa se o momento angular for nao-nulo e é nula se 0 momento angular for nulo. No caso em que é
nulo, o movimento do astro estd contido em uma semi-reta passando pelo sol. Isso corresponde ao caso em
que o astro estd ou em rota de colisao com o sol ou estd escapando da atragao gravitacional do sol viajando

em linha reta. Vamos considerar apenas o caso em que 6’(t) # 0 para todo t € I.

Em qualquer ponto da trajetéria pode-se repetir o argumento para algum intervalo aberto que a
principio pode depender do ponto. Requer resultados que veremos no curso 2 concluir dai que 6'(t) # 0
para todo t pertencente a qualquer intervalo onde esteja definida uma solugao de (5). Logo, a fungéo 6(t) ou é
estritamente crescente ou é estritamente decrescente no dominio de qualquer solugao definida em um intervalo

qualquer I e a imagem da fungao 6, definida em I, é também um intervalo aberto, que chamaremos de J.

Vamos denotar por

Jo0 — t(0) el
a funcao inversa da bijecao

I>t— 0(t) e J

2Em um contexto mais geral, veremos que, dados (0, y0) # (0,0), (uo,v0) € R? e tg € R, existe uma tnica solugio de (5)
definida em um 4ntervalo mazimal J (que é aberto), satisfazendo (z(to),y(t0)) = (z0,y0) e (2/(0),y’(0)) = (uo,vo) e tal que
qualquer outra solugao de (5) satisfazendo (z(t0),y(t0)) = (zo,y0) e (z'(0),%’(0)) = (uo,vo) definida em um intervalo contendo
to é a restrigdo dessa solugdo definida em J. Acabamos de provar que, se 0 momento angular, que é constante, for ndo-nulo (isto
é, se 0 movimento nao estiver contido em uma semi-reta), entdo, dado qualquer ponto da trajetéria (x(t1),y(t1)), t1 € J, temos
0'(t) # para todo t pertencente em um intervalo contendo t1. Em particular, 6’(t) # 0 para todo t € J. Como 0’ é continua e J

é um intevalo, segue do teorema do valor intermedidrio que #’ ndo muda de sinal em J.
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E por 7 a fungao

J 30— 7(0) = r(t(0)) > 0.

Suponhamos que #'(t) > 0 para todo t € I e, portanto, a funcdo t — 60(t) é estritamente crescente em

I. O intervalo J pode ter comprimento maior do que 27 de modo que pode ocorrer
(r1 cos(6(t1)), r1sen (0(t1))) = (r2 cos(6(t2)), 2 sen (0(t2)))

mesmo com t; # ta. Ou seja, o planeta pode passar duas vezes pelo mesmo ponto do plano, apesar de 6 ser

estritamente crescente em ¢.
Fixado um 6y € J, definamos
- 1 [
szf/f@%s
2 Jo,
e A(t) = A(6(t)). A funcdo A pode ser interpretada como a drea varrida em torno do sol pelo planeta (ver o
Apéndice 2) entre os instantes t(6y) e t. A segunda lei de Kepler afirma que o planeta varre dreas iguais em

tempos iguais, isto é, para quaisquer t1,to € I, o valor de A(t2) — A(t1) s6 depende de to —t;1. Isto decorre da

seguinte proposigao:

Proposicao 2. A'(t) € constante em t € I.

Demonstragio: Segue da defini¢io de A e do teorema fundamental do calculo que A’(6) = 17(6)2. Pela
regra da cadeia e pela definicao da fungao 7
- 1 1
A'(t) = A(0(1)) 0'(t) = 57(0(1))* 0'(1) = 5r(1)*0'(1)-
A proposicao segue agora de (7). |

Nés nao usamos diretamente (1) nem sua consequéncia (5) para demonstrar que o momento angular
se conserva e que a segunda lei de Kepler é satisfeita, mas apenas a Proposicao 1, que depende apenas do
fato de que a forca de atracao é paralela a x. Seguindo os passos das demonstragoes anteriores, pode-se
demonstrar mais geralmente que uma particula se movendo em um campo central de forgas (forga paralela ao
vetor posicdo) tem o seu momento angular conservado e tem trajetéria plana satisfazendo a segunda lei de

Kepler (ver [1]).

As trajetdrias elipticas dos planetas (primeira lei de Kepler).

Segue de (6) que

®) 2" = r"cos —2r'(sen®) 0 —r(cos)0? —r(senf)d”
y" = 1"senf+2r'(cos0) 8 —r(senf) 02 + r(cosf) "
e daf
(9) 2" cos® +y"senf =" —rf"?
Decorre de (5) e de (z,y) = (rcos6,rsend) que 2"’ cosf = —-%(cos6)? e y” senf = — % (sen6)2. Dai,
(10) N

r
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Vamos agora fazer o que se chama em equacoes diferenciais de uma mudanc¢a de varidvel independente,
de t para 0, na equagao (9). Ou seja, a partir de (10), vamos encontrar uma equagao diferencial que seja
satisfeita nao pela funcdo r(t) mas pela fungao 7(6) = r(¢(6)). Frequentemente a distin¢do entre r e 7 é
omitida. Embora na linguagem moderna r e 7 sejam fungoes diferentes, ambas “sao” a distancia do planeta
ao sol, s6 que expressa em fun¢do de variaveis independentes distintas. Ainda hoje essa nomenclatura é quase

que universalmente aceita em ciéncia ou matematica aplicada.

Como j4 fizemos na demonstragdo da Proposicao 2, vamos denotar com uma linha tanto a derivada de

uma fungao em relagao a t quanto em relacao a 6. Afinal, para saber o que é a derivada de uma funcao, o

nome que se dd a varidvel dela é irrelevante. Na literatura de fisica, o costume é denotar 7’ por 7 e 7 por %.

Essa notagao é também usada em [1].

Calculemos, usando a regra da cadeia,

Nesta tultima passagem, usamos o teorema da funcdo inversa do Célculo 1. Segue de (7) que
()% 0'(t(9)) = r(t(6))*¢'(£(6)), 0 € J,

é uma funcao constante. Chamemos essa constante de k. Continuamos a supor que ¢'(t) > 0 para todo ¢t € I,

de modo que k > 0. ? Segue entdo de (11) que

d 1 ()
do 7(6) k
Derivando mais uma vez em relagao a 6, vem
£ ) ey 0
de? 7#(0) k ko' (t(9))
e, portanto,
" , 2 1
r(t(0)) = —k 0 (t(e))ﬁ@
Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = t(6) em (10) e usando esta férmula que acabamos de obter para r”(¢(6)),
vem: ,
KO000) Sz =i + T O 0O = o

Dividindo por k6 (¢(#)) e usando que k = 720’ vem
d? 1

1
do? r T

Defina f(0) = 5(19), 6 € J. A funcao f satisfaz a equacao diferencial linear
1
(12) =
Qualquer solugao de (12) é da forma (ver [2, Capitulo 3])
1
f(6) = Acos(6 — 0y) + w2

A e 6y constantes.

3k = L/m, sendo L o momento angular escalar do planeta em relagdo & origem e m é sua massa
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Agora que ndo vamos mais usar a regra da cadeia, podemos omitir o til em 7.

A Primeira Lei de Kepler, que afirma que a trajetéria de um planeta em torno do sol é uma elipse com

foco no sol, decorre da seguinte proposicao.

Proposicao 3. Seja (x(t),y(t)) uma solu¢ao limitada de (5). A imagem da curva parametrizada (z(t),y(t))

consiste de uma elipse com um dos focos na origem.

Demonstragao: Mostramos que se (2(t),y(t)) é uma solugao de (5), a imagem da curva parametrizada
(x(t),y(t)) consiste de um conjunto de pontos (z,y) cujas coordenadas polares (r, §) satisfazem a equagao

1 1
— =Acos(0 —6y) + —
r ( ) k2
A e 0y constantes arbitrarias. Para provar que uma curva limitada representada por essa equac¢do é uma
elipse com um dos focos na origem, podemos fazer uma rotagao dos eixos coordenados e supor que 6y = 0.

Substituindo r = y/xz2 + y2 e cos§ = x/+/x? + Y2, obtemos

1

1 T
=A + —,
/22 + 2 22 +y2 K2

dai,
(1 — Az)? = 2% +o°.

Completando quadrados, vemos que esta é a equacao de uma elipse se |A|k? < 1, de uma pardbola se |A|k? = 1

e de uma hipérbole se |A|k? > 1.

No Apéndice 2, mostramos que, se |A|k? < 1, a equagio

1
r = -
k% + Acosf
representa, em coordenadas polares, uma elipse com um dos focos na origem. .

A Terceira Lei de Kepler.

Ajuste necessario para levar em conta o movimento do Sol.

APENDICE 1 - CALCULO VETORIAL

Dados i, j,k € {1,2,3}, defina

1, s

[¢)

(i,5,k) € {(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)}
(1,5, k) €{(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1)}
0, se {i,j,k}#{1,2,3}

O produto vetorial de x = (21,72, 73) e y = (y1,¥2,y3) em R3 é o vetor x x y € R? cuja i-ésima coordenada é

3
(XXY)i=D_> €ijntyn-

j=1k=1

€ijk = -1, s

@
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Para simplificar a notagao, vamos adotar a seguinte convengao: sempre que em um produto houver dois
subscritos repetidos, entende-se que cada letra repetida é o indice de um somatério de 1 até 3. Assim

podemos reescrever a equacao acima como
(X X ¥)i = €ijkT;Yk-

Proposicao 4. Para todos x,y € R3, temos x X y = —y X X.

Demonstracio: Segue da definicao de €;;5 que €;;5 = —€;x;5, para todo (4, , k). Dal
(xxy)i= €ijkTjYk = —€ikjYkT; = —€imYlTm = —(y x x);,
para todo i € {1,2,3} (na peniltima passagem, sé mudamos o nome dos indices dos somatoérios). O

Corolario 1. Para todo x € R?, x x x = 0.

Demonstragdo: Segue da Proposigao anterior que x X x = —X X X. |

Exercicio 1. Mostre que o produto vetorial nao € associativo.

O produto escalar de x = (x1,72,73) e y = (y1,%2,%3) em R3 é o nimero real

3
Xy= leyz
i=1

Usando a convencao dos subscritos repetidos, podemos escrever x -y = x;y;. E 6bvio que x-y =y - x para

todos x,y € R3.
Proposicao 5. Para todos x,y € R3, temos

X (xxy)=y-(xxy)=0

Demonstracio: Segue da definigdo de €;;; que €5 = —€;ix, para todo (4, j, k).
X (X XY) = Ti€pTi Yk = €jTiTj Yk = —€jikTjTiYk = —T€kTiYk = —T;€mTiYm = —X - (X X y).
Logo x-(xxy) = 0. Desta igualdade, trocando os papeis de x e y e usando que o produto escalar é comutativo,
segue que y - (x xy) =0. O

Dados i, j € {1,2,3}, defina
1, se 1=
0, se i#j

Usando a convencao dos subscritos repetidos, podemos escrever x -y = 0;;%;y;.

Proposicao 6. Dados j,k,l,m € {1,2,3}, temos
3
Zeijkfklm = 0i10jm — OimIji.
k=1

Demonstragao: Se i = j ou l = m, os dois membros da igualdade que queremos demonstrar sdo nulos.

Se i # j e l # m, ocorre um e apenas um dos trés casos seguintes:
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(1) Para todo k € {1,2,3}, k é igual a j, a k, a j ou a m.
(2)i=lej=m.
3)i=mej=1L

No caso (1), os dois membros sao nulos. No caso (2), os dois membros sdo iguais a 1. No caso (3), os

dois membros sao iguais a —1. O

A seguinte proposicao é usada na demonstracdo de que o movimento de uma particula submetida a um

campo de forgas central estd contido em um plano.

Proposicao 7. Para todos x,y,z € R3, temos
(13) (xxy)xz=(x2z)y—(y-z)x

Demonstragdo: Usando a convencao dos subscritos repetidos, segue das defini¢cées que a i-ésima com-

ponente do primeiro membro de (13) é dada por

[(x xy)xz]; = €ijk€ilmTIYmZk
Por outro lado,
€ijk€jmTIYm 2k = €kij€iimT1Ym 2k = (Ok10im — OkmOil) 1Ym 2k =

TRYiZk — Tiykze = (Th2k)Yi — (Yrze)Ti = (X - 2)y; — (¥ - 2)24

A primeira desta série de igualdades decorre do fato de que €;;;, = €i5; a segunda, da Proposigao 6; a terceira,
da definicdo de d,4; a tltima da definicao do produto escalar. O tltimo termo obtido é a i-ésima componente

do segundo membro de (13). O

Continuaremos a usar a convencao dos subscritos repetidos até o resto deste apéndice.

Dada f : R® — R derivavel, o gradiente de f é a aplicacao grad f : R® — R3 cuja i-ésima componente

(grad f);, i = 1,2,3, é igual & derivada parcial de f em relacio a i-ésima coordenada de R?,

(grad f); = 0;f, i=1,2,3.

Dada F : R? — R3 derivéavel, F = (Fy, Fy, F3), o rotacional de F é a aplicagdo rot F : R® — R3 cuja

i-ésima componente, i = 1,2, 3, é dada por
(rot F); = €10 Fy.
O divergente de F ¢é a aplicacdo divF : R? — R dada por
div F = O, F;.

Exercicio 2. Considere f : R* - R e F : R? — R? de classe C?.

Mostre que: (a) rot(grad f) =0 e (b) div (rotF) = 0.
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A sucessao de aplicagoes (verifique que elas sao lineares)

4 .
0 — C=(R3,R) &5 0=(R3, R?) T o= (R3,R?) BY 0 (R? R) — 0

é o chamado complexro de De Rham em R3.

Dada f : R?® — R possuindo derivadas de segunda ordem, o laplaciano de f é a aplicacdo Af : R? = R
dada por Af = 0,0;f.

Dada F : R? — R? possuindo derivadas de segunda ordem, F = (F|, Fy, F3), o laplaciano de F é a
aplicacio AF : R? — R? cuja i-ésima componente, i = 1,2, 3, dada por (AF); = AF;.

A seguinte identidade vetorial é usada para provar, a partir das equagdes de Maxwell, que o campo
elétrico e o campo magnético no vacuo satisfazem a equagao da onda.

Exercicio 3. Dada F : R?® — R3 de classe C?, mostre que

rot (rotF) = grad (divF) — AF.

APENDICE 2 - COORDENADAS POLARES

Denotamos por RT o intervalo aberto (0, 00).

Segue das propriedades elementares das fungoes trigonométricas que a aplicagao

P: Rt xR — R2\{(0,0)}

(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsenb)

é sobrejetora e que P(rq,61) = P(rg,02) se e somente se 11 = r9 e 6 — 0 é um miltiplo inteiro de 2. Além

disso, P é uma funcao de classe C'*°.

Para cada 6y € R, a restrigao de P a R™ x [0y, 0y + 27) é uma bijegao. Denotaremos essa restrigio por
Pp,. A inversa de Py, entretanto é descontinua na semi-reta {(r cosfp,rsenfy); r > 0}, que é a imagem de
R x {6p}. Jogando fora essa semi-reta problemética do contradominio, a restricio de P a R x (6, 6y + 27)
torna-se um difeomorfismo (isto é, uma bijecao de classe C*° com inversa C'°). Esta afirmagéo, que pode ser
demonstrada com técnicas de trigonometria e do Calculo 1, decorre também do Teorema da Funcao Inversa

do Célculo 5.

Area em coordenadas polares.
Dados 61 < 6o, 02 — 6 < 27, e uma fun¢ao ndo-negativa f de classe C! definida em [f1, 6], considere
a regiao
D ={(r,0) € RT x [01,62]; 0 <r < f(0)}.
Seja D a imagem de D sob a acio da aplicacio P, isto 6,

D = {(z,y) = (rcos@,rsend); (r,0) € D}



10 IME-USP, 2° SEMESTRE DE 2019

A érea de D pode ser calculada em termos de 61, 65 e f usando a férmula de mudanca de varidveis para

integrais duplas. Para isso, calculemos o determinante do jacobiano de P,

ox ox
& &2 cos) —rsenf

det ZT ge = det =r
= o sen 6 7 cos 0

Dai, a drea de D é dada por

02 rf(9) 1 02
/ da:dy:/ rdrd@z/ / rdrdf = = 1(0)%as.
D D 61 JoO 2 Jo,

Equacgao da elipse em coordenadas polares.

Consideremos uma elipse E com focos em (0,0) e (0,2¢) e eixo maior 2a, a > c¢. Se (z,y) =

(rcosf,rsenf) € E, |0] < 7, entdo temos, pela lei dos cossenos e pela defini¢do de elipse,

(14) Vr2 +4¢® — dercosf = 2a — 1.

Elevando ao quadrado os dois membros e isolando 7, vem:

2_ 2
a® —c
15 o o
(15) a —ccosf
Reciprocamente, se vale (15) e a > ¢, entdo
a—c
r=————(a+c)<at+c<2a
a — ccosf

e (15) implica (14). Ou seja, (15) é a equagao de E em coordenadas polares.

Sejam agora A < 0 e k > 0 reais tais que |A|k?> < 1 e seja E o conjunto dos pontos do planos cujas

coordenadas polares satisfazem

1
(16) r= a4
7z + Acosd
O sistema de equagdes em a e ¢
1 a . c
K a2 —¢2 a2 -2
possui uma unica solugao, a saber,
k2 Ak?

T A T T I At

Logo, a equacao (16) representa uma elipse com um dos focos na origem e o outro no semi-eixo das abscissas

positivas.

Analogamente demonstra-se que, dados A e k positivos com Ak? < 1, (16) é a equagao em coordenadas

polares uma elipse com um dos focos na origem e o outro no semi-eixo das abscissas negativas.

Finalmente, se A = 0, (16) é a equagao do circulo centrado na origem e raio k, que é um caso degenerado

de elipse com um foco na origem.
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