EXISTENCIA E UNICIDADE PARA EQUACOES EXATAS

Teorema da Fungado Implicita. Sejam U C R? aberto, (z9,y0) € U, ¥ € C1(U). Suponha
que ¥ (zo,y0) = C e Yy(x0,y0) # 0. Entao existem intervalos abertos I 3 zg e J 3 yo, I x J C U,
tais que

Ve el, Ay =y(x) € J, ¥(z,y(z)) = C.

Além disso, a funcdo y : I — J assim definida é de classe C! e satisfaz y(zg) = yo.

Proposicao 1. A funcdo y : I — J definida no enunciado dado acima do Teorema da Funcdo

Implicita é a inica func¢ao continua de I em R tal que y(xo) = yo € Y(z,y(z)) = C para todo z € I.

Demonstragao: Seja z : I — R continua, z(xg) = yo e ¥(x, 2(z)) = C para todo = € I. Defina
A={z el =) = y(a)}.
Entao temos:

o A#(. [x9€ Al

e Vx1 € A, 1 intervalo aberto I3 1, I - zil(J) C A, sendo J o intervalo aberto cuja
existéncia é garantida pela versdo do Teorema da Funcdo Implicita enunciada acima. [(i)
31 > 2, I C 271(J) porque z é continua em z1. (i) Segue do TFI que, Vz € I, 3!
y = y(z) € J tal que o(z,y(z)) = C. Mas h(z,2(z)) = C e z(z) € Jse x € I C I. Logo
z(xz) = y(x) e portanto = € A.]

e Sexp € Aex, >z €l entao x € A. [2(x,) = 2(z) e y(xn) = y(x).]

A demonstracao da Proposicao segue agora do lema seguinte. O

Lema 1. Seja I um intervalo aberto e seja A C I satisfazendo: (i) A # 0, (ii) Va1 € A, 3 intervalo
aberto I, 1 € I C A e (iii) sex, € A ex, - x €I, entdo x € A. Entio A=1.

Demonstragdo: Suponha que existam 1 € A e xg € I\ A, 1 < x9. Defina S = {y €
I; [x1,y] € A} e p = sup S. Temos que x2 é cota superior de S, pois x2 € A. Logo 3 < zo. Tome
yn € S C A, y, — B. Segue de (iii) que 5 € A. Dai segue de (ii) que existe z > 3, z € A. Logo

nao é cota superior de S. Por absurdo, provamos que nao existem x1 € A e x93 € I \ A, 21 < x2.

Analogamente, demonstra-se que nao existem z1 € Ae xg € I \ A, 1 > z9. Entdoou A =1

ou A = (. Segue de (i) que A =1. O

Segue facilmente agora o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para o problema de

valor inicial para equacoes exatas:



2 EXISTENCIA E UNICIDADE PARA EQUACOES EXATAS

Teorema 1. Sejam U C R? aberto, (xq,y0) € U, M,N € C(U), N(z,y) # 0 para todo (x,y) € U.
Suponha que existe 1 € CH(U) tal que 1, = M, Yy = N. Entao existe um intervalo aberto I > xq e
uma inica funcdo y € CH(U) tal que

M(z,y(x

————= para todo z € I.
N(z,y(z))

y(wo) = yo, (z,y(x)) €U ey (x)=—

Demonstracao: Segue do Teorema da Funcao Implicita e da Proposicao que existem um inter-

valo aberto I 3 z¢ e uma tinica fungao y € C*(I) tal que

y(xo) = yo, (z,y(x)) € U e Y(z,y(x)) = ¥(xo,yo) para todo x € I.

Segue da regra da cadeia que

ba(z,y(@)) + Py(z,y(2)y'(2) = M(z,y(x)) + N(z,y(z)y'(z) =0,
ou seja, y' () = —M(z,y(x))/N(z,y(z)), para todo = € I.

Reciprocamente, se z € C(I) satisfaz z(zg) = yo e 2'(x) = —M(x, 2(x)) /N (z, 2(z)), para todo
x € I, entao
d

0 = M(z,2(x)) + N(z,2(z)) 2 (z) = %w(x, z(x)) =0

e portanto

Y(z,y(z)) = ¥(xo, yo) para todo x € I,

e portanto y(z) = z(x) em 1. O



