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Questao 1) Escreva na forma a + bi, a e b reais, o nimero complexo dado.
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Solugdo: (a)
2428 (24201 +49) (2-2)+i(2+2)
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1+2'3 +3e7'3 =1+4+2('3 +e '3 )+e '3 =1 +4cos(?7r) + cos(?ﬂ) - isen(%) = —g - ?z

Questao 2) Seja z = x + iy, x e y reais.
(a) Calcule 22 +%z2. (b) Mostre que 2% + z? = 2 se, e somente se, v2 —y% = 1.

Solugdo: (a) 22 = (z + iy)(x + iy) = (2% — y?) + 2xyi, logo (2)? = 22 = (2% — y?) — 22yi, logo
22+ 7% = 2(2? — y?).

(b) Segue de 22 + 7% = 2(z2 — y?) que 22 + 72 =2 <= 2(2% — %) =2 = (22 —y?) = 1.

Questao 3) (a) Calcule (1 + 2i) e (1 —2i)3. (b) Escreva na forma a + bi, a e b reais, todas as raizes ctibicas

de 11 + 27 e todas as raizes cubicas de 11 — 2i.

Solugdo: (a) (1 +2i)? = —3 + 44, logo (1 + 2i)® = (=3 + 44)(1 +2i) = =3 — 8 + 4i — 6i = —11 — 2i.

(1—2i)3 = (1+2i)3 = —11+ 2i.

(b) Pelo item a, 11+ 2i = —(1+24)? = (=1 — 2i)3. Logo, uma das rafzes ctibicas de 11+ 2i é —1 — 2i.

As demais sdo o produto dessa raiz ciibica que encontramos por w e por w?, sendo w = Tl = —é + @z e,
portanto, w? = e 5 ¢ = —1- @z Assim, as trés raizes ctibicas de 11 + 2i sdo:
1 3 1 3 1 3 1 3
-1-2i, (-1-— 21')(—5 + gi) = (5 +V3) +i(l - g) e (—1-— 22')(—5 - gi) = (5 —V3) +i(1+ g).
Analogamente, segue de 11 — 2i = (—1 + 2i)3 que as trés raizes ctibicas de 11 + 2i sdo:
. N 3. 1 . 3 N, 1 3. 1 , 3
—1+2i, (—1+2i)(—5 + gz) =(3+ V3) —i(1 - g) e (—1+2i)(—5 - %n =(3- V3) —i(1+ g).



z+w = 22

Questao 4) (a) Encontre todas as solugoes do sistema .
zw = 125

w4l = 22
(b) Encontre todos os possiveis valores de u + v, sabendo que (u,v) satisfaz 5
w =
Solug&o: (a)
z4+w = 22 — z—|—13—5 = 22 — 22 —-2224125 = 0 — z=11+2;
zw = 125 z+w = 22 z+w = 22 z+w =22

Temos portanto duas solugoes para o sistema:

(z,w) = (11+2i,11—-2i) e (z,w)= 11+ 2i,11 — 2i).

(b) Fazendo z = u? e w = v3, temos, pelo item a,

ud +v® 22 rhw = 22 (z,w) = (u®,v%) = (11 + 23,11 — 20)
= = ou
{ w = 5 { xw = 125

(z,w) = (u3,v3) = (11 — 2i, 11 + 2i)

Ou seja, para que (u,v) seja solugao do sistema dado, é necessdrio (mas nao suficiente) que u seja uma raiz
ctibica de 11 + 2i e que v seja uma raiz cibica de 11 — 2i, ou vice-versa (v = 11+ 2i e u® = 11 — 2i). Como 86
estamos interessados na soma u + v, podemos entao supor que u seja uma raiz cubica de 11 + 27 e que v seja
uma raiz cibica de 11 — 2. Para que um tal par (u,v) seja solucdo do sistema dado, é suficiente que uv = 5

3

(lembrando que o fato de u?v? ser igual a 125 nio implica necessariamente que uv seja igual a 5).

Na Questao 3, vimos que as raizes cubicas de 11 + 2¢ sao

uy =—1-2i, u2:(%+\/§)+i(1f§) e U3:(1—\/§)+i(1+§)

e que as raizes cubicas de 11 — 27 sao

v = —1 4 21, UQZ(%+\/§)—Z.(1—§) e 1}3:(%—\/5)—2.(14—?).

Temos uivy = 1+ 22 =5, usve = (3 +v3)% + (1 — @)2 =5eugvz= (3 —V3)2+(1+ @)2 = 5. Por outro
lado, ujva, uivs, ugvy, ugvs, us, v1 € uzvz NAO sao reais, logo sao diferentes de 5.

Concluimos assim que os possiveis valores de u + v sao

uy +vy = -2 U2—|—U2=1—|—2\/§ U3—|—’U3=1—2\/§.

Contextualizagéo

A Questao 4 é parte dos calculos necessarios para resolver pelo método de Cardano a equagao polino-
mial 23 — 152 — 22 = 0. Esse método consiste em procurar solucoes da forma z = u -+ v. Substituindo z = u+ v
em 23 — 152 — 22 = 0, vem:

(u+v)> = 15(u+v) =22 = u® + 0% + 3uv(u +v) — 15(u +v) — 22 = (u® + 0> — 22) + 3(u + v)(uv — 5) = 0.

Ou seja, para que u + v seja raiz do polinémio z® — 15z — 22 é suficiente que u3 + v = 22 e uv = 5.
Pela Questao 4, os tinicos tais valores de u + v sdo 1 = —2, 3 = 1 +2v/3 e 23 = 1 — 2¢/3. Como o polinémio

2% — 152 —22 tem grau trés, 1, T2 e o3 sdo todas suas raizes; afirmacao que pode ser comprovada pela identidade

23— 152 -22 = (z42)(z—1-2V3)(z —1+2V3).



