MAT 0320 - Turma 42 - 1° Semestre de 2019
Introdugdo & Analise Complexa

4% Lista de Problemas

Questao 1) Seja C o segmento de reta que liga 1-1 a 1+i orientado para cima. Calcule as seguintes integrais.

(a)/cédz (b) /Czl—zdz (c) /0(22+1)dz (d)/cezdz

Questao 2) Seja C o caminho parametrizado z(t) = 2t — 1 +it, —1 < t < 1. Calcule as seguintes integrais.

(a)/Aldz (b) 6;—2(& (c) /A(zerl)dz (d)/Aezdz

C C C

Questao 3) Sejam C;, Cy, C3 os circulos positivamente orientados |z| = 1, |z — 3| = 1, |z| = 5, respectivamente.

1
Seja Cy a elipse 2% + 25¢y2 = 25, também positivamente orientada. Calcule PP dz, k=1,2,3,4.
Ch zZ(Z2 —

Questao 4) Faca a mudanca de variavel z = ¢'? e transforme cada integral definida em uma integral de contorno.

Use a a férmula integral de Cauchy para calcular as integrais assim obtidas.

2 1 27 1
(a)/o 5+3cos€d9 <b)/0 2+cos0d0

Questao 5) Para cada R > 0, seja Cr o caminho fechado positivamente orientado que consiste da unido do
segmento [—R, R] com o semicirculo Hg = {Re"; 0 < 0 < 7}.
1z
Seja f a funcao definida por f(z) = %, z#iez# —i.
z

(a) Para cada R > 1, use a férmula integral de Cauchy para calcular / f(z)d=.

Cr
(b) Mostre que, para cada R > 1, ’ f(z)dz| < gi
Hp R2 -1
T cosz
(C) Calcule [m mdz

- . 2 ”
Questao 6) (a) Mostre que sin§ > ;9, se 0 <0< 7.

/2 in6 m(1—e)
(b) Mostre que / e ftsin® gp < —5p  bara todo R > 0.
0

s
(c) Mostre que lim e fsin® gp — 0.
R—o0 [



ZeZZ

2241

22 # 1.

Questao 7) Para cada R > 0 considere Cr e Hr como definidos no Problema 3 e f(z) =

(a) Para cada R > 1, use a férmula integral de Cauchy para calcular f(z)dz.
Cr

R? /7r Rsino0
< e~ Bsin® gg.
RZ—1J,

(b) Mostre que, para cada R > 1, ’ f(z)dz
Hp

T psing

———dux.
o T2+1

(c) Calcule /

< . : e :
Questao 8) Para cada a > 0, considere H, como definido no Problema 3 e f(z) = —, z # 0. Dados 0 < r < R, seja
z
C',r 0 contorno fechado positivamente orientado que consiste dos intervalos [—R, —7] e [r, R] unidos aos semicirculos

de raio r e R e centro em 0 contidos no semiplano superior.

(a) Mostre que / f(z)dz =0, para todos r, R tais que 0 < r < R.
CT‘ R

(b) Mostre que lim f(z)dz=0.
R—o0 Hgp

(¢c) Mostre que liII(l] f(2)dz = mi. Sugest&o: use a Proposigio enunciada e demonstrada ao final desta lista.
=0 J g,

senx

dx. Sugest&o: use o 6c.

(d) Calcule /
0

Proposigao. Seja f uma fungdo analitica definida em um aberto contendo 0. Para r > 0, seja C, o semicirculo

A z
orientado no sentido antihorério, C, = {re*; 0 <t < 7}. Entao lirr%)/ /) dz = mif(0).
=0 Jo, 2

1 ) .
Demonstrag&o: Usando que / —dz = mi, vemos que, para todo r suficientemente pequeno,

CT;(Z)dZ:f(O)/ ldz—/ L‘Z)dz:/ O = 1(2) .
z c, ? c. Z Cr z

wif(o) - [
mi f(0) /C f(;)dz‘ < /C 12) =101 g,

r

e, portanto,

Dado € > 0, seja § > 0 tal que, para todo |z| <4, [f(z) — f(0)] < £ (existe tal 6 porque f, sendo analitica, é continua
em 0. Dai, para todo r < §, temos
€

m’f(O)—/CTf(ZZ)dz‘ < %/C £(2) = £(0)]|dz] <i§/c P

r

T

Isto prova o que queriamos.

Respostas: 4a) Z. 4b) 2L. 5¢) Z. 7c) Z. 8d)
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