MAT 226 - 2° Semestre de 2019
Equagdes Diferenciais I

3% Lista de Problemas

Nesta lista a norma de operador em M, (R) serd denotada por || - ||,

Az
[ Al = sup{ ”| ”2; reR”, x#0}, Aec M,(R).
T2
Denotamos por || - ||z a norma euclideana em R™. Os elementos de R™ serao identificados com matrizes n x 1

de modo que Az na definicdo acima denota o produto de matrizes.

a —
1) Dados « e § reais, mostre que p =+/a? + (2.
8 «

2) (a) Mostre que, para toda A = ((ai;))i<ij<n € Mn(R),
max{|a;;|; 1 <i,7 <n} < |4 < nmax{|a;|; 1 <i,j<n}.

(b) Seja A; € M, (R) a matriz cujas entradas sdo todas iguais a 1. Mostre que, para Aj, vale a igualdade na

segunda desigualdade do item (a).

3) (a) Dado X, € R™, mostre que a aplicagdo M, (R) > A+— AX, € R" é continua.
(b) Dada A € C*([a,b], M, (R)) e dado Xy € R™, mostre que (A(t)Xq) = A’ (t) Xo.

Mostramos em sala (na aula de 31 de outubro, clique aqui) que, se A € C*([a,b], M,,(R)), entdo t —s e

também pertence a C([a,b], M, (R)). Além disso, o segundo membro da igualdade

A"
Al — 2%7(1!)’ t € [a,b],

pode ser derivado termo-a-termo.
4) (a) Seja A € C*([a,b], M, (R)) tal que A(t)A’(t) = A’'(t)A(t) para todo t € [a,b]. Mostre que

A0 = 4/(#)eAW®
() = 0
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(b) Dada A € C([a,b], M,,(R)) e dado ty € [a,b], seja B € C([a,b], M,,(R)) tal que B’'(t) = A(t) para todo t e
B(to) = 0. Dado X, € R™, mostre que X (t) = e®® X{ ¢ a tinica solucéo do pvi

X = ABDX
X(to) = Xo

5) Sejam A € M, (R), Xg € R" e A € R tais que AXy = A X).

. N i ~ . X' = (cost)AX
Mostre de duas maneiras que X (t) = e *"* X ¢é a solugao do pvi :
X(0) = X,
(a) verificando diretamente, usando portanto a unicidade;
(b) aplicando os Problemas 4 e 3 desta lista.
0 -1
6) Esboce o plano de fase do sistema X' = AX, A=UJU ', U = e
2 0
-1 0 1 0 2 0 -2 0
(a) J = (b) J = (c) J = (d) J =
0 1 0 0 0 -1
-1 2 0 -1 2 0
() J = (1) J = () J =
-2 -1 1 0 1 2

7) Suponha que A € M, (R) possui um autovalor A € C com parte real positiva e seja v € C" um autovetor
associado a A

(a) Mostre que X : R — C?, X(t) = eMv, t € R, satisfaz X' = AX e

Jim IX@I=0 ¢ Jim [X(0) =0

(b) Seja X : R — C" uma solugao de X’ = AX e sejam X;(t) = L(X(t) + X () e Xa(t) = &(X(t) — X (1)),

2 27
||2 —

t € R. Mostre que X; e X5 sdo solugoes de X’ = AX que tomam valores em R" e satisfazem || X(t)
| X1 (®)|1* + || X2(t)||? para todo t € R. OBSERVAGOES: A hipdtese de que A possui autovalor com parte real
positiva nao é necessaria neste item. X; e X5 sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de X.

(c) Seja X a solucao de X’ = AX dada no item (a) e sejam X; e Xy como definidas no item (b). Mostre
que para ¢ = 1 e para i = 2, temos: (i) t_l)ir_noo [I1X: ()|l =0 e (ii) len;C | X;:(tx)|| = oo, para alguma sequéncia

tr —> 0o. OBSERVAGAO: Isto implica que X = 0 é um ponto de equilibrio instdvel para o sistema X' = AX.



8) Seja A = UJU !, sendo U uma matriz complexa inversivel. Mostre que

-1+ 0 0

(a) Se J = 0 —1—4¢ 0 |,entdo X =0 é um equilibrio assintoticamente estével de X' = AX.
0 0 -1
-1 0 0
(b) Se J = 1 =1 0 |[,entdo X =0 é um equilibrio assintoticamente estdvel de X’ = AX.
0 1 -1
t 0 0
(¢)SeJ=] 0 —i 0 |,entdo X =0 é um equilibrio estdvel de X' = AX, néo assintoticamente estavel.
0O 0 -1
i 0 0 O
1 ¢ 0
(d) Se J = , entdo X = 0 é um equilibrio instavel de X' = AX.
0 0 —2
00 1 —
i 0 0 O
0 ¢« 0
(e) Se J = , entao X = 0 é um equilibrio estdvel de X’ = AX, nio assintoticamente estdvel.
0 0 —
00 0 —i

OBSERVAQAO: Note que as matrizes dos itens (d) e (e) possuem o mesmo polindmio caracteristico. Ou seja, o

polindmio caracteristico nao ¢é suficiente para determinar se o equilibrio é estavel ou instavel.

9) (a) Transforme a equagdio de Van der Pol, 2" + pu(2* —1)2' +2 = 0 (1 é uma constante real), em um sistema
2-por-2 de primeira ordem e verifique que a origem é o Unico ponto de equilibrio.
(b) Obtenha a aproximacéo linear na origem do sistema do item (a) e mostre que, se p < 0, a origem é um

ponto de equilibrio assintoticamente estavel para a linearizagao.

!

. . P = 2wy
10) Considere o sistema , ) )
y = -y
(a) Mostre que V(z,y) = 23 — 3zy* é uma integral primeira deste sistema, isto é, mostre que V (z(t),y(t)) é
constante em ¢ se (x(t),y(t)) for uma solucao do sistema.
(b) Esboce o plano de fase do sistema.
(¢) Entenda por que, neste caso, a aproximagao linear do sistema em seu dnico ponto de equilibrio ndo fornece

informagao alguma sobre o plano de fase do sistema.



Problema Extra (fora da ementa)
Considere a aplicacio f : M, (R) — M, (R), f(A) = 4.
(a) Mostre que, para todos A, H € M, (R), a série

o

Z AFTH L AF2HA 4o AHAFR2 4 HAM!
k!

k=2
é absolutamente convergente em M, (R), munido da norma || - ||.
(b) Mostre que f é diferencidvel e que, para todos A, H € M, (R),

VAR IH 4 AR 2HA 4 AHAR2 4 HAFL
—H+ Z

7(A)(H) .

k=2

(c) Mostre que, para todo A € M, (R) e para todo H € M, (R"™), || f'(A)(H)| < elAl|H].

Sugest&do: Seja k inteiro, k > 2.

Mostre que, para todos a e h reais tais que 0 < h < a, temos
2

(a+h)k —a* —ka"'h < k(k —1)(2a)*2 %

Mostre que, para todos A, H € M, (R), temos

_ _ _ - o 1]
[(A+H)F — AF — (A*TH + AR 2HA + .+ AHA* 2 + HAFY)|| < k(k—1)(2]|A|D* QT

Ultima afirmacgao do Problema 7 Escrevendo A\ = a + i8,

ay + iby xi(t) x3(t)
ag + ibo x3(t) x3(t)
v= Cxm=| | e Xm=| |
ap, + b, zl (1) 22 (t)
vem, para j = 1,--- ,n,

x; (t) = e*"[a; cos(Bt) — bjsen (Bt)] e x?(t) = e*"[a;sen (Bt) + b; cos(t)].

Como v # 0, temos a; # 0 ou b; # 0 para algum [. Considere as sequéncias ty = %’T e sp = U™ go a; # 0,

28
| X1 (k)| — oo e [|Xa(sk)|| — oo0. Se by # 0, || X1(sk)|| — o0 e || Xa(tr)]| — oo.



