MAT 226 - 2° Semestre de 2019
Equagdes Diferenciais I

2% Lista de Problemas

1 - Seja  um aberto em R? e seja f : Q — R tal que existem B > 0 e 8 > 0 tais que, para todos (x,) e (z, 2)
pertencentes a 2, temos |f(x,y)| < B e |f(z,y) — f(z,2)] < Bly — z|. Dado (zg,y0) € €, tome a > 0 tal que
{(2,); | — 20| < a, |y — vl < Ble — wol} C Q. Seja M = {¢ € Clzo — a, 70 +al; [6(z) — ol < Blz — wol}.
Dada ¢ € M, defina F(¢)(z) = yo + f;ﬂ f(t,¢(t)) dt. Vimos em sala que F(¢) € M, o que define aplicagéo
F:M— M.

Mostre que, se a < %7 entao
1
sendo d(g, h) = sup{|g(z) — h(z)[; |z — zo| < a}.

2 - Dadas b € C([a,b],R™) e A € C([a,b], M,(R)), defina f : [a,b] x R™ — R™ por f(z,y) = A(z)y + b(z),
x € [a,b], y € R™. Dado (x0,y0) € [a,b] x R, para cada ¢ € C([a,b],R™) defina

F(é)(@) = o + / " f(t b)) db, @ € [a,b])

a) Mostre que existe inteiro positivo k tal que F* é uma contracdo no espaco C([a, b], R"™) munido da métrica
q p

d(¢,9) = sup{[|p(x) — ¢ (2)[l1; = € [a, 0]}, €l = Z|§j‘7 §= (&, &) €R™

(b) Dados ag, -+ ,an—1, f € C([a,b]), xo € [a,b], (ko, k1, - ,kn—1) € R™, mostre que o pvi

y(n) + an—1($)y("_1) + -+ al(a:)y’ + ao(x)y = f(aj)
y(fo) = ko, y'(Io) =k, ,y("fl)(aso) =kn_1

tem uma unica solugao definida em [a, b].

3 - Considere X = (C([0,1]) munido da distancia d(f,g) = sup |f(t) —g(t)|. Defina F : X — X por
0<t<1

o) = | "L+ ty(D] db. Defina yo = 1, yo = F(ynr)s n > 1.

(a) Calcule ys.



(b) Mostre que F é uma contragao.

y —wy = 1

(c) Mostre que y,, converge uniformente em [0, 1] para a unica solugdo em [0, 1] do pvi 0
y(0

Il
o

x
4 - Considere o problema de valor inicial 3’ = 1+ 42, y(0) = 0. Defina yo(x) = 0 e ygr1(z) = / [1+ yr(t)?] dt.
0
(a) Resolva o problema de valor inicial por separagio de varidveis.
(b) Calcule explicitamente yo, y1, Y2 € y3 € compare-0os com 0s quatro primeiros termos da expansao em série

de poténcias da solugdo encontrada no item (a).

5 - Seja p um polindmio monico de grau n, p(t) = t" + a,_1t"" 1 + -+ + a1t + ap. Seja L = p(D) o operador
diferencial ordinrio de ordem n com coeficientes constantes, Ly = y™ + a,_1y™ Y + - + a1/ + agy. Seja

V' o espago vetorial de todos os polinomios de grau < k.

(a) Mostre que, se ag # 0, L : V — V é um isomorfismo de espagos vetoriais.
Sugestdo: Mostre que a matriz de L na base canénica {1,¢,--- ,t¥} é triangular superior com todas as entradas

da diagonal principal nao-nulas.

(b) Mostre que, se 0 é uma raiz de ordem [ de p (isto é, se a9 = a3 = - = aj—1 = 0 e a; # 0) e se

W = {tlq(t); g € V}, entdo L : W — V é um isomorfismo.

6 - Seja p um polinémio moénico de grau n, p(t) = t" + a,_1t" "1 + -+ + a1t + ag. Seja L = p(D) o operador
diferencial ordinrio de ordem n com coeficientes constantes, Ly = y(™ + ap_ 19V + -+ + a19/ + agy. Dado

a € R, seja V, = {q(t)e**; q é polinémio de grau < k}.

(a) Mostre que, se p(a) #0, L : Vo, — V,, é um isomorfismo de espacos vetoriais.
Sugest&o de roteiro. Seja V como na questdo precedente. (i) Mostre que M, : V, — V, M,(q)(t) =
e~ *q(t) é um isomorfismo de espagos vetorias. (ii) Mostre que p(D) = (My)  'pa(D)Mau, po(t) = p(t +a). (iii)
Aplique o Problema 4 a p, (D).

(b) Mostre que, se « é uma raiz de ordem [ de p (isto é, se (¢t — )P divide p(t) se p < I e ndo divide p(t) se

p=1)ese W, = {t'f(t); f € Va}, entdo L : W,, — V,, é um isomorfismo.

7 - Seja p um polinémio monico de grau n, p(t) = t" + a, 1" + -+ + a1t + ap. Seja L = p(D) o operador
diferencial ordinario de ordem n com coeficientes constantes, Ly = y(™ + an_ 19"~V + -+ + a19/ + agy. Dado

a, B R, seja Vo g = {q1(t)e* cos(Bt) + q2(t)e*'sen (Bt); g1, g2 polindmios de grau < k}.

(a) Mostre que, se p(a+i5) # 0, L : V. g —> Vo 3 € um isomorfismo de espagos vetoriais.
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(b) Mostre que, se a+i3 é uma raiz de ordem [ de p e se Wy, 5 = {t!f(t); f € Va g}, entdo L: Wy 5 — Vo
¢ um isomorfismo.

Dica. Substitua a por a + fi na Questao 6.

8 - Encontre uma solugao particular para cada uma das seguintes equagoes.

x

(a) y" —3y — 2y =e" (b) y" =3y — 2y =e T cosx (¢) y" =3y — 2y = e *(1 + cosx)

(d) y///I + 2y1/ + y — x?} (e) y//// + 2y/I + y = coszT (f) y/I// + 2y// + y — x3 + coS T

9 - Mostre que qualquer solugao de z%y” + ky = 0, > 0, tem no méximo uma raiz se k < 1/4. Mostre que

tem infinitas raizes se k > 1/4.

10 - Seja V o conjunto de todas as sequéncias (z,)nen que satisfazem 2,419 = Tpy1 + Tpn, n € N.
(a) Mostre que V' é um espago vetorial de dimenséo 2, se munido das operages canonicas.

(b) Encontre os elementos de V' da forma (r™),en, para algum r € R.

n 1 5)
(c) Mostre que (z,)nen € V satisfaz lim Intl %f
n—oo I,

se, e somente se, 2x1 # (1 — v/5)xo.

Observagdo. A sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,21,---) pertence a V.

11- Sejam a e b constantes positivas. Mostre que, se y” + ay’ + by = 0, entdo lim y(z) = 0.
T—r00

12- Mostre que, se y é solucio de z2y” — xy’ +y = 1 definida para = > 0, entdo lirrb y(x) = 1.
xr—r

2y’ + 3ay +y = f(x)

13- Dada f : (0,400) — R continua, resolva
y(1) =y'(1) =0



. y' =y = f(=)
14- Seja f : R — R continua. Mostre que y(x) = /0 sinh(xz — t) f(t) dt é a solugao do pvi y(0) = 0
y'(©0) = 0

de duas maneiras:
(a) Invocando o teorema de existéncia e unicidade.

(b) Obtendo a férmula pelo método da variacado das constantes.

15- Considere o operador linear
L :{y € C?([0,27)); y(0) = y(27), ¥'(0) = v/ (2m)} — C([0,27])
y — y'+y
(a) Mostre que o nucleo de L tem dimenséo dois.

(b) Mostre que f € C([0,2n]) pertence & imagem de L se e somente se

2 2m
(x)coszdr = (x)senxdx = 0.
0 0

16- Considere o operador linear
L:{y € C*([0,1]); y(0) = y(1), ¥'(0) =y'(1)} — C([0,1])
y — y'—y
(a) Mostre que L é bijetor.
(b) Mostre que existe G : [0,1] x [0,1] — R continua, G(s,0) = G(s,1) e G(0,s) = G(1, s) para todo s € [0, 1],
tal que L= f(z) = fol G(z,t)f(t) dt para toda f € C([0,1]).
Observagdo. Diz que G é a funcdo de Green para o operador D? — 1 com condicdes de fronteira periédicas

no intervalo [0, 1].



