MAT 226 - 2° Semestre de 2019
Equagdes Diferenciais I

1* Lista de Problemas

1 - Verifique que as fungoes y1(z) = cos(lnz) e yo2(z) = sen(ln ), definidas para = > 0, sdo solugoes da equacao

22y +zy +y=0.

x
2 - Dada f : R — R continua, mostre que y(z) = / sen(z —t) f(t) dt é solugdo do problema de valor inicial
0

vty =Ffl=)
y(0) =y'(0) =0

3 - Ache todas as solugoes, dando seus dominios maximos, das equagoes:

(a) y” =22, (b) 3y +y =277, (c) (x+3y) —ay’ =0, (d) zy’ =y.
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4 - (a) Dado yo € R, resolva o problema de valor inicial y(
y(1
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(b) Esboce o grifico de algumas solugoes encontradas no item (a).
zy + 2y = 42

(c) Para que valores de yo o problema de valor inicial ) tem solugao?
y(0) = %o

tem infinitas solugoes.

/=3y (322 + 1
5 - (a) Mostre que o problema de valor inicial Y y3( )
)

0)=0
Yy =5(y—1)°
(b) Mostre que o problema de valor inicial 0 tem infinitas solucoes definidas em R.
y(0) =0

(¢) Mostre que duas solugoes quaisquer do problema de valor inicial do item (b) coincidem em algum intervalo

aberto contendo 0.

6 - Demonstre diretamente (sem invocar teoremas de existéncia e unicidade mais gerais) que, para todo (zg, o) €

/

y = x|yl

R2, o problema de valor inicial
y(z0) = ¥o

tem solucao unica. Esboce o gréafico de algumas solugoes.

7 - (a) Mostre que toda solugdo de 2%y’ + 22y = 1, com x > 0, tende a zero quando # — +oo. (b) Encontre

uma solugdo da equagdo acima satisfazendo y(2) = 2y(1).
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8 - (a) Mostre que toda solucao de 22y’ + 22y = 0, com x > 0, tende a zero quando x — +o0. (b) Encontre

uma solugao da equagdo acima satisfazendo y(2) = 2y(1).

9 - Uma equagdo de Bernoulli é uma equagao da forma y' + p(z)y = ¢(x)y®, onde @ € R e f e g sdo fungoes
continuas definidas num intervalo aberto.

(a) Mostre que a mudanga de varidvel z = y!~% transforma uma equagio de Bernoulli numa equacao linear.

(b) Resolva:

@)y + 2=y
(3) y' = ay®® — by

10 - (a) Encontre as solucdes constantes de 3’ = (y% — 1)(y? — 4).

. , " v =@ -1 —4) -
(b) Mostre que, se I é intervalo aberto, 0 € I, e se y : I — R é solugdo de , entao

ly(x)| < 1 para todo = € I. Dica: Use unicidade.
(¢c) Seja I = (a,b), b € R, um intervalo aberto e seja y : I — R uma solucdo do problema de valor inicial acima.
Mostre que o limite lateral lim y(z) existe e que —1 < lim y(z) < +1.

z—b~ r—b~

(d) Mostre que o dominio maximal do problema de valor inicial acima é R e que lirf y(z) = £1.
T— 00

(e) Formule conjecturas sobre limites no infinito do problema de valor inicial com condigao y(0) = 3/2.

11 - Sejam p, ¢ e r fungdes continuas sobre a < x < b tais que p(a) = p(b) =0, p(z) >0se a < x < b, q(z) >0

/aa+€g;(if:):/b:;é;:00 (0<e<b—a)

Demonstre que todas as solugoes da equagao

seca<zr<be

(que existem sobre o intervalo a < x < b) convergem para % quando z — b.

12 - Dada a equagao diferencial ¢’ + a(z)y = f(x), onde a e f sdo fungdes continuas definidas num intervalo
nao-limitado & direita I, a(z) > ¢ > 0 Vz e lim,_, f(x) = 0, mostre que toda solugao tende a zero quando
T — 00.

Sugestdo de roteiro:

(a) Use o teorema do valor intermedidrio para mostrar que, se f e g sdo continuas em [a,b], e se g é positiva,

b b
entao existe £ € (a,b) tal que / Ff@gt)dt = f(f)/ g(t)dt.



(b) Resolva o problema de valor inicial 3’ —|—xa(a:)y = f(x), y(xo) = yo, ©o € I, yo € R.
(¢) Multiplique e divida o integrando de / eA® f(t) dt por a(t) e aplique (a) com g no lugar de f.

Zo

13 - Seja a uma constante positiva e seja f uma fungao continua definida em (0, +00) tal que lim,_,q+ f(z) = b.
Mostre que a equagao

zy’ +ay = f(z)
tem uma tnica solucdo limitada quando z — 0% e ache o limite desta solucao quando z — 0F.

1
Sugest&o: Mostre que, se y é uma solucdo limitada da equacao diferencial, entdo y(1) = / t“_lf(t) dt.
0

14 - (a) Mostre que a equacao y' + y = f(z) tem uma tnica solugdo limitada para —oo < z < oo, dado que
f R — R é continua e limitada.
(b) Supondo que a fungdo f do item (a) é periédica, mostre que a solugao obtida acima é periddica. [Sugestao:

faga uma mudanga de varidvel na integral].

15 - (a) Seja U C R? um aberto tal que (z,y) € U = (Ax, \y) € U para todo A # 0 e seja f € C(U). Suponha
que f satisfaz f(Az, \y) = f(z,y), para todo A # 0 e para todo (z,y) € U. Mostre que a mudanga de varidvel
dependente v = y/x transforma a equagao y’ = f(x,y) em uma equacdo de varidveis separaveis.

(b) Determine implicitamente a solugdo do problema de valor inicial

) -
y_:rgina y(1>_67

e calcule 3/(1), ¥(1) e y"'(1).
(¢) Fazendo mudancas de varidvel dependente e de varidvel independente da forma z =y+aex =t+ [ e, em
seguida, usando a técnica do item (a), resolva o problema de valor inicial

, 2ytax—1

T 0)=1.
LI v(0)

16 - (a) Mostre que a diferenga z = y5 — y; de duas solugdes da equagao diferencial

(1) y +aty —aty? =1
satisfaz
(2) 2+ [2% = 222y, (2)]2 = 2222

(b) Notando que y; (z) = 2 é uma das solugdes de (1), use a técnica do Exercicio 9 para resolver (2) e obtenha

a solugao geral de (1).

Observagdo: A técnica do Exercicio 16 permite resolver, mais geralmente, equagdes da forma y’ + p(z)y +

q(r)y? = f(x), denominadas equacées de Ricatti.
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17 - A equagdo e*secy — tany + ¢y’ = 0 tem um fator integrante da forma u(x,y) = e** cosy. Determine a e

resolva a equacao.

18 - A equagdo x(y? — 1)(Inz)y’ + y(y? + 1) = 0 tem um fator integrante da forma u(z,y) = 2™y". Determine

m e n e resolva a equacao.

Solugdo do 11: Seja A uma primitiva de 9 em (a,b), escolhida arbitrariamente.
p

Entéo, para todo 1 € (a,b) e para todo x € (a,b), temos

Ale) = Alm) + / p(t)

")

dt

e, se y satisfaz p(2)y’' + q(z)y = r(x),

Y(@) = y(a1)eAE)eA®) 4 AW /m eA(t)rEt;dt_
1 p(t

Como ¢ é positiva e continua em [a, b], existe § > 0 tal que ¢(¢) > § para todo t € (a,b). Dali,

gt 1
lim @dt25lim ——dt =
r—b o p(t) x—b 1 p(t)

e, portanto,

lim e=4®) = 0.
x—b

Segue do item (a) do roteiro da Questao 12 que, para todo = tal que x; < & < b, existe £, z1 < £ < x tal que

[ erort o [ pora

. p(t) . q(t) p(t)
&) [T aw ) b &) [T a4y g = T A@) _ A
0L =g L wa= gl ]

r

Dado e > 0, é possivel (pois 7 é continua em b) escolher x1, que ficard fixado de agora em diante, tal que

(O )| _
a(€) q<b>‘ =

Para todo x tal que z1 < = < b, temos também x; < £ < b. Dal, segue de

r<€é<b =

(z) — @ _ y(xl)eA(ml)e—A(m) . 7(b) A1) g=Alw) 4 {T(f) T(b)} - eA(ml)e—A(z)]

q(b) q(b) q(§)  q(b)
que
o ") 2 = TO A@y-a@ o 1€ O] A@)-aw
v~ G| = e~ ) peRoll ]
o) = TO| a@n-a@) | g1 _ pA@)-Aw@)

A extremidade direita destas duas desigualdades tende a zero quando x tende a b e a extremidade esquerda é

> 0. Logo a extremidade esquerda tende a zero, como queriamos.



