Este exemplo € tipico. O fracasso do outro exemplo, o primeiro, tam.-
bém o é. Reexaminando este, podemos verificar que a primeira tentativg
nao foi tdo inttil, pois nos proporcionou alguma idéia. Em particular
deu-nos uma oportunidade de pensar em tragar um triangulo como urn,
meio de atingir o objetivo. Com efeito, chegamos a bem-sucedida segunda
tentativa pela modificagdo da primeira, que foi infrutifera. Variamos ¢,
primeiro aumentando-o e, em seguida, diminuindo-o.

6. Como no exemplo precedente, temos muitas vezes de tentar diver-
sas modifica¢bes do problema. Temos de varid-lo, de reformuld-lo, de
transformd-lo repetidamente até conseguirmos, finalmente, encontrar al-
guma coisa de ttil. Podemos aprender pelos nossos fracassos: é possivel
surgir uma boa idéia num ensaio fracassado e, assim, podemos chegar a
uma tentativa bem-sucedida pela modificac¢do de uma outra que foi infru-
tifera.

7. Ha certos modos tipicos de variacio do problema que sao particular-
mente uteis, tais como a volta as DEFINICOES, a DECOMPOSICAO E RE-
COMPOSICAOQ, a introdugdo de ELEMENTOS AUXILIARES, a GENE-
RALIZACAO, a PARTICULARIZACAO e a utilizacao da ANALOGIA.

8. O que hd pouco dissemos (no item 3) acerca de indagagdes novas
capazes de recuperar o interesse, é importante para a boa utilizacdo da
nossa lista,

O professor pode utilizar essa lista para ajudar os seus alunos. Se estes
progridem, néo necessitam de auxilio e o professor ndo lhes deve fazer
qualquer pergunta, mas sim deixd-los trabalhar sozinhos, o que €, obvia-
mente, muito melhor para a sua independéncia. O professor deve, evi-
dentemente, tentar encontrar alguma questao adequada ou sugestdes que
possam auxiliar os alunos, quando estes ndo conseguirem ir adiante, por-
que af hd o risco de que o estudante se canse e abandone o problema ou
perca o interesse € cometa erros tolos como resultado da indiferenca.

Podemos utilizar a lista na resolugao dos nossos préprios problemas.
Para o fazermos adequadamente, procedemos como no caso anterior.
Quando o nosso progresso é satisfatério, quando novas observacoes sur-
gem espontaneamente, seria simplesmente uma estupidez prejudicar
esse avango espontaneo com indagagdes extemporineas. Mas quando o
progresso fica bloqueado, quando nada nos ocorre, corremos o risco de
cansar do problema. Entéo é tempo de pensar numa idéia geral que nos
possa ser de utilidade, em indagagoes ou sugestoes da lista que possam
ser apropriadas ao caso. Qualquer questdo que tenha possibilidade de
mostrar um novo aspecto do problema serd bem-vinda; ela poderd re-
conquistar o interesse e, assim, manter-nos a trabalhar e a pensar.

- i
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PARTE 4

Problemas, Indicagoes, Solugoes

Esta parte final oferece ao leitor oportunidades de praticar.

Os problemas ndo exigem outros conhecimentos preliminares além
dos adquiridos num bom curso de 2° grau. No entanto, ndo sdo faceis de-
mais nem constituem simples problemas rotineiros. Alguns deles exigem
originalidade e engenho®.

Asindicacdes conduzem a solugdo, na maioria das vezes, pela citagao
de uma frase adequada da lista. Para um leitor muito atento, pronto a
aproveitar sugestoes, elas poderdo revelar a idéia-chave da solugao.

As solucdes mostram ndo somente a resposta como também o proce-
dimento que a elas conduz, muito embora, naturalmente, o leitor tenha
de contribuir com alguns pormenores. Certas solugdes procuram descor-
tinar uma perspectiva ampla por meio de umas poucas palavras finais.

O leitor que haja sinceramente tentado resolver o problema tem a me-
Thor probabilidade de tirar vantagens da indicacdo e da solugdo. Se ele
chegar ao resultado por seus préprios meios, terd aprendido alguma coisa
pela comparacao do seu método com o apresentado no livro. Se, apds um
esforco sério, ficar inclinado a desistir, a indicagdo podera fornecer-lhe a
idéia que lhe falta. Se nem mesmo a indicacdo servir-lhe de ajuda, ele po-
derd olhar a solugdo, procurar isolar a idéia-chave, pér de lado o livro e,
entdo, tentar resolver o problema sozinho.

1. Exceto quanto ao Problema 1 (bem conhecido, mas muito curioso), todos os outros sdo
extraidos de Exames Competitivos de Matemadtica, da Universidade Stanford, com algumas
pequenas alteragdes. Alguns dos problemas foram publicados no The American Mathematical
Montly e/ou no The California Mathematics Council Bulletin. Neste tltimo periddico, foram
também publicadas, pelo autor, algumas das solugdes, que aqui aparecem com as necessdrias
adaptagdes.
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PROBLEMAS

1. Um urso parte do ponto P e percorre um quilémetro no sentido sul,
Em seguida, muda de rumo e anda um quilémetro no sentido leste. Final-
mente, muda outra vez de rumo, percorre um quilémetro no sentido
norte e chega exatamente ao ponto de partida. Qual é a cor do urso?

2. Roberto deseja adquirir um lote de terreno, rigorosamente plano e
nivelado, limitado por quatro linhas. Dois dos limites deverio ficar exata-
mente na diregdo norte-sul e os dois outros na direcdo leste-oeste. Cada
uma das linhas-limite deverd medir exatamente 100 metros. Serd possivel
encontrar um lote com estas caracteristicas no estado do Paran4?

3. Roberto tem 10 bolsos e 44 moedas. Ele quer colocar as moedas nos
bolsos, mas de tal maneira distribuidas que em cada bolso fique um niime-
ro diferente de moedas. Serd possivel consegui-lo?

4. Para numerar as pdginas de um grosso volume, o tipégrafo utilizou
2.989 algarismos. Quantas pdginas tem o volume?

5. Entre os papéis do vové foi encontrado um recibo:

72 perus $-67,9 -

O primeiro e o tltimo algarismo do niimero, que evidentemente repre-
sentava o prego total das aves, aparecem aqui substituidos por espagos em
branco porque se apagaram e estio ilegiveis.

Quais serdo os algarismos apagados e qual era o prego de um peru?

6. Sdo dados um hexdgono regular e um ponto situado no seu plano.
Tragar uma reta que passe pelo ponto dado e divida o hexdgono dado em
duas partes de dreas iguais.

7. B dado um quadrado. Determinar o lugar geométrico dos pontos
dos quais o quadrado ¢é visto sob um angulo (a) de 90°; (b) de 45°. (Seja P
um ponto situado fora do quadrado, mas no mesmo plano deste. O menor
angulo com vértice em P que contenha o quadrado é o “angulo sob o qual
o quadrado € visto” de P.) Tracar cuidadosamente ambos os lugares geo-
métricos e descrevé-los completamente.

8. Chama-se “eix0” de um sélido uma reta que liga dois pontos da sua
superficie e tal que o sélido, girando em torno dessa linha, em um angulo
supertor a 0° e inferior a 360°, coincida com ele mesmo.

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

Determinar os eixos de um cubo. Descrever claramente a localizacdo
desses eixos e calcular o dngulo de rotagdo de cada um deles. Admitindo
que a aresta do cubo tem comprimento unitdrio, calcular a média aritmé-
tica dos comprimentos dos eixos.

9. Num tetraedro (ndo necessariamente regular), duas arestas opos-
tas tém o mesmo comprimento « e sdo perpendiculares entre si. Além dis-
so, cada uma delas é perpendicular a uma linha de comprimento b que liga
os seus pontos médios. Exprimir o volume do tetraedro em funcdo daaeb
e demonstrar a resposta.

10. Numa pirdmide, o vértice oposto a base é chamado “dpice”.

(a) Chamemos uma pirdmide de “isésceles” se o seu dpice estiver a
mesma distancia de todos os vértices da base. Adotando esta defini¢do, de-
monstrar que a base de uma pirdmide is6sceles estd inscrita num circulo
cujo centro é o pé da altura da pirdmide.

(b) Chamemos agora de “isésceles” uma pirdmide cujo vértice estiver
a mesma distincia (perpendicular) de todos os lados da base. Adotando
esta defini¢do (diferente da anterior), demonstrar que a base de uma pira-
mide isésceles esta circunscrita a um circulo, cujo centro € o pé da altura
da pirdmide.

11. Calcular os valores de x, y, u e v que satisfazem o sistema de quatro
equacgdes:

X 4+ Ty + 3v + Su 16
8x + 4y + 6v + 2u =-16
2x + 6y + 4v + 8u 16
Sx + 3y +7v+ u=-16

(Parece demorado e enfadonho: procure um atalho.)

12. Roberto, Pedro e Paulo viajam juntos. Pedro e Paulo sdo bons an-
darilhos: cada um deles percorre a pé p quilémetros por hora. Roberto
estd com um pé machucado e dirige um pequeno carro com capacidade
para duas pessoas, mas ndao trés: o carro percorre ¢ quilémetros por hora.
Os trés amigos adotaram o seguinte esquema: todos parte no mesmo mo-
mento, Paulo no carro com Roberto e Pedro a pé. Depois de certo tempo,
Paulo salta do carro e passa a andar, enquanto Roberto volta para apa-
nhar Pedro. Estes dois entdo viajam no carro até alcancar Paulo. Neste
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ponto eles trocam: Paulo passa para o carro e Pedro vai a pé, exatamente
como comecaram a viagem. Todo o processo é repetido quantas vezes se
fizerem necessdrias.

(a) Quanto percorre, em quilémetros por hora, o grupo?

(b) Que fragao do tempo de viagem o carro viaja com uma s6 pessoa?
(c) Verifigue os casos extremos de p = oe p = c.

13. Trés ndmeros estdo em progressdo aritmética e trés outros em

progressdo geométrica. Somando-se sucessivamente os termos corres-
pondentes dessas duas progressdes, obtém-se

85,76 e 84

respectivamente, e somando-se todos os trés termos da progressio arit-
mética, obtém-se 126. Calcular os termos de ambas as progressoes.

14. Determinar para m um valor tal que a equacio em x
x*-Bm+ 2)x* + m? = 0
tenha quatro raizes reais em progressdo aritmética.

15. O comprimento do perimetro de um tridngulo retangulo é 60 cen-
timetros e a altura relativa a hipotenusa é 12 centimetros. Calcular os la-
dos desse tridngulo.

16. Do pico de uma montanha divisam-se dois pontos, A e B. As li-
nhas de visada para estes pontos fazem o dngulo y. As inclinages dessas
linhas de visada, em relagdo a um plano horizontal, sdo o e B, respectiva-
mente. Sabe-se que os pontos A e Bestdo no mesmo nivel e que a distancia
entre eles € ¢.

Expressar a altura x do pico, acima do nivel comum a A e B, em fun-
¢édo de dois angulos, a e B, e da distancia c.

17. Observando-se que o valor de

PROBLEMAS, INDICAGOES, SOLUCOES

é1/2,5/6,23/24paran = 1,2, 3, respectivamente, inferir a lei geral (pela
observacdo de outros valores, se necessario) é demonstrar a inferéncia.

18. Considerar a tabela

1 = 1

3+5 = 8

74+ 9+ 11 = 27

13 + 15 + 17 + 19 = 64
21 + 23 + 25 + 27 + 29 =125

Inferir a lei geral sugerida por estes exemplos, expressd-la numa notacéo
matemadtica adequada e demonstra-la.

19. O lado de um hexdgono regular tem o comprimento 7 (z é um n-
mero inteiro). Por paralelas eqiiidistantes a seus lados, o hexdgono é dividi-
do em T tridngulos equildteros, todos estes com lados de comprimento uni-
tdrio. Sejam V o niimero de vértices que aparecem na diviséo e [, o niimero
de linhas de comprimento unitdrio. (Uma linha-limite pertence a um ou
dois tridngulos, um vértice a dois ou mais triéngulos.) Quandon = 1,queé
o caso mais simples, T'= 6, V = 7, [, = 12. Considerar o caso geral e ex-
pressar T, V, L em fungdo de n. (Supor é bom, mas demonstrar é melhor.)

20. De quantas maneiras serd possivel trocar um délar? (A “maneira
de trocar” ficara determinada quando se souber quantas das moedas divi-
siondrias do délar — que sdo 1 centavo, 5 centavos, 10 centavos, 25 centa-
vos e 50 centavos - sdo utilizadas.)

INDICACOES

1. Qual é a incignita? A cor do urso — mas como determinar a cor de
um urso a partir de dados matematicos? Quais sdo os dados? Uma situacdo
geométrica — mas ela parece contraditdria: como poderia o urso, depois de
percorrer trés quilémetros, na forma descrita, voltar ao ponto de partida?

2. Conhece um problema correlato?
3. Se Roberto tivesse muitas moedas, naturalmente nio teria nenhu-

ma dificuldade em colocar nos bolsos moedas em nimeros diferentes. E
possivel reformular o problema? Qual o menor nimero de moedas que
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pode ser colocado nos 10 bolsos, de modo que nio fiquem dois bolsos com
o mesmo nimero de moedas?

4. Lis wm problema correlato: se o livro contiver nove paginas numers.
das, quantos algarismos utilizard o tipégrafo? (nove, ¢ claro). Eis um ou-
tro problema correlato; se o livro contiver exatamente 99 paginas nume.
radas, quantos algarismo utilizard o tipdgrafo?

5. L5 possivel reformular o problema? Quais serdo os dois algarismog
apagados se o preco total, expresso em centavos, é divisivel por 727

6. IZ possivel imaginar wm problema correlato mais acessivel? Um, pro-
blema mais genérico? Um problema andlogo? (GENERALIZACAO, 2.)

7. Conhece um problema correlato? O lugar geométrico dos pontos dos
quais um dado segmento de reta é visto sob um dado angulo é composto
de dois arcos circulares cujas extremidades coincidem com as extremida-
des do segmento e que s@o simétricas em relagdo ao segmento.

8. Presumo que o leitor conhega bem o formato do cubo e tenha en-
contrado alguns eixos por simples inspec¢do —~ mas serdo esses todos os ei-
x0s? Pode demonstrar que a sua relagio de eixos é exaustiva? A sua rela-
¢do € baseada num claro prineipio de classificacio?

9. Considere a incdgnita! A incégnita é o volume do tetraedro — sim,
sei que o volume de qualquer pirdmide pode ser calculado quando séo da-
das a base e a altura (é o produto de ambas, dividido por 3), mas no caso
presente nao ¢ dada a base, nem a altura. I possivel imaginar um problema
mais acesstvel? (Ndo vé um tetraedro mais acessivel, que seja unia parte
aliquota do tetraedro dado?)

10. Conhece wum teorema correlato? Conhece um teorema andlogo ...
mais simples ... correlato? Sim: o pé da altura é o ponto médio da base de
um tridngulo isésceles. Eis um teorema correlato ¢ jé antes demonstrado. Is
possivel utilizar ... o seu método? O teorema relativo ao tridngulo isésceles é
demonstrado a partir de tridngulos congruentes nos quais a altura é um
lado comum.

11. Presume-se que o leitor tenha conhecimento sobre sistemas de
equacgoes lineares. Para resolver um tal sistema, temos de combinar as
suas equacoes de alguma maneira: procure as relacdes que existam entre
as equacoes e que possam indicar uma combinagdo particularmente van-
tajosa.

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

12. Separe as diversas partes da condicionante. I possivel anotd-las?
Entre o ponto de partida e o ponto em que os trés amigos voltam a se en-
contrar hd trés diferentes fases:

(1) Roberto vai com Paulo;
(2) Roberto volta sozinho;

(3) Roberto vai com Pedro.

Chamemos ¢,, t, e t, a duragdo destas trés fases, respectivamente. Como
seria possivel decompor a condicionante em partes apropriadas?

13. Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anotd-las? Se-
jam

a-—d, a, a+d
os termos da progressdo aritmética e
bhg', b, by
os termos da progressdo geométrica.

14. Qual é a condicionante? As quatro raizes devem formar uma pro-
gressdo aritmética. No entanto, a equacgdo apresenta uma peculiaridade:
somente contém poténcias pares da incégnita x. Portanto, se a for uma
raiz, —a também o serd.

15. Separe as diversas partes da condicionante. S posstvel anotd-las? Po-
demos distinguir trés partes na condicionante, referentes a

(1) perimetro;
(2) tridngulo retangulo;
(3) altura relativa a hipotenusa.

16. Separe as diversas partes da condicionante. I possivel anotd-las? Se-
jam a e b os comprimentos (incégnitas) das linhas de visada, « e ff as suas
respectivas inclinagdes em relagdo ao plano horizontal. Podemos distin-
guir trés partes na condicionante, referentes a
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(Dinclinacdo de a;
(2)inclinacdo de b;
(3)tridngulo de lados a, b e c.

17. Reconhece 0s denominadores~2, 6, 24? Conhece um problema correla-
to? Um problema andlogo? INDUCAO E INDUCAO MATEMATICA.)

18. A descoberta por inducéo exige a observacdo. Observe os segun-
dos membros, os termos iniciais e finais dos primeiros membros. Qual é a
lei geral?

19. Trace uma figura. A observagio da figura pode ajudé-lo a desco-
brir, indutivamente, a lei geral ou por conduzi-lo as relacées que existem
entre T, V, L e n.

20. Qual € a incdgnita? Que se deve procurar? Até mesmo o objetivo
do problema pode precisar de algum esclarecimento. E possivel imaginar
um problema correlato mais acessivel? Um problema mais genérico? Um
problema andlogo? Eis um problema andlogo muito simples: de quantas
maneiras pode-se pagar a quantia de um centavo? (H4 apenas uma ma-
neira.) Eis um problema mais geral: de quantas maneiras pode-se pagar
a quantia de n centavos com os cinco tipos de moedas, de 1 centavo, de 5
centavos, de 10 centavos, de 25 centavos e de 50 centavos? Estamos es-
pecialmente interessados no caso particular de n = 100.

Nos casos particulares mais simples, para pequenos valores de n pode-
mos imaginar a resposta sem necessidade de qualquer método complexo,
s0 por tentativas, por inspecdo. Aqui estd uma pequena tabela, que o lei-
tor devera verificar:

n 4 5 9 10 14 15 19 20 24 25
E, 1 2 2 4 4 6 6 9 9 13

A primeira linha mostra as quantias a pagar, genericamente chama-
das de n.

A segunda linha mostra as correspondentes “maneiras de pagar”, ge-
nericaniente chamadas de E,. (A razdo da escolha desta notagio é segredo
meu, que ainda ndo desejo revelar.)

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

Estamos especialmente interessados em p,,,, mas hd poucas esperan-
cas de que possamos calcular E,,, sem um método claro. Com efeito, o
presente problema exige do leitor um pouco mais que os anteriores; é pre-
ciso ¢riar uma pequena teoria.

A nossa questdo é genérica (calcular E, para um n geral, mas é “isola-
da”. E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um proble-
ma andlogo? Eis um problema andlogo muito simples: determinar A, o
numero de maneiras de pagar a quantia de n centavos, utilizando apenas
moedas de 1 centavo. (A, = 1.)

SOLUCOES

1. Estd pensando que o urso € branco e que o ponto P é o pdlo norte? E
possivel demonstrar que isto € certo? Como ficara mais ou menos entendi-
do, idealizamos a questdo. Consideramos o gloho terrestre como uma es-
fera perfeita e o urso como um ponto material mével. Este ponto, deslo-
cando-se para o sul ou para o norte, descreve um arco de meridiano e des-
creve um arco de paralelo quando se desloca para leste. Temos dois casos
a distinguir.

(1) Se o urso retorna ao ponto P segundo um meridiano diferente da-
quele que seguiu quando deixou P, P é necessariamente o p6lo norte. De
fato, o 1inico outro ponto do globo em que dois meridianos se encontram é
o pdlo sul, mas o urso somente poderia deixar este ponto deslocando-se
para o Norte.

(2) O urso poderia voltar ao ponto P pelo mesmo meridiano segundo
o qual deixasse P se, ao percorrer um quilémetro no rumo leste ele des-
crevesse um paralelo n vezes, podendo n ser 1, 2, 3 ... Neste caso, P néo
seria o p6lo norte, mas um ponto situado sobre um paralelo préximo do
pélo sul (e cujo perimetro, em quildmetros, seria ligeiramente inferior a
27 + 1/n).

2. Representamos o globo terrestre da mesma maneira que no Proble-
ma 1. O terreno que Roberto procura é limitado por dois meridianos e
dois paralelos. Imaginem-se dois meridianos fixos, e um paralelo que se
afasta do Equador: o arco do paralelo mével, interceptado pelos dois me-

" ridianos fixos, vai-se encurtando progressivamente. O centro do terreno

que Roberto procura sé poderd estar situado sobre o Equador, portanto,
ele ndo poderd o encontrar no Paran4.
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3. O menor nimero possivel de moedas num bolso serd, evidente-
mente, 0. O maior ntimero seguinte serd pelo menos 1, o maior niimero
seguinte, pelo menos 2, ... e o niimero de moedas no tiltimo (décimo) bol-
so serd pelo menos 9. Portanto, o niimero minimo de moedas serd

O+1+24+3+..49=45
Roberto nido vai conseguir: ele s6 tem 44 moedas.
4. Um volume de 999 pdginas numeradas precisa de
9+ (2x90) + (3x900) = 2889
algarismos. Se o grosso volume em questdo contiver x paginas
2889 + 4 (x-999) = 2989
x = 1024.

Este problema nos ensina que uma estimativa preliminar da incégnita
pode ser titil (ou mesmo necessdria, como no caso presente).

5. 8¢ _679_ ¢ divisivel por 72, ele 0 é tanto por 8 como por 9. Se é divi-
sivel por 8, o niimero 79_ deve ser divisivel por 8 (pois 1 000 ¢ divisivel
por 8) e, assim, 79_ tem de ser 792: o tiltimo algarismo apagado é 2. Se
_6792 € divisivel por 9, a soma de seus algarismos deve ser divisivel por9
(regra dos “noves fora™) e, portanto, o primeiro algarismo apagado deve
ser 3. O preco de um peru era (no tempo do vové) $ 367,92+ 72 = $5,11.

6. “Um ponto e wma figura com centro de simetria (num mesmo plano)
Séo dados pelas suas posi¢ées. Determinar uma reta que passe pelo ponto
dado e seja bissetriz da drea da figura dada. “A reta pedida passa, natural-
mente, pelo centro de simetria”. Ver PARADOXO DA INVENCAO.

7. Qualquer que seja a posi¢do, os dois lados do dngulo tém de passar
por dois vértices do quadrado. Como passam pelo mesnio par de vértices,
o vértice do angulo desloca-se segundo um mesmo arco de circulo (de
acordo com o teorema que fundamenta a indicagdo). Portanto, cada um
dos dois lugares geométricos pedidos é composto por diversos arcos de
circulo: por 4 semicirculos no caso (a) e por 8 quadrantes no caso (b). Ver
Figura 31.
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Figura 31.

8. O eixo trespassa a superficie do cubo num certo ponto que ou € um
vértice do cubo, ou fica sobre uma aresta, ou no interior de uma face. Se o
eixo passa por uma aresta (mas nao pelos seus extremos), este ponto é o
ponto médio, pois do contrdrio a aresta nédo coincidiria com ela prépria
apds a rotagdo. De modo semelhante, um eixo que perfura o interior de
uma face deve passar pelo seu centro. Qualquer eixo deve passar, eviden-
temente, pelo centro do cubo. Hd, portanto, eixos de trés tipos:

(1) 4 eixos, cada um passando por dois vértices opostos; angulos de
120° e 240°;

(2) 6 eixos, cada um passando pelos pontos médios de duas arestas
opostas; angulos de 180°;

(3) 3 eixos, cada um passando pelo centro de duas faces opostas; an-
gulos de 90°, 180° e 270°.
Para o comprimento de cada eixo do primeiro tipo, ver secao 12: os
outros sdo ainda mais faceis de calcular. A média procurada ¢é
443 + 642 + 3

_ =1416.
13
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(Este problema ¢é 1itil no estudo da Cristalografia. O leitor que tenha bons
conhecimentos do Célculo Integral poderd observar que a média calcula.
da constitui uma aproximacdo razodvel para a “largura média” do cubo,
que na realidade ¢ 3/2 = 1,5.)

9. O plano que passa por uma aresta de comprimento a e pela perpen-
dicular de comprimento b divide o tetraedro em dois outros tetraedros
mais acessiveis, cada um dos quais tem por base ab/2 e por altura a/2. Por-
tanto, o volume procurado

10. A base da pirdmide é um poligono de n lados. No caso (a), as n
arestas laterais da pirdmide sdo iguais: no caso (b), as alturas (tracadas a
partir do dpice) das n faces laterais sdo iguais. Se tracarmos a altura da pi-
ramide e ligarmos o seu pé aos n vértices da base no caso (a), mas aos pés
das alturas das n faces laterais no caso (b), obteremos, em ambos os casos,
n triangulos retangulos, dos quais a altura (da piramide) é um lado comums:
posso afirmar que estes n tridngulos retangulos sdo congruentes. De fato,
a hipotenusa [uma aresta lateral no caso (a), a altura lateral no caso (b)]
tem o mesmo comprimento em ambos, de acordo com as definicées pro-
postas no enunciado do problema; apenas acrescentamos que um outro
lado (a altura da pirdmide) e um angulo (reto) sdo comuns a todos. Nos n
tridngulos congruentes, os terceiros lados devem tamhém ser iguais; eles
sao tragado a partir do mesmo ponto (o pé da altura) no mesmo plano (o
dabase). Além disso, formam n raios de um cireulo circunscrito a, ou ins-
crito na base da piramide, respectivamente nos casos (a) e (b). [No caso
(b), resta, porém, a demonstrar que os r raios mencionados sdo perpendi-
culares aos respectivos lados da base; isto se deduz de um conhecido teo-
rema da Geometria Espacial, relativo a projecoes.]

11. Observe-se que a relacdo existente entre a primeira equacdo e a til-
tima € semelhante & que existe entre a segunda e a terceira: os coeficientes
dos termos do primeiro membro sdo os mesmos, mas na ordem inversa,
enquanto que os do segundo membro sdo opostos. Somando a primeira
equacdo a ultima e a segunda a terceira:

Il
O

6(x+u + 100y +v)

00 +u)+10Hy +v)

I
-

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

Este resultado pode ser considerado como um sistema de duas equa-
coes lineares a duas incognitas, x + we y + v, que facilmente fornece

x+u=0, y+v=0.

Substituindo u por -x e v por -y nas duas primeiras equagdes do sistema
original encontramos

—4x + 4y = 16

6x - 2y = -16.

Este sistema simples fornece
x==-2, y=2, u=2, v=-2

12. Entre o ponto de partida e o ponto de encontro, os trés amigos per-
correram a mesma distancia. (Lembre-se: distAncia = velocidade x tempo.)
Distinguimos duas partes na condicionante:

Roberto percorreu a mesma distancia que Paulo:

cty—cty + ¢ty = ¢ty + pty, + pts.
Paulo percorreu a mesma distancia que Pedro:
cty + pty, + pty = pt; + pty, + cta.
A segunda equacao fornece
(c=p)ty=(c-p)ts

Admitimos, é claro, que o carro é mais rapido que um pedestre, portanto
¢ > p. Donde

b, =t

isto ¢, Pedro anda tanto quanto Paulo. Da primeira equacéo, concluimos
que
ty ¢+p

t, ¢c—p
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que ¢, evidentemente, também o valor de ¢,/t,. Dai, obtemos as respostas
clt,—t, +t;5)  cle+3p)

(a)
t+t, +t, 3c+p
L. c—
(b) 2 = ’7
bty +ty 3c+p
(c) De fato, 0 < p < ¢. H4 dois casos extremos:

Sep = 0, (a) fornece ¢/3 ¢ (b) fornece 1/3.
Se p = ¢, (a) fornece ce (b) fornece 0.

Estes resultados sdo fédceis de verificar sem o auxilio de célculos.

13. A condicionante é facilmente decomposta em quatro partes, e ex-
pressas pelas quatro equacoes:

a- d+ hg! = 85
a+h = 76
a+d+ by = 84
3a = 126.

Da tltima equagéo extrai-se a = 42, ¢ da segunda b = 34. Somando-se as
duas equagoes restantes (para eliminar d), obtém-se

2a + b (gt +yg) = 169.

Como a e b jd sdo conhecidos, temos agora uma equagdo quadratica em g,
que fornece

g =2, = -26 ou g=1/2, d = 25.
As progressoes sdo
68, 42, 16 17,42, 67
ou
17, 34, 68 68, 34, 17

o

PROBLEMAS, INDICAGOES, SOLUCOES

14. Se a e — a forem raizes de menor valor absoluto, elas serdo conse-
cutivas na progressao, a qual terd a forma
-3a, -a, a, 3a.
Portanto, o primeiro membro da equacdo deverd assumir a forma
(x* - a?) (x% - 94?).

Efetuando a multiplicagdo e comparando os coeficientes de poténcias
iguais, obtemos o sistema

104*> = 3m + 2
9a* = m?.
Por eliminacéo
19 m? - 108m - 36 = 0.
De onde m = 6 ou -6/19.

15. Sejam a, b e c os lados, sendo o tiltimo a hipotenusa. As trés partes
da condicionante sdo expressas por

a+b+c=60
a® + b = ¢
ab = 12c.
Observando-se que
(a + bh)* =a* + b* + 2ab
obtém-se
(60-¢)* = ¢ + 24c.

Portanto,c = 25ea = 15,bh = 20oua = 20,b = 15 (ndo faz diferen-
ca quanto ao tridngulo).
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16. As trés partes da condicionante sdo expressas por

X
sena = —,

a

X
sen 8 =5

¢* = a* + b*-2abcosy

A eliminacdo de a e b fornece
) c*sen’asen’f

o= 2 W
sen“a+ sen” f —2sena sen fcosy

17. Supomos que

S R =

2131 7T e+ 1)1 T (m+1)!
Seguindo o modelo da INDUCAO E INDUCAO MATEMATICA, inda-
gamos: a formula suposta permanecerd verdadeira quando passamos do
valor npara o valor seguinte #» + 1? Juntamente com a férmula acima, de-
veremos ter

U U L S P
21 31 (n+1)! (n+2) (n+1)
Verifique, subtraindo esta tiltima da anterior
n+1 1 1

n+2) . 42 (nr 1)
que se reduz a
n+2 1
(n+2) (n+1)!

e esta dltima equacdo é evidentemente verdadeira paran = 1,2, 3 ... de
onde, seguindo o modelo acima referido, podemos demonstrar a nossa su-
posicao.

18. Na enésima linha, o segundo membro parece ser 7’ e o primeiro
membro parece ser a soma de # termos. O termo final dessa soma é o ené-
simo ntimero fmpar, ou 2m - 1, em que

n{n+1)

m=1+2+3+ .. +n= 5

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

ver INDUCAO E INDUCAO MATEMATICA, 4. Portanto, o termo final
da soma do primeiro membro deveri ser

2m-1=n>+n-1.

Podemos deduzir de duas maneiras o termo inicial da soma considerada:
voltando dois passos, a partir do termo final, encontramos

m+n-1-20km-1)=n-n+1
enquanto que, avangando um passo, a partir do termo final, chegamos a
[(n-12+ (n-1)-1] + 2

o que, por simplificacdo rotineira, reduz-se & mesma coisa: excelente! Po-
demos, pois, afirmar que

R-n+ 1)+ @-n+3)+.+ @ +n-1)=n

na qual o primeiro membro indica a soma de n termos sucessivos de uma
progressdo aritmética cuja razdo € 2. Se o leitor conhecer a regra para de-
terminar a soma de uma tal progressio (a média aritmética dos termos
inicial e final multiplicada pelo niimero de termos), poderd verificar que
(n* —=n+)+m*+n-1)
n
2

e assim demonstrar a afirmativa.

3
=n

(A regra citada pode ser facilmente demonstrada com o auxilio de
uma figura que pouco difere da 18.)

19. O comprimento do perimetro do hexdgono regular de lado 7 é 6x.
Portanto, este perimetro é composto de linhas-limite de comprimento
unitdrio e contém 6n vértices. Por conseguinte, na transicio de # — 1 para
n, V aumenta de 67 unidades e, assim,

V=1+60+2+3+ .. +n)=3n"+3n+1;
Ver INDUCAO E INDUCAO MATEMATICA, 4. Por trés diagonais que

passam pelo seu centro, o hexdgono fica dividido em seis (grandes) trian-
gulos eqiiildteros. Examinando-se um deles, verifica-se que
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T=6(1+3+5+..+2n-1) = 6n?

(de acordo com a regra para a soma dos termos de uma progressdo aritmé-
tica, mencionada na solu¢do do problema 18). Os T tridngulos tém, em
conjunto, 3¢ lados. Neste total 3T, cada linha diviséria interna € contada
duas vezes, enquanto as 6z linhas de perimetro sdo contadas de uma sé
vez. Dai

2L = 3T + 6n, L = 9n* + 3n.

(Para os leitores mais adiantados: do teorema de Euler referente aos
poliedros, segue-se que T'+ V = L + 1. Verifique esta relagao!)

20. Eis um conjunto bem ordenado de problemas andlogos: calcula
A, B, C,, D,eE, Cada uma destas grandezas representa o ntimero de

maneiras pelas quais se pode pagar a quantia de n centavos; a diferenga
estd nas moedas para isso utilizadas:

A, apenas moedas de 1 centavo

B, moedas de 1 e de 5 centavos

C, moedas de 1, de 5 e 10 centavos

D, moedas de 1, de 5, de 10 e de 25 centavos

E, moedas de 1, de 5, de 10, de 25 e de 50 centavos.

Os simbolos E, (agora estd claro o motivo) e A, j4 foram usados antes.

Todos os modos e maneiras de pagar a quantia de n centavos com o0s
cinco tipos de moedas estdo enumerados em E,. Podemos, no entanto,
distinguir duas possibilidades:

Primeira. Nenhuma moeda de 50 centavos é utilizada. O nimero de
maneiras de assim fazer o pagamento é D , por definigio;

n

Segunda. E utilizada uma moeda de 50 centavos (possivelmente mais
de uma). Depois de ser entregue a primeira moeda de 50 centavos, faltard
a pagar a quantia de n — 50 centavos, o que pode ser feito de exatamente
E, s, maneiras.

Inferimos que

En = Dn + Ell—SO'

PROBLEMAS, INDICACOES, SOLUCOES

Analogamente,
D,=C, + D, s,
C,=B,+ C,
B,=A, + B,

Um pouco de atengéo revelard que estas férmulas permanecerao vali-
das se fizermos

Ag=By=Cy=Dy=E;=1

(o que, evidentemente, faz sentido) e considerarmos qualquer uma das
quantidades A,, B, ... E, como iguais a zero quando o seu indice for nega-
tivo. (Por exemplo, E,s = D,s, como se vé imediatamente, o que estd de
acordo com a nossa primeira formula, pois E,s — 5o = E , = 0.)

As nossas formulas permitem-nos calcular as quantidades regressiva-
mente, isto €, voltando a valores mais baixos de # ou a letras anteriores do
alfabeto. Por exemplo, podemos calcular C,, por simples soma se C,, € By,
jé forem conhecidos. Na tabela abaixo, a linha inicial corresponde a A , e
a coluna inicial corresponde a 0, somente contém niimeros iguais a 1.
(Por qué?) A partir desses nimeros iniciais, calculamos regressivamente
0s outros, por simples somas: qualquer ndmero da tabela é igual, quer ao
numero que lhe fica acima, quer a soma de dois ntimeros: o que lhe fica
acima e um outro situado a sua esquerda. Por exemplo:

Caop=Byy+ Cpo =7 + 9 = 16,

Efetuam-se as contas até E., = 50: pode-se pagar a quantia de 50 cen-
tavos de exatamente 50 maneiras diferentes. Levando adiante as contas, o
leitor poderd verificar por si préprio que E,y, = 292: é possivel trocar um
ddlar de 292 maneiras diferentes.

n 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cn 1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36
D, 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 49
En 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 50




