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1. Introducao

1.1 O que é Combinatéria ?

O que é Anslise Combinatéria ou simplesmente Combinatéria?
A maijor parte dos alunos do 2° grau responderia que ela é o es-
tudo das combinacdes, arranjos e permutagdes. Isso no entanto é
uma resposta parcial pois, embora combinagbes, arranjos e per-
mutacdes facam parte da Anélise Combinatéria, sdo conceitos
que permitem resolver um tipo de problemas de Anélise Com-
binatéria: os de contagem de certos tipos de subconjuntos de um
conjunto finito, sem que seja necessario enumerar seus elemen-
tos. No entanto, a Anéalise Combinatéria trata de varios outros
tipos de problemas e dispde, além das combinages, arranjos e
permutacoes, de outras técnicas para atacé-los: o principio da in-
clusdo-exclusdo, o principio das gavetas de Dirichlet, as fungoes
geradoras, a teoria de Ramsey s&o exemplos de técnicas poderosas
de Analise Combinatéria. Pelo menos uma delas, o principio das
gavetas de Dirichlet, é mais simples ou pelo menos tao simples
quanto o estudo das combinagbes, arranjos e permutacoes.

De maneira mais geral, podemos dizer que a Anélise Com-
binatéria é a parte da Matematica que analisa estruturas e relagoes
discretas.

Dois tipos de problemas que ocorrem frequentemente em



2 Introdugio Cap 1;

Anélise Combinatéria sao:

1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de
um conjunto finito dado e que satisfazem certas condicdes

2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito
e que satisfazem certas condicoes dadas.

Embora a Anélise Combinatéria disponha de técnicas gerais
que permitem atacar certos tipos de problemas, é verdade que a
solucdo de um problema combinatério exige quase sempre enge-
nhosidade e a compreenséo plena da situagio descrita pela pro-
blema. Esse é um dos encantos desta parte da matematica, em
que problemas ficeis de enunciar revelam-se por vezes dificeis,
exigindo uma alta dose de criatividade para sua solugéo.

Por que privilegiar o estudo das combinacdes, arranjos e
permutagoes em um primeiro curso de Analise Combinatéria?

Em primeiro lugar, entre os vérios tipos de “nimeros para
c?ntagem” da Anélise Combinatéria, eles sdo certamente os mais
simples e de uso mais amplo. Além disso, eles permitem resolver
uma grande quantidade de problemas de Anélise Combinatéria.
Outra razao para seu estudo é a aplicabilidade desses nimeros
‘a, problemas de probabilidades finitas, um campo de aplicagédo
importante da Anilise Combinatéria.

P?r outro lado, se a aprendizagem destes conceitos se faz
de maneira mecéanica, limitando-se a emprega-los em situacGes
padronizadas, sem procurar habituar o aluno com a anélise cuida-
df)sa de cada problema, cria-se a impressdo de que a Anélise Com-
binatéria é somente um jogo de férmulas complicadas.

1.2 Um pouco de Histoéria

O desenvolvimento do bindémio (1 + z)™ est4 entre os primeiros
problem'as estudados ligados & Andlise Combinatéria. O caso
n = 2 ja pode ser encontrado nos Elementos de Euclides, em
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torno de 300 a.C. O tridngulo de Pascal era conhecido por Chu
Shih-Chieh, na China, (em torno de 1300) e antes disso pelos
hindus e arabes. O matematico hindu Béaskhara (1114-11857),
conhecido geralmente pela “férmula de Baskhara” para a solugao
de equacdes do 2° grau, sabia calcular o nimero de permutagoes,
de combinacgdes e de arranjos de n objetos. O mesmo aconte-
ceu com o matemético e filésofo religoso francés Levi ben Gerson
(1288-1344), que nasceu e trabalhou no sul da Franca, e que, entre
outras coisas, tentou demonstrar o 52 Postulado de Euclides. O
nome coeficiente binomial foi introduzido mais tarde por Michael
Stifel (14867-1567), que mostrou, em torno de 1550, como calcu-
lar (1 + )™ a partir do desenvolvimento de (14 «)"". Sabemos
também que o matemético arabe Al-Karaji (fins do século X) co-
nhecia a lei de formacéo dos elementos do tridngulo de Pascal,

P+l Aptl
cr i =0F" +CF.

O primeiro aparecimento do tridangulo de Pascal no Ocidente foi
no frontispicio de um livro de Petrus Apianus (1495-1552). Nic-
coldo Fontana Tartaglia (1499-1559) relacionou os elementos do
triangulo de Pascal com as poténcias de (z + y). Pascal (1623-
1662) publicou um tratado em 1654 mostrando como utilizé-los
para achar os coeficientes do desenvolvimento de (a +b)™. Jaime
Bernoulli (1654-1705), em seu Ars Conjectandi, de 1713, usou a
interpretacao de Pascal para demonstrar que

' n

n . -

T n — n—1 ’L.

(z +v) E (Z)w y
=0

A segunda parte deste livro de Jaime Bernoulli é dedicada a teoria

das combinacbes e permutacoes. ‘

Isaac Newton (1646-1727) mostrou como calcular direta-
mente (1 z)™ sem antes calcular (1 4+ z)"~'. Ele mostrou que
cada coeficiente pode ser determinado, usando o anterior, pela

férmula
n _n—r(n
r+1) r4+1\r
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Em verdade, Newton foi além disso, e mostrou como de-
"" 7 7 h
senvolver (z + y)", onde r é um niimero racional, obtendo neste
caso um desenvolvimento em série infinita.

Uma outra diregio de generalizacio do teorema do binémio
€ considerar poténcias da forma

(z+y+--+2)",

o chamado teorema mutinomial, que foi descoberto por Leibniz
(164()3—1716) e demonstrado também por Johann Bernoulli (1667-
1748).

Abraham De Moivre (1667-1754), Daniel Bernoulli (1700-
1782) e Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856) mostraram como
achar diretamente os nimeros de Fibonacci*, sem ser necessirio
calcular todos eles, até o que desejamos. Para isso, De Moivre
utilizou pela primeira vez uma técnica extremamente poderosa,
a das fungbes geradoras. Esta técnica, muito Gtil para estudar
sucessoes recorrentes, foi bastante desenvolvida por Euler (1707-
1783), em seu livro classico Introductio in Analysin Infinitorum,
onde ele a utiliza para atacar o problema das particoes de um
inteiro. O interesse de Euler por este problema surgiu devido a
uma pergunta que lhe foi feita pelo matemético francés Phillipe
Naudé, que trabalhava em Berlim, em uma carta, na qual, entre
outras coisas, perguntava de quantas maneiras um nimero pode
ser escrito como soma de inteiros positivos distintos. Esta per-
gunta, prontamente respondida por Euler, foi a origem da “teo-
ria das parti¢Ses” ou “partitio numerorum”, como escreveu Euler.
Mas suas contribuigdes & Analise Combinatéria no se limitaram a
isso. Varias obras suas; muitas delas sobre probabilidades, contém
resultados importantes da Analise Combinatéria. Em particular,
devemos a ele o enunciado e a solucéo do Problema das Sete Pontes
de Konigsberg, um teorema da Teoria dos Grafos, parte muito im-
portante, atualmente, da Analise Combinatéria.

*Fibonacci, também conhecido por Leonardo de Pisa (11757-12507)
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A Anélise Combinatéria tem tido um crescimento explosivo
nas tltimas décadas. A importéancia de problemas de enumeracao
tem crescido enormemente, devido a necessidades em teoria dos
grafos, em anélise de algoritmos, etc. Muitos problemas impor-
tantes podem ser modelados matematicamente como problemas
de teoria dos grafos (problemas de pesquisa operacional, de ar-
mazenamento de informacoes em bancos de dados nos computa-
dores, e também problemas de matemaética “pura”, como o famoso
problema das 4 cores).

J4 em 1937 o mateméatico hiingaro-americano George Pélya
(1887-1985) introduziu nova e importante técnica de enumeracao,
que se tem prestado as mais variadas aplicacoes, permitindo tratar,
de maneira unificada, desde a enumeragéo do nimero de isomeros
de uma substancia, até a enumeracao de grafos, principalmente
arvores, resolvendo problemas que até entdo eram atacados so-
mente por métodos “ad hoc”. Como disse Pélya, sua teoria é
uma maneira de enumerar configuracoes nao- equivalentes rela-
tivamente a um grupo de permutacdes dado. Um exemplo sim-
ples de aplicacdo da teoria do Pélya é o de determinar o ntimero
de tetraedros regulares “diferentes” com faces pintadas com duas
cores, preto e branco, por exemplo. Podemos ter um tetraedro
todo preto, outro todo branco, um com uma face branca e as
outras pretas, etc. Dois tetraedros sdo considerados “diferentes”
se um deles n&o pode ser obtido do outro por meio de rotagoes.

Outra teoria importante de Combinatéria foi criada pelo
16gico inglés F. P. Ramsey (1903-1930); ela garante a existéncia de
certas configuracdoes. Um dos exemplos mais simples do chamado
teorema de Ramsey afirma que se tivermos no plano um conjunto
de n pontos, com n > 6, no qual ndo ha trés pontos colineares,
entao, se unirmos todos os pontos dois a dois, usando duas cores
distintas, por exemplo preto, e branco, para tracar os segmentos
de reta que unirdo os pontos, entdo forcosamente teremos for-
mado um tridngulo cujos lados sdo todos da mesma cor (preto ou

branco).



6 Introdugio Cap.1

Diz-se geralmente que a Teoria das Probabilidades originou-
se com Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665),
devido & curiosidade de um cavalheiro, o Chevalier de Méré, jo-
gador apaixonado, que em cartas discutiu com Pascal problemas

' relativos a probabilidade de ganhar em certo jogos de cartas. Des-

pertado seu interesse pelo assunto, Pascal correspondeu-se com
Fermat sobre o que hoje chamarfamos de probabilidades finitas.

Mas em verdade a teoria elementar das probabilidades j4
tinha sido objeto de atencao bem antes. Levando em conta o
fascinio que os jogos de azar sempre exerceram sobre os homens,
estimulando-os a achar maneiras seguras de ganhar, nao é de es-
pantar que muito cedo problemas relativos a jogos de cartas ou
de dados tenham atraido a atencdo de pessoas com mentes mais
especulativas. J& na Divina Comédia, de Dante Alighieri (1265-
1321), ha uma referéncia a probabilidades em jogos de dados. Em
verdade, o desenvolvimento da Anilise Combinatéria deve-se em
grande parte a necessidade de resolver problemas de contagem

. originados na teoria das probabilidades.

A primeira obra conhecida em que se estudam as proba-

bilidades é o livro De Ludo Aleae, (Sobre os jogos de Azar), de
Jéronimo Cardano (1501- 1576), publicado em 1663. E possivel

que o interesse de Cardano pelo assunto se deva a sua paixao pelos .

Jogos de azar. Nas palavras de Isac Todhunter, em sua Histdria
da Teoria Matemdtica da Probabilidade, “O livro pode ser bem
descrito como um manual para jogadores. Contém muito sobre jo-
gos, com descrigoes de jogos e com as preocupacoes que se deve ter
para se proteger de adversérios dispostos a trapacear; a discussao
relativa as probabilidades sao parte pequena de seu tratado”. Uma
traducao para o inglés moderno do livro de Cardano encontra-se
no livro Cardano, the Gambling Scholar, de Oysten Ore.

Na parte dedicada & probabilidade Cardano mostra, entre
outras coisas, de quantas maneiras podemos obter um ntimero,
lancando dois dados. Assim, por exemplo, 10 pode ser obtido de
3 maneiras: 5 em cada dado, 6 no primeiro e 4 no segundo, e 4 no
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primeiro e 6 no segundo.

Além de Cardano, Johannes Kepler (1571-1630) fez algu-
mas observacdes sobre probabilidades, em um livro publicado em
1606 (De Stella nova in pede Serpentarii), em que estuda as dife-
rentes opinides sobre o apararecimento de uma estrela brilhante

em 1604.

Também Galileu (1564-1642) preocupou-se com as proba-
bilidades, estudando os jogos de dados, para responder a pergunta
de um amigo: Com trés dados, o niimero 9 e o ntimero 10 podem
ser obtidos de seis maneiras distintas, cada um deles. No entanto,
a experiéncia mostra que 10 é obtido mais frequentemente do que
9. Como explicar isso? Galileu estudou cuidadosamente as pro-
babilidades envolvidas e mostrou, corretamente que, de 216 casos
possiveis, 27 séo favoraveis ao aparecimento do nimero 10 e 25
sao favoraveis ao aparecimento do ntmero 9.

Malgrado investigagGes destes precursores, a Teoria das
Probabilidades sé comeca a se desenvolver realmente a partir dos
trabalhos de Pascal. J4 vimos como Pascal estudou o tridngulo
aritmético que leva seu nome. Ele o aplicou ao estudo dos jogos
de cartas. -

!
Christian Huygens (1629-1695) publicou em 1657 o primeiro
tratado de Teoria das Probabilidades, o De Ratiociniis in Ludo
Aleae.

A Teoria das Probabilidades nao despertou logo grande in-
teresse entre os matematicos que se seguiram a Pascal e Fermat,
0s quais estavam atraidos pelas investigagGes relativas ao calculo,
criado por Newton e Leibnitz. No entanto, percebeu-se imedi-
atamente a utilidade da Teoria das Probabilidades para estudar
situacées como taxas de mortalidade, prémios de seguros, etc.
Sso intimeras, ainda no século XVIII, as publicacdes estatisticas
sobre impostos, doencas, condenacoes, etc., organizadas pelos go-
vernos, que viram logo o poder deste instrumento de observacao
social. Em 1662, John Graunt (1620-1674) utiliza os registros de
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falecimentos para determinar a taxa de mortalidade em Londres.
Passou-se em seguida a utilizar a idéia de Graunt no calculo de
rendas vitalicias, que dependem da esperancga de vida. A primeira
tentativa séria de célculo de rendas vitalicias é devida a Johan
de Witt (1625-1672) juntamente com Johan Hudde (1628-1704),
prefeito de Amsterdam, que consultavam frequentemente Huygens
sobre o problema.

Outros se interessaram por este problema. O astrénomo
Edmund Halley (1656-1742) publicou uma tabela de taxas de mor-
talidade em 1693, posteriormente utilizada por De Moivre. Euler
(1710-1761) e Simpson (1687-1768) também estudaram este pro-
blema, que envolve matematica, economia e politica. Os primeiros
resultados estatisticos realmente utilizados (por quase um século,
pelas companhias de seguros inglesas), séo as tabelas calculadas
por Richard Price (1723-1791) em 1780, utilizando os registros de
falecimento da diocese de Northampton.

No famoso livro de Jaime Bernoulli, Ars Cnjectandi, que

. j4 citamos, encontramos um teorema de importancia decisiva em

Teoria das Probabilidades. Conhecido como Teorema de Bernoulli,
é também chamado de Lei dos Grandes Nimeros, nome que lhe foi
dado pelo matemaético francés Siméon Poisson (1781-1840). Este

teorema foi a primeira tentativa de deduzir medidas estatisticas a .

partir de probabilidades. Ele afirma, por exemplo, que se dois
eventos s3o igualmente provaveis, apés um grande nimero de
experimentos eles terdo sido obtidos aproximadamente o mesmo
nimero de vezes. O teorema permite também deduzir qual a
probabilidade de cada um dos eventos acontecer, sabendo como
se comportaram em um grande nimero de experimentos. A Lei
dos Grandes Ntmeros deu origem a discussdes conceituais ou fi-

‘loséficas sobre o conceito de probabilidade.

Jaime Bernoulli foi o primeiro de uma longa linhagem de
mateméticos e sdbios de uma familia suica. Seu didrio mostra que
ele comecou a interessar-se pelos problemas de combinatéria e de
probabilidades em torno de 1685. Manteve longa correspondéncia
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sobre o assunto com Leibniz, que levantava objecoes ao Teorema
de Bernoulli. :

Outro matemaético que muito se dedicou & teoria das proba-
bilidades e que, possivelmente, s6 perde para Laplace (1749-1827)
em contribuicbes ao assunto, foi Abraham De Moivre. Protes-
tante francés, foi obrigado a refugiar-se em 1685 na Inglaterra,
onde viveu até sua morte. Matemadtico versatil, com trabalhos
importantes em varios campos, era muito respeitado. Newton,
por exemplo, j& em seus ultimos anos de vida, ao lhe perguntarem |
sobre um problema de matemaética, respondeu “procure o Sr. De
Moivre, ele conhece estas coisas melhor do que eu”.

Além de vérias investigagoes sobre probabilidades, De
Moivre escreveu um tratado sobre o assunto que foi usado du-
rante muito tempo, o Doutrina do Acaso, em que estao incluidos
muitos de seus trabalhos. Em particular, ele desenvolve a teoria

das sucessoes recorrentes, e a usa para resolver varios problemas
de probabilidades.

Devemos ainda citar o matemaético inglés Thomas Bayes
(1702- 1761), que iniciou as investigacbes sobre o problema de
achar as probabilidades das causas de um evento observado.

A Teoria das Probabilidades contém muitos problemas in-
teressantes, alguns dos quais conduzem a resultados inesperados
ou a primeira vista paradoxais. Tem também dado origem a dis-
cussoes filoséficas sobre o que é o acaso, o que sao probabiidades,
etc. Um problema interessante, muito conhecido, é o chamado
problema da agulha de Buffon*: Considere uma area plana, divi-
dida em faixas de larguras iguais, a, por retas paralelas. Lance
sobre esta regifo, ao acaso, uma agulha de comprimento 2r, com
2r < a. Qual a probabilidade de que a agulha corte uma das

" paralelas? O resultado, surpreendente & primeira vista, é 4r /ma.

Certamente o matemaético que mais contribuiu para a teo-
ria das probabilidades foi Laplace, famoso também por suas con-

*Georges Louis Leclere, Conde de Buffon (1707-1783), naturalista francés
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- tribuicGes a outras 4reas da matemaética, como a mecanica analiti-

ca, onde atacou o problema da estabilidade do sistema solar. Seus
intimeros trabalhos sobre as probabilidades foram incorporados
em seu monumental Tratado Analitico das Probabilidades, onde
sao discutidos intiimeros problemas de probabilidades, introduzi-
das técnicas poderosas, como a das funcdes geradoras, aproxi-
magcoes para probabilidades usando os métodos do célculo inte-
gral, etc. Encontramos neste trabalho, em particular, a integral

/e‘t2dt,

relacionada com a Distribuicao Normal.

1.3 Conjuntos

Certamente o leitor desta monografia esté familiarizado com os
rudimentos da teoria dos conjuntos. Assim, o propésito deste
capitulo é simplesmente revisar rapidamente essas nocoes bésicas
€, a0 mesmo tempo, fixar a notagdo que usaremos nos capitulos
posteriores. '

Letras maitsculas, como por exemplo A, B,...,Y,Z, in-
dicardo conjuntos. A letra grega { (6mega) representars o con-
Junto universal em. uma situacao determinada. Letras mintsculas
a,b,...,y,z,w, indicardo elementos desses conjuntos.

A relacdo de pertencer serd indicada pela letra grega €
e escreveremos por exemplo, a € A. O conjunto vazio sera re-
presentado pela letra ¢. Um conjunto com um ntmero reduzido
de elementos seré indicado simplesmente listando seus elementos.
Por exemplo, o conjunto que consiste nos ntimeros 1, 2 e 3 sera
representado por

A={1,2,3};
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{1} representa o conjunto que tem como tnico elemento o nimero
1. Um conjunto pode também ser descrito por uma propriedade
7, comum a todos os seus elementos, e escreveremos

A = {z |z tem a propriedade 7}.

Por exemplo, »
A={z|z =2k k=1,2,...}

descreve o conjunto dos inteiros pares positivos. Usaremos o
simbolo # A para representar o nimero de elementos do conjunto
A, isto é, a cardinalidade de A. 4

Se todo elemento de um cohjunto A é também elemento de
um conjunto B, diremos que A é um subconjunto de B e escreve-
remos simbolicamente A C B. Se A C B mas existe um elemento
b € B tal que b ¢ A, (b néo pertence a A), diremos que A é um
subconjunto préprio de B. A Figura 1.1 ilustra esta situagao. Ob-
serve que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto A.
Com efeito, se isso nao fosse verdade, deveria haver um elemento
z € ¢ tal que z ¢ A, o que é impossivel.

Q

Fig. -1.1
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Dados dois conjuntos A e B indicaremos por A U B o con-
junto dos elementos que pertencem a A ou a B, isto é, o conjunto
dos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A e
B. Este conjunto é chamado unido de A com B. Simbolicamente,

AUB={weQlweAd ou weB}.

A parte sombreada da Figura 1.2 ilustra o conjunto A U B.

Fig. 1.2

A unigo de trés conjuntos A, B,C sera representada por
AUBUC.

-AUBU‘C’:{weﬂlweA ou w€B ou weCl}.

Mais geralmente, a uniao de n conjuntos A1, Ao, ..., Ap é definida
analogamente e representada por

n
| 4
i=1

Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto inter-
sec¢ao de A e B como o conjunto dos elementos que pertencem
simultaneamente a A e a B, ou seja,

ANB={weR|weAd e weB}.
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A parte sombreada da Figura 1.3 ilustra a interseccao de A e B.

Fig. 1.3

No caso de termos por exemplo trés conjuntos, A, B e C,
a interseccao é representada por AN B NC:

ANBNC={wel|lwed ¢ weEB e wel}

A intersec¢do de n conjuntos A1, Ag, ..., Ap é representada

n.
ﬂ Aj;.

=1

por

Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntosse ANB =
¢. Quando temos mais de dois conjuntos, dizemos que eles sao
disjuntos quando forem disjuntos tomados 2 a 2. A Figura 1.4

'~ ilustra o caso de trés conjuntos disjuntos.



n

14 Introdugdo Cap.1

Fig. 1.4

Dados um conjunto A, chamaremos conjunto complementar de A

o conjunto dos elementos de ) que nao pertencem a A. Simboli-
camente

={weN|w¢gA}l

A parte sombreada da Figura 1.5 indica o complementar

de A.

Fig. 1.5

Dados dois conjuntos A e B, o conjunto

ANB°={weR|weAd e w¢B}

[P
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é chamado conjunto diferenca de A e B, é representado geralmente

por A — B. A parte sombreada da Figura 1.6 mostra a diferenca
de A e B.

Fig. 1.6
Se B C A, a diferenca A — B é chamada diferenca propria.

O Teroema 1, a seguir, lista as propriedades mais impor-
tantes que relacionam os conceitos definidos anteriormente.

Teorema 1.

Para todo conjunto A C Q, AUd=A, AN¢ = ¢.

A C B se e somente se AU B = B.

A C B se esomente se ANB = A.

AU(BUC) = (AUB)UC’

Am(BnC) (ANB)N
N(BUC)=(ANB)U (Ano)

Au(BmC) (AUB)N(AUCQ).

AUA=Q, ANAS= ¢, o= Q, Q= ¢.

(A€)¢ = A; A C B se e somente se B¢ C A°.

(AUB)¢= A°n B°. :

(AN B)¢= A°U B°.

*.“.0990.\1939"!“9’.\”'.“

I~

A demonstracdo deste teorema é deixada como exercicio.

Introduzimos agora a nogao de produto cartesiano de dois
conjuntos. Dados dois conjuntos A e B, chamaremos de produto
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cartesiano de A por B o conjunto de pares ordenados (a, b), onde
a é um elemento de A e b é um elemento de B. Simbolicamente

A X B ={(a,b)|a€ A,be B}
Por exemplo, se A = {1,2} e B = {1, 2, 3}, resulta que

Ax B ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

O produto cartesiano de trés conjuntos é definido de forma

semelhante tomando ternos em lugar de pares. Em geral, se temos
n conjuntos Aj, Ag, ..., Apn, o produto cartesiano A1 x Ag X - - - X
Ap é definido como o conjunto das n-uplas (aj,az,... ,a,), onde
a1 € Aq, a2 € Ag,...,an € Ap.

junto.

Definicao: Seja A um conjunto finito ndo-vazio. Uma parti¢cdo
de A é uma familia de conjuntos A1, Ag, ... , Ak, todos néo-vazios,
e tais que: '

1) A1UAg---UAr=A
2) AiﬂAjng se 1 F# 7.

Ou seja, os conjuntos A1, Ag,... Ay sdo disjuntos dois-a--
dois e sua unido é o conjunto A. Dizemos também que A foi
particionado pelos conjuntos A1, As, ..., Ag.

A dltima nocao deste capitulo é a de particio de um con-

[

2. Combinacoes e Permutacoes

2.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentadas as ferramentas bésicas que nos
permitem determinar o ntimero de elementos de conjuntos forma-
dos de acordo com certas regras, sem que seja necessirio enumerar
seus elementos.

A procura por técnicas de contagem estd diretamente vin-
culada 3 histéria da Matemaética e a forma pela qual as pessoas
tem seu primeiro contato com esta disciplina. A primeira técnica
matemética aprendida por uma crianca é “contar”, ou seja, enu-
merar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos
sdo os seus elementos. As operacoes aritméticas sao também mo-
tivadas (e aprendidas pelas criancas) através de sua aplicacao a
problemas de contagem.

Por exemplo, a operacao de adi¢ao é sempre introduzida
em conexao com um problema de contagem:

17
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A B AUB

Fig. 2.1

A figura 2.1 ilustra um principio bésico de contagem, que podemos
chamar de “Principio de Adicao”:

Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos,
respectivamente, entdo A U B possui p + q elementos.

A seguir apresentamos o “Principio da Multiplicacéo”, que,

D s .~ . L
ao lado do “Principio da Adicao”, constitui a ferramenta bésica
para resolver os problemas de contagem abordados a nivel de 22
grau. Para motivar tal principio, consideramos o exemplo a seguir.

Numa sala hd 3 homens e 4 mulheres. De quantos mo-
dos é possivel selecionar um casal homem-mulher? Chamando os
homens de hi, ha, h3 e as mulheres de m1, ma, ms3, myg é facil ver
que ha 4 casais nos quais o homem é hy, outros 4 nos quais o
homem é hy e outros 4 nos quais o homem é hs. O ntmero de
casais é portanto 4 +4+4 =3 x 4 = 12.

O exemplo acima ilustra o Principio Fundamental da Enu-
merag¢ao ou Principio da Multiplicagdo, o qual diz:

Se uma decisdo dy pode ser tomada de x maneiras e se, uma
vez tomada a decisdo di, a decisdo do puder ser tomada de
y maneiras entdo o numero de maneiras de se tomarem as
decisoes dy e do € zy.
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Assim, no exemplo, para formar um casal devemos tomar
as decisoes

dy : escolha do homem;

do : escolha da mulher.
Como dq pode ser tomada de 3 maneiras e, depois disso, dg pode
ser tomada de 4 maneiras, o ntimero de maneiras de se formar um
casal (isto é, de tomar as decisdes dy e d2) € 3 x 4 = 12.

Note que o uso do Principio de Multiplica¢do permite obter
o ntimero de elementos do conjunto

{h1m1, hima, hims, hima, ham1, hama,
homs, hogma, ham1, hama, hams, hama} -

constituido por todos os casais possiveis, sem que seja necessario
enumerar seus elementos.

Exemplo 2.1: Para fazer uma viagem Rio-S.Paulo-Rio, posso
usar como transporte o trem, o onibus ou o avido. De quantos
modos posso escolher os transportes se ndo desejo usar na volta o
mesmo meio de transporte usado na ida?

Solugdo: Ha 3 modos de escolher o transporte de ida. Depois

disso, ha duas alternativas para a volta. A resposta é 3 x 2 = 6.
O

Exemplo 2.2: Uma bandeira é formada por quatro listras, que
devem ser coloridas usando-se apenas as cores amarelo, branco e
cinza, ndo devendo listras adjacentes ter a mesma cor. De quantos
modos pode ser colorida a bandeira?

Solugcdo: A primeira listra pode ser colorida de 3 modos, a se-
gunda de 2 modos (ndo podemos usar a cor empregada na primeira
listra), a terceira de 2 modos (n&o podemos usar a cor empregada
na segunda listra) e a quarta de 2 modos (ndo podemos usar a cor
empregada na terceira listra). A resposta é3x2x2x2=24. O

Exemplo 2.3:  Quantos nimeros naturais de trés algarismos dis-
tintos (na base 10) existem?
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Solugdo: O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos
(n&o podemos usar o zero!), o segundo algarismo de 9 modos (ndo
podemos usar o algarismo utilizado anteriormente) e o terceiro
de 8 modos (ndo podemos usar os dois algarismos j& empregados
anteriormente). A resposta é 9 x 9 x 8 = 648. O

E interessante observar no exemplo 2.3 que se comecassemos
pelo tltimo algarismo terfamos 10 modos de escolher o altimo al-
garismo, 9 modos de escolher o penultimo algarismo (n&o podemos
usar o algarismo empregado anteriormente) e ... e agora esta-
mos diante de um problema: de quantos modos podemos escolher
o primeiro algarismo? A resposta é: depende! Se o algarismo
zero tiver sido usado em alguma das tltimas casas, a resposta é 8
(n8o podemos usar os dois algarismos j4 utilizados anteriormente).
Caso contrario, a resposta é 7 (ndo podemos usar nem o zero nem
os dois algarismos usados anteriormente).

E claro que essa dificuldade n#o teria ocorrido se tivéssemos
comegado pela escolha do primeiro algarismo do nimero, escolha
essa que é mais problemaética do que a dos dois outros algarismos
(o primeiro algarismo néo pode ser zero!).

Dai a recomendacio:

Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em
grandes dificuldades. Se alguma decisdo é mais complicada
que as demais, ela deve ser tomada em primeiro lugar.

Exemplo 2.4: Quantos niimeros naturais de 4 algarismos (na
base 10), que sejam menores que 5000 e divisiveis por 5, podem
ser formados usando-se apenas os algarismos 2, 3, 4 e 57

Solucdo: Temos:

Ultimo algarismo —> 1 modo (tem que ser 5)
Primeiro algarismo —— 3 modos (n3o pode ser 5)
Segundo algarismo — 4 modos
Terceiro algarismo — 4 modos
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A resposta é 1 X 3 x 4 x 4 = 48. : O

Exemplo 2.5: As placas dos automéveis sao formadas por duas
letras (K,Y e W inclusive) seguidas por quatro algarismos. Quan-
tas placas podem ser formadas?

Solugdo: Cada letra pode ser escolhida de 26 modos e cada al-
garismo de 10 modos distintos. A resposta é

26 x 26 x 10 x 10 x 10 x 10 = 6760000. 0O

Exemplo 2.6: Quantos sdo os niimeros naturais pares que se
escrevem (na base 10) com trés algarismos distintos?

Solugdo: O tltimo algarismo do ntimero pode ser escolhido de
5 modos (0,2,4,6 ou 8). O primeiro algarismo pode ser escolhido
de ... depende! Se o zero foi usado como 1ltimo algarismo, o
primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos (néo podemos
usar o algarismo j4 empregado na ultima casa). Se o zero n&o
foi usado como dltimo algarismo, o primeiro algarismo sé pode
ser escolhido de 8 modos (ndo podemos usar nem o zero nem o
algarismo j& empregado na ultima casa).

Para vencer este impasse, temos duas alternativas:

a) “abrir” o problema em casos (que é a alternativa mais natural).
Contamos separadamente os niimeros que tém zero como tltimo
algarismo e aqueles cujo dltimo algarismo é diferente de zero.

Terminando em zero temos 1 modo de escolher o dltimo
algarismo, 9 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher
o do meio, num total de 1 x 9 x 8 = 72 niimeros. ‘

Terminando em um algarismo diferente de zero temos 4
modos de escolher o dltimo algarismo (2,4,6 ou 8), 8 modos de
escolher o primeiro algarismo (ndo podemos usar nem o zero nem
o algarismo ja usado na dltima casa) e 8 modos de escolher o alga-
rismo no meio (ndo podemos usar os dois algarismos j4 emprega-
dos nas casas extremas). Logo, temos 4 X 8 x 8 = 256 ntimeros
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terminados em um algarismo diferente de zero. A resposta é, por-
tanto 72 + 256 = 328.

b) Ignorar uma das restri¢ées (que é uma alternativa mais sofisti-
cada). Ignorando o fato de zero néo poder ser primeiro algarismo,
terfamos 5 modos de escolher o 1ltimo algarismo, 9 modos de es-
colher o primeiro ¢ 8 modos de escolher o do meio, num total de
9 X 8 x 9 = 360 ntimeros. Esses 360 nimerso incluem ntimeros
comecados por zero, que devem ser descontados. Comecando em
zero temos 1 modo de escolher o primeiro algarismo (0), 4 modos
de escolher o tltimo (2,4,6 ou 8) e 8 modos de escolher o do meio
(ndo podemos usar os dois algarismos j4 empregados nas casas
extremas), num total de 1 x 4 x 8 = 32 néimeros. A resposta é,
portanto, 360 — 32 = 328 ntimeros.

E claro também que poderiamos ter resolvido o problema
determinando todos os niimeros de 3 algarismos distintos (9x9x
8 = 648) e abatendo os ntimeros fmpares de 3 algarismos distintos
(5 na tltima casa, 8 na primeira e 8 na segunda, num total de
5,>< 8 x 8 = 320 nuimeros). A resposta seria 648 — 320 = 328
nimeros.

Exercicios
1. Quantas palavras contendo 3 letras diferentes podem ser for-
madas com um alfabeto de 26 letras?

2. Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes
de miiltipla-escolha, com cinco alternativas por questao?

3. Quantos inteiros hé entre 1000 e 9999 cujoé algarismos séo
distintos?

4. De quantos modos diferentes podem ser escolhidos um presi-
dente e um secretdrio de um conselho que tem 12 membros?

5. De quantos modos 3 pessoas podem sentar-se em 5 cadeiras
em fila?

Cap.2 Combina¢des e Permutagdes 23

6. Quantos niimeros de quatro digitos séio maiores que 2400 e:

a) tém todos os digitos diferentes.
b) ndo tém digitos iguais a 3,5 ou 6.
c) tém as propriedades a) e b) simultdneamente.

7. O conjunto A possui 4 elementos e o conjunto B possui 7
elementos. Quantas sio as funcoes f: A — B? Quantas sdo as
funcoes injetoras f: A — B7?

8. Quantos divisores naturais possui o nimero 3607 Quantos
sao pares?

9. Quantos sao os nimeros naturais de 4 digitos que possuem
pelo menos dois digitos iguais?

10. Quantos subconjuntos possui um conjunto que tem n ele-
mentos?

11. De quantos modos podemos arrumar 8 torres iguais em um
tabuleiro de xadrez (8 x 8) de modo que n&o haja duas torres na
mesma linha nem na mesma coluna?

12. Em uma banca hi 5 exemplares iguais da revista A, 6
exemplares iguais da revista B e 10 exemplares iguais da revista
C. Quantas colecoes nao vazias de revistas dessa banca é possivel

formar?

13. De um baralho comum (52 cartas) sacam-se sucessivamente
e sem reposicao trés cartas. Quantas s&o as extracoes nas quais a
primeira carta é de copas, a segunda é um rei e a terceira nao é
uma dama? '

14. Quantos nimeros diferentes podem ser formados multipli-
cando alguns (ou todos) dos nimeros 1,5,6,7,7,9,9,97

15. Um vagdo de metrd tem 10 bancos individuais, sendo 5 de
frente e 5 de costas. De 10 passageiros, 4 preferem sentar de frente,
3 preferem sentar de costas e os demais néo tém preferéncia. De
quantos modos os passageiros podem se sentar, respeitando-se as
preferéncias?
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16. Ha duas estradas principais da cidade A até a cidade B,
ligadas por 10 estradas secundérias, como na figura 2.2. Quantas
rotas livres de auto-intersecdes hé de A até B?

Fig. 2.2

17.  Quantos ntimeros inteiros entre 100 e 999 séo impares e pos-
suem trés digitos distintos?

18. Escrevem-se os inteiros de 1 até 222222. Quantas vezes o
algarismo zero é escrito?

19. Quantos sao os nimeros de 5 algarismos, na base 10:

a) nos quais o algarismo 2 figura?
b) nos quais o algarismo 2 nio figura?

20. Em um concurso h4 trés candidatos e cinco examinadores,
devendo cada examinador votar em um candidato. De quantos
modos os votos podem ser distribuidos?

21. O cédigo morse usa “palavras” contendo de 1 a 4 “letras”,
s “letras” sendo ponto e traco. Quantas “palavras” existem no
codlgo morse?

22. Fichas podem ser azuis, vermelhas ou amarelas; circulares,
retangulares ou triangulares; finas ou grossas. Quantos tipos de
fichas existem?
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23. Escrevem-se nimeros de cinco digitos (inclusive os comegados
por zero) em cartdes. Como 0,1 e 8 néo se alteram de cabeca para
baixo e como 6 de cabeca para baixo se transforma em 9, um
s6 cartdo pode representar dois nimeros (por exemplo, 06198 e
86190). Qual é o nimero minimo de cartdes para representar
todos os numeros de cinco digitos? :

24. No Senado Federal, o Distrito Federal e os 26 estados da fe-
deracao tém 3 representantes cada. Deve-se formar uma comisséo

+ de modo que todos os estados e o Distrito Federal estejam repre-

sentados por 1 ou 2 senadores. De quantos modos essa comissdo
pode ser formada?

25. a) Qual é a soma dos divisores inteiros e positivos de 7207

b) De quantos modos 720 pode ser decomposto em um pro-
duto de dois inteiros positivos?

c¢) De quantos modos 720 pode ser decomposto em um pro-
duto de trés inteiros positivos?

d) De quantos modos 144 pode ser decomposto em um pro-
duto de dois inteiros positivos?

26. a) Quantas sdao as palavras de 5 letras distintas de um al-
fabeto de 26 letras nas quais a letra A figura mas nao é a letra
inicial da palavra?

b) Refaca o item a) suprimindo a palavra distintas do enun-
ciado.
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27. A figura 2.3 mostra um mapa com 4 paises

28.

Fig 2.3

a) De quantos modos esse mapa pode ser colorido (cada pafs
com uma cor, paises com uma linha fronteira comum nao
podem ter a mesma cor) se dispomos de A cores diferentes?

b) Qual o menor valor de A que permite colorir o mapa?

Refaga o problema anterior para o mapa na figura 2.4

Fig 2.4
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29. a) De quantos modos é possivel colocar um rei negro e um
rei branco em casas nao adjacentes de um tabuleiro de xadrez
(8 x 8)7 ,

b) Qual seria a resposta se fossem dois reis brancos iguais?

2.2 Permutacoes Simples

Dados n objetos distintos aj, as, ... ,a,, de quantos modos é pos-
sivel ordené-los?

Por exemplo, para' os objetos 1,2,3 h4 6 ordenacoes: 123,
132, 213, 231, 312 e 321. No caso geral temos n modos de escolher
o objeto que ocuparé o primeiro lugar, n — 1 modos de escolher o
que ocuparé o segundo lugar, ..., 1 modo de escolher o objeto que
ocuparé o ultimo lugar. Portanto,

O nimero de modos de ordenar n objetos distintos ¢
n(n—i)'--lzn!

Cada ordenacdo dos n objetos é chamada uma permutacdo
simples de n objetos e o nimero de permutacdes simples de n
objetos distintos é representado por P,. Assim, P,, = n! (J& que
0! =1, define-se Py = 1).

Exemplo 2.7: Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO?

Solugdo: Cada anagrama de PRATICO nada mais é que uma,
ordenacao das letras P, R, A, T, I, C, O. Assim o ntmero de
anagramas de PRATICO é Py = 7! = 5040. O

Exemplo 2.8: Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO
que comecam e terminam por consoante?

Solugdo: A consoante inicial pode ser escolhida de 4 maneiras,
a consoante final de 3 maneiras e as 5 letaras restantes podem
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ser arrumadas entre essas duas consoantes de Ps =.5! modos. A
resposta é 4 x 3 x 5! = 1440. |

Exemplo 2.9: De quantos modos 5 rapaies e 5 mogas podem
se sentar em 5 bancos de dois lugares cada, de modo que em cada
banco fiquem um rapaz e uma moca?

Solugdo: O primeiro rapaz pode escolher seu lugar de 10 modos,
o segundo de 8 modos, o terceiro de 6 modos, o quarto de 4 modos

e o quinto de 2 modos. Colocados os rapazes, temos que colocar -

as 5 mocas nos 5 lugares que sobraram, o que pode ser feito de 5!
modos. A resposta é 10 x 8 x 6 x 4 x 2 x 5! = 460 800. O

Exemplo 2.10: De quantos modos podemos formar uma roda
com 5 criancas?

A E
B E A D
C D B c
Fig. 2.5 o

Solugdo: A primeira vista parece que para formar uma roda com
as cinco criancas basta escolher uma ordem para elas, o que pode-
ria ser feito de 5! = 120 modos. Entretanto, as rodas ABCDE
e EABCD s&o iguais, pois na roda o que importa é a posicio
relativa das criancgas entre si e a roda ABCDE pode ser “virada”
na roda EABCD. Como cada roda pode ser “virada” de cinco
modos, a nossa contagem de 120 rodas contou cada roda 5 vezes
e a resposta é 120/5 = 24. U
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Exemplo 2.11: De quantos modos podemos dividir 8 pessoas
em dois grupos de 4 pessoas cada?

Solucdo: A divisdo pode ser feita colocando as 8 pessoas em fila
e dividindo-as de modo que um dos grupos seja formado pelas 4
primeiras pessoas e o outro pelas 4 Gltimas. Como hé 8! modos
de colocar as pessoas em fila, a resposta parece ser 8!

Entretanto consideremos a diviséo abed /efgh. Ela é idénti-
ca & divisdo efgh/abed (os grupos formados sao os mesmos: um
grupo é {a,b,c,d} e o outro é {e, f,g,h}). N&o obstante, na
nossa contagem de 8!, essas divisoes foram contadas como se fos-
sem distintas. Além disso, divisdes como abed/e fgh e cadb/efgh,
que diferem pela ordem dos elementos em cada grupo, apesar de.
idénticas foram contadas como se fossem distintas. Cada divisao
foi contada 2 x 4! x 4! vezes (2 por causa da ordem dos grupos; 4!
por causa da ordem dos elementos no 12 grupo e 4! por causa da
ordem dos elementos no 29 grupo).

Se contamos 8! divisdes e cada divisao foi contada 2 - 4! - 4!
, R ! .
vezes, o numero de divisoes é m = 35. ]

Exercicios

1. Quantos sio os anagramas da palavra CAPITULO:

que comec¢am por consoante e terminam por vogal?
que tém as letras.C, A, P juntas nessa ordem?
que téem as letras C, A, P juntas em qualquer ordem?

a)
)
)
). que tém as vogais e as consoantes intercaladas?
)
)
)

o

Q.o

que tém a letra C no 12 lugar e a letra A no 2° lugar?
que tém a letra C no 1° lugar ou a letra A no 22 lugar?
que tém a letra C no 1° lugar ou a letra A no 2° lugar ou
a letra P no 39 lugar? '

@

Q]

2. Permutam-se de todos os modos possiveis os algarismos 1,
2, 4, 6, 7 e escrevem-se os nimeros assim formados em ordem
crescente. ‘
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a) que lugar ocupa o nimero 624177

b) qual o ntimero que ocupa o 662 lugar?

¢) qual o 2002 algarismo escrito?

d) qual a soma dos ntimeros assim formados?

3. De quantos modos é possivel sentar 7 pessoas em cadeiras em
fila de modo que duas determinadas pessoas dessas 7 ndo fiquem
juntas?

4. Se A é um conjunto com n elementos, quantas sdo as funcdes
fiA — A bijetoras?

5. De quantos modos é possivel colocar em uma prateleira 5
livros de matemaética, 3 de fisica e 2 de estatistica, de modo que
livros de um mesmo assunto permanecam juntos?

6. Quantas sdo as permutacdes dos ntimeros (1,2,...,10) nas
quals o 5 estd situado a direita do 2 e & esquerda do 3, embora
nao necessariamente em lugares consecutivos?

7. De quantos modos podemos dividir 12 pessoas:

a) em dois grupos de 67

) em trés grupos de 47

) em um grupo de 5 e um grupo de 77

) em seis grupos de 27

) em dois grupos de 4 e dois grupos de 27

o

C

[oN)

e

8. De quantos modos r rapazes e m mocas podem se colocar em
fila de modo que as mocas fiquem juntas?

9. Delegados de 10 paises devem se sentar em 10 cadeiras em fila.
De quantos modos isso pode ser feito se os delegados do Brasil e
de Portugal devem sentar juntos e o do Iraque e o dos Estados
Unidos nao podem sentar juntos?

10. Um cubo de madeira tem uma face de cada cor. Quantos
dados diferentes podemos formar gravando niimeros de 1 a 6 sobre
essas faces?
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11. Quantos dados diferentes podemos formar gravando niimeros
de 1 a 6 sobre as faces indistinguiveis de um cubo de madeira?

12. Resolva o problema anterior para:

) ndmeros de 1 a 4, tetraedro regular;
) ntdmeros de 1 a 8, octaedro regular;
) numeros de 1 a 12, dodecaedro regular;
) nimeros de 1 a 20, icosaedro regular;
)
)

Q.0 O o

nimeros de 1 a 8, prisma hexagonal regular;
numeros de 1 a 5, piramide quadrangular regular.

&)

-

13. Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas de
6 jogos cada. De quantos modos é possivel selecionar os jogos de
primeira rodada?

14. Quantas séo as permutacdes simples dos niimeros 1,2,... ,n
nas quais o elemento que ocupa a k- ésima posicao é inferior a k-4,
para todo k7?7

15. Quantas s8o as permutagdes simples dos ntimeros 1,2, ... ,n
nas quais o elemento que ocupa a k- ésima posicao é maior que
k — 3, para todo k?

2.3 Combinacgoes Simples

De quantos modos podemos escolher p objetos distintos entre n
objetos distintos dados? Ou, o que é o mesmo, quantos sdo os
subconjuntos com p elementos do conjunto {a1,ag, ... ,an}?

Cada subconjunto com p elementos é chamado de uma
combinagdo simples de classe p dos n objetos a1,a9,...,ar,. As-
sim, por exemplo, as combinag¢des simples de classe 3 dos objetos
ai, ag,as, a4, as Sao

{al, az, 03} {CL]_, az, a'4} {a17 az, a5} {al; asz, a4} {alya as, a5}
{a1,a4,a5} {a2,a3,a4} {ag,as,a5} {ag, a4,a5} {as3, a4,as).
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O ntmero de combinag¢des simples de classe p de n objetds
é representado por CF. Assim, C3 = 10.

Analisemos esta resposta: a escolha do 19 elemento da com-
binacao pode ser feita de 5 modos; a do 2°, de 4 modos e a do 39,
de 3 modos. A resposta parece ser'5 x 4 x 3 = 60. Entretanto,
se pensarmos numa combinag&o, por exemplo {a1, a2, a3}, verifi-
camos que as combinacdes {a1,a9,as}, {a1,as,as}, {ag,a1,as},
etc... sao idénticas e foram contadas como se fossem diferentes.
Com efeito, se dissemos que hd 5 modos de escolher o 12 ele-
mento da combinagéo é porque estamos considerando as escolhas
a1 e ag como diferentes e portanto estamos contando {al, ag, a3}
como diferente de {ag, a1,a3}. Em suma, na resposta 60 estamos
contando cada combinacao uma vez para cada ordem de escrever
seus elementos. Como em cada combinagao os elementos podem
ser escritos em P3 = 3! = 6 ordens, cada combinacao foi contada
6 vezes. Logo, a resposta é 60/6 = 10.

No caso geral temos
n(n-l)-‘-'(n—p—kl)
p!

05: , 0<p<m,

e Cd=1.

Uma expressao alternativa pode ser obtida multiplicando
o numerador e o denominador por (n — p)!. Obtemos

Cl=—— 0<p<n.

Exemplo 2.12: Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas
podemos formar se dispomos de 10 frutas diferentes?

Solug¢do: Para formar uma salada basta escolher 4 das 10 frutas,
o que pode ser feito de C7y = %8—7 = 210 modos. O

" Exemplo 2.13: Marcam-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pon-

tos sobre uma reta R’ paralela a R. Quantos tridngulos existem
com vértices em 3 desses 13 pontos?
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Solugdo: Para formar um tridngulo ou tomamos um vértice em
R e dois em R’ ou tomamos um vértice em R’ e dois em R. O
niimero de tridngulos do 12 tipo é 5-C% e o do 29 tipo é 8- Cg. A
resposta é

| 8.7 .
5~C§+8'C§:5'7+8-%'£:140+80:22O.

Poderiamos também pensar assim:

Para formar um tridngulo devemos escolher trés pontos,
nao situados na mesma reta, entre os treze pontos dados. O
ntmero de modos de escolher 3 dos 13 pontos é C3;. Desse total
devemos retirar as C3 escolhas de 3 pontos em R e as C3§ escolhas
possiveis de 3 pontos em R’. A resposta é

Ci3—CZ — C§ =286 — 10 — 56 = 220. O

Exemplo 2.14: De quantos modos podemos escolher 6 pessoas,
incluindo pelo menos duas mulheres, em um grupo de 7 homens e
4 mulheres? :

Solugdo: As alternativas séo:

4 homens, 2 mulheres
3 homens, 3 mulheres

2 homens, 4 mulheres
A resposta é

C3-C24+03.C3+0C2.04=35-6+35-4+21-1=371L

Poderiamos também contar toda as escolhas de 6 pessoas
(C%)) e abater as escolhas sem mulheres (C8) e com apenas uma
mulher (4-C?2). A resposta é

C% — 08 — 403 = 462 — 7 — 84 = 371.
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Um erro muito comum é o seguinte: Como o grupo de
6 pessoas deve conter pelo menos duas mulheres, primeiramente
escolhem-se duas mulheres (CF), e depois escolhem-se 4 pessoas
quaisquer entre as 9 que sobraram (C§). Assim, obtem-se a
resposta (errada) C3 - = 6 x 126 = 756. A explicagdo do
erro é simples.

Considere, por exemplo, uma selecdo com 3 mulheres e
3 homens, M1 MoM3H,HoHs. Essa selecao foi contada 3 vezes.
Uma quando M1 e My foram as mulheres escolhidas inicialmente,
outra quando M; e M3 foram as mulheres escolhidas inicialmente
.etc... J&4 uma selegdo com as 4 mulheres, por exemplo, M1 MoyMs
MyH1Hg foi contada 6 vezes e obtem-se uma resposta errada
muito maior que a resposta correta. O

Exemplo 2.15: De quantos modos podemos dividir 8 pessoas
em 2 grupos de 4 pessoas cada?

Solugdo: O primeiro grupo pode ser escolhido de O§ modos. Es-
cohido o 1° grupo, sobram 4 pessoas e s6 ha 1 modo de formar o
segundo grupo. A resposta parece ser ogl x 1. Entretanto, conta-
mos cada divisao duas vezes. Por exemplo, {a,b,c,d} {e, f,g,h}
é idéntica a {e, f,g,h} {a,b,c,d} e foi contada como se fosse dife-
rente. A resposta é

C§x1

= 35.
2

e

E interéssante comparar esta solucao com a do exemplo
2.11. o

Exercicios

1. Uma comissdo formada por 3 homens e 3 mulheres deve ser
escolhida em um grupo de 8 homens e 5 mulheres.

a) Quantas comissdes podem ser formadas?
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b) Qual seria a resposta se um dos homens néo aceitasse par-
ticipar da comissao se nela estivesse determinada mulher?

2. Para a selecao brasileira foram convocados dois goleiros, 6
zagueiros, 7 meios de campo e 4 atacantes. De quantos modos é
possivel escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios de
campo e 2 atacantes?

3. Quantas diagonais possui um poligono de n lados?
4. Quantas diagonais possui:

a) um octaedro regular?

) um icosaedro regular?
¢) um dodecaedro regular?
)
)

Q.

um cubo?

e) um prisma hexagonal regular?

5. Tem-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta
R’ paralela a R. Quantos quadrildteros convexos com vértices em
4 desses 13 pontos existem?

6. Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os
demais uma Unica vez, sao jogadas 780 partidas. Quantos sao os
participantes?

7. Sejam I, = {1,2,...,m} eI, ={1,2,...,n}, comm < n.
Quantas sdo as fungdes f: I,, — I, estritamente crescentes?

8. Um homem tem 5 amigas e 7 amigos. Sua esposa tem 7
amigas e 5 amigos. De quantos modos eles podem convidar 6
amigas e 6 amigos, se cada um deve convidar 6 pessoas?

9. Quantos sdo os nimeros naturais de 7 digitos nos quais o
digito 4 figura exatamente 3 vezes e o digito 8 exatamente 2 vezes?

10. Quantos sdo os nimeros naturais de 7 digitos nos quais o
digito 4 figura pelo menos 3 vezes e o digito 8 pelo menos 2 vezes?

11. Quantos sdo os p-subconjuntos (isto é, subconjuntos com P
elementos) de {a1,as,...,a,} nos quais:
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a) a figura;
b) a1 nao figura;

a1 e ag figuram;
pelo menos um dos elementos a1, ap figura;
exatamente um dos elementos a1, ag figura.

Q0

@

12. Considere n(n > 2) pontos em um plano, entre os quais néo
ha 3 pontos colineares.

a) Quantas sdo as retas que contém dois desses pontos?
b) Qual é o ntimero méximo de pontos de intersecao dessas
retas?

13. De quantos modos é possivel dividir 20 pessoas:

) em dois grupos de 107

) em quatro grupos de 57

) em um grupo de 12 e um de 87
) em trés grupos de 6 e um de 27

=

(¢

d

14. De um baralho de pdquer (7,8,9,10, valete, dama, rei e 4s,
cada um desses grupos aparecendo em 4 naipes: copas, outros,
paus, espadas), sacam-se simultaneamente 5 cartas.

a) Quantas sdo as extracoes possiveis?
Quantas sao as extracoes nas quais se forma:

b) um par (duas cartas em um mesmo grupo e as outras trés
em trés outros grupos diferentes)?

c) dois pares (duas cartas em um grupo, duas em outro grupo
e uma em um terceiro grupo)?

d) uma trinca (trés cartas em um grupo e as outras duas em
dois outros grupos diferentes)?

e) um “four” (quatro cartas em um grupo e uma em outro
grupo)?

f) um “full hand” (trés cartas em um grupo e duas em outro
grupo)?

g) uma seqiiéncia (5 cartas de grupos consecutivos, nao sendo
todas do mesmo naipe)?
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h) um “flush” (5 cartas do mesmo naipe, nao sendo elas de 5
grupos consecutivos)? »

i) um “straight flush” (5 cartas de grupos consecutivos, todas
do mesmo naipe)?

j) um “royal straight flush” (10, valete, dama, rei e 4s de um
mesmo naipe)?

15. O conjunto A possui p elementos e o conjunto B possui n
elementos. Determine o ntimero de fungées f: A — B sobrejetoras
para: '

a) p=mn;
b) p=n+1;
c) p=n+2.

16. Considere um conjunto C de 20 pontos do espaco que tem
um subconjunto C; formado por 8 pontos coplanares. Sabe-se que
toda vez que 4 pontos de C sao coplanares, entao eles sao pontos
de C1. Quantos sdo os planos que contém pelo menos trés pontos
de C?

17. Quantos séo os‘anagramas da palavra CARAGUATATUBA7
Quantos comecam por vogal?

18. S&o dados, no plano, n pontos tais que entre as retas por
eles determinadas ndo ha duas retas paralelas. Quantos sdo, no
méximo, os pontos de interse¢ao dessas retas que sao distintos dos
pontos dados?

19. Considere um poligono convexo de n lados e suponha que
nao ha duas de suas diagonais que sejam paralelas nem trés que
concorram em um mesmo ponto que nao seja vértice.

a) Quantos sdo os pontos de intersecio dessas diagonais?
b) Quantos desses pontos de intersecao sao interiores ao poligo-
no?
¢) Quantos sao exteriores?
20. Uma fila de cadeiras no cinema tem 20 poltronas. De quan-

tos modos 6 casais podem se sentar nessas poltronas de modo que
nenhum marido se sente separado de sua mulher?
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21. Nove cientistas trabalham num projeto sigiloso. Por questdes
de seguranca, os planos sio guardados em um cofre protegido por
muitos cadeados de modo que s6 é possivel abri-los todos se houver
pelo menos 5 cientistas presentes.

a) Qual é o niimero minimo possivel de cadeados?

b) Na situacio do item a), quantas chaves cada cientista deve
ter?

22. Depois de ter dado um curso, um professor resolve se des-
Pedir de seus 7 alunos oferecendo, durante 7 dias consecutivos, 7
Jantares para 3 alunos cada. De quantos modos ele pode fazer os
convites se ele nio deseja que um mesmo par de alunos compareca,
a mais de um jantar? : '

23. Formam-se as combinaces simples de classe 5 dos elemen-
tos ay,a9,a9,... a9, as quais sdo escritas com os elementos em
ordem crescente de indices. Quantas sio as combinaces nas quais
0 elemento ag ocupa o 3° lugar?

24. De quantos modos é possivel colocar em fila h homens e m,
mulheres, todos de alturas diferentes, de modo que os homens en-
tre si e as mulheres entre si fiquem em ordem crescente de alturas?

25. No quadro a})aixo, de quantos modos é possivel formar a
palavra “MATEMATICA”, partindo de um M e indo sempre para
a direita ou para baixo?

SEEINES
TN E

>R ENREER
~NERENAE
A~N2RmNrE
= Q~SERmNeE

s x
SN
Nk Emaa s
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26. Suponha que n carros estdo em fila para entrar em um esta-
cionamento que possui n vagas, lado a lado. Se o 12 carro pode
escoher qualquer vaga e cada um dos outros carros ao estacionar
deve justapor-se a um carro j4 estacionado, quantos séo os modos
possiveis dos carros ocuparem as n vagas?

27. De quantos modos 15 jogadores podem ser divididos em 3
times de basquetebol de 5 jogadores cada, denominados esperanca,
confianca e vitdria?

28. O conjunto A possui n elementos.

a) Determine o nimero de relacdes que podem ser construidas
em A;

) Idem, relagoes reflexivas;

) Idem, relagdes simétricas;

) Idem, relagbes anti-simétricas;

) Idem, relagdes reflexivas e simétricas;

)

)

)

oo o

®

-+

Idem, relacoes reflexivas e anti-simétricas;
Idem, relacoes simétricas e anti-simétricas;
Idem, relacoes reflexivas, simétricas e anti- simétricas.

=

29. Quantos s8o os jogos de um campeonato disputado por 20
clubes, no qual todos se enfrentam uma tnica vez?

30. Empregando dez consoantes e cinco vogais, calcule o ndmero
de palavras de seis letras que se podem formar sem uasr consoantes

nem vogais adjacentes:

a) Se sao permitidas repeticdes;
b) Se nao sdo permitidas repeticdes.

31. De quantos modos se pode iluminar uma sala que possui m
lampadas?

32. Em uma escola, = professores se distribuem em 8 bancas
examinadoras de modo que cada professor participa de exata-
mente duas bancas e cada duas bancas tém exatamente um pro-
fessor em comum.
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a) Calcule z; .
b) Determine quantos professores hd em cada banca.

33. A partir de um conjunto de a atletas formam-se ¢ times de k
atletas cada. Todos os atletas participam de um mesmo niimero
de times e cada par de atletas fica junto no mesmo time um mesmo
nimero de vezes. Determine: ' ;

a) de quantos times cada atleta participa;
b) em quantos times cada par de atletas fica junto.

34. Mostre que existe um tabuleiro 6 x 4, cujas casas séo todas
pretas ou brancas, no qual nenhum retangulo tem as 4 casas dos
vértices da mesma cor. Mostre que, em todo tabuleiro 7 x 4 cujas
casas sdo todas pretas ou brancas, sempre existe um retangulo cu-
jas 4 casas extremas tém a mesma cor. (Observagao: no tabuleiro
casas adjacentes néo tém necessariamente cores diferentes).

35. Prove que um produto de p inteiros consecutivos é sempre
divisivel por pl. '

36. Prove, usando um argumento combinatério, que os niimeros
abaixo sao inteiros para qualquer n natural.

a) %ﬂ;
3m)!
b) Znﬁ_),n,
3n)!
¢) o
2y
d) zﬁ%‘y}ﬁ

(-1

37. No inicio de uma festa ha 6 rapazes desacompanhados e 10
mocas desacompanhadas. Quantos sdo os estados possiveis no fim
da festa?

38.. Prove, usando um argumento combinatério, que

071;1,10; — CT Cn—-r

“m~ m—r"
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39. Prove que C% é par,sen > 1.

40. O399, é divisivel por 77

2.4 Permutagées Circulares

De quantos modos podemos colocar n objetos distintos em n
lugares equiespagados em torno de um circulo, se consideramos
equivalentes disposi¢bes que possam coincidir por rotacao?

A resposta desse problema sera representada por (PC)p, o

nimero de permutagbes circulares de n objetos distintos. F facil

ver que (PC),, é em geral, diferente de P,,. Por exemplo, no caso

n = 3 temos P3 = 3! = 6 modos de colocar 3 objetos distintos em
3 lugares. ‘ '

1

3 2 .
2 310230
1 2 3 '
3@2@2@

Fig. 2.6

No entanto as trés prirneiras disposi¢oes podem coincidir entre si

’?or Eotagéo € 0 mesmo ocorre com as trés tltimas, de modo que
PC)3 = 2. |

Repare que nas permutacdes simples importam os lugares
que os objetos ocupam ao passo que nas permutacoes circulares
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o que importa é apenas a posi¢do relativa dos objetos entre si.
Nas trés primeiras figuras, olhando os circulos em sentido anti-
horério, 1 precede 2, que precede 3, que precede 1; portanto, a
posicao relativa dos objetos é a mesma. Nas trés dltimas figuras,
1 precede 3, que precede 2, que precede 1; portanto, a posigao
relativa dos objetos é a mesma.

Podemos verificar que (PC),, = (n — 1)! de dois modos:

‘a) Se nao considerassemos equivalentes disposi¢bes que pos-
sam coincidir por rotacao, terfamos n! disposi¢des. Con-
siderando a equivaléncia, cada permutacao circular é ge-
rada por n disposi¢oes. Logo,

(PC)n _—._%! = (n —1)!

b) Como o que importa é a posic¢éo relativa dos objetos, hé 1
modo de colocar o 12 objeto no circulo (onde quer que o
coloquemos, ele serd o Gnico objeto no cfrculo); ha 1 modo
de colocar o 22 objeto (ele serd o objeto imediatamente
ap6s o primeiro); h4 2 modos de colocar o 32 objeto (ime-
diatamente apés o 12 ou imediatamente apés o 22); ha 3
modos de colocar o 42 objeto (imediatamente apés o 12 ou
imediatamente apés o 22 ou imediatamente apés o 39)...;
hé n—1 modos de colocar o n-ésimo e tltimo objeto. Logo,

(P'C)n_—.1-‘1.2.3~.-(n;1)=(n—1)!

Exemplo 2.16: Quantas rodas de ciranda podem ser formadas
com n criancas?

Solugdo: Como a roda gira; o que importa nao é o lugar de cada
crianca e sim a posicao relativa das criancas entre si. A resposta

’,

(PO)n=(n—1)! O
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Exemplo 2.17: De quantos modos podemos formar uma roda
de» ciranda com 7 criangas, de modo que duas determinadas dessas
criangas nao fiquem juntas?

Solugdo: Podemos formar (PC)5 = 4! rodas com as cinco outras
criancas. ' ' ‘

Fig. 2.7

Ha agora 5 modos de colocar a crianca A na roda.

Fig. 2.8

,.Hé agora 4 modos de colocar a crianga B na roda sem colocé-la
junto de A. A resposta é

4l x5 x 4=480. O
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Exercicios

1. De quantos modos 5 meninos e 5 meninas podem formar uma
roda de ciranda de modo que pessoas de mesmo sexo nao fiquem
juntas?

2. De quantos modos n criangas podem formar uma roda de
ciranda de modo que duas dessas criancas permanecam juntas? E
de modo que p(p < n) dessas criangas permanegam juntas?

3. De quantos modos n casais podem formar uma roda de ciranda
de modo que cada homem permaneca ao lado de sua mulher?

4. De quantos modos n casais podem formar uma roda de ciranda
de modo que cada homem permanega ao lado de sua mulher e que
pessoas de mesmo sexo nao fiquem juntas?

5. Sao dados n pontos em circulo. Quantos n-dgonos (néo ne-
cessariamente convexos) existem com vértices nesses pontos?

6. Uma pulseira deve ser cravejada com um rubi, uma esmeralda,
um topézio, uma agua-marinha, uma turmalina e uma ametista.
De quantos modos isso pode ser feito supondo:

a) que a pulseira tem fecho e um relégio engastado no fecho;

b) que a pulseira tem fecho;

c) que a pulseira ndo tem fecho e o braco s6 pode entrar na
pulseira em um sentido;

d) que a pulseira ndo tem fecho e o brago pode entrar na
pulseira nos dois sentidos.

7. De quantos modos 5 mulheres ¢ 6 homens podem formar uma
roda de ciranda de modo que as mulheres permanecam juntas?

8. Quantos dados diferentes existem se a soma das faces opostas
deve ser 77 '
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2.5 Permutagées de Elementos nem Todos Dis-
tintos ~

Quantos anagramas possui a palavra “TARTARA”? A res-
posta ndo é P; = 7! = 5040. Pelo fato de “TARTARA” ter
letras repetidas, obtemos um nimero de anagramas menor do que
o que obteriamos se as letras fossem distintos. TAR{TAR2A e
TAR2T AR, A seriam anagramas diferentes, por exemplo.

O nimero de anagramas de “TARTARA” seré represen-

tado por P322
7
3,2,2)’

numero de permutagoes de 7 letras das quais 3 sao iguais a A, 2
iguais a R e 2 iguais a T'.

Para determinar o niimero de anagramas de TARTARA
podemos pensar de dois modos:

a) Para formar um anagrama de “TARTARA” temos que arrumar
3A, 2R e 2T em 7 lugares, _ __ _ ___. O nimero de ‘modos
de escolher os lugares onde serao colocados os A é C7 Depois
disso temos C3 modos de escolher os lugares para colocar os R
e, finalmente, um tnico modo de escolher os lugares para os T.
Logo,

P322

—07 04 1—35><6><1——210

b) Se as letras fossem diferentes, obterfamos P; = 7! anagra-
mas. Como os A sio iguais, contamos cada anagrama 3! vezes.
Analogamente contamos cada anagrama 2! vezes por serem iguais
os R e 2! vezes por serem iguais os T. Logo,

322 _ 7

7 3011 — = 210.
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4. Ek+A=n,
E facil ver que, no caso geral, temos, para o +p+
>\ =
Pa,ﬁ,... A = C?zt : Cg—a o Ch—a—f——k k)!
" n! (n—ao) . (n—a—ﬁ~-'-—k—.>\)‘.:
:a!(n-a)!ﬂ‘.(n—-a—-,@)! Nn—a—F-
| n! n!

elo segundo raciocinio.
jetos dos quais & $20
+A=mn)é

: i diretamente p
o ta b qual chegarlamos diIt
st § de permutacgoes de n ob

“Assim, o mimero. gbes 40 p
iguais a a, B iguais a b, .- JA1g

pabie A =

MATICA”?

Solugdo: Como
C,1lletrale 1 letra

temos 3 letras A, 9 letras M, 2 letras T, 1 letra

P4
E, a resposta €

10! -
2,2,1,1,1 _ . = 151200.
P33 = 31!

| ' UAT” que
Exemplo 2.19: Quantos sa0 08 anagramas de “URUG q
comecgam por vogal? .
Solugdo: Temos Pﬁz’l’l’l’l comecados em U,,Pﬁ
em A e Pg’l’l’l comegados em I. A resp_osta é

141 120 = 600. O
Pg:Ll’l’l + 2Pg = 360 + 2 X |

LLY comecados
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Exercicios

1. A figura 2.9 representa o mapa de uma cidade, na qual h 7
avenidas na direcao norte-sul e 6 avenidas na direcao leste-oeste.

C

T

Ae
Fig. 2.9
a) Quantos sdo os trajetos de comprimento minimo ligando o
ponto A ao ponto B?
b) Quantos desses trajetos passam por C'?

2. Quantos nimeros de 7 digitos, maiores que 6 000 000, podem
ser formados usando apenas os algarismos 1,3,6,6,6,8,87

- 3. Uma particula, estando no ponto (z,y), pode mover-se para

o ponto (z + 1,y) ou para o ponto (z,y + 1). Quantos sio os
caminhos que a particula pode tomar para, partindo do ponto
(0,0), chegar ao ponto (a,b), onde a > 0 e b > 07 ' ’

4. Uma paticula, estando no ponto (z,y, z), pode mover-se pare
o ponto (z +1,y, 2) ou para o ponto (z,y + 1, z) ou para o ponto
(z,y,2+1). Quantos sdo os caminhos que a particula pode tomar
par, partindo do ponto (0,0,0), chegar ao ponto (a, b, c), onde a »
0,b>0ec> 07 -

5. Quantos ntimeros de 5 algarismos podem ser formados usando

apenas os algarismos 1,1,1,1,2 e 37
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2.6 Combinagoes Completas

De quantos modos é possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que
os oferece em 7 sabores?

A resposta ndo é C’él = 35. C.‘} seria o modo de escolher 4
sabores diferentes entre os 7 sabores oferecidos, isto &, C’? seria o
ntimero de modos de comprar 4 sorvetes diferentes em uma loja
que os oferece em 7 sabores.

A resposta desse problema é representada por C R%, niimero
de combinacdes completas de classe 4 de 7 objetos. Portanto CR%
é o niimero de modos de escolher 4 objetos entre 7 objetos distin-
tos, valendo escolher o mesmo objeto mais de uma vez.

De modo geral, C2 é o niimero de modos de escolher p ob-
jetos distintos entre n objetos distintos dados, e CRL é o nimero
de modos de escolher p objetos distintos ou ndo entre n objetos
distintos dados.

Assim, por exemplo, as combinagdes completas de classe 3
dos objetos a, b, c,d tomados 3 a 3 sao

aaa aab bba cca dda abc
bbb aac bbc ccb ddb abd
ccc aad bbd ced -ddec acd
ddd - bed

e CR} =20. |

Podemos também interpretar C R de outro modo. Volte-
mos & compra dos 4 sorvetes na loja que os oferece em 7 sabores.
Para efetuar a compra devemos escolher valores para os variaveis
z1,29,...,c7, onde 21 é a quantidade que vamos comprar de
sorvetes do 12 sabor, z9 é a quantidade que vamos comprar de
sorvetes do 22 sabor ... z7 é a quantidade que vamos comprar de
sorvetes do 72 sabor. E claro que zi,z2,... ,z7 devem ser inteiros,
nao negativos (isto é, maiores ou iguais a zero) e que

z1+zo+ -ty =4
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Comprar 4 sorvetes em uma loja que os oferece em 7 sabores é
tomar uma solucao em inteiros ndo negativos da equacao

z1+xzo+ -+ z7=4.

Podemos, portanto, interpretar C R®, de dois modos:

a) CR® é o nimero de modos de selecionar p obetos, distintos ou
ndo, entre n objetos distintos dados.

b) CR? é o nlimero de solugdes da equacio 1+ 2o+ -+zn =p
em inteiros nao negativos.

Vamos agora resolver o problema da compra dos sorvetes,
isto é, vamos calcular CR%.

Ora, CR‘71 é o nimero de solugbes em inteiros nao negativos da
equacao ' :
z1+tzo+x3+z4+ 25+ 26 + 27 = 4.

O quadro da figura 2.10 mostra algumas solucdes da equacio
bem como sua representacdo no esquema bola-traco (cada bola
representa uma unidade no valor da incégnita; cada trago é usado
para separar duas incégnitas).

Xy Xy X3 X4 Xs X6 Xq
1 1 1 0 0 0 1
o | o | o | I I | @

Fig. 2.10

Para formar uma representacao devemos arrumar em fila 4
bolas (pois em cada solugdo o total de unidades nas incégnitas é 4
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jdquez;tzot--tx7T= 4) e 6 tragos (para separar 7 inc{)gnitas,
usamos 6 tracos). Mas, o nimero de modos de fazer isso €

10!

46 _ Y 4
FPate = J151 ~ “10
~ Logo, CR% = Cfp = 210.

i & inar o
No caso geral, para calcular C R?, isto é, para determ
ntmero de solucdes inteiras e ndo negativas dez1+z2 —l— vty =P
terfamos p bolas e n — 1 tragos. Logo,

OR% = Pyl = (fo_—&) = Ol
Portanto, CRE =Ch ;. |
Exemplo 2.20: Quantas s8o as solucdes inteiras e nao negativas
dez+y+z=057 |
Solugio: CR} = C3F =21 . O

Exemplo 2.21: De quantos modos podemos comprar 3 refri-
gerantes em uma loja onde h4 5 tipos de refrigerantes?

O
Solugdo: CRE = C3 = 35. .

Exemplo 2.22: Quantas sao as solugdes inteiras e nao-negativas
da inequacéo z +y + z < 57

Solucdo: As solugoes intéiras nio-negativas de ¢ +y + 2 §d5
dividem-se em vérios grupos: solugoes onde = + Y + 2z = 5, onde
z+y+z=4,.,ondez+yt+tz= 0. A resposta ¢

0 __
CR3+ CR%+CR}+CR}+OR3+CR3=
0 _
':C?+C§+C§+CE+C%+G%f
=91 +15+10+6+3+1=56.
Outra solucdo: Em cada solugao inteira ndo-negativa de

z+y+z<9
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defina-se a folga da solugao pof f=5—(z+y+2).

O quadro a seguir mostra algumas solugées e as respectivas
folgas.

z Y z z+y+z f
3 1 1 5 0
2 0 1 3 2
1 1 1 3 2
0 1 0 1 4

E claro que existe uma correspondéncia biunivoca entre as solugoes
inteiras nao-negativas de z + y + z < b e as solugoes inteiras nao-

negativas dez +y + 2 + f = 5.

Logo, o nimero de solugdes inteiras nao-negativas da
inequacao z +y + z < 5 é igual ao ntimero de solucGes inteiras
nao-negativas de z +y + z + f = 5 que é CRj = C§ = 56. O
Exemplo 2.23: Quantas sao as solucdes inteiras da equacao
z+y+z=20comz >2,y>2 z>27

O problema que sabemos resolver é contar as solugdes in-
teiras com as variaveis sendo maiores ou iguais a zero. Para fazer
um problema recair no outro, pomos

:c:'2+a, y=2+4+b, z=2+c.

A equacdo z +y + z = 20 transforma-se em a +b+c = 14 e as
restricoes z,y,z > 2 e inteiros»,t'ra,nsformam-se' em a,b,c > 0 e
inteiros. A resposta é

CR¥*=cCi¢=120. O
Exemplo 2.24: Quantos séo os anagramas da palavra “PIRACI-
CABA” que néo possuem duas letras A juntas?

Solugdo: O ntmero de modos de arrumar as letras diferentes de
2 p2,2,1,1,1 . ~
Aé Py . Por exemplo, uma dessas arrumacoes é

_P_R_I_I__C_B_‘C_
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Agora temos que colocar as letras A nos 8 espacos assinalados.
Como em nenhum espaco podem entrar duas letras A, ocuparemos
3 espacos (uma letra A em cada) e deixaremos 5 espacos vazios.
O ntimero de modos de escolher os espagos que ocuparemos é Cg.
A resposta é

PhhL « 0F = 1260 x 56 = 70 560.

Poderiamos também pensar assim:

Colocamos as letras A (1 modo)

— A A _ A _
1 2 3 4

Agora devemos decidir quantas letras colocaremos em cada um
dos 4 espacos. Devemos escolher z1,¢2,23,24 (z; =n2 de letras
que colocaremos no i-ésimo espaco) inteiros ndo-negativos tais que
T1+z2+2z3+z4 =7 comzg>lexs>1 (para impedir que
haja duas letras A juntas). Facamos

z2 = 1+ ya,
z3 =1+ y3

€ calmos no problema de achar o nimero de solucdes inteiras nao-

negativas de =1 + yg + y3 + 24 = 5, cuja resposta é CRj = cs.
Escolhidas quantas letras irdo para cada espago, por exemplo,

A _A_A__,

temos agora que colocar as letras P,R, B, 1, I , C, C nessas casas,
0 que pode ser feito de P72’2’1’1’1 modos: A resposta é '

1x C§ x PP21LL — 1% 56 x 1260 = 70560. O
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Exercicios
1. Quantas sdo as solugdes inteiras nao-negativas de

z+y+z+w=37

2. Quantas séo as solugdes inteiras nao-negativas de

ztytztw < 67

. Quantas s8o as solugdes inteiras positivas de z +y + 2z = 10?

3
4. Quantas sdo as solugoes inteiras positivas de z +y + z < 10?7
5. Quantas sdo as pegas de um dominé comum?

6

e I;m = {1,2,...,m} eI, - {1,2,...,n}. Quantas sao as
funcées f: I,, — I, nao descrescentes?

7. De quantos modos podemos colocar em fila 7 letras A, 6 letras
B e 5 letras C de modo que néo haja duas letras B juntas?

8. Qual é o nimero maximo de termos de um polindmio ho-
mogéneo do grau p com n varidveis?

9. Qual é o nGmero maximo de termos de um polinémio do grau
p com n variaveis?

10. A fabrica X produz 8 tipos de bombons que sdo vendidos em
caixas de 30 bombons (de um mesmo tipo ou sortidos). Quantas
caixas diferentes podem ser formadas?

11. De quantos modos podem ser pintados 6 objetos iguais

usando 3 cores diferentes?

12. Quantos ntmeros inteiros entre 1 e 100000 tém soma dos
algarismos igual a 67

13. Quantas sdo as solucdes inteiras nio-negativas de

z1+ 2o+ x23+ 24+ 25+ 26 = 20
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nas quais exatamente 3 incégnitas sio nulas? Em quantas pelo
menos trés sao nulas?

14.  Os ntmeros inteiros compreendidos entre 100000 e 999 999
sao divididos em classes de modo que dois ntimeros diferentes
estao na mesma classe se e s6 se eles tém os mesmos algarismos,
diferindo apenas na ordem. Assim, por exemplo, 552221 e 125 252
estdo na mesma classe. Quantas classes sdo assim formadas?

15. 'Quantas sao as solucdes inteiras nao-negativas de z +y + 2z +
w = 20 nas quais z > y? '

16. Quantos int.eiros entre 1 e 100000, inclusive, tém a pro-
priedade: “cada digito é menor ou igual ao seu sucessor”?

17. Quantas permutacdes de 7 letras A e 7 letras B, nas quais
nao ha 3 letras A adjacentes, existem? '

18. Uma urna contém n bolas, das quais devem ser escolhidas p
bolas. Determine: -

a) O nimero A% de seleges ordenadas, se repeti¢des nao sao
. permitidas (essas selecbes sdo denominadas arranjos sim-
ples de classe p das n bolas);

b) O ntmero de selecoes desordenadas (isto é, selecdes que s6
diferem pela ordem sao consideradas iguais), se repeticoes
nao sao permitidas; '

¢) O nimero ARY de selegdes ordenadas, se repeticoes sdo
permitidas (essas sele¢des sdo chamadas de arranjos com-
pletos de classe p das n bolas. Também sao usados os
nomes arranjos com reposi¢ao ou arranjos com repeticéo);

d) O ntmero de sele¢oes desordenadas, se repeticdes sdo per-
mitidas.

19. Sejam A e B conjuntos de niimeros naturais com #A4 = pe

#B = n.

a) Quantas sdo as fungdes f: A — B? .
b) Quantas sdo as funcoes injetoras f: A — B?
c¢) Quantas sio as funcdes f: A — B estritamente crescentes?
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d) Quantas séo as fungbes f: A — B nao-decrescentes?
e) Sugira uma definigdo formal para CE, CRE, AP e ARP.

20. Seja A um conjunto com #A = n.

a) Quantas s&o as funcdes f: A — A bijetoras?
b) Sugira uma defini¢do formal para P,.

21. De quantos modos podemos escolher 3 niimeros, nao neces-
sariamente distintos, no conjunto {1,2,...,150} de modo que a
soma dos nimeros escolhidos seja divisivel por 37 E se os niimeros
devessem ser distintos?

22. De quantas maneiras é possivel colocar 6 anéis diferentes em

_ 4 dedos?



3. Outros Métodos de Contagem

3.1 O Principio da Inclusao-Exclusao

Na introducéo ao capitulo anterior fizemos referéncia a um principio
elementar de contagem que estabelece que o niimero de elementos
da unido de conjuntos disjuntos é a soma dos nimeros de elemen-
tos de cada conjunto.

O Principio da Inclusao-Exclusao é uma férmula para con-
tar o niimero de elementos que pertencem & uniao de véarios con-
juntos nao necessariamente disjuntos. Na sua versao mais simples,
ele afirma que

“#(AUB) = #A +#B — #(AN B).

A justificativa pode ser obtida de dois modos diferentes:

a) Suponhamos que haja y elementos comuns a A e B e que
além disso haja z elementos que pertencam a A e ndo a B e z
elementos que pertencam a B mas nao a A (ver figura 3.1).

Temos
#AUB)=z +y+z
HA+#B —#(ANB)=(z+y)+(y+2)—y
=z+y+z=#(AUB).

56
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Fig. 3.1

b) #(A U B) é o ntimero de elementos que pertencem a pelo
menos um dos conjuntos A e B. Para contar os elementos de AUB
contamos todos os elementos de A(#A) e todos os de B(#B).
Ao fazermos isso, os elementos de A N B foram contados duas
vezes, uma em #A e outra em #B, portanto devemos descontar
a segunda contagem desses elementos e obtemos

#(AUB) = #A +#B — #(AN B).

Para trés conjuntos A, B,C o Principio da Inclusio- Ex-
clusao afirma que
#(AUBUC) = #A+#B+H#C :
—#(ANB)—#(ANC)-#(BNC)
+#(ANBNCO).

Uma justificativa pode ser:

#AUBUC] = #[(AUB)UC] ;
=#(AUB) +#C —#[(AUB)NC]
=#A+#B — #(ANB) +#C
—#[(AnC)u(BNCO)
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= #A+#B —#(ANB)+#C
—#(ANC) - #(BNC)+#(ANCNBNO)
= #A+ #B+#C+
—#(ANB)—#(ANC) - #(BNC)
+#(ANBNC)

Outra justificativa:

#(AUBUC) é o nimero de elementos que pertencem a pelo menos
um dos conjuntos A, B e C. Para contar os elementos de AUBUC,
contamos os elements de A(#A), de B(#B) e de C(#C). Mas
entdo os elementos de A N B foram contados duas vezes (uma em
#A e outra em #B), o mesmo ocorrendo com os elementos de
ANC e BNC. Portanto, devemos descontar uma vez #(A N B),
#(ANC) e #(BNC). Mas entdo os elementos de ANBNC foram
contados trés vezes (em #A, em #B e em #C) e descontados trés
vezes (em #(ANB), em #(ANC) e em #(BNC)). Contados trés
vezes e descontados trés vezes significa que eles nao estdo sendo
contados. Devemos pois inclui-los na contagem e obtemos

#(AUBUC) = #A + #B + #C
—#(ANB)—#(ANC)—#(BNCO)
+#(ANBNC).

Para quatro conjuntos teriamos

#(AUBUCUD) =

[#A + #B +#C + #D]
—[#ANB)+#(ANC)+#(AND)
+#(BNC)+#(BND)+#(CND)
+[#(ANBNC)+#(ANBND)
+#(ANCND)+#(BNCND)
—#(ANBNCND).
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Em suma, o nimero de elementos da uniao é obtido somando os
ntmeros de elementos de cada conjunto, subtraindo os niimeros de
elementos das intersecoes dois a dois, somando os das intersecoes
trés a trés, subtraindo os das interse¢Ges quatro a quatro etc...

A prova do Principio (usando o modo b) est4 no Apéndice
1. Uma prova por indugdo pode também ser obtida usando o
modo a. '

Exemplo 3.1: Quantos inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por
3ouT?

Solugdo: Defina-se:

A = Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao divisiveis por 3.
B = Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao divisiveis por 7.
Queremos calcular #(A U B). Temos

1000
#A = | = 333. ([ ] = parte inteira).

45 = | 20000 .
7

71000

|21

#(ANB) = = 47.

(pois A N B é o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que séo
divisiveis por 3 e 7, isto é, que sdo divisiveis por 21).

Pelo Principio da Inclusao-Exclusao, temos
#(AUB) = #A +#B — #(AN B) = 333 + 142 — 47 = 428,

que € a resposta. O

Exemplo 3.2: Quantos sdo os anagramas da palavra CAPITU-
LO que tém C em 1° lugar, ou A em 22 lugar, ou P em 39 lugar
ou I em 492 lugar?

Solugao: Defina-se:
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A1 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém C em 19
lugar;

Ag = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém A em 2°
lugar; :
A3 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém P em 3°
lugar;

A4 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém I em 4°
lugar.

Queremos calcular #(A; U A3 U AU A4). Temos,

#A] = #A9 = #A3 = #A4 = n° de anagramas de CAPITULO
que tém uma letra fixa = 7! = 5040.

#(AlﬂAg) #(Al nA3) #(A10A4) #(AzﬂAg,) #(Azn
Ag) = #(A3N Ag) = n° de anagramas de CAPITULO que tém
duas letras fixas = 6! = 720.

#(A1N Az N A3) = #(A1 N AN Ag) = #(}Al NA3N Ay) =
#(A2 N A3 N A4) = n° de anagramas de CAPITULO que tém 3
letras fixas = 5! = 120.

#(A1NA2N A3N Ag) = n° de anagramas de CAPITULO que tém
4 letras fixas = 4! = 24.

Pelo Principio da Incluséo-Excluséo,

#(A1UA2UA3UA4)_4><5040'—6X720+4X 120 — 24
= 16 296,

~ que ¢ a resposta. a

0 Principio da Inclusdo-Exclusdo pode ser generalizado.
Provaremos no Apéndice 1 o ‘

Teorema: Sejam ) um conjunto, A1, As, ..., A, subconjuntos
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So = #8;
n
S1=) (#As);
=1
So = Z #(AiﬂAj);
1<i<i<n
Sa= Y #(Ain4;NAg);
1<i<j<k<n

(observe que ha O parcelas em S, C2 parcelas em Sy etc...).
Entéo: '

a) O niimero de elementos de ) que pertencem a exatamente p
(p < n) dos conjuntos A1, As, ..., A, é

n—p

ap = Z( 1 +kSp+k’

b) O niimero de elementos de Q) que pertencem a pelo menos
p(p < n) dos conjuntos Ay, Ag, ..., A, é

n—p

bp = Z( 1 p+k ~15p+k
¢) O nimero de elementos do conjunto A; U AU ---UA, é
S1— 82+ -+ (=1)""1 8.

A parte c) desse teorema é devida ao matématlco por-
tugués, professor da Escola Naval de Portugal Daniel Augusto

da Silva (1814—1878)
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A parte a) do teorema, no caso p = 0, é conbecifia pelo
nome de férmula do crivo e é devida ao algebrista inglés J. J.
Sylvester (1814-1897).

| & i At ces
A parte a), no caso geral, € devida ao matemaético fran

Camille Jordan (1858-1922).

Exemplo 3.3: Quantos s&o os inteiros, compreendidos entre 1 e
1000 inclusive, que séo divisiveis por exatamente dois dos nimeros
2, 3, 7e 107 E por pelo menos dois?

Solucdo: Defina-se

Q={zez|1<z <1000}
A; = {c € Q| 2 divide z};
Ag = {z € Q| 3 divide z};
Az = {z € Q| 7 divide z };
Ag = {z € Q| 10 divide z};

Temos ([ ] = Parte Inteira)

So = #8 = 1000;
1= #A1 + #Az2 + #As+#As
1000 1000 1000 ,1000}
-
= 500 + 333 + 142 + 100 = 1075;
So = (A1 N Ag) + #A1 N Az) + #(A1 N Ag)+
+#(A2 N A3) + F#(A2 N Ag) +#(A3N Ag) =
1000 1000 1000 1000 1000 {1000]
= — =t = | =
_{6}+[14}+[10 Tl 30 _ 70
= 166 + 71 + 100 + 47 + 33 + 14
= 431;
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Sz =#(A1N AN A3) +#(A1N A2 N Ag)+
+#(A1N A3 NAg) + #(A2NAsN Ay)
_ [1000] + [1000] n l:lOOOjl n [}992:]
42 30 70 210
=23+33+14+4
= T4;

Ss=#(A1NA2NA3NAy) = [IOOOJ

210

Queremos calcular o ntiimero de elementos que pertencem
a exatamente dois dos conjuntos A1, A2, A3, A4. Esse niimero é

4—2

a2 =Y (-1)*C§ ;821
k=0

= (~1)°098s + (-1)'C383 + (-1)2C23,4
= S9 — 3893+ 654 :
=431 -3 x 74+ 6 x 4 = 233,

que € a resposta da primeira pergunta.

Queremos calcular o nimero de elementos que petencem a
pelo menos dois dos conjuntos A1, A2, A3, A4. Esse ntimero é

42
ba= Y (=1)*CHir152+
k=0
= (=1)%C78z + (-1)'C383 + (—1)C3S4
= S92 — 253+ 354 v
=431 -2xT74+4+3 x4

= 295,

que é a resposta da segunda pergunta. Note que os valores de Sp
e 81 nao foram utilizados. : 0
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Exemplo 3.4: Para cada inteiro positivo n define-se ¢(n) como

sendo o ntmero de inteiros positivos que sao primos com 7 € nao
sdo superiores a n, isto é, que sdo primos com n € menores ou iguais
a n. Assim, por exemplo, ¢(12) = 4 pois os inteiros positivos que
nio superam 12 e séo primos com 12 sdo 1,5, 7e1l, e o(7) =6
pois os inteiros positivos que nao superam 7 e sdo primos com 7

sao 1, 2, 3, 4, 5, 6.
A fungio ¢ é chamada de Fungdo ¢ de Euler (1707-1783).

O valor de ¢(n) pode ser calculado a partir da decom-
posicdo de n em fatores primos. Se a decomposi¢ao de n em
fatores primos é

n=plt. pP--p¥r (p1,p2, - - - , pr Primos distintos )s

1 1 1 )
N=nll-—])(1—-—) - [1——]}:
o =n(1-7:) (1-3:) (-5
Assim, por exemplo, como as decomposicoes de 120 e 729
em fatores primos séo 120 = 23 % 3 x 5 e 729 = 36, temos

i 10 (1= 1) (1=2) (1-1) =

entao

e
' 1
(729) = 729 (1 = 73-) = 486;
ou seja, no conjunto {1,2,...,120} ha 32 nameros primos com 120
e no conjunto {1,2,...,729} hé 486 nimeros primos com 729.

Para justificar a férmula, defina-se:

Q = Conjunto dos inteiros positivos'menores ou iguais a n;
A; = Conjunto dos elementos de €2 que sdo miiltiplos de p; (1<
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Queremos determinar o ntimero de elementos de Q que séo
primos com n, ou seja, o numero de elementos de  que nio

pertencem a nenhum dos conjuntos A1, Ag,..., A
¢(n) é pois o nimero de elementos de  que pertencem a
exatamente zero dos conjuntos A1, Ag,...,A,. Temos
n
A; = {pi,2pi,--- ,—pi}
. pPi
n
H#(Ai) = —;
: pi
A:NA: = T n .
i J =\ DPiPj, 4PiPjy -+ s —DPiPj ¢
pipj
n
#(AiNAj) = — (i #j);
Pibj
e assim sucessivamente. Logo:
So=#Q =mn;
n
Sy = Z#(Ai) =225
(]
S2= ) #(Ain4;) = —;
i<y i<y PiPi
Assim,
¢(n) = ag
'
— k
=Y (=1)*CE xSosx
k=0
=80—81+ 82—+ (-1)"8,

n n n
=n-(—+—+~~+—>+
P1 P2 Pr

n .
+(—+_“_+...+ n N
pP1p2  P1P3 Dr_1Dr
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n
+ (=) ———
( )plpz-‘-pr
1
:n(l_i)(l_i)...(l__>. .
P1 D2 Pr '
Exercicios

1. Quantos inteiros entre 1 e 1000 inclusive:

a) sdo divisiveis por pelo menos trés dos nimeros 2,3,7e107
b) ndo sdo divisiveis por nenhum dos nimeros 2,3, 7e107

¢) sdo divisiveis por exatamente um dos niimeros 2,3, 7e107
d) sdo divisiveis por pelo menos um dos niimeros 2,3, 7e10?

2. Quantos inteiros entre 1000 e 10000 inclusive nao sao di-
visiveis nem por 2, nem por 3 e nem por 57

3. Lancam-se 3 dados. Em quantos dos 63 resultados possiveis
a soma dos pontos é 127

4. Quantas sdo as solugdes inteiros ndo-negativas de z +y +z =
12 nas quais pelo menos uma incégnita é maior que 77

5. Se #A = n e #B = p (n > p), quantas sdo as f:A — B
sobrejetoras?

6. Determine o nimero de permutagoes de (1,2,3,4,5,6) nas quais
nem o 4 ocupa o 42 lugar nem o 6 ocupa o 6° lugar.

7. Quantos sdo os inteiros de n digitos, que tém todos os digitos
pertencentes ao conjunto {1,2,3}? Em quantos deles os inteiros
1,2e3 figuram todos?

8. Determine o nimero de permutagdes das letas AABBCCDD
nas quais nao hé letras iguais adjacentes.

9. Quantos inteiros entre 1 e 1000000 nao sao nem quadrados
perfeitos nem cubos perfeitos? ‘
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10. Determine o ntiimero de permutacdes de (1,2,...,n) nas
quais nao figuram (em posigdes consecutivas e na ordem dada)
nem o par 12, nem o par 23,...,nem o par (n — 1)n.

11. Oito criancas estdo sentadas em torno de um carrossel. De
quantos modos elas podem trocar de lugar de modo que cada
crianca passe a ter uma crianca diferente a sua direita?

12. Calcule ¢(360).

13. Quantas espécies de poligonos regulares de 100 lados exis-
tem?

14. Se p é um primo, quanto vale ¢(p)?

15. Quantos sdao os elementos do conjunto {1,2,...,500} que
sao divisiveis por 3 ou 5 mas nao sao divisiveis por 77

16. a) De quantos modos podemos distribuir p particulas dis-

“tintas por n niveis distintos? (em Fisica essa distribuicdo de

particulas por niveis de energia é chamada de estatistica de Boltz-
mann).

b) Em quantas dessas distribui¢des todos os niveis ficam
ocupados?

17. a) De quantos modos podemos distribuir u particulas iguais
por n niveis distintos? (em Fisica essa distribuicdo é chamada de
estatistica de Bose-Einstein).

b) Em quantas dessas distribui¢des todos os niveis ficam
ocupados?

18. De quantos modos podemos distribuir p particulas iguais
por n niveis distintos se nenhum nivel pode conter mais de uma
particula? (em Fisica essa distribui¢do é chamada de estatistica .
de Fermi-Dirac). ‘
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3.2 Permutagoes Cadticas

Uma permutacio dos ntimeros (1,2,...,n) é dita caética (ou de-
sordenamento) quando nenhum nimero estéd no seu lugar primi-
tivo. Assim, as permutacdes 2143 e 3142 sao cadticas mas 1342
nso é (1 estd no seu lugar primitivo). Para calcular o ntimero

D, de permutacdes caéticas de (1,2,...,n), defina-se A; = con-
junto das permutacdes de (1,2,...,n) em que o nimero ¢ ocupa
o i-ésimo lugar, i € {1,2,... ,n}.

Queremos calcular o nimero de elementos do conjunto Q

das permutacdes de (1,2, ... ,n) que pertencem a exatamente zero
dos conjuntos A1, Ag,... ,Ap. Temos: ’
So = #(Q) = nl;
n n .

S1=) #(4) =) (n-1=n-(n-1=nl

=1 i=1 |

2. - . .

Sp= 3 #Ain4)= Y (-21=Cqp-(n-2)!= 5

1<i<j<n 1<i<j<n ,

1<i<j<k<n

n!
= Z (n'3)!:(773;'(n—3)!:§!-;
1<i<j<k<n
n!

O ntimero de elementos de £ que pertencem a exatamente
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zero dos conjuntos Ay, Ao,... , A, é
n—0
a0 =Y _(-1)*C§, 1 Sosk
k=0
n
=Y (-1)ks;
k=0

= S0 — 81+ 82— Sz+ -+ (=1)"Sp,

n! n! n!
= nl —nl —_— —— —1\n
=nl=nl+or o+ +(nn!
1 11 (=1)™

S TR TR et TR el

Logo, o ntimero de permutagdes cadticas de (1,2,...,n) é
1 1 1 1 (—1)™
=nl | — - —_—
Dn ”'[0! ntaTat ot J

Assim, por exemplo,

o 1 2t 31 4l

111
=2 —_ —_—
4(1 13 6+24)
~ 9

Dy =4l [i-.1_+_1___1_+lJ

Realmente, as permutacdes caéticas de (1,2,3,4) sao 2143,
3142, 3241, 4123, 3412, 4312, 2413, 2341, 3421, 4321. E inte-
ressante observar que D,, é aproximadamente igual a n!/e; mais -



3
70 Outros Métodos de Contagem Cap
precisamente, Dp, € 0 inteiro mais préximo de n!/e.
n Dn nl/e
1 0 0,3
2 1 0,7
3 2 2,2
4 9 8,8
5 44 44,1
n = 2.

Observe qile nossa afirmacao é verdadeira paran = 1 e para

Vamos prové-la para n > 2. Com efeito sabemos que

’ 2 3
1z o 2t

e portanto que

1 =
1 1 1
—n! (6-‘---17—!-'2—'—')
(-ymt D
(n+1)! + (n+2)! \

=n:

1 1 )
' _l_...
1 1 !

B R iy ) B R R [ )

PP
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1 1 1
<
R ear s AL e ) R
N
ntl
- 1
1-35
_1 1
n 2
Ou seja,
D n! <1
n e 27

se n > 2. Logo, para n > 2, D, é um inteiro situado a uma
distancia menor que 1/2 do ntmero n!/e. Assim, D, é o inteiro
mais préximo de nl/e, se n > 2.

Exercicios

1. Suponha #A4 = n. Quantas sdo as fungdes f: A — A para
as quais a equacdo f(z) = z nao possui solucio? Quantas sio as
funcGes f: A — A bijetoras para as quais a equacdo f(z) = z néo
possui solucao?

2. Quantas séo as permutagdes de (1,2,3,4,5,6,7) que tém exata-
mente 3 elementos no seu lugar primitivo?

3. Determine o niimero de permutacdes caéticas de (1,2,3,4,5,6,7,
8,9,10) nas quais os ntimeros 1,2,3,4,5 ocupam, em alguma ordem,
0s cinco primeiros lugares. '

4. De quantos modos é possivel colocar 8 torres brancas em um-
tabuleiro de xadrez 8 x 8 de modo que nenhuma torre fique na
diagonal branca e nao haja duas torres na mesma linha ou na

- mesma coluna?

5. Prove que, se n >3, Dy, = (n — 1)(Dyp—1 + Dp—2).
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6. Prove que (definindo Dg = 1)

n
nl = (Z)Dn + (T)Dn—l + (g)Dn-—2 + -+ (n>DO-

7. Prove que D,, = nDy_1 + (—1)" para n > 2.

{ 8. Dois médicos devem examinar, durante uma mesma hora, 6

pacientes, gastando 10 minutos com cada paciente. Cada um dos .

6 pacientes deve ser examinado pelos dois médicos. De quantos
modos pode ser feito um horario compativel?

9. Quantas s8o as permutacdes de (1,2,...,2n) nas quais ne-
nhum namero impar ocupa o seu lugar primitivo?

3.3 Os Lemas de Kaplansky

De quantos modos é possivel formar um p-subconjunto (isto é, um
subconjunto com p elementos) de {1,2,...,n} no qual ndo haja
nimero consecutivos? Por exemplo, para n = 6 e p = 3, podemos
obter a partir de {1,2,3,4,5,6} os seguintes 3-subconjuntos nos
quais nao hé elementos consecutivos:

{1,3,5},  {1,3,6},  {1,4,6},  {2,4,6).

Poderfamos ter concluido que ha quatro 3-subconjuntos de {1,2,3,
4,5,6} sem elementos consecutivos sem necessidade de enumeré-
los exaustivamente. Ao formar um subconjunto, marcamos com o
sinal + os elementos do conjunto que farao parte do.subconjunto
e com o sinal — os elementos que néao faréo parte do subconjunto.
Assim, '

{1,3,5} seria representado por + — + — +—; '
{2,3,6} (que nao é um subconjunto valido pois 2 e 3 sao
consecutivos) seria marcado — + + — —+.
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Ora, para formar um 3-subconjunto sem elementos conse-.
cutivos devemos colocar 3 sinais + e 3 sinais — em fila, sem que
haja dois sinais + consecutivos. Para fazer isso, colocamos os
sinais — (1 modo), e colocamos os sinais + nos 4 espacos assi-
nalados, na figura 3.2, com no maximo um sinal por espaco (02
modos). A resposta é entdo, 1 x C3 = 4.

(2N U A 4
Fig; 3.2 o

No caso geral temos p sinais +, n —p sinais — para arrumar
sem que haja dois sinais + consecutivos. Temos 1 modo de colocar
os sinais — e Crlz)—p+1 modos de colocar os sinais +.

Acaba‘mos de obter o

Primeiro Lema de Kaplansky: O niimero de p- subconjuntos
de {1,2,...,n} nos quais ndo hd nimeros consecutivos é

f(n,p) = Cﬁ—p-u-

Exemplo 3.5: As trés provas de um vestibular devem ser rea-
lizadas na primeira semana do ano. De quantos modos é possivel
escolher os dias das provas de modo que nao haja provas em dias
consecutivos?

Solugdo: Devemos formar um subconjunto de 3 elementos no
conjunto dos 7 dias da primeira semana, de modo que nao haja
dias consecutivos no subconjunto. A resposta é

f(773) = C'?_3_|_1 = 053 =10. O

Exemplo 3.6: Uma fila tem 15 cadeiras nas quais devem sentar-
se 5 homens, de modo que nao fiquem dois homens sentados em
cadeiras contiguas. De quantos modos isso pode ser feito?
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Solucdo: Devemos inicialmente escolher 5 cadeiras sem 5que haj j
cadeiras consecutivas. Isso pode ser feito de f (15,5) = Cis—5 _}_1(;
C’Efl modos; escolhidas as 5 cadeiras, <.ievemos des1g'nar 3 ca z
homem uma cadeira, o que pode ser feito de Ps = 5! modos. .
resposta é Ci’l x 5! = 55 440.

Exemplo 3.7: Quantos sao os anagramas da palavra MISSIS-
SIPI nos quais nao hé duas letas S consecutivas?
Solugdo: Devemos colocar as letras de MISSISSIPI nas casas

abaixo:

Devemos inicialmente escolher 4 casas sem que haja‘ casas
consecutivas para colocar as letras S, o que pode ser feito de
£(10,4) = C%y_4qq = C7 = 35 modos.

Agora devemos arrumar as letras restantes (4 letras:, I, 1
letra M e 1 letra P) nas 6 casas restantes, o que pode ser feito de

|
ch,l,l = ——6_ = 30

411111
4 , ]
modos. A resposta é 35 x 30 = 1050.
Suponhamos agora que os elementos de {1,2,... ,n} este-
jam arrumados em circulo, como na figura 3.3.
1
n 2
n-1 3
Fig. 3.3
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Agora os elementos “1” e “n” sao consecutivos. De quantos
modos é possivel formar um p-subconjunto de {1,2,...,n} no
qual nao haja ntmeros consecutivos? Ora, o ntimero total de
subconjuntos serd a soma do ntiimero de subconjuntos nos quais

o elemento “1” figura com o nimero de subconjuntos nos quais o
elemento “1” néao figura.

a) Subconjuntos nos quais o elemento “1” figura. Para forma-
los devemos escolher p — 1 elementos em {3,4,...,n — 1} (pois
se o “1” figura, o “2” e 0 “n” ndo podem figurar) para serem os
companheiros do “1” no subconjunto, nao podendo ser escolhidos

elementos consecutivos. O niimero de modos de que isso pode ser
feito é '

cp~L

f('n ~3p—1)= cr n—p—1-

-1 .
n—3—(p—1)+1 —
b) Subconjuntos nos quais o elemento “1” nao figura. Para
formé-los devemos escolher p elementos em {2,3,... ,n}, ndo po-
dendo ser escolhidos elementos consecutivos. Isso pode ser feito

de f(n—1,p) = Cﬁ_l_p_l_l = Oﬁ__p modos. Portanto, a resposta é

— —p—1) (n —p)!
CP 1 cP - (n p
np=1 ¥ Cnp (0 — 1) (n—2p)!  p!(n—2p)!

_(n=p—-1)lp+ (n—p)!

pl(n — 2p)!
p+(n—p)

= = D o)

_ (n=p-=1)

~pl(n —2p)!

__n (n —p)!

n — p pl(n — 2p)!

=" c2 .

n—p

Acabamos de obter o
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Segundo Lema de Kaplansky: O numero de p- sr{bcon’Juntos
de {1,2 ,n} nos quais nao h4 niimeros consecutlvos €, COI-
2.

siderando 1 e n como consecutivos, igual a

n
cP_.
n—p " °F

g(n,p) =

Os Lemas de Kaplansky foram construidos em 1943 pilo
matematico canadense-americano Irving Kaplansky para a rAesZ.u-
¢éo do chamado Problema de Lucas que se encontra no Apéndice
2.

Exemplo 3.8: Hugo deve ter aula de ténis tres vezes por1 ;e—

‘ ten .
mana, durante um semestre. Quantos sao os m?dos de esif) e?
os dias de aula, se Hugo ndo deseja ter aulas em dias consecut1vos!

Solugdo: Hugo deve escolher 3 dos elementos/do conjtﬂmto dgzlzg(;
go, segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sc.Lbado, nacszi)i nee
escolher dois dias consecutivos e sendo o dor.mng(,) e o sdbado di
consecutivos. O nimero de modos de fazer isso €

7 3 [
g(7,3) 7_3 7—3 4

Exercicios

1. b5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras colocadas em .torno
: i se
de uma mesa circular. De quantos modos isso. pode ser feito

n3o deve haver ocupagao simulta
2. Dado um decégono, quantos sao 0s triangulos cujos vértices
sao vértices ndo-consecutivos do decagono?

3. De quantos modos podemos formar uma s.eqiiéncia de p ele};
mentos iguais a 1 e g elementos iguais a 0 se dois elementos 1gual
a zero nao podem ser adjacentes?

nea de duas cadeiras adjacentes? -
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4. De quantos modos podemos formar uma seqiiéncia de p ele-
mentos iguais a 2, g elementos iguais a 1 e r elementos iguais a 0
se dois elementos iguais a zero nao podem ser adjacentes?

5. De quantos modos é possivel formar uma roda de ciranda com
7 meninas e 12 meninos sem que haja duas meninas em posicbes
adjacentes?

6. Quantos sdo os anagramas de araraquara que nio possuem
duas letras a consecutivas?

7. (Generalizagdo do 1° Lema de Kaplansky).
De quantos modos é possivel formar um p-subconjunto de
{1,2,... ,n} de modo que entre cada dois elementos escolhidos

para o subconjunto haja, no conjunto, pelo menos r elementos
nao escolhidos para o subconjunto?

8. (Generalizaggo do 2° Lema de Kaplansky). Refaca o pro-
blema anterior no caso circular. Nesse caso, por exemplo, tomando
n = 6, o conjunto {1,2,3,4,5,6} é tal que entre 1 e 4 h4 dois ele-
mentos, entre 5 e 1 hd um elemento,-entre 6 e 4 h4 trés elementos.
(Sugestao: divida os subconjuntos em dois grupos: aqueles que
contem algum dos elementos 1,2,... ,r e 0s que néo contém ne-
nhum dos elementos {1,2,...,r}).

3.4 O Principio da Reflexao

Uma particula, estando no ponto (z,y), pode se mdvimentar para
o ponto (z + 1,y + 1) ou para o ponto (z + 1,y — 1).

a) Quantos s&o os trajetos possiveis da particula de (0,0) a (8,6)7
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Fig. 3.4

Os movimentos permitidos para a particula sdo de subida
S:(z,y) — (¢ +1,y+1) ou de descida, D: (z,y9) — (z+ 1,y — 1).
Na figura 3.4 o trajeto descrito pela particula foi SSDSSSSS.

Para que ela va de (0,0) a (8,6) devemos ter S+ D = 8 (em
cada movimento, de subida ou descida, a abscissa da particula
avanca uma unidade. Como de (0,0) a (8,6) sua abscissa avancou
8 unidades, o total de movimentos de subida e descida deve ser 8)
e S — D =6 (em cada movimento de subida a ordenada aumenta
uma unidade e em cada movimento de descida a ordenada diminui
uma unidade). Dai S =7e D = 1.

7 . 7 71 !
O ntmero de trajetos é Pg'™ = 7% = 8.

Uma interessante parafrase desse problema é a seguinte:
numa eleicdo hé 8 eleitores e dois ¢andidatos. Se o candidato S
ganha por 6 votos de diferenca, de quantos modos pode marchar
a apuracgao?

O grifico indica em cada ponto (z,y) quantos votos ja
foram apurados (z) e qual a vantagem do candidato A(y).

Por exemplo, a presenca do ponto (3,1) no grafico do tra-
jeto indica que quando o 3%voto acaba de ser apurado, o candidato
S tem uma vantagem de um voto.
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b) Quantos sdo os trajetos de (0,0) a (10,4)?

Temos S+D =10e S —D =4. Logo, S=7,D =3¢ea
resposta é
10 = 73 = 120.
Parafraseando, em uma eleicdo com 2 candidatos S e D
e 10 eleitores, a qual é vencida pelo candidato S por 4 votos de
diferencga, hd 120 modos de marchar a apuracao.

c¢) Quantos desses trajetos tocam na reta y = —17

Todo trajeto de (0,0) a (10,4) que toque na reta y = —1
pode ser transformado, por uma reflexdo em torno da reta y = —1
do trecho do trajeto entre (0,0) e o primeiro toque na reta y = —1,
em um trajeto do ponto (0,—2) até o ponto (10,4). Reciproca-
mente, todo trajeto do ponto (0,—2) até o ponto (10,4) (um tal
trajeto obrigatoriamente toca na reta y = —1) pode ser transfor-
mado (por uma reflexdo em torno da reta y = —1 do trecho entre
(0,0) e o primeiro toque na reta y = —1) em um trajeto de (0,0)
a (10,4) que toca na reta y = —1.

4

Fig. 3.5
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Acabamos de provar que o nimero de trajetos de. (0,0) a
(10,4) que tocam na reta y = —1 éigual ao nimero de camlrlljho_s (118 |
(0,—2) a (10,4). Esse tltimo & facil de calcular. rI,‘emg)g S+D =
eS—D==6;sendo S=8eD =2. A resposta é Py~ = 45.

em uma eleicdo com dois candidatos, 10

Parafraseando, , ‘
) por 4 votos de diferenga, em

eleitores, vencida pelo candidato S ~ .
45 das 1,20 possiveis marchas da apuragao, o candidato perdedor

em algum momento esteve em vantagem. E interessante obser\iar
como as aparéncias enganam. O candidato S tem 70%.da votacao.
No entanto em 45/120 = 37,5% das apuragoes possivels em algum

4 0O
momento ele est4d em desvantagem.

A técnica usada para resolver a parte c) é conhecida pelo

nome de Principio da Reflexao.

Exercicios

1. Numa fila de cinema, m pessoas tem notas de R$ 5,00 e n(n <

m) pessoas tem notas de R$ 10,00. A entrada custa RS 5,00.

a) Quantas sao as filas possiveis?

b) Quantas sdo as filas que terso problemas de troco se a
bilheteria comeca a trabalhar sem troco? -

¢) Quantas séo as filas que tersio problemas de troco se a bi-

lheteria comega a trabalhar com duas notas de R$ 5,007

ida ' 5 20 eleit e
2. Numa elei¢io com dois candidatos A e B, ha 20 eleitores
o candidato A vence por 15 x 5. Quantas sao as marchas da

apuracao:
a) Possiveis?
b) Nas quais o candidato A permanece em vantjgem (nem
sequer empata) desde o primeiro voto apurado?
¢) Nas quais o candidato A permanece sempre em vantagem
ou empatado com o candidato B?
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3.5 O Principio de Dirichlet

A Anélise Combinatéria ndo se ocupa apenas com a contagem de
elementos de conjuntos. Muitas vezes, o que se deseja é deter-
minar a existéncia ou néo de conjuntos satisfazendo a certas pro-
priedades. Uma ferramenta simples para resolver alguns desses
problemas é o Principio das gavetas de Dirichlet*.

Principio das gavetas de Dirichlet: Se n objetos forem colo-
cados em no mdximo, n — 1 gavetas entdo pelo menos uma delas
conterd pelo menos dois objetos.

Prova: (por absurdo) Se cada uma das gavetas contiver, no
méaximo, um objeto, o nlimero total de objetos nelas colocados
serd, no maximo, n — 1, o que é uma contradicao. O

Exemplo 3.9: Dado um conjunto de 13 pessoas, pelo menos
duas delas aniversariam no mesmo més. : a

Exemplo 3.10: Escolha, dentre os elementos do conjunto
{1,2,...,200}, 101 ntimeros ao acaso. Mostre que, entre os ntime-
ros escolhidos, hd dois nimeros tais que um deles divide o outro.

Solugdo: Observe, em primeiro lugar, que qualquer inteiro n se
escreve sob a forma n = 2"b, onde r é um inteiro nao-negativo
e b é um inteiro fmpar. Por exemplo, 36 = 22 .9, 25 = 20. 25,
16 =241,

Assim, sen € {1,2,...,200}, n = 2"b e b é um dos inteiros
impares 1,3,5,...,199. Ora, h4 100 possibilidades para b. Se
escolhemos 101 ntimeros, dois deles terao o mesmo b. Sejam esses
numero n1 = 2"b e ng = 2™b. Se r1 < ro, ni divide ng. Se
rg < r1, ng divide n1, o que conclui a demonstracao. a

Exemplo 3.11: Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie
de um quadrado de lado 2. Mostre que pelo menos um dos seg-
mentos que eles determinam tem comprimento menor que ou igual

a V2.

*Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805- 1859), matemético alemio.
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Solugdo: Divida o quadrado de lado 2 em quatro quadrados de
lado 1. Dos 5 pontos, pelo menos dois pertencerao a um mesmo
quadrado de lado 1. A distancia entre esses dois pontos sera no
méximo igual & diagonal do quadrado que é V2, o que conclui a

demonstracao. ) ) O

1
1

VFi,g. 3.6
Exemplo 3.12: Mostre que em um conjunto de n pessoas ha
sempre duas pessoas que conhecem exatamente 0 mesmMo NUMELO
de pessoas do conjunto. (Obs.: Se a conhece b, b conhece a, ou

7

seja, “conhecer” é uma relagao simétrica.)

Solugdo: Observe, em primeiro lugar, que qualquer das pessoas
do conjunto conhece no minimo 0 e no méximo n — 1 das outras
pessoas. Observe, em segundo lugar, que se alguma das pessoas
conhéce todas as outras n — 1 pessoas entéo é impossivel que haja
alguma pessoa conhecendo 0 outras. Usemos agora o principio de
Dirichlet pondo na 1? gaveta as pessoas que conhecem 0 outras,
na 22 gaveta as pessoas que conhecem 1 outra,..., na n? gaveta as
. pessoas que conhecem n — 1 outras. Apesar de termos n ga,veta‘s,
as n pessoas sdo colocadas em, no méximo, n — 1 gavetas, pcixs
pela segunda observa¢éo a primeira e a dltima das gavetas nao
podem ser ocupadas simultaneamente. O

Exemplo 3.13: E dado um conjunto A = {a1,a2,...,am} de
m nimeros inteiros (m > 1). Mostre que existem naturais r e [,
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1 <r <1< m, tais que ap + ap41 + - - - + a7 € multiplo de m.

Solugcdo: Considere as somas

S1=a1
S2=a1+a2
S3=a1+ a3+ a3

Sm=a1+az+az+ - +am

Se alguma dessas somas (digamos S;) for divisivel por m, a demons-
tragdo estd concluida (nesse caso r =1 el = j). Caso contrério,
nenhuma dessas somas divididas por m deixard o resto nulo. Os
restos possiveis sdo, portanto, 1,2,... ,m—1. Como hd m somas e
apenas m — 1 restos possiveis, pelo principio de Dirichlet, ha duas
delas, que chamaremos de S; e S;, que divididas por m deixam
restos iguais. Suponha i > 5. Entao

S;—Sj=ajq1+aj2+- - +a;
é miltiplo de m e o resultado est4 demonstrado (r = j + 1,1 = i).

a

O principio de Dirichlet pode ser reformulado do modo
seguinte:

Sem objetos sao colocados em n gavetas, entdo pelo menos
uma gaveta contém [(m — 1)/n] + 1 objetos.
(Obs: [z] é o maior inteiro menor que ou igual a z).

Prova: Se cada gaveta contiver no méaximo [(m — 1)/n] objetos,

entao o niimero de objetos serd no maximo

— -1
n[m 1]§n-m =m-1<m,
n n

o que é uma contradic¢ao. ]
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Exemplo 3.14: Em um grupo de 40 pessoas, pelo menos 4 pes-
soas tém o mesmo signo.

Solugcdo: Com efeito, colocando cada pessoa (objeto) na gaveta
do seu signo, temos m = 40 e n = 12. Logo, pelo menos uma
gaveta conteréd [4%51] + 1 = 4 objetos. a

H4 ainda outra formulacao possivel:

Sejam n gavetas e seja p um inteiro positivo dado. Colo-
quemos a1 objetos na 1* gaveta, ap objetos na 2*gaveta
e assim sucessivamente até a, objetos na n-ésima gaveta.
Entdo se a média (a1 + ag + -+ + an)/n for maior que p,
uma das gavetas conterd pelo menos p + 1 objetos.

Prova: Se todos os a; fossem menores que p + 1, teriamos

Dai, a1 +ags+---+anp < nue

ar+ag+---+tan
n

<

— ?

0 que é uma contradicao.

Em suma, se uma média aritmética de nimeros for maior
que p entdao pelo menos um dos nimeros é maior que 4. O

Exemplo 3.15: Sio dados dois discos A e B, cada um deles
dividido em 200 setores iguais, os quais estdo pintados de branco
ou de preto. No disco A ha 100 setores brancos e 100 setores
pretos, em ordem desconhecida. No disco B nao sabemos quantos
setores sdo brancos. Coloquemos o disco A sobre o disco B, de
modo que os setores de A fiquem exatamente sobre os setores de
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B. E possivel entao, rodando o disco A, obter uma posi¢ao na
qual pelo menos 100 setores de A tenham a mesma cor que os
correspondentes de B. '

Prova: Coloque A sobre B. Seja a1 o nimero de setores so-
brepostos que tém cores coincidentes. Gire A de um setor (isto
é de 360°/200) mantendo B fixo. Seja entdo ay o ntimero de se-
tores sobrepostos que tém cores coincidentes. Continue com esse
processo até obter agpp. Entao o ntimero total de coincidéncias é
a1+ ag + -+ aggp = 100 x 200.

Com efeito, fixe um setor do disco B (preto, por exemplo).
Como A tem 100 setores pretos, havera 100 posi¢coes em que esse
setor de B terd a mesma cor que o correspondente setor de A.
Assim o ndmero total de coincidéncias serd 100 vezes o ntimero
de setores de B.

Dai temos

(a1 + a2+ -+ + ag00)

200 = 100 > 99.

Se a média é major que 99, pelo menos um dos a; é também maior
que 99, ou seja, algum a; é maior que ou igual a 100. Em suma,

em alguma posicéo o ntimero de coincidéncias é maior que ou igual
a 100. O

Exercicios

1. Em uma gaveta ha 12 meias brancas e 12 meias pretas. Quan-
tas meias devemos retirar ao acaso para termos certeza de obter
um par de meias da mesma cor?

2. 63127 candidatos compareceram a uma prova do vestibular
(25 questoes de multipla-escolha com 5 alternativas por quest&o).
Considere a afirmacao: “Pelo menos dois candidatos responderam
de modo idéntico as k primeiras questdoes da prova”. Qual é o
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maior valor de k para o qual podemos garantir que a afirmacao
acima é verdadeira?

‘ s e &
3. Refaca o problema anterior para a afirmagao: Pelo menos 4
candidatos responderam de modo idéntico as k primeiras questoes
da prova”.

4. Um ponto (z,y,z) do R2 é inteiro se todas suas coordenadas
'sao inteiras.

a) Considere um conjunto de nove pontos inteiros do RS3.
Mostre que o ponto médio de algum dos segmentos que
ligam esses pontos € inteiro. ‘

b) D& um exemplo de um conjunto de oito pontos inteiros do
R3 tais que nenhum dos pontos médios dos segmentos que
ligam esses pontos é inteiro.

5. Qual é o nimero minimo de pessoas que deve haver em um
grupo para que possamos garantir que nele haja pelo menos 5
pessoas nascidas no mesmo més? ’

6. Mostre que em todo (n + 1)-subconjunto de {1,2,...,2n} ha
um par de elementos tais que um deles divide o outro.

7. Prove que todo nimero natural tem um multiplo que se es-
creve, na base 10, apenas com os algarismos 0 e 1.

8. Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par
de inteiros cuja soma ou cuja diferenca é divisivel por 100.

9. Prove que dado qualquer conjunto de dez inteiros positivos
de dois digitos cada, é possivel obter dois subconjuntos disjuntos
cujos elementos tém a mesma soma.

10. Considere 1990 pontos em um plano. Prove que quaisquer
trés semiplanos, tais que cada um deles contém mais de 1327

desses pontos, tém intersecdo nao-vazia.

11. Mostre que se escolhemos 800 pontos dentro de um cubo de
aresta 10, pelo menos um dos segmentos determinados por esses
pontos tem comprimento menor que 2.
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12. Sejam z um ndmero real e n um inteiro positivo. Mostre que
entre os numeros z,2z,3z,... ,(n — 1)z existe um cuja distancia
a algum inteiro é, no maximo, 1/n.

13. Um mestre de xadrez, preparando-se para um torneio, joga,
durante onze semanas, pelo menos uma partida por dia mas nao
mais que doze partidas por semana. Prove que existe um con-
junto de dias consecutivos durante os quais ele joga exatamente
20 partidas.

14. Seja n um inteiro impar maior que 1 e seja A uma matriz n x
n simétrica tal que cada.linha e cada coluna de A é formada pelos
ndimeros {1,2,...,n} escritos em alguma ordem. Mostre que cada
um dos inteiros {1,2,... ,n} aparece na diagonal principal de A.

15. Prove que se o conjunto {1,2,...,1978} é partido em 6 sub-
conjuntos, em algum desses subconjuntos existe um elemento que

é igual a a soma de dois elementos, ndo necessariamente distintos,
do mesmo subconjunto.



4. Niumeros Binomiais

4.1 O Triangulo de Pascal

Chamamos de Tridngulo de Pascal o quadro

cd 1

¢ cf 1 1

cd ci 02 1 2 1

cy c¢i oz 3 1 3 3 1
0 1 2 3 4

c{ c¢ci ¢ co©} cf 1 4 6 4 1

formado pelos nameros CZ (chamados Numeros Binomiais,
Coeficientes Binomiais ou ainda Numeros Combinatdrios). Se
contamos as linhas e colunas do Tridngulo comeg¢ando em zero,
o elemento da linha n e coluna p é CE.

Uma propriedade dos ntimeros binomiais que nos permite
construir rapidamente o Triangulo de Pascal é a

Relagdo de Stifel: CZ +CEt! = CPTL.
Ou seja, somando dois elementos consecutivos de uma mesma
linha obtemos o elemento situado abaizo da ultima parcela.

Justificativa: Consideremos um grupo formado por uma mu-

lher e n homens. O nimero de modos de selecionar nesse grupo |

88
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um subgrupo formado por p + 1 pessoas é Cﬁii. O ndmero de
modos de selecionar um subgrupo formado pela mulher e por p
homens é 1 x CF = CF e o ntimero de modos de selecionar um
subgrupo de p + 1 pessoas formado s6 por homens é C,Z{+1.

Fig. 4.1

Como o ntimero total de subgrupos é a soma do niimero
de subgrupos dos quais a mulher participa com o nimero de sub-
grupos dos quais a mulher nao participa, temos

+1 ) 1
crii=ct+cEtl O
Repare que no tridngulo de Pascal a linha n comeca em C’,OL e ter-

mina em CJ'. Portanto CE (que est4 na linha n avangado em p
coluna sem relacdo ao inicio da linha) e CJ'™P (que esté na linha n

i atrasado em p colunas em relacdo ao fim da linha) sdo elementos

da linha n que estdo situados em posi¢bes equidistantes dos ex-
tremos. Nuimeros como C¥ e C~P séo chamados de Combinagdes
Complementares. Assim, por exemplo, a complementar de CfQ é
ciy*=ch, |

Relagao das Combinagoes Complementares: CE = CIP.
Ou seja, em uma mesma linha do tridngulo de Pascal, elementos.
equidistantes dos extremos sdo iguais.
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Justificativa:
n—p n! ' n! P
c, P = = =Cy. 0O

(n —p)![n — (n — p)!]

Teorema das Linhas: CJ+CL+ 02+ - +C1 = 2™
Ou seja, a soma dos elementos da linha n vale 27.

Justificativa: CE é o ntimero de subconjuntos com p elementos

do conjunto 4 = {1,2,... ,n}. Entdo C2+CL+C2+4 ...+ C1

¢ o nimero total de subconjuntos de A. Mas, para formar um
subconjunto de A = {1,2,...,n} devemos marcar cada elemento
de A com o sinal + (indicando que o elemento foi escolhido para
o subconjunto) ou com o sinal — (indicando que o elemento ndo
foi escolhido). Como o ntimero de modos de marcar os elementos
€, 2x2x.--x2=2" provamos que o ntimero de subconjuntos
de um conjunto com n elementos é

Co+Cp4---+Cr=2" 0O

Exemplo 4.1: Qual é o valor da soma

S =Cp+20243C3+.- +nC™

Solugdo:
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k=1 .
=n[C)_ + O +C%_ +.--+CrT

=n-2"1 QO

Teorema das Colunas:

| B
Cp +Cpia+ Cpiat o+ Cpp = Ol

Ou seja, a soma dos elementos de uma coluna do tridngulo (comegando
no primeiro elemento da coluna) é igual ao elemento que estd
avancado uma linha e uma coluna sobre a iltima parcela da soma.

1

1 1
1 2 1

1 3

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

Fig. 4.2

Justificativa: .' Apliquemos a relacao de Stifel aos elementos da
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coluna p + 1:

p+l _ ~p+l P
Cpt1 =Cp  +0Cp

1
Oty = Oph + O
p+l _ ~p+l P
Op3 =Cpra T+ Cpt2

cEl=crh 1 +Ch

p+n p+n—1
p+l _ ~ApFl D
Cptn+1 = COptn T Cptn:

Somando (e simplificando parcelas iguals que aparecem em

membros opostos) obtemos

+1 1 P P
Cpina = CF + Cp+ Cpa+ Cpint
+ Oy + Oy
Observando que C£+1 = 0, temos

+1 p
Cpint1 = CF + Cpa + Cpyot

+eet CZI:—I-n—l + C£+n' o
Exemplo 4.2: Qual é o valor da soma
$=1-2-3+2-3-4+3-4-5+---+50-51-527
Solucgdo: ,
50

= k(k+1)(k+2)

—6[C3+Ch+---+C3
= 6Cs53
= 1756950. O
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Exemplo 4.3: Qual é o valor da soma

S =1%24+224+ ... +n2?

n
Solugdo: A soma pedida é S = Z k2.
k=1
O exemplo anterior nos mostrou como calcular uma soma
na qual cada parcela é um produto de inteiros consecutivos. Va-
mos tentar transformar o polinémio do 2° grau k2 em um polinémio
do 2° grau no qual aparecam em vez de produtos de inteiros iguais,

produtos de inteiros consecutivos, isto é, vamos tentar obter uma
identidade do tipo

k? = Ak(k +1) + Bk + C.

Temos
k2= Ak?+ (A +B)k + C,
A=1, A+B=0, C=0,
isto é,
A=1, B=-1, C=0.
k2=k(k+1)—k
Entao,

k2

|9)
I
NE

x>
I
_

(k(k + 1) — k]

I
\E

T
§D—'

n
BV
k=1 =1
=205, —Chn
_ o+t (nt1)n

6 2
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=n(n+1) n+2“1’ hogo,
3 2 | |
1)(2 ]
_nln+t )6( ntl) i S =S [Bk(k + 1)(k + 2) — 10k(k + 1) + 4k]

M+ I1:

33105, — 10- 2107 + AC}]

>
[l
i

Exemplo 4.4: Calcule o valor da soma
n . n n
=18 CRip— 20 CRya+4) Gk
k=1 k=1 k=1
o 3 2
- 1807;-}—3 - 200n—+—2 + 4C'n+l
(n+3)(n+2)(n+1)n B

§=2-12+5.2248-32+... + 3n—1) - n2.

(n + 2)(n + 1)n+

Solucdo: - 24 ” 6
zn: Xn: . ' = + 4@
S=S"03k-1)k2=S"(3k3 - k2). B
Seja _(n+ 1)n(9n? + 5n — 2) -

. 12
3k — k% = Ak(k 4+ 1)(k +2) + Bk(k + 1) + Ck + D.
Teorema das Diagonais:

Temos
CO Cl 02 e Op J— Cp
ntCnpt+Chpot+ - +Ch 1 p=0Cniphr-

Ou seja, a soma dos elementos de uma diagonal (isto é, de uma
paralela a hipotenusa), do triangulo de Pascal (comecando no
primeiro elemento da diagonal) é igual ao elemento que estd ime-
diatamente abaixo da iltima parcela.

3k% — k% == Ak® + (3A + B)k2 + (24 + B+ C)k + D.
donde

A=3, 3A+B=-1, 24+B+C=0, D=0
A=3, B=-10, C=4, D=0.

3%3 — k% = 3k(k + 1)(k +2) — 10k(k + 1) + 4k.
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1
4 1
10 5 1

Fig. 4.3
Justificativa: Temos

) n
O+ 0L +Chp+ + 0 =Cn 4 Cnpn +Cnia
RN Cs—!-p
41
= Cnipn

p
= Cn—{-p-l-l’

usando sucessivamente Combinagdes Complementares, o Teoremg
das Colunas e Combinacoes Complementares.

Um outro fato importante é o seguinte

— —+1 n—1
Teorema: CE < CEtlsep < 25t e Ch > CF™ sep > "5

Justificativa:

n! n!

+1 _ : ~
o O G )i —p—1D  Pln—p)!

nl(n —p) —nl(p +1)
(p+ 1) (n —p)1
nl(n — 1 — 2p)
T (p+ D —p)
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Como nl, (p+1)! e (n — p)! séo positivos, o sinal de CE+! — CE ¢

o mesmo de n — 1 — 2p. Logo,

CEFl _CP>0sen—1—2p>0

) CEM 0P <0sen—1-2p<0,
ou seja,
0£<Cﬁ+lsep<n—1
e
CP> cPtlgep > n;I 0

O que significa esse teorema? Ele afirma que na primeira
metade de cada linha os elementos estdo em ordem crescente (cada
termo € menor que o seguinte, C¥ < CP™1) e que na segunda
metade os elementos estdo em ordem decrescente (cada termo é
maior que o anterior, CE > CET1),

Encerramos esta se¢do com algumas observacdes: a ex-
pressao
(n) _nn—=1)---(n—p+1)
p p!
faz sentido para qualquer n real, desde que p seja um inteiro posi-

tivo. Definiremos entéo para qualquer n real e qualquer p inteiro
nao-negativo o binomial de n sobre p por

() == 0 e ()=

Assim, por exemplo, temos

3 3! 16’
=5\ _ (=5)(=6)(=7)(=8)
( 4 ) T 4 70
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@):3.2.1.5!0.(—1) _o.

E claro que se n é inteiro néo-negativo,

(n) n(n—1)-(n—p+1)

P p!

» . - n
é igual a CP, ntimero de p-subconjuntos de um conjunto corz}d
RN ~ . ~ o
elementos. Se n ndo é inteiro ndo-negativo, C nao tem senti

(n)_n(@—l)w-(n—p+1)

p) p!

mas

continua tendo sentido.

E interessante observar que mesmo se n nao fo?fulm inteiro
nao-negativo continua sendo verdade a Relacao de Stife

a) () + () = G
e o Teorema das Diagonais

b) @)+ T+ () =)
Enquanto que o Teorema das Linhas

o @)+ @+ (=2
o Teorema das Colunas

) &)+ (P;fl) +o+ (P = (p-;l_-{-l)’

e o Teorema das Combinagoes Complementares

o) (3) = ()

nio tém sentido se n nao for um inteiro nao-negativo.
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Exercicios
1. Prove, fazendo as contas, a relacéo de Stifel:
n+1 n n
=( )+
(p + 1) (P) (P + 1)

supondo n um real qualquer e p inteiro néo-negativo.

2. Prove, por um processo analogo ao usado no texto para provar

~a relacdo de Stifel, que

CP2 — P 4 208t 4 oPH2,

3. Prove, fazendo as contas, que

(Zis) - (Z)*Q'(p-’il%(piz)?

supondo n um real qualquer e p inteiro nao-negativo.

4. Usando a relagéo de Stifel, escreva as sete primeiras linhas do
triangulo de Pascal.

5. Prove, usando um argumento combinatério, que CE=C]7P.

6. Se A possui 512 subconjuntos, qual é o ntimero de elementos
de A?

7. Determine um conjunto que possua exatamente 48 subcon-
juntos.

8. X é um subconjunto préprio de A se X C Ae X #FA; X é
um subconjunto nao-trivial de A se X C Ae X # A e X # ¢.
Se A possui 5 elementos, quantos s&o os subconjuntos préprios de
A? Quantos sao os subconjuntos nio-triviais de A?

9. Tem-se n comprimidos de substancias distintas, soldveis em
dgua e incapazes de reagir entre si. Quantas solucoes distintas
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. . s dos
podem ser obtidas dissolvendo-se um ou mais desses comprimido

em um copo com agua’

10. Quantos coquetéis (misturas de duas ou mais bebidas) po-
dem ser feitos a partir de 7 ingredientes distintos?

11. Em uma sala ha 7 lampadas. De quantos modos pode ser

iluminada a sala?

n
12. Caleule » (k+ 1)Cck.
k=0

n
: k
13. Calcule o valor de E k2Ck.

k=0
n k
n
14. Calcule o valor de kE_O P

15. Prove, por inducéo, o Teorema das Linhas.
16. Prove, por indugéo, o Teorema das Colunas.

17. Calcule o valor da soma

S —50.51451-52+---+100-101.

18. Calcule o valor da soma

§=134+23 433+ +n°.
19. Calcule o valor de

n
8= k@k+1).
k=1

20. Calcule o valor da soma

vs = En:(zk ~1)%(k +2).
k=1
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21. Calcule o valor de

§=Cp—Cp+Ch—--+(-1)PCE.

22. Tem-se uma 'rede de caminhos (figura 4.4). Do ponto A
partem 2199 homens. Metade parte na direcio ! e metade na
diregdo m. Ao chegar ao primeiro cruzamento cada grupo se di-
vide: uma metade segue na direcdo I, a outra na direcdo m. O
mesmo ocorre em cada cruzamento. Numeremos as linhas e os
cruzamentos em cada linha a partir do zero; assim, A é o zero-

ésimo cruzamento da linha zero. Quantos homens chegam ao k-
ésimo cruzamento da linha n?

23. Prove que todo poliémio P(z) de grau p pode ser escrito na
forma

Plz)= Ao+ A1z + Agz(e + 1) + -+ Apz(z +1) - (z +p —1).

24. Calcule CRO + CRL +CR2 +---+ CRE.

25. Prove, usando um argumento combinatério, a Férmula de
Euler

COCH + CLOP™ 4 C20E 2 4o 4 CBOY = CF .
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26. Prove, a partir da Férmula de Euler, a Férmula de Lagrange
(1736-1813)

(€2 + (CL)2 + (€22 + -+ (C)? = CF,.
27. Calcule o valor da soma

s =clc2+cied +---+onTCr.

n 2
28. Calcule Zk(:) .

k=0
29. Determine p para que CT, seja maximo.
30. Determine p para que O, seja maximo.

-1
31. Resolva a equacdo C¥; = 02p .

32. Resolva a equacao Cls_p 015_p

33. Prove que em cada coluna (exceto a coluna zero) os elemen-
tos do tridangulo de Pascal estdo em ordem crescente.

34. O ntamero de Fibonacci F,, é definido como a soma dos ele-
mentos da n-ésima “diagonal inversa” do Tridngulo de Pascal:

\

//;2///%/

Fig. 4.5
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Prove que Fp 4o = Fpi1 + Fp.

35. A é o conjunto {1,2,...,n} e p é um natural tal que 1 <
p < n.

a) Quantos sdo os p- subcon]untos de A nos quais o elemento
minimo é igual a k7

b) Formados todos os p-subconjuntos de A, em cada um deles

considera-se o elemento minimo do subconjunto. Quanto
vale a média aritmética desses minimos?

()

37. Para que valor de k,

2n + k 2n — k
n n )
(n dado) é méximo?
38. Calcule
m
n n—k
> ( ) ( ) (m < n).
— k m—k

L0() ezm

40. Prove, por indugdo, o Teorema das Diagonais.

36. Prove que

39. Calcule
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4.2 O Bindmio de Newton

Teorema: Sez e a sao niimeros reais e n é um inteiro positivo,

(& +a)" = Zn: (:) a’“zf—’? -

: k=0
R e

Observe que:

i) O desenvolvimento de (z + a)™ possui n + 1 termos.
ii) Os coeficientes do desenvolvimento de (z + a)™ sdo os ele-
mentos da linha n do Iriangulo de Pascal.
iii) Escrevendo os termos do desenvolvimento na ordem acima
(isto é, ordenados segundo as poténcias decrescentes de z ),
o termo de ordem k + 1 é

. n B
Tk—H - (k) akmn k.

Prova: Temos
(z+a)"=(z+a)(z+a) - (z+a).

Cada termo do produto é obtido escolhendo-se em cada parénteses
um z ou um a e multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor
de k, 0 < k < n, se escolnermos a em k dos parénteses, z sera
escolhido em n — k dos parénteses e o produto ser4 igual a a®z"*
(0 < k < m). Isso pode ser feito de (}) modos. Entéo (z + a)”

¢ uma soma onde h4, para cada k € {0,1,...,n}, (Z) parcelas

iguais a akm”"k, isto é,

n
(z +a)" = ZCT’fakmn"k.
k=0 .

Exemplo 4.6:
mento de (z3 — 1/22)°.

Nimeros Binomiais

Exemplo 4.5: Olhando para o tridngulo de Pascal

= e e
N
o I JUR
N

—

Obtemos

0=14%%=1
(z+a 1= 1a%'+ 1'% =2 +
=1a%? + 242! + 10220 = 22 + 2az + a?
(z 4 a)3 = 1a%3 + 30122 +3a2%z! + 1a3z°

=23 + 3az? + 3a%z + o°
(z +a)t = 1a%* + 4a'2% + 60222 + 40321 + 1a%°
= 2% + 4023 + 6a%2% + 403z +o* O

Solugdo: O termo genérico do desenvolvimento é

= (7) (53) 6

(N (=DF o g
\k z2k v

105

Determine o coeficiente de z2 no desenvolvi-
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Resposta: —126. O

Exemplo 4.7: Determine o termo méximo do desenvolvimento
de (1+ 1/3)%.

Solugdo: O termo genérico do desenvolvimento é
65\ /1 ’“165_,6# 65\ 1
Te=13 )3 “\k) 3%
Tki1 > Tk (ou seja, cada termo é maior que o anterior) se
(65 1 65 \ 1
k)3F 7 \k—1)3FT

65! 65! 1
k165 — £)13F ~ (k — 1)1(66 — k)! 351

isto é,

Assim, .
(66 — k)! k3% 65!
65— K) ~ (k—1)1351 65!’
isto é, 66 —k > k-3 -1, isto é, k < 16,5. Logo, Txy1 > Tk

para k € {1,2,...,16} e, analogamente, Tx11 < Tk para k €
{17,18,...,65}. Logo,

Ty <To<T3< ---<Tig<Trr>Tig> - > Tes.

~ Lt z . 65 1

Segue-se, entao, que o termo méximo é Ty7 = (16)@'
Resposta: (g’g)g}g a

Exemplo 4.8: Qual é a soma dos coeficientes do desenvolvi-
mento de (z3 — 222)157

Solug¢do: Ora, se

P(z) = Ao+ A1z + Agaz” + - + Apa™,

Cap.4
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temos
P(l)=Ao+A1+As+---+ A,

Em suma, a soma dos coeficientes de um polinémio em z é o valor
numeérico do polinémio para z = 1. A resposta é, portanto

(1°-2-1H¥=_1. ©

Exemplo 4.9: Se na férmula do bindmio fizermos z = a = 1,

obtemos
n n n n
2" = ce.

que d4 uma outra prova do Teorema das Linhas. Se na férmula
do bindémio fizermos z = 1, a = —1 obtemos

()6 @)

| que ¢é resultado importante, usado no Apéndice 1 para provar o

Principio da Inclusao-Exclusao. O

Exemplo 4.10: Calcule:

n : '
a) Z (Z):vk = (1 +=2)", pela férmula do binémio.
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= na:(l -+ :c)n—l.

Uma solucao mais sofisticada seria
" /n
Z (k)mk =(1+=z)"
k=0
Derivando obtemos
Zk (k>a:k—l =n(1+2)"n
k=0

Multiplicando ambos os membros por z obtemos

n

3 k(:):vk = na(l+2)""

k=0
c¢) Fazendo z = 1 em b) obtemos

Zk;(Z) =n-2"l O

k=0

n

K”01>+(”f)w+--~+(z1>f
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Exemplo 4.11: Considere o desenvolvimento de (z + a)™ or-
denado do modo usual, isto é, segundo as poténcias decrescentes
de z. Calcule a soma dos termos de ordem par desse desenvolvi-
mento.

Solucdo: Temos

(z+a)"=T1+To+Ts+Ty+--
(z—a)" =Ty —To+T3—Ty+---

Dai
(+a)"—(z—a)"=2[To+ Ty + -]
¢ n n
To4 Totoon = BT = (2 —0)
2 J
que é a resposta. ' ‘ O

Exemplo 4.12: No desenvolvimento de (z + a)™ ordenado de
modo usual, temos

—k+1
Ty = (Z) akgn—k D" % T2 : + (k ﬁ 1)aka:n_k

Ty = (k i 1) aFLgn—hHL,

Daf resulta

n—k+1la

Portanto, para obter Tk a partir de T basta aumentar o
expoente de a em uma unidade, diminuir o expoente de z em uma
unidade e multiplicar o coeficiente de Tj pelo expoente de z em
T e dividir o produto pelo expoente de a (em T%) aumentado de
um unidade. Isso nos permite obter rapidamente desenvolimentos.
Por exemplo,

(z + a)® = 2° + Baz? + 10a%2> + 104322 + 542 + o5.
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Os coeficientes foram obtidos assim:
1x5 hx 4 10 x 3 10 x 2 5><1_
— — 10; —10; —— = 5; =1. O
L 1 5 2 10; 3 T4 5

Encerramos esta secéo observando que na realidade a férmu-

(z+a)" = i (Z) akzmk

k=0

la do bindémio

é valida ainda que n ndo seja um inteiro positivo. Prova- se (veja
algum livro de Calculo que fale sobre a série binomial) que a
férmula acima é valida para todo z tal que |z| > |a]. Assim,
por exemplo,

n(n—1
(1+a)n-——1+na—|——(7—)a2+~-

para todo a tal que |a] < 1 e todo n real.

Exercicios

1. Determine o termo central do desenvolvimento de

-

2. Determine o quinto termo do desenvolvimento de

217
z——3) -

a) Supondo o desenvolvimento ordenado segundo as potencias

crescentes da primeira parcela;
- b) Supondo-o ordenado segundo as poténcias decrescentes da

primeira parcela.
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3. Determine o termo independente de z no desenvolvimento de

10

1

2 —
(w + m3> .

4. Determine o coeficiente de 22 no desenvolvimento de

24 l12
z = .

28

5. Determine o coeficiente de £4° no desenvolvimento-de

(z +2)%. (wz —1)5.

6. Determine o coeficiente de z™ no desenvolvimento de

(1- :c)z(l +z)".

7. Para que valores de n o desenvolvimento de

possui um termo independente de z?

8. Calcule o termo méaximo e o termo minimo do desenvolvi-

~ mento de (14 1/2)1%.

9. Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de

(23:2 — 3y)1991.

10. Calcule a soma dos coeficientes dos termos de ordem par do
desenvolvimento de (2z2 — 3y)™.

11. Qual é o maior dos niimeros a = 10159 ¢ b = 10050 4 99307
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n
12. Caleule Y Chok,
k=0

n
13. Calcule Zk (:) 3k,

k=0

14. Determine o coeficiente de 28 no desenvolvimento de

3 3

1 1

2 =) (g2 —
<£B+m2> (LE +2$> .

15. Calcule o valor da soma

C C2 c20
0 20
G =+ + 520

16. Prove que [(2 + v/3)"] é impar para todo n natural (Obs:
[ ]=parte inteira).

17. A éum conjunto com n elementos e B é um seu p-subconjunto.

a) Quantos sdo os conjuntos X tais que B C X C A?
~b) Quantos sio os pares ordenados (Y,Z) taisque Y C Z C
A?

18. Partindo de
(@+1)" (1+2)"=(z+1)*"

e igualando coeficientes adequados, prove mais uma vez a Férmula
de Lagrange:

042
(CR)* +(Ca)? + -+ (C7)? = CF,.
19. Partindo de

z+D)" (z+1)" = (z +1)™th
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e igualando coeficientes adequados, prove mais uma vez a Férmula
de Euler

CYCy+CLCE™ +. + 0P OY=CF .

20. Prove que 474 7777 ¢ divisivel por 4.

21. Calcule o valor de:
a) CLr+C3+03+ -
b) COt+C2 4ot

22. Calcule o valor das somas

o) 51— (3) +3(5) +5(3) ++
b) 2= 2(3) +4(3) +6(3) + -

23. Calcule o valor da soma

()2 +0)--+ o).

24. Demonstre por induc¢ao a Férmula do Binomio.

25. Qual é o termo méximo da seqiiéncia de termo geral a, =

!2n—:1 )5™ ?

n
26. Calcule Zk(k —1)ckok,
k=0

n
27. Calcule > k*CFsF.
k=0
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4.3. Polindmio de Leibniz

Podemos obter uma generalizacao da férmula do binémio.

Teorema:

n!
(#1+z24 - +zp)" = E -——'——'——:z;f‘lacg‘?--'xgp
atlag!- - ap!

estendendo-se o somatdrio a todos os valores inteiros nao-negativos
de a1, @2,... ,ap tais que a1 +ag + -+ -+ ap = n.

Prova:

(931+ZL‘2—|“‘“+xp)”=($1+$2+"‘+$p)"'
...(xl_l__x2_|_...+xp).

O termo genérico do produto é obtido escolhendo-se em cada
parénteses um z; e multiplicando-se os escolhidos. Ora, se em
a1 dos parénteses escolhermos z7, em a9 dos parénteses esco-
lhermos z etc... obteremos z7"z9? - - -wg” (1,9, -+, ap inteiros
nao-negativos e a3 + ag + -+ +a, = n). O termo 20252 -+ - z,?
aparece tantas vezes quantos sao os modos de escolhermos nos n

parénteses o1 deles para pegarmos o z1 para fator, ag dentre os -

que sobraram para pegarmos o z2 como fator etc....Mas isso pode
ser feito de

n!

@y a2 (Y -
Cn On—al C’n—Otl—"'—O‘n—-l - 011'012' oo !
. . . nc
(82 .
modos. Logo, z7'z5? - - z," aparece no desenvolvimento
n!
atlasg! - ay!

vezes.

Exemplo 4.13: Calcule (z2 + 2z — 1)
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Solugado:
4!

2 4 PAYe" o o

20 — 1)° = _ 1(2z)*2(—1)7®

@+ 20— 1 = 3 e (67 (20) (1)

— Z 24 2a2(_1)a3¢2d1+a2

a1laglas! ’

onde a1, a9, a3 sao inteiros ndo-negativos tais que a1 +ao+az = 4.

Abaixo temos uma tabela dos valores possiveis de a1, a2, o3
e os corespondentes termos do desenvolvimento.

R
=
R
[\
R
w
N~

1624
1
827
— 426
— 472
3229
—8z
— 3223
—2425
—48z*
243
2445
624
2422

ONN R DNOOR = WWOO N
N ONRPRLRNR WEFER WOORFR, O NSO
NN ON R I WO WO OO

Somando e reduzindo os termos semelhantes obtemos

(932+2:B —-1)*=

28 + 827 4- 2020 + 825 — 2624 — 823 42022 — 8z + 1. O
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Exemplo 4.14: Determine o coeficiente de 224 no desenvolvi-
mento de (z? — z + 2)5.

Solugao:

2 6 6! 9
¢ —z+2)° = - o1 L \oeoos
(2~ 2 +2) }jal,az,ag,m (~2)°2

— Z 1)0422Ot3x20£1+0¢2
a1'a2'a3 ’

Para que o expoente de z seja 4 devemos ter

a1+ as+a3==6

Cap.4
i)
i)
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Um dos o éigual a 2 e os demais sao iguails a zero. Obte-
remos entéo termos da foram z? (1 <4 < n).

Dois dos a sao iguais a 1 e os demais sao iguais a zero.
Obteremos ento termos da forma 2z;z; (1 <i < j < n).
Logo,

n
(z1+ 22+ + )2 Zw%—{-Q Z T3,
=1 1<i<j<n

isto é, o quadrado de um polinémio é igual & soma dos
quadrados dos seus termos mais a soma dos duplos produ-
tos dos seus termos. Assim, por exemplo,

(z2 +3z +1)% =
g%+ 922 + 14 2(z?)(3z) +2(z)(1) +2(3z)1 =

=24+ 623 +11224+62+1. O

201 +ap =4
As solucoes sdo
o7 a9 o3 Termo
0 4 2 6024
1 2 3 48024
2 0 4 2404

Somando, o termo em z* do desenvolvimento é 780z%. A resposta
é portanto, 780. O

Exemplo 4.15: Deduza uma férmula para o célculo do quadrado
de um polinémio.

Solugdo:
A
(14224 +2,)? = Z——————x?lx? g
alag! - ap! n

onde a1, ay, ... ,an sdo inteiros ndo-negativos tais que a1 + a9+

-+ ap = 2. Ha dois tipos de solugdes para a equacao acima.

Exercicios

17

1. Determine o coeficiente de z*‘ no desenvolvimento de

(14254 27)20.
_2. Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de

(23 — 32 +1)1822,

3. Quantos termos possui o desenvolvimento de

(z1+ 22+ 23+ a;4)20?

4. Deduza uma férmula para o célculo do cubo de um polinémio.



