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15. Usando apenas o primeiro termo da série para arc tg x, temos a férmula de aproximagdo

arctg x=x  para |x| pequeno.

Como podemos explicar e compreender essa formula sem fazer qualquer uso de séries
infinitas?

Secio 13.4

16. Calcule os primeiros dois ou trés termos ndo-nulos da expansio em série de poténcias de
cada uma das seguintes fungGes, primeiro por substitui¢do direta em uma das férmulas (2)
a (7) da Segdo 13.4, depois usando férmulas (11) e (12) daquela seg@o:

(a)

Txa; (b) sen x2.

17.  Use a férmula (5) da Se¢do 13.4 para calcular as somas das seguintes séries:
(a) < n—_lv
,; n ’

c nt—1

(0 Z; mat

n+1

(b)g .y
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A TEORIA DAS SERIES INFINITAS

14.1 INTRODUGCAO

No Capitulo 13 apresentamos um rapido esbogo das séries infinitas em que somente alguns
dos pontos de destaque foram mencionados. As provas de convergéncia que’ demos utilizavam
métodos especiais de valor limitado que s6 se aplicam as séries particulares em questdo.
Descrevemos brevemente diversos métodos muito poderosos para se trabalhar com séries, mas
essas observagdes foram bem informais e nada de substancial foi provado. Nosso objetivo principal
naquele capitulo introdutério era ajudar os estudantes a entrarem no assunto ¢ compreenderem
suas principais linhas gerais tdo rapidamente quanto possivel, como viajantes inteligentes que
fazem uma excursdo preliminar, com guia, numa cidade grande, com o propésito de orientagdo
geral antes de explorar minuciosamente suas ruas, pragas, mercados e museus. Estamos agora
prontos para essa segunda fase de nosso trabalho.

Os estudantes de Cdlculo nem sempre compreendem que as séries infinitas sdo primordial-
mente instrumentos para o estudo de fungdes. Por exemplo, na Se¢do 13.4 estabelecemos as
expansdes em série de poténcias do seno e do co-seno:

g Xl x2 x*

senx=x—§+§ e cosx=l—5+ﬁ—-“,

mas, como essas fun¢es eram presumivelmente bem conhecidas de antemdo, pode ndo ter ficado
claro o propésito de expressd-las dessa forma. ExpansSes de funges conhecidas tém sua propria
importancia, especialmente no cdlculo de valores numéricos para essas fungdes. Entretanto, em
trabalhos mais avangados ¢ freqiiente aparecer uma série de poténcias desconhecida, talvez como
solugdo de uma equagio diferencial. Em tal caso, a série € usada para definir a fun¢do desconhecida
de outro modo, isto €, como uma soma, ¢ assim a propria série fica sendo o tnico instrumento que
temos para investigar as propriedades dessa fun¢do. A situag¢do pode ser methor compreendida
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supondo-se que os fatos bdsicos acerca de sen x e cos x — sua continuidade, as identidades que
satisfazem, suas propriedades a respeito de derivagdo e integragdo etc. — poderiam ser descobertos
somente pelo exame das séries dadas acima. Para essas fun¢Ges familiares, um tal processo tortuoso
¢ naturalmente desnecessdrio, mas para muitas fun¢des importantes da Matemitica Avangada nio
hd outra alternativa mais prética. Assim, abordaremos séries numéricas na primeira parte deste
capitulo como um prelidio para estudar séries de fun¢es — especialmente séries de poténcias —
nas se¢Ges posteriores; sendo que nosso objetivo final em estudar séries de fungGes é aprender
tudo que pudermos acerca da soma de tais séries.

Todavia, nosso interesse em séries ndo estd restrito a seu valor para essas aplicagdes, € no
decorrer de nosso trabalho tocaremos em muitos tépicos fascinantes da Matemdtica Pura que
vale a pena estudar por seu proprio interesse. Assim, veremos que o estudo de séries estd ligado
a algumas das partes mais interessantes da Teoria dos Numeros, tais como: os ntimeros primos,
os niimeros irracionais e transcendentes, a natureza das constantes e e 7 e assuntos semelhantes.
Desejamos manter a estrutura deste capitulo tdo simples quanto possivel para que os leitores se
sintam interessados. Por essa razdo colocamos a maioria deste material opcional no Apéndice A,
que poderd ser examinado ou ndo de acordo com a preferéncia de cada estudante.

Nossa intengdo ¢ comegar tudo de novo e ndo omitir nada de essencial. Isto nos leva a repetir
algumas idéias bdsicas jd abordadas no Capitulo 13. Entretanto, seremos tdo breves quanto
possivel, e os estudantes podem pensar que um sumdrio conciso dessas idéias seja uma maneira
itil de comegar a construir um sélido alicerce para uma compreensdo ampla e profunda
do assunto.

14.2 SEQUENCIAS CONVERGENTES

Todo estudo razoavelmente satisfatério de séries deve estar baseado numa defini¢do
cuidadosa de convergéncia de seqiiéncias. No entanto, o comportamento de muitas seqiiéncias
é fdcil de ser entendido sem explanagdes elaboradas, e uma teoria magante de seqiiéncias con-
vergentes seria um obsticulo indesejavel, bloqueando nosso caminho para os principais
conceitos deste capitulo. Discutiremos, portanto, as seqiiéncias bem resumidamente e tentaremos
nos manter num percurso intermedidrio entre informalidade excessiva e detalhes tediosos.

Se a cada inteiro positivo n corresponde um determinado valor Xy, entdo dizemos que os
Xp’s formam uma seqiiéncia. Consideramos os x,, arranjados pela ordem de seus indices,

DR SRR T U sl EPERE]
e, muitas vezes, abreviamos essa disposi¢do por {x,} E claro que uma seqiiéncia nada mais é
que uma fung¢do definida para todos os inteiros positivos 7, com a énfase colocada na notagio
indexada x, em vez de na nota¢do funcional x(n). Os nimeros que constituem uma seqiiéncia

chamam-se rermos. Assim, x, e x, sdoo primeiro e o segundo termos da seqiiéncia dada, e
Xp € o n-simo termo.
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Exemplo 1 Em cada um dos seguintes itens, definimos uma seqiiéncia {xn}, dando uma férmula
para seu n-§simo termo:

I

(a) x 1, istoé, 1,1,1, .. .;

(b) x,=[1 —(—1)/2, isto ¢, 1,0, 1,0, . . . ;
(¢) x,=1/n, istoé, 1,4, 4,4, .. .

d) x,=(n—1)/n, isto &, 0,4,4, 4, . . . ;

(€) x,=(—1)"Yn, istoé, 1,—4 4 —4, .. .;

P, 1 !
) Xp=l4-+c+ -+

>
I

3

274 2
(g) xn 2 3 n’

1\»
(h)\x,,=<l +—r;)

Uma seqiiéncia como (a), em que todos os termos s3o iguais, chama-se seqtiéncia constante. Nem

toda seqiiéncia tem uma férmula simples, ou mesmo alguma férmula. Isto é mostrado pela
seqiiéncia {dp}, onde dp é o n-ésimo algarismo apés a virgula na expansdo decimal de .

As vezes convém relaxar a defini¢io e permitir que uma seqiiéncia comece com o zero-
-ésimo termo, Xo, ou mesmo com o segundo ou terceiro termo, x, ou X3, em vez de exigir
que comece com o primeiro termo, x;. Uma razdo para isto é que desejamos incluir seqiiéncias
como as definidas por xy, = 1/In n, onde x; n3o tem sentido. Em todo caso, continuamos a
chamar o termo com o indice n-de n-€simo termo.

Uma seqiéncia {xy} diz-se limitada se existem dois nimeros 4 ¢ B tais que A <xp <.B
para todo n e, nesse caso, A chama-se minorante e B, majorante da seqii€éncia. Uma seqiiéncia
que ndo € limitada diz-se ilimitada. No Exemplo 1 ¢ ficil ver que as seqiiéncias (a) a (f) sdo
limitadas, mas é menos Obvio que (g) ndo seja (sugestdo:d +4>4+4=4, {+{+4+14

>4+4+4+31=1 e assim por diante). A seqiiéncia (h) é também limitada, mas isto néo ¢
evidente por simples inspegio e sera estabelecido mais tarde.

Nosso principal interesse estd no conceito de limite de seqiiéncia. Grosso modo, isto refere-s.e
ao fato de que certas seqiiéncias {xp} tém a propriedade de ter os nimeros xp cat.ia vez mais
préximos de algum nidmero real L quando n cresce. Um outro modo de afirmar isto ¢ ihz?r
que |xp — L| fica cada vez menor quando n cresce. Como ilustragdo, considere a sequiéncia
{xn}, cujo nésimo termo € x, = (n — 1)/n:

0,

5 ]
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Esses nimeros parecem “tender” ao nimero 1 quando nos movemos cada vez mais para a direita.

De fato, para cada n temos

o= 1=t
n

e o nimero 1/n, e portanto |x,, — 1|, pode ser tornado tio pequeno quanto quisermos, tomando

n suficientemente grande. Expressamos esse comportamento dizendo que a seqiiéncia tem o
limite 1, e escrevemos :

E muito 1til visualizar esse comportamento da maneira sugerida pela Figura 14.1

0 |
| |
I — DD

xy Xg XgXxy o

Figura 14.1

A defini¢do geral € a seguinte: dizemos que uma seqiiéncia {x,} tem um nimero L como
limite se para cada nimero positivo € existe um inteiro positivo n, com a propriedade

|x, — L| < € para todon = n,. (1)

Quando L estd relacionado a {x,} dessa maneira, escrevemos

lim x, =L,

n—s®

ou, mais resumidamente,

limx,=L,

e dizemos que xj converge a L. Isto é também expresso dizendo-se que xp tende a L quando n
tende a infinito, o que podemos escrever como

x,— L quando 1~ x,

Essa notag¢do €, muitas vezes, abreviada mais ainda para

x,>L
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Essa defini¢do exige que cada €, ndo importa qudo pequeno seja, tenha pelo menos um
correspondente 1, que “funcione” no sentido expresso por (1). Em geral esperamos que para
€’s menores, sejam necessdrios no’s maiores; isto é, quando a requerida medida de proximidade
¢ tornada menor, devemos ir mais para frente na seqiiéncia para satisfazé-la.

Dizemos que uma seqiiéncia converge ou € convergente se tem um limite. Uma seqiiéncia
convergente nio pode ter dois limites diferentes, pois ndo € possivel xp estar préximo tanto
quanto queiramos de dois nimeros diferentes para todos os n’s suficientemente grandes.

Uma seqiiéncia convergente € limitada, mas nem todas as seqiiéncias limitadas sdo conver-
gentes. A seqiiéncia 1, 0, 1, 0, ... do Exemplo 1 (b) é um a seqiiéncia limitada que ndo é
convergente.

Nem sempre € fdcil decidir se uma dada seqiiéncia é convergente e, se for, achar seu limite.
Os fatos seguintes sdo, muitas vezes, uteis nos problemas dessa natureza: se xp > L e yn > M,
entdo

lim (x, +y,)=L+ M, lim (x,—y,)=L—M, lim x,y, = LM,

e, com a hipétese adicional de que M # 0,

Xn
Yn

<[

lim

Esses fatos podem ser provados rigorosamente usando a defini¢o e as propriedades de desigua.l-
dades. Omitimos esses detalhes. Usando essas regras podemos facilmente realizar faganhas tais
como calcular

2n3+n—>5

_ 2+ 1/n*=5m* 24+0-0
M i+ 4

7—2/n+4/m®> T—0+0

] _2
m 77

onde a primeira etapa essencial ¢ dividir o numerador e o denominador pela poténcia mais alta
de n que ocorre no denominador.

A idéia intuitiva usual de convergéncia — x, — L significando que xp pode ser tomado
“tdo préximo quanto se queira” de L tomando n “suficientemente grande” — ¢ natural e
necessdria e € a maneira pela qual a maioria dos matemdticos realmente pensa acerca desse
conceito. Conseqilentemente, na maior parte de nosso trabalho com seqiéncias conﬁare'mos no
senso comum para decidir quais detalhes sdo necessdrios para tornar um argumentc convincente.

Exemplo 2 Se |x| < 1, entdo lim x" = 0. A maioria das pessoas aceita isto argumentando que
“um nimero com valor absoluto menor que 1 que € elevado a uma poténcia cada vez maior
torna-se cada vez menor”. Mas se se deseja um argumento mais detalhado, este pode ser dado




'
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como se segue. A asser¢do ¢ clara se - x = 0, logo suponhamos que 0 < |x| < 1. Entdo
|x|=1/(1 +a) para algum @ > 0; assim, pelo Teorema do Bindmio de Newton, temos

1 1

e Ix)

=(l+a)y"=1+ na+ termos positivos > na.

Vemos disto que [x"?| <1/na;e como 1/na - 0, temos, evidentemente, x” — 0.

Exemplo 3 Para todo x, lim x"*/n! =0. Isto ndo ¢ de modo algum 6bvio, mas o breve argumento

dado na Secdo 13.4 ¢ tanto convincente quanto satisfatério. Os estudantes devem reexaminar
esse argumento.

Exemplo 4 O fatodeque lim (\/n + I — +/n) =0 provavelmente parecerd razodvel apGs
pensar um pouco (ele diz apenas que +/n" € aproximadamente igual a \/n + 1 para n grande),
mas um argumento definitivo pode ndo ser tio ficil de encontrar. Tal argumento pode ser

construido escrevendo a quantidade +/n +1 — +/n como uma fragdo com denominador 1 e
racionalizando o numerador, como se segue:

Vit 1=vVn _vn+1—vVn JnF1+n
' - I i+ 1+n
Vn+1+Vn

Ao trabalhar com seqiiéncias ligadas as séries infinitas, precisaremos, muitas vezes, ser capazes de
reconhecer quando uma seqiiéncia é convergente, embora nio saibamos nada acerca do valor
numérico do limite. Em tal caso, ndo podemos fazer qualquer uso direto da defini¢do de limite.
Abordamos agora um método muito importante para manobrar essas situagdes.

Uma seqiiéncia {xy} diz-se crescente se
X SXSX;S s SX, S X, < v

isto ¢, se cada termo € maior ou igual ao precedente*®.

Y Alguns escritores exigem que os termos de uma seqiiéncia crescente satisfagam a desigualdade estrita

Xn < Xp+], para todo n. Entretanto, nossa defini¢do permite que uma seqiiéncia crescente seja estacio-
ndria, no sentido de que termos adjacentes podem ser iguais.
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Entre as seqiiéncias listadas no Exemplo 1, (a), (d), (f) e (g) s3o evidentemente crescentes; (h) é
também crescente, mas isto ndo é 6bvio por inspe¢do.

Seqiiéncias crescentes sdo mais agraddveis de trabalhar em virtu@e de seu gom.portamento
de convergéncia ser particularmente facil de determinar. Temos'o’ §eguu}te critério smPles: uma
seqiiéncia crescente converge se e somente se é limitada. Esse critério, além de simples, ¢ tam}aem
extremamente importante, porque a teoria de séries convergentes no restante deste capitulo
origina-se diretamente dele.

Esse critério é bem fécil de estabelecer. Imagine que os termos da seqiiéncia sejam plotados
na reta real, como se mostra na Fig. 14.2, com cada termo a direita de (ou sobre) seu pre:d.ecessor.
Se a seqiiéncia ¢ ilimitada, entdo seus termos simplesmente marcham para fora da pdgina, ¢ a
seqiiéncia evidentemente ndo pode convergir.

L B
|
. P e * o @ o000 I. :
Xy X3 X3 eee X, ees
Figura 14.2

Isto prova a metade do critério, a parte “‘somente se”. Para estabelecer a outra. metade, assumimos
que a seqiiéncia ¢ limitada com um majorante B, como se mostra na Fig. }4.2, e devemos
produzir um limite da seqiiéncia. De modo bastante resumido, vemos geometncamepte que os
Xp’s que se movem uniformemente para a direita, ndo podendo ultrapass?f a‘barrelra e.r.rl 1?,
devem acumular em algum ponto L < B, logo L ¢€ o limite da seqiéncia e a seqiéncia
converge a L*.

Esse critério de convergéncia tem muitas aplicagGes importantes, uma das quais € dada no
exemplo seguinte. Para isto precisamos da férmula da soma de uma progressdo geométrica,

I —x"
1+x+x2+”-+x"“=1 ,  X#F L (2)
—X
iy Um argumento mais detalhado pode ser dado como se segue. Todo naimero maior que B é também um

majorante da seqiiéncia, e talvez haja nimeros menores que B também majoran’f.eAS. Seja o m’xme.:ro Ldo
menor majorante da seqiiéncia. Mostramos.agora que L € o limite do qual a seqiiéncia se aprox1ma(.i, e
modo que x,; — L. Seja ¢ > 0 dado. Como L é um majorante, temos x, < L para t(.)do n. Entre.tanto, e.ven
haver um n, tal que L — e < Xp,; €aso contrério, se para todon x < L —e,entdo L — ¢ seria um n:aj;
rante e L ndo seria o menor majorante. Como a segiiéncia é crescente, temos L — € <an < I: para todo
n > n,,logo Ixy — L| < e para todo n > n,, e conclufmos que Xp = L Mesmo essa d1scussao.pode sell:
considerada um argumento de plausibilidade e ndo uma prova, pois ﬂSSI.H‘I‘II.I’I:lOS que o.menor majora':::el
existe, e isto depende de uma propriedade crucial do sistema de nimeros reais que estd longe de ser obvia.
Para mais detalhes sobre menores majorantes (supremos), veja o Apéndice B.1 (Volume I).




e ———

42 Cdlculo com Geometria Analftica

Essa férmula familiar j4 foi apresentada no Capitulo 13 e pode ser facilmente provada ainda de
uma outra maneira, dividindo x” — 1 porx —1.

Exemplo 5 Nosso propdsito aqui é provar que

. 1 1 1
,l,l_r.?o<l+_17+2_!+.”+ﬁ)_e' 3)

Para isto discutimos conjuntamente as duas seqiiéncias intimamente relacionadas {x,} e {yn}
definidas por :

R S

=(1+= = B .
i (+n) ¢ n=ltgtsg al

Demonstraremos que ambas as seqiéncias sdo crescentes e limitadas e, portanto, convergentes
e além disso que elas convergem ao mesmo limite. Nosso primeiro passo é mostrar que {x,} é
crescente e limitada. Pelo Teorema do Bindmio de Newton, xy pode ser expressa como a seguinte
soma de n +1 termos:

1\" I, nn—1) 1  nr—Dr—-2) 1
+n(n—1)...[n—(n—1)]__1“
n! n"

(-2 -
008 (-5,

Quando passamos de x, a xp+], substituindo n por n + 1, é ficil ver dessa soma que cada termo
ap6s 1 + 1 cresce e também que um outro termo € somado, logo x, < xp+1. Além disso, uma
compara¢do termo a termo de (4) com os yp’s mostra que X, < yu. Aplicando a férmula (2),
temos que 0s yp’s tém como um majorante o nirnero 3, isto &,

1 1 1

1 1
<t+t+de gl

1
> T3 2"_1—1+2(1—?><3,
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—

e portanto osxn’s também tém 3 como majorante. Visto que {xp} é uma seqiiéncia crescente com
3 como majorante, sabemos que converge. Seu limite € o nimero e, que foi introduzido de um
modo um pouco diferente na Segdo 8.3,

lim (1 -l) Y )
n—so n (4

Como xp < yp < yn+1 < 3, vemos que {yp} é também uma seqiiéncia crescente limitada que
tende a um limite y > e; isto conduzird a nossa principal conclus@o: que y = e. Se m <n e conside-
ramos somente os primeiros m + 1 termos de (4), entdo teremos

1 1 1 1 2)
—_— JE——— p— JRE—— JE—— +
1+1+2!<1 n)+3!<1 n)(l ”

Se m é mantido fixo e n cresce, entdo obtemos

1 1 1
ym=1+1+§—!+§+"'+m—<—e,

logo y <e. Conclufmos a partir dai que y =e¢, ou

1 1
lim (1+1+—+ s +—>=e,
e 2! n!

que ¢ (3). Observamos também que

lim (1 + 1)" =e. (6)
)

n—o

pois esse limite pode ser escrito como

Iy kK. n )"“ g 1) _ 1
i -——) = =lim ————=-—.
l‘l’l(l ne+ 1 e\t 1 e (L + 1ny e
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O fato adicional de que

M

I
S

lim (1 - l)_"
- n

€ uma conseqiiéncia imediata de (6).

Exemplo 6 A maioria dos estudantes se recorda que um ntmero primo, ou simplesmente um
primo, pode ser definido como um inteiro p > 1 que ndo tem fatores positivos (ou divisores)
exceto 1 e p.

Esses nimeros formam uma das seqiiéncias mais interessantes

2,3,5,7,11, 13,17, 19,23,29, 31, . . . (8)

O fato de que hd infinitos primos, de modo que eles realmente constituem uma seqiiéncia, é um
famoso teorema da Teoria dos Numeros. A seqiiéncia (8) é evidentemente ndo-convergente, e
pode parecer que o conceito de seqiincia convergente tem pouco ou nada de relevante com
relagdo aos primos. No entanto, essa impressio é errdnea, pois os estudantes que desejam
prosseguir no assunto verio que o comportamento de convergéncia de certas seqiiéncias estd
intimamente ligado 4 moderna Teoria dos Numeros Primos. Sustentamos essa observagio
enunciangg, sem prova, o marcante teorema acerca do valor aproximado do n-simo primo:
se pp denota o n€simo nimero primo, entdo py é “assintoticamente igual” a2 n In n, no
sentido de que

Discutimos diversas propriedades dos primos no Apéndice A.1 (Volume I) e, para os leitores que
estdo interessados, continuamos essa discussdo de maneira mais sistemdtica no Apéndice A.7,
também do Volume I.
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Problemas

Estabeleca se cada uma das seqiiéncias indicadas converge ou diverge e, se convergir, deter-

mine o limite
@ ¥n

T
(c) senﬁ,
3!1
© 2100
(g In(n+1)—Inn

l .
n+1’

|
(i P

@2n+1Pn.
(k) cos 5 i

(m) nhr

4
0) nsen—;
(0) nsen—

+(—1)
@

1097
n+1"’
vn+2

() 2‘&;

2

n
W Twts

(d)

(j) cos nm;

5n*~2n
nt+3n2— 10’
Vn sen(nle")

n+1 °

2 —Vn)3 + Vn)
(p) an+s

M

(n)

Mostre que n!/n" - 0. Sugestdo: desenvolva e observe.

Os limites de muitas seqiiéncias podem ser encontrados substituindo a varidvel discreta n
por uma varidvel continua x e aplicando a regra de L’Hospital para o caso x — <. Use
esse método para mostrar que

() Yn—1,

(c) sela|<1,entdo na"— O0;

(d) se k é um inteiro positivo qualquer, entdo n*/e” — 0;

(e) sea é um numero real qualquer, entdo (1 + a/n)" — e-.
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Verifique se cada uma das seqiiéncias indicadas converge ou diverge e, se convergir, deter-
mine seu limite.

(a) 33/n; (b) e‘"’/";

(©) n/2e @ 2D,
(f) n'/n+,
(h) n?sen nm;

(e) n?/3
(8) (n+ 10y
(i) n?cos nx.

Calcule lim x7 se

(@ x,=Vn(Vn+a—n,
(b) x, = n [(a + %)‘ — a‘]-

Se 0 <a <b, mostre que Va"+ b" = b.

Se f(x)=lim,_. (2/m) arctgnx, mostre que f(x)=x/k| se x # 0 ¢ f(0) = O.
Esboce o gréfico dessa fungdo.

Se os termos de uma seqiiéncia {xy} sdo niimeros positivos, mostre que:
(a) aseqiiéncia é crescente se Xp4+1/Xy = 1 para todo n;
(b) aseqiiéncia é decrescente se x4 /Xy < 1 para todo n*,

Use o Problema 8 para mostrar que lim x, existe se
; _1:3:5%--@n=1)
@ %= 6 - @en

1 2:4-6---(2n) ]
(b)x"_n2[1-3-5---(2n—l)’

_L[ 2:4:6 - (2n) ]2
© %= T35 @n-0nl

Naturalmente, uma seqiiéncia {xn} ¢ tida decrescente se
X Z X3 2 Xy = o X, Xy = 0,

isto €, se cada termo é menor ou igual ao precedente.
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| e

10. Calcule o valor de

|

‘ (a) lim ——("?:;,1 r.
|

|

(n+Inn—nin(n+1)
Inn ’

(b) lim

11. Mostre que

n+l  (nt1pR (n+ 0]

12. Mostre que

1 2n+3 )
(a) (1+—2n+3) e

+
P
)
by

13. Considere um nimero conveniente de circulos de tamanhos iguais agrupados em n fileiras
dentro de um tridngulo eqiiilitero, como se mostra na Fig. 14.3.

Figura 14.3
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Se ¢, denota o nimero desses circulos, entdo € claro, pela geometria da situagdo, que
¢1=1,c,=1+2 ¢c3=1+2+3 e assim por diante. Se A é a drea do tridngulo e 4y éa
soma das dreas dos cp circulos, mostre que

14.3 PROPRIEDADES GERAIS DAS SERIES CONVERGENTES

Iniciamos com um breve resumo das principais idéias discutidas no Capitulo 13.

Muitas pessoas estdo familiarizadas com o fato de que

I+4+4+44+ - =2 (1

No entanto, como nfo podemos somar um numero infinito de ndmeros da mesma
maneira que podemos somar um nuimero finito, o significado de (1) é evidentemente bem
diferente do significado de uma afirmag¢do como

1+2+3+4=10.

O que (1) significa realmente é que a seqiéncia das somas parciais 3 esquerda, isto €, a
seqiéncia de nimeros

1,

L+4=14
T+i+i=13
L+i+i+4= 13,

converge para o numero 2 a direita. Isto sugere a abordagem que adotamos no caso geral.

Sea,,a,,....ap, .. € uma seqiiéncia de nimeros, entdo a expressao

@

a,=a+a+ - +a,+ - (2)
=1

n
n
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¢ denominada série infinita, ou simplesmente série, e 0s ay sdo seus termos. Enfatizamos que
até que seja dado um significado a ela, com uma defini¢go adequada, a expressdo (2) é meramente
uma cole¢do formal de simbolos arranjados de uma certa maneira, pois a operagdo indicada de
somar uma quantidade infinita de nimeros ndo tem significado por si mesma. Para associar um
valor numérico para (2), de maneira natural e dtil, como sugerido no pardgrafo anterior,
formamos a seqiiéncia das somas parciais

§=4a,

$=a, + a,

S=ata+ - +a

n»

Dizemos que a série (2) converge ou é convergente se a seqiiéncia {sn} converge; e, se lim s =35,
dizemos que a série converge para s ou que s é a soma da série, e expressamos isto escrevendo

ata+ - +ta,+ -

Il
[
=]
=
8

3

Il

[

Se a série ndo converge, entdo dizemos que diverge ou é divergente, e ndo ¢ atribuida nenhuma
soma a ela.

Nesse ponto, algumas observagdes sobre a notagdo e uso sdo necessdrias. Como indicamos,
a afirmagdo de que a série Z,.,4, converge para a soma § escreve-se usualmente 2._,a, = s.
Assim, a notagdo X;.,d, ¢ usada com um significado dual; para especificar uma série sem se
importar com convergéncia ou divergéncia ¢ também (se a série converge) para denotar sua soma.
Os estudantes perceberdo que essa ambigiiidade ndo causa dificuldade na pratica.

Um outro assunto se refere 2 indexagdo (ou numeragdo) dos termos. E, muitas vezes, mais
natural numerar os termos de uma sére iniciando com n = 0, isto é, escrevendo algumas séries
na forma

Ya,=at+ta+- - +a,+ -
=0

(e nesse caso, escrevemos também sy =ao +ay + ... +ap). Por exemplo, a série 4 esquerda em (1)
pode ser escrita como

d > 1
D = "205
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mas a Gltima forma ¢ um pouco mais nitida. E uma trivialidade que toda afirmagdo geral acerca de
o

séries escritas como " ;1 ap tem uma andloga para séries escritas como 2,.,a,. Por esta razio,

quando ndo hd ambigiiidade ou quando a distingdo ¢ imaterial, com freqiiéncia omitimos os

limites de soma e, por simplicidade, escrevemos Xa, em vez de Zj.,a, ou Z%.a, . Estas |

observagbes também se aplicam s séries da forma =, a, para todo inteiro k = 2. f

Consideramos agora diversos exemplos fundamentais, alguns dos quais jd4 encontramos no |
Capitulo 13.

Exemplo 1 Provavelmente a mais simples e mais importante de todas as séries infinitas é a
conhecida série geomérrica

Sxt=1+x+xt+ -, (3)

n=0

Pela equagio (2) da Sec¢do 14.2, a n-ésima soma parcial dessa série € dada pela férmula fechada

] =t

S,=l+x+xr+ - +x"=
=%

sex # 1. Se |x| <1, temos que sy > 1/(1 — x); logo, para esses x temos

l+x+x2+ - +x"4+ -+ . = .
1 —x

A série (3), portanto, converge para a soma 1/(1 — x) se [x| < 1, e ¢ ficil ver que diverge para
todos os outros valores de x.

Exemplo 2 Uma outra série cujo comportamento € particularmente simples é

= 1 1 1
,,Z:ln(n+1)_1-2+z-3+3-4+""1'

Para estabelecer a convergéncia e verificar que a soma € 1, usamos um truque engenhoso devido
a Leibniz e observamos que

II

S |-

an+1) n n+l
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Isto nos possibilita escrever a n-ésima soma parcial como

13-4 1 1 1 1 ) 1
= e i T . s m e — =1_ 1
S"—(l 2>+(2 3>+ +<n n+1 n+1

e assim é G6bvio que sy > 1. Toda série cuja n-€sima soma parcial se divide dessa maneira numa
formula fechada chama-se série telescopica.

Como esses exemplos sugerem, o método mais direto para estudar o’c'omportamento .de
convergéncia de uma série € encontrar uma formula fechada para a n-€sima soma parcxal:
A principal desvantagem desta abordagem € que ela raramente funf:lona, porque ger@ente é
impossivel encontrar uma tal férmula. E essa situagdo que nos obnga a procurar muitas vezes
métodos indiretos para estabelecer a convergéncia ou divergéncia da série.

O principal método indireto é relativo ao critério de convergéncia para as seqiiéncias
discutidas na Segdo 14.2, isto é, usa o fato de que uma seqiiéncia crescente converge se e~somente
se ¢ limitada. Assim, se os termos de nossa série s@o todos nimeros ndo-negativos, entao fcimc.)s
claramente que sy < Sy +ap+)1 = Sp+1 para todo n e, portanto, 08 sn. formam uma, seqtfe{ma
crescente. Segue-se, nesse caso, que a seqiéncia {sp} de somas parciais — e com ela a s.ene —
converge se e somente se 0S §p tém um majorante. Nossos préximos exemplos fornecem diversas
ilustragdes do uso dessa idéia simples mas importante.

Exemplo 3 A série harmonica

| 11
Sl 4)
,,Z,n 1+2 3

diverge porque suas somas parciais sdo ilimitadas, como vimos no inicio da Sef;go 14.2 Para
estabelecer isto com um pouco mais de detalhes, considere m um inteiro positivo e escolha
n>2m+*1 Entio,

1 1
s,,>1+l+l+—+ e F

2 3 4 Pl
=\ttt 3 L 2
1 1 1 Wl._l_z -.L
>5+2'Z+4'§+”'+2 S = (Mt D5
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Isto prova que s pode ser maior que a soma de qualquer nimero de 1/2 e portanto tdo grande
quanto se queira, tmando n suficientemente grande, e assim os Sy, sdo ilimitados e (4) diverge.
Uma série que se comporta dessa maneira é, com freqiiéncia, dita divergir para o infinito, e
expressamos este comportamento escrevendo

=l [
—=lt et .=
;n +2 3-*- o,

Uma grande quantidade de séries interessantes — algumas convergentes ¢ outras divergentes
— pode ser obtida da série harménica por eliminagdo, isto ¢, deixando de lado termos de acordo
com um padrdo sistemdtico. Por exemplo, se removemos todos os termos exceto os inversos de
poténcias de 2, o que permanece ¢ a série geométrica convergente

o1 1,1
E:_..= +—-4+-4 -
n=02" 1 2 4 :

e se removemos todos os termos exceto os inversos dos primos, entdo — como veremos numa
se¢do posterior — a série resultante diverge

1 1 1" Wi 1
2;,,_5+§+§+7+W+ = oo,

O principio geral mais simples para decidir se uma série converge ou ndo é o zeste do n-ésimo
lermo: se Zap converge, entio ap — 0. Para provar isto, simplesmente observamos que
@n =3Sp — Sp—1 > s — s =0. Bsse resultado mostra que @y >0 ¢ uma condigdo necessdria para
a convergénecia da série Zay. Infelizmente, no entanto, ndo é uma condi¢do suficiente, isto €,
ndo implica a convergéncia da série. Isto € fdcil de ver, considerando a série harménica Zl/n
que diverge, embora 1/n —> 0. O teste do n-ésimo termo é essencialmente um teste de
divergéncia, pois € equivalente 3 afirmagdo de que se a, ndo tende a zero, entio Zap deve divergir.
Como exemplos de seu uso, mencionamos a série.

S =114+ — 14 -

n=1
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A primeira diverge porque a seqiiéncia (=1)**1 ndo converge de modo nenhum, e assim ndo
pode convergir a zero, ¢ a segunda diverge porque n/(n+1)-~> 1+ 0.

Exemplo 4 A série dos inversos dos quadrados

o 1 11,1
—_ et — e (5)
Enz 1+4+9+16

¢ convergente. Como jd vimos no terceiro rodapé da Se¢do 13.2, isto segue-se imediatamente do
fato de que as somas parciais formam uma seqiéncia crescente tendo 2 como um majorante:

= [ - ...+
S=lt55+33Y nen

1-2 2-3 (n—1n

11 11 1 _l)
=1+<r5>+(5 3)* (n—l z

Dissemos antes que a soma da série (5) é n%/6, e o argumento de plausibilidade de Euler para
esse fato notdvel estdi descrito no Apéndice A.7 (VolumeI). Uma prova moderna menos
interessante — mas mais rigorosa e elementar — é dada no Apéndice A.8.

Exemplo 5 Se lembrarmos que 0! =1 e 1! =1, entdo € claro que a série

g i [}
D e g e

tem somas parciais s, = 1,5, =2 e, paran = 2,

1 1 1
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Se cada fator nos denominadores € substituido por 2, entdo vemos que

1,1 1
A ELEE —

1 !
*1“(1—;)—3‘2—"-‘1«*,

=(’)
IA

logo a série converge com soma < 3. Pelo exemplo 5 da Segio 14.2 sabemos que a soma dessa
série € realmente e:

£ !
Ei'=1+1+—+—

T TR

(6)

|
]

n=0

Utilizaremos esse fato proximamente para provar que e € um nimero irracional.

Esses exemplos fornecem um pequeno suprimento de séries especificas de comporta-
mento de convergéncia conhecido, onde este comportamento é “decidivel” por meios bastante
elementares. O valor dessas séries particulares para determinar o comportamento de novas
séries por védrios métodos de comparagdo comegard a aparecer na Se¢do 14.4. Primeiro, no entanto,
h4 diversas propriedades simples de séries convergentes em geral que devem ser mencionadas

explicitamente.

O uso efetivo das séries infinitas repousa na nossa liberdade de manipuld-las por vdrios
processos da 4lgebra. Entretanto, logo veremos que a falta de cuidado pode levar facilmente
a2 confusdo e ao desastre. E portanto de importdncia primordial conhecer exatamente quais as
operacdes permitidas e quais sdo armadilhas para o descuidado.

Se 2.4, convergea §, escrevemos

ata+ - ta,+ (7

I
[

e chamamos s de “soma” da série. Essa terminologia bem estabelecida € talvez infeliz, pois
tende a alimentar a crenga de que uma série infinita pode ser tratada como se fosse uma soma
finita ordindria. Na realidade, naturalmente, s ndo é obtida simplesmente por adi¢do, mas € o
limite de uma seqiiéncia de somas finitas e as propriedades de séries devem ser baseadas nessa
defini¢do e nfo em qualquer analogia tentadora mas enganosa. Como veremos, muitas proprie-
dades de somas finitas passam para as séries, mas devemos sempre ser cuidadosos em ndo assumir
isto sem prova.

A teoria das séries infinitas 55

Como exemplo das ciladas que estdo ao nosso redor, considere o fato familiar de que o
rearranjo da ordem dos termos de uma soma finita néo tem efeito no valor numérico da soma.
Em contraste com isto, no Problema 10 pedimos aos estudantes que vejam por si mesmos que
a soma de uma série infinita convergente pode ser alterada escrevendo seus termos — exatamente
os mesmos termos! — em uma ordem diferente. Esse comportamento surpreendente (e fascinante)
ilustra a necessidade de precaugdo. E também enfatiza a delicadeza dos conceitos com que estamos
trabalhando, além de nos dar uma franca adverténcia de que ndo podemos esperar estudar séries
infinitas com sucesso sem dar uma razodvel atengdo A teoria subjacente.

Comegamos salientando que ao tratar com somas finitas podemos inserir ou remover
parénteses livremente, como nas expressoes

I—1+1=(1—-DH+1=1-(1—-1=1,

mas isto ndo ¢ verdadeiro para séries infinitns. Por exemplo, a série 1 — 1 +1 — 1 + ... evidente-
mente diverge, mas

(I—D+(0 =1+ =0+0+"--

converge a 0, e

I—(1—l=(—1)—=1—=0—0—-""

converge a 1. Esses exemplos mostram que a inser¢do ou remogdo de parénteses pode mudar a
natureza de uma série infinita. Entretanto, no caso de uma série convergente como (7), qualquer
série obtida dela, inserindo parénteses, tais como

ata+tay+a+astag)+ -+,

ainda converge e tem a mesma soma. A razdo para isto é que as somas parciais da nova série
formam uma subseqiiéncia da seqiiéncia original de somas parciais e, portanto, converge necessa-
riamente a0 mesmo limite. Da mesma maneira, vemos que os parénteses podem ser removidos se
a série resultante converge.

A seguir observamos que se 4; +4a, + ... converge a §, entdoa; + 0 +a, + 0 + ... também
converge ¢ tem a mesma soma, pois as duas seqiiéncias de somas parciais s3o sy, §, ... € S1, 51,
$2, S3, ..., & as repetigBes na altima ndo interferem com sua convergéncia a s. Analogamente,
nimero finito de 0 pode ser inserido ou removido em qualquer posi¢do em uma série sem afetar
seu comportamento de convergéncia ou (se convergir) sua soma.

E importante observar que quando duas séries convergentes sdo somadas, termo a
termo, a série resultante converge a soma esperada, igto €, se 2;—,d, = S € 2% b, =1, entio
r_(a,+ b,) = s+t Isto é ficil de provar, pois se s,, € t,, s30 as somas parciais, entdo
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!
(a+b)+(a,+b)+---+@,+b)=@+a,+ - - +a)+ b +b+ - --+b,)
=s,+t, =5+t

Analogamente, S-a,—b)y=s—1 e Z,.,ca,=cs paratoda constante ¢c. Convém
também saber que se
a+ta+ =5
entdo
agta ta+ - =ay+s e atat - =s5s—a.

A primeira afirmagdo € clara pelo fato de que

lim(ay+a +a,+ - +a,)=lima,+lim(a, +a,+ - +a,)=a,+s,
e a segunda segue-se da mesma maneira. Assim, todo nimero finito de termos pode ser somado
ou subtraido no comego de uma série convergente sem perturbar sua convergéncia, e as somas

das vdrias séries sdo relacionadas da maneira esperada.

Usamos agora vdrias propriedades de séries, abordadas acima, para provar o seguinte teorema
de Euler: e é irracional

Nosso ponto de partida é a equagio (6),

1 1
e=TH+T+otrburod e,

donde segue-se que 0 nimero

1 1 1 1
e-l=1-5- CRCED

®)

€ positivo para todo inteiro positivo #n. Suponhamos que e seja racional, de modo que e =p/q
para certos inteiros positivos p e q e deduzimos uma contradigao dessa hipétese. Seja n em (8)
escolhido t3o grande que n > q e definimos um ndmero ¢ por

1 1
a—n![e—l—l—-z—!—---—;!]
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Como ¢ divide n!, a ¢ um inteiro positivo. Entretanto, (8) implica que

|

g L
a=n![(n+l)!+(n+2)!+ ]

1 1
—n+l+(n+l)(n+2)+

1 1
< +
A1 I
| 1 1
= + +...
n+1[1+n+1 (n+1y ]

1 l
n+l 1—1/(n+1)

1
-,

Essa contradi¢do (ndo hd mimero inteiro positivo < 1/n) completa o argumento.

Mais informagbes acerca de numeros irracionais (r é irracional etc.) sdo dadas no
Apéndice A.8.

Problemas

1. Se Za, converge e Tb, diverge, mostre que X (@, + by) diverge. Sugestao: suponha que
convirja e deduza uma contradigdo.

2. Decida se cada uma das seguintes séries converge ou diverge ¢ dé razSes convincentes para
sua resposta:

1
(a) L+__1_+_+ cee

500 505 510
2 L 1 1
o 3[3-E)) © 3 (5+ %)
2 100 o
d 3 [m——n!—]; (e) 27
1 |
(h) 3 cos _(Zn-g 1}’[: (i) 3 cos -"4—”
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3.  Para cada uma das seguintes séries, determine os valores de x para os quais a série converge
e expresse a soma como uma fung¢do simples de x:
@) ax+a®+axs+ - -+, a#0;
1 l 1
by —+=+—+ -,
X X
) x+——+ cee
() l+x  (1+x)? + ’
(dInx+(Inx) +(InxyP+ -,
4.  Mostre que
g R, PR
1+x2 (14 2%
converge para todo x e determine sua soma.
5.  Mostre que X 1/e” converge mas que = 1/(e!n") diverge. Para que valores de X, Ze"*
converge?
6.  Mostre que
(@ Y larctg™ (n+1)—arctg™ nl=mn/4;
n=|
. 1
() ¥In{i+=)=w,
=1 n
7. 8Se f(n) > L, mostre que

> U —fin+DI=f()-L

n=]

e use isto para estabelecer as somas indicadas das seguintes séries telescopicas:

10.
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s ey
@ Zer—1~ 2

= 2n+1
2: — |yt =1
®) ,,.1( b n(n+ 1) i

o 2n+1
(c);nz(nﬂ)z_ ’

< 1
@ X @ —Dant3 12
Segue-se do Exemplo 4 que a série

1 1 1 1 1
STy A A

onde os denominadores sdo os quadrados dos primos sucessivos converge. Por qué?
Um decimal aq, a1a, ... an ... é simplesmente um modo abreviado de escrever a série infinita.

Y

v B,
210" 710 102

n=Q

onde se supde que g, seja um inteiro arbitrério e cada um dos ap paran > 1 um dos algarismos
0,1,2, ...,9. Mostre que todo decimal converge.

Considere a série familiar (Se¢go 13.3)
I—4+i—4+4—4+4—4+ =2,

e escreva sob ela, como se segue, 0 resultadq de multiplicar pelo fator 1/2:

1 —4 +4 -3+ - =4In2
Agora some, combinando os termos colocados em colunas verticais, para obter a série

I+3—4+4+4—4++— - =3In2. (¥

Esse fendmeno serd explorado sob um ponto de vista diferente e esperamos que seja esclarecido nas
Segdes 14.5 e 14.7
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Verifique (a) que (+) é vélida; (b) que essa série pode ser obtida por rearranjo dos termos
da série (*), de modo que os primeiros dois termos positivos de (*) sdo seguidos pelo
primeiro termo negativo, depois os proximos dois termos positivos pelo segundo termo
negativo etc.; e (c) que o valor da soma da série (*) foi misteriosamente multiplicado dessa
maneira pelo fator 3/2*.

14.4 SERIES DE TERMOS NAO-NEGATIVOS.
TESTES DE COMPARAGCAO

As séries infinitas mais fdceis de trabalhar sdo aquelas cujos termos sdo todos nimeros
ndo-negativos. A razio para isto — como vimos na Se¢do 14.3 — € que a teoria geral dessas
séries pode ser expressa pela seguinte afirmagdo simples: se ap > 0, entdo a série Zap converge
se e somente se sua seqiiéncia {sp} de somas parciais € limitada.

Assim, para estabelecer a convergéncia de uma série de termos ndo-negativos, é suficiente
mostrar que seus termos tendem a zero suficientemente rdpido para manter as somas parciais
limitadas. Mas qudo rdpido é “‘suficientemente rdpido”? Uma resposta a essa questdo pode ser
estabelecida informalmente como se segue: pelo menos t3o rdpido quando os termos de uma
conhecida série convergente de termos ndo-negativos. Essa idéia estd contida em uma afirmagdo
formal chamada reste de comparagio: se 0 <ap < by, entdo

Zan converge se by converge,;
X by diverge se Zap diverge.

A prova ¢ ficil. A primeira etapa € observar que, se Sp € Iy s30 as somas parciais de Zap e Zby,
entdo a hipétese implica

s,=a,ta,+ - +a,<b+b+ - +b=t,.

Nossa conclus@o agora segue imediatamente dessa desigualdade e da afirmagdo do parégrafo
anterior, pois, se 0s t sdo limitados, os sp também sdo, e se os sp sdo ilimitados, entdo os fp
também sdo ilimitados.

Exemplo 1 E fdcil aplicar o teste de comparagdo para as séries

© 1 o« ]
—_— e —_—

,,;3"-%1 “Inn

e
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A primeira série converge, pois

—

1A

+
—
@~

3"

e £1/3" converge; e a segunda diverge, pois

IA

N

S |-
L
=]
x

e T1/n diverge. [Para verificar (1) na formaequivalenteln n < n, lembre-se de que o grifico de
y=Inx estd abaixo do grifico de y =x.]

Vale a pena observar que podemos desprezar qualquer nimero finito de termos no inicio
de uma série se estamos interessados somente em decidir se essa série converge ou diverge*. Isto
nos diz que a condigdo 0 <ap < by, para o teste de comparagio ndo precisa valer para todo #, mas
somente para todo n de algum ponto em diante. Como ilustragdo, suponha que queremos mostrar
que Z(n +1)/n" converge, por compara¢do com Z 1/n?. A desigualdade

ndo é verdadeira para todo n, mas é verdadeira para todo n > 4. A série, portanto, converge por
comparag¢do com a série convergente 5 1/n
n.

O teste de comparagio é muito simples em principio, mas em casos complicados pode ser
dificil estabelecer a desigualdade necessdria entre os n-€simos termos das duas séries comparadas.
Como os limites sdo, com freqiiéncia, mais ficeis de trabalhar do que desigualdades, o seguinte
teste de comparacio de limite é um instrumento mais conveniente para estudar muitas séries:
se Zap e by 30 séries com termos positivos tais que

m%:: 1, )

entdo ambas convergem ou ambas divergem. Para provar isto, observamos que (2) implica que,
para todo n suficientemente grande, temos

IA
e~|=sa
IA
N

=

N =

Por outro lado, se estamos interessados na soma de uma série convergente, entio obviamente devemos
levar em conta todos os seus termos.
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ou

b, < a, < 2b,.

b | —

A3)

Como o comportamento de convergéncia de uma série ndo ¢ afetado por multiplicagdo de cada
um dos seus termos por uma mesma constante ndo-nula, nossa conclusdo é uma conseqiiéncia
facil das desigualdades. (3) e do teste de comparagdo como foi estabelecido no pardgrafo prece-
dente. Assim, por exemplo, se Zby converge, entdo Z2by ¢onverge e, pela segunda desigualdade
em (3), Zap também converge etc.

Exemplo 2 A série Z(n +2)/(2n> — 3) converge, pois £1/2n? converge e

(n+2)/(2n*—3) ul 2n3 + 4n?
1/2n? 2n*—3

— 1 quando n— o

e Z sen (1/n) diverge, pois Z 1/n diverge e

sen 1/n
1/n

— 1 quando n—> o,

[Lembre-se de que lim (sen x)/x = 1; veja a Se¢do 9.2.]

O teste de compara¢do de limite é usado mais convenientemente se a condi¢do (2) €
substituida por

lim

tim 32=L,

onde 0 <L < oo, A prova € essencialmente a mesma e ndo serd repetida.

O Exemplo 2 mostra que, ao usar o teste de comparagdo de limite, devemos tentar adivinhar
0 provdvel comportamento de Zay, estimando a “ordem de grandeza” do n-ésimo termo ay. Isto
¢, devemos tentar julgar se ay é aproximadamente igual a uma constante vezes o n-ésimo termo de
alguma série cujo comportamento de convergéncia seja conhecido, tal como

. 1 1 1
ZX, 2;, EF’ ou 2—-

n!
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para aplicar esse método efetivamente, € evidentemente desejdvel ter a nossa disposi¢io um
estoque de séries de comparagdo de comportamento conhecido. O exemplo seguinte fornece uma
familia de séries que ¢ particularmente significativa para esse propésito. Enfatizamos uma vez mais
que o teste de comparag¢do de limite é usado somente se os termos da série testada sio todos

niimeros positivos.

Exemplo 3 Se p € uma constante positiva, entdo a p-série

|
= 1,1 1
E-l;= o5 i g g T © “

diverge se p <1 e converge se p > 1.
Para estabelecer isto, observamos primeiro que se p < 1, entdo W’ <nou 1/n<1/nP, e
assim (4) diverge por comparagdo com a série harmdnica Z 1/n. Provamos agora que (4) converge

se p > 1 mostrando que suas somas parciais tém uma majorante. Seja n dado, escolha m de modo
que n < 2. Entdo

1,1 1 ! L S ]

2 4 om-1
<1+Z St wt + Gy

Se colocamos @ =1/2P~1, entdoa <1, pois p>1, e

1 —am 1
l—a 1—a

<l+ata*+ - +a'=

Isto fornece um majorante para os sp’s € 0 argumento estd completo.

Como ilustragdo do uso dessa familia de séries, vemos que
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converge, pois a p-série (com p =3) 21/n*? converge e Problemas
i . 1. Estabeleca a convergéncia ou divergéncia das seguintes séries usando o teste de comparagdo:
N +3 \/ P
1/n¥? n+3 1 |
® 2 ey 2 T D
Vale a pena notar que 21/n” ndo converge necessariamente se p € uma varidvel > 1. Isto ¢ ©3 _!_; I I—l-—;;
mostrado pela série : n" (In )
1 n+1
(c) Z;ﬁ;"v {f) 2 n(n_ l}‘
| 1
2 1+1/n° (2?? + 3);. n ni
2k (B) 2 nln ; (h) 2 n+1 )
que diverge, pois Z1/n diverge e Determine, por qualquer método, se cada uma das seguintes séries converge ou diverge:
3 1+ 3n?
| — 3. Y=
1/n1+|/n 1 2; 2 n+1 E 2 n? + 700
=—-1
I/n 4
. ¥n 4 ZSin%- 5. Ecos—2
6. X — 7.2 a -;-ll/n)"
(Lembre-se de que lim,_,.n'/" = 1.) i 3+9
Ji Inn
8. 2 pear L 9. .

Concluimos esta segdo com algumas observagSes sobre o processo de rearranjar os termos de In+2 4
uma série, discutido brevemente na Se¢do 14.3. Suponha que Zay, seja uma série convergente de 10: DT 1. E

; . ” 0 ) n S+ n+n
termos ndo-negativos cuja soma é s e forme uma nova série Zby, rearranjando os ey, de qualquer
maneira. Por exemplo, X b, pode ser a série Inn 13 1000
L 12. 27 ' 2 3!n+i‘,,‘nl+5'
aotaytas+a+agta+ - n? |
14 T s, 15. i
1 n*+3n—17
Seja 7 um inteiro positivo dado e considere a n-ésima soma parcial tp=b, +b, +..+b, da 16. ¥ 5000n° e P n—2n+5
nova série. Como cada b ¢ algum 4, existe um m com a propriedade de que cada termo em Vs ]
fn € um dos termos em Sy =ay +a, +... +apy. Isto nos diz que In < $;m < s, € assim 2 by converge 18. 3 ‘_Lsz_ 19. % 5"_ A
a uma soma ? < s. Por outro lado, a primeira série é também um rearranjo da segunda, e assim, i+ 3 Vn*+5 (Rl 4
Ge-Lomios o mgatns & v S P o 2 50 21 3 In(1+ 1/), p>0.
» n
converge e tem a mesma soma. Se essa conclusdo parece bem Gbvia e trivial para os estudantes, e
recordem-se do Problema 10, da Segdo 14.3, que ndo ¢ verdadeira se retirarmos a hip6tese de 22. 3 EEe— 23. Y (1 —cos 1/n).
que os termos da série dada s@o nimeros ndo-negativos.

| |
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24. 3 Va2 Tl

1 1 1
25. 2;(1+5+ T e +F),p>0.

26. Se Zay ¢ uma série convergente com termos ndo-negativos, mostre que Za,> também

converge. Com as mesmas hipéteses, mostre com exemplos que X +/ay, pode ser convergente
ou divergente.

27. Se p € uma constante positiva, mostre que

i 1 1 1
2y etet

converge se p >1 e diverge se p<1.

28.  Mostre que Z1/n diverge, comparando com a série divergente Z1n (1 + 1/n) do Problema 6
(b) da Se¢do 14.3. Sugestdo: compare os grificos das fungSes y = x ey =In (1 + x)
para x>0

29. Use a idéia do Problema 28 para mostrar que

o (n+ 1y
Flnmn+b

converge. Determine também a soma dessa série.

145 TESTE DA INTEGRAL.
A CONSTANTE DE EULER

Entre as séries infinitas mais simples estdo aquelas cujos termos formam uma seqiiéncia
decrescente de nimeros positivos. Nesta se¢do estudaremos certas séries desse tipo por meio de
integrais impréprias da forma

vraf(x) dx=’l)im fbf(x) dx. (n

A teoria das séries infinitas 67

Recordamos que a integral & esquerda € dita convergente se o limite a direita existe (como um
numero finito) e, nesse caso, o valor da integral é, por defini¢do, o valor do limite. Se esse limite
ndo existe, entdo a integral é chamada divergenre. Hd uma analogia 6bvia entre (1) e a correspon-

dente defini¢@o para as séries,

x k
> a,=lim Y a,.
1

e ks S

Nosso propdsito é explorar essa analogia utilizando integrais para obter informagbes acerca de

séries.
Considere uma série

Sa=a,tat - ta,+ e 2

n=1

cujos termos s3o positivos ¢ decrescentes. Na maioria dos casos, o n-ésimo termo ap € uma fung?ﬁo
de n dada por uma férmula simples, @y, = f(n). Suponha que a fungdo y = f(x), obtida
substituindo a varidvel continua x no lugar da varidvel discreta n, seja uma fungdo de x decres-
cente para x 2 1, como € mostrado na Fig. 14.4,

Figura 14.4

A esquerda na figura vemos que os retangulos de dreasa,, a, ..., @y tém uma drea total maior que
adreasobacurvade x=1 a x=n +1;logo,

ata,+ - +a, = fm f(x) dy = f”f(x) dx. (3)
I 1
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Na figura 4 direita fazemos os retingulos se orientarem para a esquerda, de modo que fiquem sob
a curva. Se ignoramos momentaneamente o primeiro retingulo, com drea ;, entdo vemos que

ata;+ - - +a,,5ff(x)dx;
1

e incluindo a; temos

al+a2+--~+a,,5611.+ff(x)dx' (4)
!
Combinando (3) e (4), obtemos

'[" fMdy<a+a+ - +a, <a + f"f(x) dx. (5)

O ponto principal de tudo isto é que as desigualdades (5) permitem-nos estabelecer o reste da
integral:

Se f(x) € uma funcio decrescente e positiva para x > 1, com a propriedade de que f(n)=an,
para cada inteiro positivo n, entdo a série e a integral

f ) f(x) dx

ambas convergem ou ambas divergem*.
O argumento ¢ ficil, pois, se a série converge, entdo a desigualdade  esquerda de (5) mostra
que a integral também converge; e se a integral converge, entdo a desigualdade a direita mostra

que a série também converge.

Exemplo 1 (Novamente a p-série) Se p é uma constante positiva, entdo sabemos, pela Se¢io 14.4,
que a p-série

o loqyp Lt .. (6)
2’1 1+=+=+

Esse teste €, muitas vezes, chamado de Teste da Integral de Cauchy, devido a seu descobridor, o eminente
matemdtico francés do século XIX Augustin Louis Cauchy (pronuncia-se Cochi).
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converge se p>1 e diverge se p <1. Hd interesse em dar uma outra prova disso como ilustragao
do teste da integral. Como ay, = 1/nP, consideramos a fungdo f(x) = 1/xP (que evidentemente
satisfaz todas as condig¢des enunciadas) e examinamos a integral

*dx
o A

Se p =1, entdo essa integral diverge, pois

X b—rox b—voe

® b
f £=limf@=limlnb=°°.
1 1 X

Se p #1, entdo

o b hl—r — |
= = lim f xX?dx=lim <—),
1 XP o p—e b= l—p

e a questdo de convergéncia depende do comportamento de b!-P quando b > <. Se p < 1, de
modo que 1 — p > 0, entdo b1 ~P — o ¢ a integral diverge. Se p > 1, de modo que 1 — p <0,
entdo b1~P - 0 e a integral converge. Pelo teste da integral concluimos novamente que a p-série
(6) converge se p>1edivergesep<1.

E claro que o teste da integral vale para qualquer intervalo da forma x >k, ndo s6 para
x = 1. Faremos uso dessa observa¢gdo em nosso préximo exemplo, que trata de uma classe de
séries cujo comportamento nfo € revelado por nenhum de nossos testes anteriores.

Exemplo 2 Os termos da série

il 1
Snlnn )

decrescem mais rapidamente que os da série harmdnica. Contudo, é fdcil ver, pelo teste da integral,
que (7) diverge, pois

o b
f & i J' 9 _ fim [In In X8
; XInx  poe J; XINX e

=1lim (Inln b —InIn 2) = co,

b
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De modo mais geral, se p é uma constante positiva, entdo

N l
= n(ln n)?

converge se p> 1 e diverge se p <1; pois, se p # 1, temos

® dx . [t dx . [(n x}""]” : [ (In )7 — (In 2)!-»
= =] — =
J; x(In x)# 11;]_1.2 J; x(In x)? bl_r.ll [ 1—p |, i‘l‘l l—p ?

e esse limite existe se e somente se p > 1*.

Retornamos agora i série (2) para obter alguma informagdo adicional das desigualdades
(5). Subtraindo a integral que ocorre i esquerda, essas desigualdades podem ser escritas como

Osal+a2+-'-+a,,—fnf(x)dx5al, 8)
1

e isto serve para focalizar nossa atengdo sobre a quantidade do meio. Se denotarmos essa
quantidade por F(n), de modo que

Fny=a +ay+ - - +a,,—f S dx,
1
entdo (8) torna-se
0<Fn<a,.

De nosso ponto de vista, a chave para essa situago é o fato de que {F(n)} ¢ uma seqiiéncia
decrescente. Isto segue do cdlculo

F(n)—F(n+l)=[a1+a2+ < +a,,—f"f(x)dx] —[a.+a2+ SHP +a,,+,—f"+lf(x)dx]
1

1

n+l
= f S dx—a,., =0,

As- séries desse exemplo sdo chamadas séries de Abel, devido ao grande matemdtico noruegués Niels
Hengik Abel, que foi o primeiro a investigd-las e determinar seu comportamento de convergéncia.

CORTESIA
MAKRON BOOKS& EDITORA I;TDA.
LIVROS DE QUALIDADE
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onde a razdo para a ultima desigualdade pode ser entendida examinando-se o lado esquerdo da
Fig. 14.4. Como toda seqiiéncia decrescente de nimeros ndo-negativos converge, o limite

n—soo n—w

L=1imF(n)=1im[al+a2+---+an—,f"f(x)dx] ©)
1

existe e satisfaz as desigualdades 0 <L <aq,.

Como principal aplicag@o dessas idéias, deduzimos a existéncia do importante limite

lim(1+l+---+l—lnn>. (10)
2 n

n—w

E fdcil ver que isto é um caso especial de (9) em que ap=1/n e f(x)=1/x, pois

E=lnx] =Inn.
X

1 1

O valor do limite (10) € usualmente denotado pela letra grega v (gama) e chama-se constante de
Euler:

1 1
=i el T R )
y 1m<1+2+ +n lnn) (1)

n—o

Essa constante ocorre em diversas partes do cdlculo avangado, especialmente na Teoria da Fun¢do
Gama e €, junto com 7 ¢ ¢, um dos nimeros especiais mais importantes da Matemitica. Seu valor
numeérico, vy = 0, 57721566490153286060..., foi calculado com virias centenas de casas decimais.
Todavia, ninguém sabe se vy € racional ou irracional.

Para descrever algumas aplicagdes da constante de Euler, convém introduzir uma notagdo

que foi amplamente aceita na Matemdtica do século XX. Sejam {an} e {bpn} duas seqliéncias e

suponha que by > 0. Dizemos que “an é bem menor que by” e simbolizamos isto escrevendo
a, = o(b,),

se an/bp - 0. Em particular, a,, = o(1) significa que ay, ~ 0. Uma equagdo da forma ay, = by + o(1)

significa que @, — by =0(1), e assim ap ¢ by diferem por uma quantidade que tende a zero,
quando # — oo, como no cdlculo

[+ o(1)] + 2[b + o(1)] = a + 2b + o(1).
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Com a ajuda desta notagdo, (11) pode ser escrita na forma
1 1
l+5+ o +—=lnn+y+ol). (12)

Como In n - = quando n — <=, essa férmula exibe de um modo muito transparente a razdo para
a divergéncia da série harmonica. E também til para muitos outros propésitos, como mostram
o0s seguintes exemplos.

Exemplo 3 Podemos usar (12) para dar uma prova simples da férmula

l—4+4—44+ =2 (13)
Seja sn a n-ésima soma parcial dessa série e obsefve que

111 1 )
=] ——F———F s + ol
sm=1=3+377 2n—1 2n

1 1 1 1 1
—(‘+§+"‘+m>‘<5+z+'“+z)

(1t e D)2 (bede i)

23 2n 4 2n
Lpovih Lang 1 1 1

=[In2n+y+o()] —[Inn+y+ o(l)]
=In2+o(l)—1n2.

As somas parciais impares tendem ao mesmo limite, pois

1 ;
Sapr1 = S 1 —lim s,,=1n 2,
logo a prova de (13) estd completa. Enfatizamos que esse método estabelece (13) baseado em

(12) apenas, sem fazer qualquer uso da expansdo em série de poténcias de In (1 +x), como &
dado na Se¢do 13.3.
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Exemplo 4 Podemos também usar (12) para obter a notdvel férmula

I

que foi o assunto do Problema 10 da Segdo 14.3. Esse método € semelhante ao do Exemplo 3.
Se sp ¢ an-ésima soma parcial de (14), entdo, como 2n € o n-ésimo nimero-pare 2n — 1 é o
n-ésimo nimero impar, temos

11 11 1 1 1 1
53n=(1+§_5)+(§+7 Z)+" +<4n—3+4n—1 ﬂ)

1 1 1 1 1 | 1
=(‘+§+§+7+“'+m> (5+z+"'+‘z;)

1,1 1 1,1 1 1,1 1
- —4 - — )=+ = — ] —{=+= I e I
(1+2+3+ +4n) (2+4+ +4n) (2 i +2n>

11 1) 1 I I 1 1 1
—(1+5+§+ +4—n> E(1+5+'”+E> ——(1+—+---+—>

=[lndn+y+o(1)]—4n2n+y+ o(l)] —H{In n+ y + o(1)]

’ 1 4n '
=Iln4n—=1n2n*+o(1)=In — + 0(1)
3 (1) T

=In2¥?+4+0(1)—In2%2=31n 2.

E ficil ver que as somas parciais

I 1 1
=g + =
S TS T 6 Swe TSt Tt

tendem ao mesmo limite, logo a prova de (14) estd completa.

Observagdo A idéia bdsica do teste da integral é comparar somas com integrais, olhando seus
significados geométricos em termos de dreas. Essa idéia pode também ser usada para provar a
divergéncia da série dos inversos dos primos, como foi mencionado na Segdo 14.3:

1
§+1+l+l+ cie =,

STy S

+

N | —

>

iy
Pa

—q
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Essa prova ¢ um tanto complicada e, como ndo € essencial i linha principal de pensamento deste
capitulo, serd vista no Apéndice A.11.

Problemas

Use o teste da integral para determinar se cada uma das seguintes séries converge ou diverge:

9.

10.

& e A an+ 1)
@ n o l
@ n ] l
,,Z,n‘+l' .. ,.2.:13n+1
o tan™' n 3 o Inn
A 1+n? =
(@) Asérie 23 (Inn)/n diverge por comparagdo com a série harmdnica, pois
Il Inn
- S —
n n
para n 2> 3. Estabelega essa divergéncia por meio do teste da integral.
(b) Se p ¢ uma constante positiva, mostre que 2;-;(In n)/n? converge se p > 1le
diverge se p<1.
(@) Use o teste da integral para mostrar que a série =,.,#/e" converge.

(b) Qual a soma da série em (a)? Sugestdo: assuma que a série geométrica Z;_ox" =1+ x +
x4+ -+ =1/(1—x) pode legitimamente ser derivada termo a termo no intervalo

-1 <x<l.
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11.

12.

13.

14.

A curva na Fig. 14.5 € o gréfico de y = 1/x. Convenga-se de que a 4rea total de 'todas as
infinitas regides sombreadas ¢ a constante de Euler 7. Por inspe¢do da figura, mostre que
o valor de vy estd entre 1/2 e 1 e que é s6 um pouco maior que 1/2.

1 - 3 A0
Figura 14.5

Use (12) para mostrar que

1 2,1, 1 2
l+§—§+z+—5' €++ =1In 3.

Se {xn}é a seqiiéncia definida por

1 1
_n+1+n+2+ +n+n’

entdo xp > In 2, pois

o 11 Lo ' dx
- = . +_- +... i B !
TN T+ n w1+ 2)n T TEam _’J:,1+x In2

Estabelega esse fato usando a férmula (12).

A série harménica

1
o me ey

2 3 4+ e

X |-

diverge muito lentamente. Para compreender qudo lentamente, use (12) para mostrar que, a
fim de fazer s, exceder 10, devemos adicionar cerca de 12.000 termos.
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14.6 TESTE DA RAZAO E TESTE DA RAIZ

No caso da série geométrica Zr? com r > 0, a razio 4p+1/ap do (n + 1)<€simo termo pelo
n-ésimo termo tem o valor constante 7, pois

n+l
Opy _ T

a’, r n

=r. ()

Sabemos que essa série converge se r < 1, essencialmente porque, para esses r’s, acondigdo (1)
garante que os termos decrescem rapidamente. A analogia nos leva a esperar que toda série Zay,
de termos positivos também converge se a razao @4 /ay é pequena para n grande, embora essa
razdo possa ndo ter um valor constante.

Essas idéias sdo tornadas precisas no teste da razao:

Se Za, éuma série de termos positivos tal que

entao
(a) selL <1, asérie converge,
(b) selL>1,asérie diverge;
(¢) seL=1, o teste nio é conclusivo.

Para estabelecer (a), assumimos que L <1 e escolhemos um numero qualquer r entre L e 1, de

modo que L <r < 1. Entio o significado de (2) nos diz que existe um No tal que ayy /a, <r
para todo n = n,, logo

a a,
il s;—: para n > n,.

prtl

Isto implica que a seqiiéncia {a,/r"} ¢ decrescente para n > No; em particular, g, /ri < ay,, /o
para n = n,. Assim, se fizermos K = a, /r', teremos

a, < Kr" paran = n,, 3)
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Mas Zkr converge, pois r <1 e, portanto, pelo teste da com;{araq'ﬁo, (3) implica que Zg,,

converge. Para provar (b), observamos simplesmente que L>1 unphfa que @y, /a, > 1, ou,

modo equivalente, a,, | = a, de algum ponto em diante; logo, a,, ndo pode tender a zero e,

1(::10 teste do n-ésimo termo, sabemos que a série diverge: A parte (c) diz que se L' =1, entiio

enhuma conclusdo pode ser tirada, isto €, as vezes a série converge. e as vezes diverge. Para

gemonstrar isto, consideramos a p-série £1/nP. E claro que, para todos os valores de p, temos
|

an+l - n? . ( n )p—) 1,
a, ((n+1y n+1

e ainda essa série converge se p > 1 e divergese p<1.
O teste da razdo € especialmente Wtil para manipular séries cujo n-ésimo termo a,, é dado
por uma férmula que envolve vdrios produtos, pois mesmo que o proprio a, seja complicado, a
razio a, 1/, pode, muitas vezes, ser simplificada por cancelamentos.
Exemplo 1 Sabemos que a série
i 1
n=0 n!

converge pelo argumento dado na Se¢@io 14.3. O teste da razdo conduz & mesma conclusdo muito
mais facilmente, pois

0.

At _ s Yn+ 1) n! : {

1 Pl T =1 =
L=lim == =lm = T T

Como L <1, a série converge.

Os estudantes devem observar o uso da equagdo (n + 1)! = (n + 1)n! nesse exemplo; esse
fato serd, com freqiiéncia, necessdrio em nosso trabalho futuro.

Exemplo 2 No caso da série

3 5 (4)
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€ fdcil ver que

._a . 3 ikl n! 3
L=lm> =|jp——__ . 7%
1m an im TERVRED li = T

Novamente temos L <1, logo a série converge.

Desde que o n-ésimo termo de qualquer série convergente tende a zero e portanto a conver-
géncia de (4) nos diz que 3/n! > 0, sabemos que n! cresce mais répido que 3" quando n - oo,
Os estudantes devem tentar desenvolver um sentimento intuitivo para as taxas relativas de
crescimento de expressdes como essas como uma ajuda para formar julgamentos rdpidos mas
confidveis acerca do comportamento provavel da série. Nessa ligagao salientamos que o numerador
37 do n<ésimo termo da série (4) contribui com o 3 no numerador da razio @p41/an apbs
simplifica¢do, e que o n! no denominador contribui com o n+1 no denominador dessa razdo.

Exemplo 3 Para a série

temos

. 4a . (n+1)p0 3n . 1y° 1 1
L—llm$=llm—3—n+l—'— =Ilim l+; §=§

. nio

Novamente temos L < 1, logo a série converge, pelo teste da razdo.

Nesse exemplo, a convergéncia da série nos diz que 37 cresce mais rdpido que n'° e vemos
do cdlculo de L que a série comporta-se como a série geométrica com r = 1/3. Observamos
também que o fator polinomial n!® contribui com o fator 1 para o célculo de L, e assim
nenhum fator polinomial como este tem qualquer efeito sobre o resultado do teste da razio.

Exemplo 4 A observagdo que precede o Exemplo 1 € ilustrada com clareza especial pela série

+
A
+

4 e

| w

350 2n—1)
5:8-+3Bn—1

N[ —
N
wh
N —
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Aqui o cancelamento de fatores leva a

3. @n—D@n+1) 2-5--- (Gn-1)

1 2n+1
25+ (Bn—1)3a+2) 1-3---Q2n—1)

n+2

a g
L=lim =~ =lim

w| bt

=lim

>
n

i
¢ a série converge, pois L<1.

Discutimos agora o chamado teste da raiz, que € um outro instrumento conveniente para
estudar o comportamento de convergéncia de séries.

Suponha que ZXa, seja uma sériec de termos ndo-negativos com a propriedade de que a
partir de algum n temos

a, < rn, onde 0 <r< 1. &)

A série geométrica Zr” evidentemente converge, logo Za, também converge pelo teste da
comparagdo. O fato de que as desigualdades (5) podem ser escritas na forma

Yz <r<1 ©)

d4-nos um enunciado conveniente do reste da raiz:

Se Zay, € uma série de termos nao-negativos tais que

lim Ya,=L, (N

n—aw

entdao
(a) selL <1, a série converge;
(b) selL > 1, a série diverge;
(c) seL =1, o teste nao é conclusivo.

A prova repousa nas observagdes precedentes. Para (a), se L <1 e r é um nimero quf“algf; :,113 r(Iltuee
L < r <1, entdo o significado de (7) nos diz que (6) vz'l'le ara todos os n sufic opent
grandes, ¢ assim Za, converge. Para (b), se L > 1, entdo Va, 2 '1 .de algum‘p(:lnt?lgo 2! a,
e assim @, > 1 para todos os n suficientemente grandes e a sene’ t.ilvefge, polts gl/n e
zero. Finalmente, estabelecemos (c) observando que L = 1 para a série divergente

convergente X 1/n?, pois ¥n— 1 quando n—>ee.
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Exemplo 5 No caso da série

|
2 (In n)»’

temos

L=lim ¥, = lim —— =,
Inn

Como L <1, asérie converge.

T

Em geral, o teste da raiz € provavelmente mais iitil para tratar séries em que a,, é complicado
mas </ a, é simples, de modo que lim {/a, ¢ fécil de calcular. Entretanto, o valor prdtico do

teste da raiz € excedido por seu significado teérico, e isto fica evidenciado principalmente na
Teoria Avangada de Série de Poténcias.

Observagdo 1 O teste da razio e o teste da raiz foram primeiro estabelecidos e corretamente

provados por Cauchy, em 1821, como parte da primeira exposi¢do satisfatéria dos conceitos
bdsicos da Teoria das Séries.

Observagdo 2 Vimos que o teste da razdo ndo é conclusivo quando lim a,,/a,, = 1, mas isto
estd longe do final da histéria. Se api1/ap = 1 por valores superiores, entdo temos apy1fay>1
Ou 2,.1 = ay, e Za, certamente diverge, pois ap ndo tende a zero. Mas se @, /a,, - | por
valores inferiores entdo hd diversos testes mais delicados que s3o capazes de trazer informacdes
adicionais. O leitor curioso encontrari alguns desses testes discutidos no Apéndice B.1.

Problemas

Use o teste da razdo para determinar o comportamento das seguintes séries:

n
l. EE;

nZ
2 3o

n!
4, by 7

n

3. 2?
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I
n! 6 EL'

AR C 2@y
(n)? g, 3.

7. 3 Gy 2 2n)
3.5 @n+1) 220

9. ¥ al 10 ¥ s

(2n+2)!
3ty -

23::
i, 32 12. 3

' 1:3 1-3:5
B 1A 2

21 3

1-3:5---@n—-1), .
+ o + 2

(n!1)23"
14. Z @n)

15. Seja Za, uma série de termos positivos com a seguinte propriedade: existe um namero
r <1 e um inteiro positivo n, tal que @, /@, = r para todo n = n,. Mostre que Za,
converge embora lim a,,, 1 /@, possa ndo existir.

Use o teste da raiz para determinar o comportamento das seguintes séries:

2n—1\"
17. Er”(nﬂs)'

16. =(¥Yn— 1)

e" nt 1)3".,1;
18 3. 19. E( = 3
n ‘A n n g
20.2e2"(n+1). 2L... 3 € (n+1)‘
| n3 nlO

147 TESTE DA SERIE ALTERNADA.
CONVERGENCIA ABSOLUTA

A maior parte de nossa atengdo até agora foi dirigida para séries .de.termos~pos1t1w;>s;
Desejamos agora considerar séries com termos positivos e negativos. As mais sufl;.ﬂes sIao aq(;laesae
cujos termos sdo alternadamente positivos e negativos. Estas sdo chamadas séries alterna
podem ser escritas na forma




I
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o

S EMa, =g —gta—at -, (1)

n=1
onde os ap sdo todos niimeros positivos. Como exemplos que ji sdo familiares em nosso trabalho
prévio, mencionamos a série do In 2

1—§+-——Z+...=1n2’ )

e também a série

|

I
4

I

I

I
+
It

©)

P

cuja soma foi descoberta por Leibniz em 1673.

E fécil ver que as duas séries alternadas (2) e (3) tém a propriedade de que os an formam
uma seqiiéncia decrescente que tende a zero:

B ayzaza=---
(i) a,—0.

Em 1705 Leibniz observou que essas duas condigbes simples sdo suficientes para garantir que
toda série alternada (1) converge. Esse fato chama-se feste da série alternada.

A esséncia da situagdo estd no movimento para frente e para tris das somas parciais da
série (1) sob as hipéteses estabelecidas, como estd ilustrado na Fig. 14.6.

' J
| -

| — |
! I ) i
' E K — | |
! i I b 51! |
' ! ! | I |
| ' ' ! I | |
| ' L (A |
l ' ! ' i [ |
| I | | | | I |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
2 $ -4 i iy e e
0 Sq S4 Sg  wew Seus S SIS 53 s =a,

Figura 14.6 O teste da série alternada.
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alizar as somas parciais $;, §z, §3, ..., COmegamos na origemAe \{arnos para a direita uma
, para atingir §;, entdo vamos para a esquerda uma dista.ncx.a menor a, para a.tmgu

depois vamos para a direita uma distincia ainda menor a; para atingir §3 € assim por diante.
g3 CoP tamento dessas somas parciais ¢ semelhante ao de um péndulo que oscila para frente
o conﬁil vagarosamente se aproxima de uma posi¢do de equilibrio que representa a soma s da

eé je. Sugerimos que 0s estudantes tenham essa figura em mente ao ler a prova no parédgrafo
série.

seguinte .

Para loc
distancia 4

Agora os detalhes do argumento. Uma tipica soma parcial par sj, pode ser escrita de

duas maneiras:

Sp=(ay—a)+t(a—a)t -+ Q301 — Qo)

=g —(ga— @) —(ag—as)— "+~ (Aap—z — G2p—1) — 2>

énde cada expressdo entre parénteses é ndo-negativa, pois os an formam uma seque.nma
nte. A primeira maneira de escrever s, exibe-a como a soma de n termos ndo-negativos,

decresce soma
logo $3p < Sppen © @S SOMAS parciais pares formam uma seqiiéncia crescente, como se mostra

na figura. A segunda maneira de escrever §;, mostra que Sy <a;, logoos sz, tém um
majorante. Como toda seqiiéncia crescente limitada converge, existe um nimero s tal que

lim s,, =s.

n—x

Mas as somas parciais {mpares tendem ao mesmo limite, pois

S =a—@ta—a; T Ty, + oy = S20 T Uaprrs

e, portanto,

lim Sy, = lim $p, + lim a3, =5 +0 =13,
= =

n—

pois @34y >0 quando n —eo. Isto nos diz que a seqiéncia {sn} de todas as somas parciais
converge ao limite s e, portanto, a série alternada (1) converge 4 soma s sob as condigbes

estabelecidas.
Exemplo 1 O teste da série alternada evidentemente implica a convergéncia das séries (2)e (3),

T e P it T
P 3 4
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pois 1/n e 1/(2n — 1) ambos decrescem a zero. No entanto, esse teste nio nos d4 informagdo, de
modo algum, acerca das somas dessas séries, e os estudantes se lembrardo de que as somas indicadas

aqui foram estabelecidas em discussdes prévias usando métodos muito diferentes de provar
convergéncia.

Exemplo 2 Determine o comportamento de convergéncia das séries alternadas

— 1)n+ln .

& Inn
@) 2 7000 + 51" T

(b) 3 (= 1y

n=2

Solugdo (a) Apesar dessa série ser alternada, temos que a, = n/(1000 + 5n)—> 1/5 quando
n = oo, logo a série diverge pelo teste do n-ésimo termo.

(b) Para provar que essa série converge, usando o teste da série alternada, devemos
mostrar que a, = (In n)/n decresce a zero. Sabemos que (In n)/n > O pelo Problema 3(a) da Segdo
14.2. Para demonstrar que os a,’s sao decrescentes, observamos que a fun¢do

JSx)= lugs tem derivada  f'(x) = sl in i,
X X

Essa derivada € negativa para x>e, logo f(x) é também uma fungio decrescente para x > e,
e, portanto, a, = a,,, para n > 3. (Como & usual ao considerar o assunto de convergéncia,
podemos desprezar os primeiros termos da série.) Nesse caso — e em outros — podemos estar
convencidos de que a, decresce a zero sem sentir nenhuma necessidade de uma verificagdo
detalhada. Entretanto, se existir qualquer divida, devemos estar preparados para fornecer uma
tal verificag@o.

Convergéncia Absoluta

Por que a série harménica alternada
I =4+ §=dot 68

converge enquanto a série harmonica

LHd+d+i+ oo
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diverge? A razdo essencial para a divergéncia da série ha:m’(“).nica € que seus termons ndo decrescem
suficientemente rdpido, como o fazem os termos da-série convergente z1/21, por exemplo.
As somas parciais de Z1/n consistem em muitos termos pequenos que somados ddo um total
g;ande, enquanto os termos de Z1/2M" decrescem tio rapidamente que nenhuma soma de
qualquer nimero deles pode mesmo atingir 2.

Em contraste com o comportamento relativamente simples dessas séries, a série harménica
alternada converge, ndo sé porque seus termos ficam pequenos mas também porque os sinais de
menos bem colocados impedem que as somas parciais cresgam muito e permitem que elas se
aproximem de um limite finito.

Algumas séries com termos de sinais mistos ndo precisam da existéncia dos sinais de menos
para a convergéncia, mas convergem apenas por causa da pequenez de seus termos; elas ainda
convergiriam mesmo que todos os sinais de menos fossem substituidos por sinais de mais. Séries
dessa natureza sdo particularmente importantes e s3o chamadas absolutamente convergentes, isto
¢, uma série Zay, diz-se absolutamente convergente se I |a,| converge.

Essas observagOes sugerem que convergéncia absoluta é uma propriedade mais forte que
convergéncia ordindria, no sentido de que convergéncia absoluta implica convergéncia. Isto é
verdade e € ficil de provar, como se segue. Suponha que Za, seja uma série absoluta.m_ente
convergente, de modo que X |a,| converge. As desigualdades 0 <a, + layl <2 lay| sdo eviden-
temente vélidas, pois a,, + |a,| é igual a O ou 2 |a,| conforme a, <0 ou @, =>0;e como 22 layl
converge, sabemos que Z(a, + l|a,|) também converge pelo teste de comparagdo. Como
Z(a, tlayl) e Zlay,| convergem, sua diferenca, que € Za,, também converge.

Quando tentamos estabelecer a convergéncia de uma série cujos termos tém sinais
misturados, testar convergéncia absoluta é um bom primeiro passo, pois (como acabamos de ver)
isto implica convergéncia. Para fazer isto, simplesmente trocamos todos os sinais de menos por
sinais de mais e testamos a série resultante de termos ndo-negativos. Recordamos 20s estudafnes
que nossos testes prévios — testes de comparagdo, teste da integral, teste da razio e teste ('la raiz —
se aplicam apenas a séries de termos positivos (ou ndo-negativos) e sdo, portanto, essencialmente
testes de convergéncia absoluta.

Exemplo 3 Teste as seguintes séries para convergéncia absoluta e também para convergéncia:

1 1 1
(@) Ao Bga iy f
1 1 1
(b)li?i?iﬁi" d 5
1 1 1
@Ql-—=4+—=—-—=+
) V2. V3 V4
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Solugio (a) Aqui a série Z|a,| dos valores absolutos é £1/n?, que converge. Isto nos diz que
a série (a) é absolutamente convergente e, portanto, convergeite. Essa série também converge
pelo teste da série alternada.

(b) O intento aqui é que os sinais de mais e de menos devem ser inseridos de qualquer
maneira, ou aleatoriamente ou de acordo com algum padrdo sistemdtico. Em qualquer caso, é
claro que, exatamente como em (a), a série € absolutamente convergente e, portanto, convergente.
Entretanto, sem o conceito de convergéncia absoluta ndo terfamos meios para determinar o
comportamento de convergéncia dessa série.

(¢c) Nesse caso, a série dos valores absolutos é £1/+/n, que é uma p-série divergente.

A série (c) é, portanto, nio absolutamente convergente. Todavia, essa série € claramente
convergente pelo teste da série alternada.

Observagdo 1 Uma série convergente que nfo € absolutamente convergente diz-se condicional-
mente convergente. Como exemplo, mencionamos as séries (2) e (3) e também a série do Exemplo
3 (c). Todas as séries dessa natureza sdo propensas a ter um mau comportamento, surpreendente
mas fascinante, e devem ser classificadas como ‘“‘maneje com cuidado”. Por exemplo, toda série
desse tipo pode ser convergente a qualquer niimero dado ou mesmo divergente, por convenientes
mudangas na ordem de seus termos. Por outro lado, toda série absolutamente convergente pode
ser rearranjada de qualquer maneira sem alterar seu comportamento de convergéncia ou sua soma.
Numa se¢@o anterior dissemos que “‘0 uso efetivo de séries infinitas repousa em nossa liberdade
de manipuld-las pelos vdrios métodos da dlgebra”. De modo geral, essa liberdade é disponivel
somente quando estamos trabalhando com séries absolutamente convergentes. Esses itens e outros
que n3o sio normalmente partes de um primeiro curso serdo abordados com detathes no Apén-
dice B.2.

Observagdo 2 O tnico teste disponivel que estabelece convergéncia diferente da convergéncia
absoluta é o teste da série alternada. Diversos outros testes dessa espécie sdo apresentados no
Apéndice B.3.

Observagdo 3  Os estudantes podem ter notado que quase todo o nosso trabalho nas segGes
precedentes deste capitulo foi devotado a mostrar se uma série converge ou diverge, e que muito
pouco foi feito para achar a soma de uma série convergente. Uma boa razio para isto é que o
segundo problema ¢ usualmente muito mais dificil que o primeiro. Por exemplo, a convergéncia
da série dos inversos dos quadrados é bem fécil de estabelecer, mas o valor exato de sua soma, ou
seja, o fato de que

=01 1 1 n?
D=l TS A

n=1
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estd longe de ser 6bvio e pode ser descoberto somente com alguma engenhosidade. Além disso,
a convergéncia da série dos inversos dos cubos é igualmente fdcil de estabelecer, mas sua soma
jamais foi descoberta e permanece até hoje um dos problemas ndo resolvidos mais atormenta-
dores da Matemdtica: 1
| 1 1

Uma segunda e talvez mais importante razdo para ndo forgarmos inicialmente o cdlculo da
soma de uma série convergente é que esse problema estard constantemente diante de nds nas
aplicagbes que discutiremos no restante do capitulo. Isto é, estaremos “representando” uma
dada fun¢do por uma certa espécie de série e sempre daremos aten¢do especial ao fato de
provar que essa série realmente converge a uma dada fun¢do como sua soma. Dessa maneira, as

somas de muitas séries numéricas convergentes serdo conhecidas como uma conseqiiéncia
imediata de nosso trabalho sobre séries convergentes de fungGes.

Problemas

Classifique cada uma das seguintes séries como absolutamente convergente, condicionalmente
convergente ou divergente:

1

EEEr L2 St
33— 4. 2(—1)”'-%.
5613 (—1)~+1%. 6. (=1 311,n-

7.3 (- 1y 1:3;15' 8 2(—1)"'m1723-
9s E(—l)n’f‘%. 10. 2(——1)’*'ln%.
O D

13. T (= 1y n‘f3' 14. 2(_1)'1415—1”,

15. 2(—1)"“%. 16. Y (—1y™'sinnn.
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7 oy SN2 N 18 et SIDZ 0
17. E(_l) nz . * 2(—1) ng’q'
sin? n ' .
19. 3 () =g 20. 3 (=1y*n Vn.
1 n‘3"
-—1)yrH — 1yt
21. Y (1) T 22. (1) o
1,1 1 1 1
R e B a5 A
L A TR S T
Ligrd s dargs 1 mulery !
l=s4-—c+=——+-—
B i 2e 2503 Spwdned
1 1 1 1,1 1 1
l+s—e—= +eto—o—= +-

B AT3TITETSTE T

26. Sabemos que se {a,} é uma seqiiéncia decrescente de niimeros positivos tais que a, >0,
entdo a série alternada (1) converge a algum nimero s como sua soma. Mostre que s
estd entre as somas parciais consecutivas Sp € Sp4q € que |5, — S| <ap4q.

27. Verifique se cada uma das seguintes afirmagdes é verdadeira ou falsa:

(a) toda série alternada convergente é condicionalmente convergente;
(b) toda série absolutamente convergente é convergente;

(c) toda série convergente € absolutamente convergente;

(d) toda série alternada converge;

(e) se Za, é condicionalmente convergente, entdo X |a,| diverge;

(f) se Z|ay,l diverge, entdo Za,, é condicionalmente convergente.

28. Se os ap’s sAo todos nimeros positivos, mostre que a série — @, +a, —da3 + a4 — ... converge
se e somente se a série @, —a, ta; — a4 +... converge. [Isto mostra que comegar uma série
alternada com um termo positivo, como em (1), é simplesmente uma conveniéncia, ndo uma
necessidade. ]

29. Se Zay e b, sdo absolutamente convergentes, mostre que
(@) Z(ap t+by) é absolutamente convergente;

(b) Zca,, é absolutamente convergente, para toda constante c.
30. Se Zaj e Ibj convergem, mostre que Zapb, é absolutamente convergente. Sugestdo:

(a—b)% >0, logo 2ab <a® +b?.

r )
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31. Use o Problema 30 para mostrar que, se Zaj converge, entdo Za,/n é absolutamente
convergente.

32. Ao usar o teste da série alternada, € um erro comum verificar apenas se a,, - 0, pois isto
ndo ¢ suficiente e a convergéncia ndo pode ser deduzida a menos que ambas as condigtes
(@) e (ii) sejam verificadas. Demonstre esse fato no caso da série alternada

P=t+d—d+i—+ -
mostrando que
@ a,~0;
(b) osap nio formam uma seqiiéncia decrescente;

(c) asére diverge (sugestdo: considere s,,).

33. Se s ¢é um numero dado qualquer, mostre que a série harmdnica alternada 1—% +% —

4t pode ser rearranjada (isto €, seus termos podem ser escritos numa ordem diferente)

de tal modo que a série resultante convirja a s. Sugest3o: tome um nimero suficiente de
termos positivos para ficar acima de s, depois um nimero suficiente de termos para ficar
abaixo de s etc.

148 SERIES DE POTENCIAS, NOVAMENTE. INTERVALO DE
CONVERGENCIA

Nas secbes anteriores deste capitulo concentramos nossa atengdo sobre séries cujos termos
sdo constantes. Nas cinco préximas se¢Oes voltaremos ao estudo de séries de poténcias cujos
termos sdo fungBes muito simples de uma varidvel x. J4 tomamos algum contato com as séries de
poténcias no Capitulo 13, principalmente com aquelas que aparecem de um modo bem direto da

série geométrica 1 +x +x? + ... Entretanto abordaremos agora esse assunto de um ponto de vista
diferente, sendo que raramente teremos ocasifo de nos referir ao trabalho anterior.

Lembramos que uma série de poténcias é uma série da forma
b |
%a"_x"=ao+a1x+a2x2+---+a,,x"+---, !
n
onde os coeficientes a, sdo constantese x ¢é uma varidvel. Como as séries de poténcias sdo quase

sempre indexadas de n =0 a n=oo, freqiientemente simplificamos a notagdo escrevendo (1)
como Za,x".
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As séries de poténcias servem a muitos propoésitos importantes tanto na teoria como nas
aplicacbes da Matemadtica. Primeiro, elas sdo particularmente adequadas para o célculo e sao,
portanto, Uteis em muitos problemas numéricos. Segundo, fornecem um caminho alternativo para
expressar muitas fungdes familiares e, muitas vezes, contribuem para nossa compreensdo dessas
funcoes. E, finalmente, no estudo das equagbes diferenciais, com freqiiéncia descobrimos que
as séries de poténcias sdo usadas para definir fungdes que sdo dificeis ou impossiveis de definir
de qualquer modo. Para ser mais explicito acerca disso, uma equag¢io diferencial pode, muitas
vezes, ser usada para gerar uma solu¢do na forma de série de poténcias, como ilustrado na Segfo
13.1; é entdo ndo s6 conveniente mas perfeitamente razodvel definir uma fun¢do f(x) dizerido
que € a soma de uma série de poténcias ‘

SW=ay+ax+ax*+ - +a,x"+ - ..
supondo, € claro, que a série converge.
A série geométrica

a1 txtaid o )

¢ evidentemente a série de poténcias mais simples. Sabemos que essa série converge para |x| < 1
e diverge para |x| = 1. Em geral, esperamos que uma série de poténcias convirja para alguns valores
de x e divirja para outros.

Estaremos certamente muito interessados em conhecer os valores de x para os quais uma
dada série de poténcias Za,x" converge. Para tais x, a soma da série é um nimero cujo valor
depende de x e é, portanto, uma fung¢io de x. Se denotamos essa fung¢do por f(x), entdo
f(x) pode ser encarada como definida pela equagdo

S =3 a,x". (3)

As vezes uma série de poténcias tem uma fungdo conhecida como sua soma. Por exemplo, se
[x| < 1, sabemos que a série (2) tem (1/1 — x) como sua soma. Entretanto, em geral ndo hé razdo
para esperar que a soma de uma série de poténcias convergente venha a ser uma fungio que
possamos reconhecer facilmente.

Trataremos de dois grandes grupos de questoes: Primeiro, que propriedades tem a fungio
f(x) definida por (3)? E continua? E derivdvel? Se é derivdvel, sua derivada pode ser calculada
derivando (3) termo a termo? E segundo — invertendo a situagdo — se uma fun¢do f(x) é dada
de antemo, sob que circunstincias ela tem uma expansdo em série de poténcias da forma (3)?
Como podemos calcular essa expansdo e o que pode ser dito acerca dos valores de x para os
quais a expansdo é vilida? Estes sio alguns dos pontos que estudaremos nas proximas segoes.

Comegamos determinando a natureza do conjunto de pontos para os quais uma série de
poténcias arbitrdria converge.
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Primeiro, alguns exemplos. E claro que toda série de poténcias converge quando x = 0.
Algumas séries convergem somente para esse valor de x, por exemplo,

x

MU= 23T 333 4t 4 K (4)
1

n=

Para ver isso, basta observar que, para todo x # 0, temos |nx| > 1se n § suficientemente grande,
de modo que o n-ésimo termo (nx)" ndo tende a zero e a série ndo pode convergir. Em contra-
partida, existem séries como

-n -

X -
2;—1+_\+2—!+§+;--, (5)

que convergem para todos os valores de x. Estabelecemos isto mostrando que (5) é absolutamente
convergente para todo x e isto € facil de provar pelo teste da razdo: ’

l-\-"-ﬂ/(” + I)II _ |_\-|n+l ”! B |\|

|x7/nt (n+ 0 v o+

(Quando se usa o teste da razdo, € necessdrio testar convergéncia absoluta, pois esse teste se aplica
somente a séries de termos positivos.) Como um exemplo simples que estd entre esses extremos,
temos a série geométrica (2), que converge no intervalo x| < 1 e diverge fora desse intervalo.

Nossa tarefa € descobrir a estrutura do conjunto dos x para os quais uma dada série
converge. Os exemplos discutidos acima mostram que hd pelo menos trés possibilidades: esse
conjunto pode consistir no unico ponto x = 0 ou ser a reta toda ou um intervalo limitado
centrado na origem. Provaremos que estas so as uinicas possibilidades.

A fim de estabelecer isto, precisamos do seguinte lema:

Se uma série de poténcias Ta,x" converge emx,, x; #0, entio ela converge absolutamente
em todo x com x| <x,, e se ela diverge em x, entdo diverge em todo x com |x| > x;.

A prova é bem fdcil. Se Za,x converge, entdo a"x{' — 0. Em particular, se n é suficientemente
grande, temos lapx] | < 1 e, portanto,

<rn, (6)

X
la,x"| = la,x,"} |—
n l .nl!xl

onde r = |x/x, |. Agora suponha que |x| < |x, |. Entdo, temos

¥
r=’—‘\<l,

Essa série € indexada de n =1 a n = =, pois n* ndo tem sentido quando n =0.
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e a desigualdade (6) nos diz que Z|a,x"; converge por compara¢io com a série geométrica
convergente Zr™. Isto prova a primeira afirmagdo. Para provar a segunda afirmagdo, assumimos
que Zapx} diverge. Entdo Za,x" ndo pode convergir para todo x com |x| < x,, pois, de
conformidade com o que foi provado anteriormente, implicaria a convergéncia absoluta — e,
portanto, a convergéncia de Za,x¥, e isto contradiz a nossa hipétese.

Estamos agora em posi¢do de enunciar e provar os principais fatos acerca do comportamento
de convergéncia de uma série de poténcias arbitrdria.

Dada uma série de poténcias Za,x", exatamente yma das seguintes afirmagoes é verdadeira:
(i) A série converge somente para x =0.
(ii) A série é absolutamente convergente para todo Xx.

(iii) Existe um numero real positivo R tal que a série é absolutamente convergente para
[x| <R e divergente para |x| > R.

O argumento segue o seguinte caminho. Se (i) ndo é verdade, ent3o a série converge para algum
x; # 0 e, pelo lema anterior, sabemos que, se 7 = |x |, entdo Zay,xM ¢ absolutamente convergente
sobre o intervalo —r <x <r. Seja S o conjunto de todos os numeros positivos r com a proprie-
dade anterior. Se S ¢ ilimitado, entdo (ii) é verdadeira. Agora, suponha que nem (i) nem (ii)
sejam verdadeiras, de modo que S € um conjunto nao-vazio de mimeros positivos que tem um
majorante. Pela propriedade bésica de completividade do sistema de ntimeros reais, S tem
supremo. Isto significa que existe um menor nimero R tal que r <R para todos os valores
de S*. Agora é fdcil ver que R tem as propriedades enunciadas em (iii).

O numero real positivo R no caso (iii) chama-se raio de convergéncia da série de poténcias.
Vimos que a série converge absolutamente em todo ponto do intervalo aberto (—R,R) e diverge
fora do intervalo fechado [-R,R]. Nenhuma afirmacgdo geral pode ser feita acerca do comporta-
mento da série nas extremidades R e —R. Hd exemplos de séries que convergem em ambas as
extremidades, ou divergem em ambas ou, ainda, convergem em uma e divergem na outra; para
determinar o que acontece com qualquer série particular, devemos testar cada extremidade separa-
damente. O conjunto de todos os x para os quais uma série de poténcias converge chama-se
intervalo de convergéncia. Essas idéias sao ilustradas na Fig. 14.7.

? ?
1%' {
I Convergéncia |
Divergéncia f absoluta | Divergéncia
e e —
—-R 0 R
Figura 14.7

Veja o Apéndice B.1 (Volume 1) para uma discussdo geral de supremos.
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E costume tomar R = 0 quando a série converge somente para x =0 e R = o quando
converge para todo x. Essa conven¢do permite-nos cobrir todas as possibilidades (exceto o
comportamento nas extremidades) em uma unica afirma¢do:

Toda série de poténcias Ta,x" tem um raio de convergéncia R, onde 0 < R < o, com a
pmpriedade de que a série converge absolutamente se |x| < R e diverge se |x| > R.
Deve ser observado que se R = 0, entdo nenhum x satisfaz a condigdo |x] <R, e se R =os
entdo nenhum X satisfaz a condigdo |x| > R; logo, em ambos esses casos, nossa afirmagio geral

¢ verdadeira por vacuidade.

Se uma série de poténcias Za,x” ¢ dada, como achar o seu intervalo de convergéncia?

A primeira etapa é achar o raio de convergéncia R. Hd uma férmula simples para R que
funciona em muitas situa¢des:

an

R=1m , (7

pty

supondo que esse limite exista — podendo eventualmente valer + o. Isto segue-se diretamente
do teste da razdo, pois a série converge absolutamente ou diverge, conforme o nimero

N N, e . la Y|
]l | it - i=11m n+1 ‘|X|= : .
la, x| - lim|a,/a,|
seja < 1 ou > 1, isto €, conforme
, a : a
x| < lim [— ou |x|>lim [~
n+l Apyy

Isto estabelece (7).

A segunda etapa € testar o comportamento da série nas extremidades.

Exemplo 1 Determine o intervalo de convergéncia da série

X" x2 X3
EF=X+¥+¥+ e

. . o . . : = i = 2
como indicado, essa série é entendida como sendo indexada de n = 1 a n =°°, pois dp 1/n
nao tem significado paran =0.
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Solugao  Aqui temos

2 2
Gy 1/n *'UH.”—“I

e :

Qpty

logo R = 1. Nesse exemplo, a série converge em ambas as extremidades: em x = 1, a série é
Z1/n?, que é uma p-série convergente, em x = —1, é (—1)"*/n*, que converge pelo teste da
série alternada. O intervalo de convergéncia é portanto o intervalo fechado inteiro [—1,1].

Exemplo 2 Determine o intervalo de convergéncia da série

n+2 3 4 ,
n = —_ —_ + wel
> T 2+3x+32x
Solugao Desta vez temos
_a,,_=n+2" Y =n+2

¥ n¥3 nt3

Gpi

logo R = 3, Nesse caso, a série diverge em ambas as extremidades: em x = 3, é o mesmo que
2+3+4+,..eemx=-3tornase 2 — 3 +4 — ... O intervalo de convergéncia ¢, portanto, (—3,3).

Exemplo 3 Determine o intervalo de convergéncia da série

x" x1,¥x2
Dy g ek

Solugdo Aqui temos

|an | _WntD) _n+2 |
ldpes]  1/n+2) n+1

l,

logo R = 1. Em x =1, a série é a harménica | + 4+ 4+ + -, que diverge,e emx = 1,6
a série harmonica alternada | — 4+ {— -+ - | que converge. O intervalo de convergéncia é,
portanto, [-1,1].

Exemplo 4 Determine o intervalo de convergéncia da série

-_— "x_ln_ —iz. x‘_...
DA A T ; &
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-—'-'--._-_-_-___

A férmula (7) n3o se aplica diretamente, pois a metade dos coeficientes dessa série de

Solugao : ,, .
poténcias é zero. Todavia, a série pode ser escrita na forma
_ YL Ya
1 2! + 4! ”

2 y . .
onde y=x".Nossa férmula pode ser aplicada a essa série e acarreta

a, 1/2n) _ (2n+2)!

TUen+2 - @2y

=Qn+ 1)2n+2)— =,

Apiy

Jogo R =+o° paraa y-série. Segue-se que a x-série também converge para todo x, logo o intervalo
de convergéncia desejado para (8) € (—o°,00).

Se g é um nimero real, a série

©

;)a,,(x—a)"=a0+a,(x—a)+a2(x—a)1+--- )

chama-se série de poténcias em (x — a). Para efeito de énfase, o caso particular (1) em quea =0
chama-se, muitas vezes, série de poténcias em x. Se colocamos z = x — a, entdo (9) torna-se
Za,z", que é uma série de poténcias em z. Se podemos determinar o intervalo de convergéncia
dessa tltima série pelos métodos previamente descritos, entdo essa informagdo pode ser utilizada
para determinar o intervalo de convergéncia de (9). Por exemplo, se Zauz" tem [-R,R) como
seu intervalo de convergéncia, entdo ela converge para —R < z < R. Isto significa que
- R<x -—a<Roua—R<x <a+R Dizemos entdo que [a — R, a + R) é o intervalo de
convergéncia e que R é o raio de convergéncia da série de poténcias (9).

Para efeito de simplicidade de notagfo, limitaremos a maioria de nossas discussoes detalha-
das a séries de poténcias em x.

Problemas
Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das seguintes séries de poténcias.

2. 2 nixn,

2n
4, 2 P X",
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X"

_ln*lx_n'
6. i

2n
8. X am <"

x'l

10. 3 -,
12. % :2

14. Y nix".

16. ¥ (:‘/'_l,);l X",
18. Y Innn xn.
20, $ 2

n

3
22 z'nT;—l(X— l)".

(x—3)
4. 3

_l n+l
it E(nlr:n B il

nl
28. % 7 X+ 2)

Determine o raio de convergéncia da

ala+ )b+ 1) 2

ala+ 1)a+ 2)bth+ 1)h+2)

2cle+ 1)

2 4
) =1-% 4 X

(e + 1)(e+ 2)

XE:

52 22.42_2

| 5. Xave
X"
7 X m+1’
o Bmt
4 2‘ 2n)
\-Zn+l
1. 3 5
13, 2 }:n -:-rl £
15, 3 5L e
AN
17.% =
= _,
19. Y niin n)’x :
n2
213 = ap
10
23, 2—(2")! x=17y
]
5. 3 oy
27. 2 h;"” (x—ey
29.
(a) série hipergeométrica
1 + a—bx+
o
(b) fung¢do de Bessel
30.

2,42.62+"'

Dé um exemplo de uma série de poténcias com R = .

XA
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Se infinitos coeficientes de uma série de poténcias sdo inteiros ndo-nulos, mostre que R <1.

31.

149 DERIVAGAO E INTEGRAGAO DE SERIES DE POTENCIAS

Considere uma série de poténcias Zayx™ com um raio de convergéncia positivo R. Vimos na
Segdo 14.8 que essa série pode ser usada para definir uma fungdo f(x) cujo dominio de
definigdo € o intervalo de convergéncia da série. Especificamente, para cada x nesse intervalo,
definimos f(x) como sendo a soma da série

SO =a+ax+ax+ - +ax+ . 0y

Essa relagdo entre a série e a fungdo 4 expressa, com freqiiéncia, dizendo-se que Zayx" ¢é uma
expansao em série de poténcias de f(x). Por exemplo, sabemos que se |x| <1, entdo

Xt @
1 +x :

pois a série geométrica Z(—1)"x" converge e tem a soma 1/(1 +x). Conseqiientemente, a fungdo
f(x)=1/(1 +x) tem a série a direita de (2) como uma expansdo em série de poténcias.

Os polinémios, que sdo somas finitas de termos da forma a,x", sdo fungbes muito simples.
Elas sdo continuas em toda parte e podem ser derivadas e integradas termo a termo. Como vimos
no Capitulo 13, a soma de uma série de poténcias pode ser uma fungdo muito mais complicada,
mas é ainda suficientemente simples para gozar dessas trés propriedades em comum com oS
polindmios, dentro do intervalo de convergéncia.

Damos o seguinte enunciado formal desses fatos muito importantes:

(i) A funcdo f(x) definida por (1) é continua no intervalo aberto (—R,R).

(ii) A funcao f(x) é derivivel em (—R,R) e sua derivada é dada pela formula.

SO =a +2a,x+3ax2+ -+ +nax"M 4 3)

(iii) Se x é um ponto qualquer de {—R,R), entao

* 1 1 e
J’f(l)dt=a0x+%a1x2+§a2x3+---+-n—_?TanX+l+ -—_)!
0
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As provas dessas afirmagBes dependem de uma natureza especial de convergéncia chamada
convergéncia uniforme. Os detalhes podem ser encontrados no Apéndice B 4.

Vdrios comentdrios sdo feitos a seguir.

Primeiro, observamos que se (i) ¢ aplicada a fungdo f(x) em (3), entdo segue-se que f(x)
¢ também derivdvel. Isto, por sua vez, implica que f”(x) € derivdvel e assim por diante. Assim, a
fun¢do original f(x) tem derivadas de todas as ordens. Podemos resumir a situago dessa maneira:
no interior de seu intervalo de convergéncia, uma série de poténcias define uma fungdo infinita-
mente derivdvel cujas derivadas podem ser calculadas derivando-se a série termo a termo. A deriva-
¢d0o termo a termo pode ser enfatizada escrevendo-se (3) como

d d
p (2 a,,x") =0 I (a,x™).

Vale a pena observar que a derivabilidade termo a termo de uma série convergente de fungdes ¢,
em geral, falsa; ela € verdadeira aqui apenas porque estamos tratando de uma espécie particular
oo

de séries. Como exemplo simples da falha dessa propriedade, mencionamos a série El (sen nx)/n?,
n=

que € absolutamente convergente para todo x por comparagdo com a série convergente X 1/n?,
pois |(sen nx)/n?| < 1/n?. A dificuldade aparece com a série derivada termo a termo
Z (cos nx)/n, pois essa série diverge para x =0.

No caso de (iii), se preferirmos evitar o uso da varidvel r, entdo (4) pode ser escrita na forma

[ 1
ff(x)dx=aox+—alx2+—a2x3+ Rl a,xmtt+ - (5)

1
2 3 n+1

supondo que achamos uma integral indefinida a esquerda que € igual a zero quando x =0. A
integrag@o termo a termo da série de poténcias pode ser enfatizada escrevendo-se (5) como

[ (s o) asm g ( [ ).

Salientamos também que € parte do significado de (3) e (4) que as séries derivada e inte-
grada nos primeiros membros dessas equages convergem no intervalo (R,R). Provaremos isto no
fim desta segdo. Entretanto, antes disso, damos diversos exemplos do valor pritico dos procedi-
mentos discutidos aqui.

Exemplo 1 Determine uma expansdo em série de poténcias de In (1 +x).
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Solugdo Nosso ponto de partida € o fato de que a derivada de In(1 +x)é 1/(1 +x) e para |x| <1
essa fungdo tem a expansdo em série de poténcias dada por (2). Agora, usando (5) e o fato de
que In(1 + x) é igual a zero quando x = 0, e integrando (2) termo a termo obtemos imediatamente

n+1 X xn

+ - :i(_l)nﬂ_

n=1 n

x2 X3 X
") — ¢ — — —  — e me _— l n
In(l+x)=x="+3 ARy

Sabemos a partir da discuss3o anterior que essa expansao ¢ vdlida para |x| < 1. Como vimos na
Secdo 13.3, é também vélida para x = 1, mas nossos métodos presentes ndo dao informacio
sobre esse fato.

Exemplo 2 Determine a expansio em série de poténcias de arc tg x.
Solugio A derivada dessa fungdo é 1/(1 + x?) e vemos, substituindo x por x*> em (2), que

1

_=1_X2+X4—"'+(_1)"X2"+“'
1+ x?
se |x| < 1. Usando (4), temos
X dl X
= Ik S l=—24r—+ ) dt
arc tg x L1+[2 L(
x3ox X7 & KOS
B R T N e i ey

para |x| < 1. Novamente, nossos métodos presentes ndo ddo informagdo acerca do que acontece
nas extremidades x =1+ 1.

Exemplo 3 Determine a expansdo em série de poténcias de e*.

Solugio Na Segdo 8.3 provamos que e* € a unica fungdo que € igual a sua prépria derivada em

toda parte e tem o valor 1 em x = 0. Para construir uma série de poténcias igual a sua propria

derivada, usamos o fato de que, quando tal série é derivada, o grau de cada termo diminui de 1.

Queremos, portanto, que cada termo seja a derivada de um termo que o segue comegando com 1
- 1 2 . 1 3 .

como o termo constante, o proximo devendo ser x, depois 5 x*, depois 73 x> e assim por

diante. Isto produz a série

2! 3 n
Xn Xy s 5% wma g (6)

1+x+2! 3 ol
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que converge para todo x, pois

R=lim—£=lim(n+l)=°°
1/(n+ 1) '

Construimos a série (6) de modo que sua soma fique inalterada por derivago e tenha o valor 1 em
x =0. Em vista da observagio acima, isto estabelece a validade da expansio

2 3 n
x_+%+ ] +x_+ E

e"=l+x+2! 3 o

para todo x.

Exemplo 4 Determine as expansdes em séries de poténcias de 1/(1 — x)? e 1/(1 — x).

Solugdo Comegamos notando que

1 =i( 1 )
(1=xP de\l1—x/"

As préximas etapas s3o expandir 1/(1 — x) na série de poténcias Zx” para |x| <1 e depois derivar
essa série termo a termo:

(l_l_x)2=d%’c(1+x+x2+-.-+xn+---) =1+2x+3x2+ -+« +px" '+ -+
=> =3 (n+ Hx".
n=1 n=0
Uma outra derivagdo d4
2 d 1 d
(1—x)3=d_x[(l—x)2] =E(l+2x+3x2+---+nx""+ ce)
=2+4+3-2x+4-3x2+ - - +nn—Dx"2+ -0,
logo
1 1 2 n—2
(l_x)3=5[2+3-2x+4-3x+---+n(n—l)x + -]

> nnr—1) h (n+2]{n+l}x"

~2 T
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gxemplo 5 Determine a soma da série

©

s SR
Pt 4=
. 2 3 ,,2', n

Solugdo E fdcil ver que R =1, logo a série converge a alguma fungfo f(x) para |x| < 1. Derivando
essa série, obtém-se a forma simplificada

S)=1+x+x2+ - +x"+, - =

1 —x
Como f(0)=0, a integragdo agora acarreta
J)=—In(1 — x).
Exemplo 6 Calcule a soma
x+4x2+9x3+ -0 =3 nixn

n=\

Solugio Novamente temos R = 1, logo a série converge a alguma fun¢io f(x) para |x| < 1.
Podemos escrever

SO =x+4x2+9x3+ - - + x4+ - -+ = xg(x),

onde
g)=1+22x+32x2+ - -« + 2"+ o+,

Nesse ponto observamos que

g(x)=-‘;1—x(x+2x2+3x3+ e taxnt o) =%[X(l+2x+3x2+ e daxrt4 - )

Pelo Exemplo 4,
1
- -2 e 00 - n—1 P —
14+ 2x+3x2+ + x4+ 0=
logo
_d[_x ]= 14 x
A g(x) dX (1 _x)2 (1 _x)S

_ x+x?
f(x)—(l—_x“)g-
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Em conclusio, devemos agora mostrar que as séries (3) e (4) convergem no intervalo
(=R,R).

A prova de (4) é ficil: como Z |a,x"| converge e

a,x" <|a,x"|
n+1) "7
. R R : a xn .
o teste de comparagio implica que 2 ﬁ converge e, portanto,
n

) a,x" _ 1 "
2P e M

também converge.
A prova de (3) é um pouco mais complicada. Seja x um ponto no intervalo (—R,R) e

escolha € > 0 de modo que |x| +€ <R. Como |x| + € estd no intervalo, Z|a,(|x| +€)"| converge.
No Problema 7 € pedido aos estudantes mostrar que a desigualdade

[nx™'] < (|x]+ €)"

€ verdadeira para todos os valores de n suficientemente grandes. Isto implica que

fna, x| < |a,(|x| + €y,

logo a série T |na,x"—1| converge pelo teste da comparagdo.

Problemas

1. Determine as expanses em séries de poténcias das seguintes fung¢des e os valores de x para
0s quais essas expansdes sdo validas:

(a) E1_+_x)2; (b) e
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-I"'-—-____

Mostre que

> (n+ l)(n+2){n+3)x _ 1

n

"Z;) 6 T

Calcule a soma de cada uma‘das seguintes séries:

X3 x3 x2n+l
@x+ts+T+ -

gt gualy |ty e i
x x2 xn—l
(b)1+5!'+3?+"'+7+"'.

(€ x+2x24+3x3+ - +axn+ -0
(d x+233+3x5+ - - ¥t

Mostre que

=_f*1n{1—.r)dt
0 !

M s
FLlg

3
]

Mostre que a funcdo de Bessel

x? x4 X8

22 22-42_22-42-63-{_.”

satisfaz a equagdo diferencial xy” +y’ +xy=0.

Obtenha a série

W
w
(V3
=
~

X

1
In(x+ V1l +x¥)=x—

X3
S+
273

v
e
ile
=
~

1-3
2-4
integrando uma outra série.

Se € > 0, mostre que a desigualdade |nx"~ 1| < (|x| + €)” é verdadeira para todos os valores
de n suficientemente grandes. Sugestdo: n""|x|'=(/" — |x|.
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14.10 SERIE DE TAYLOR E FORMULA DE TAYLOR

Jd resolvemos o problema de determinar a natureza geral da soma de uma série de poténcias:
dentro do intervalo de convergéncia, ela é uma fungio continua com derivadas de todas as ordens,
Investigaremos agora o problema inverso de comegar com uma dada fungdo infinitamente derivdvel
e expandi-la em uma série de poténcias. Na Se¢do 14.9 estabelecemos vdrias expansoes desse tipo
para algumas fungGes especiais com derivadas particularmente simples. Nosso prop6sito aqui ¢
considerar um método de maior generalidade.

Pode parecer que os coeficientes de uma série de poténcias nio tém necessariamente ligagao
entre si. Entretanto, na verdade, eles sdo ligados por uma cadeia invisivel, que esclarecemos agora.

Com esse fim, vamos assumir que uma fungio f(x) seja a soma de uma série de poténcias
com raio de convergéncia positivo,

SO =3 ax"=a,+tax+ax2+ - - -

n=0

, R>0. (1)
Pelos resultados da Segdo 14.9, a repetida derivagio termo a termo é legitima e acarreta

S0 =a, +2a,x+ 3a;x*+ - - -,

S =1-2a,+2-3a;x+ 3-da,x2+ - - -,

STy =1-2:3a;4+2-3-4a,x+ 34-5Sa,x> + + - - |
€ em geral

J"(x) = nla, + termos contendo x como fator

Sabemos que essas expansdes das derivadas em série de poténcias sdo vélidas no intervalo aberto
Ix{ <R. Colocando x =0 nessas equagdes obtemos

fO=a, [f(O)=a, ["(0)=12a,

J"0)=1-2-3a,, cy o SOA0)=nla,,
logo
ay :f(o)’ a, =f’(0)5
W 0 0 0 "),
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Essas féormulas sdo realmente notdveis, pois nos dizem que se f(x) tem uma €Xpansiao em série
de poténcias da forma (1), entdo seus coeficientes devem ser os nimeros dados por (2). A série

(1) torna-se, portanto,

10 =/ + O +12D 2y

[20)
5 At (3)

A série de poténcias & direita de (3) chama-se série de Taylor de f(x) [em x = 0]. A conclusdo
seguinte estd implicita nessa discussao:

Se uma fungio é representada por uma série de poténcias com raio de convergéncia positivo,
entio existe somente uma série como essa e deve ser a série de Taylor da fungao.

Resumidamente, as expansoes em série de poténcias so inicas, pois (2) nos diz que os coeficientes
sio univocamente determinados pela prépria fungdo. Se usarmos as conven¢des-padrio mencio-
nadas anteriormente, que 0! = 1 e que a zero-ésima derivada de f(x) é a propria f(x) [F(O(x) = f(x)],
entdo (3) pode ser escrita como

=3

n=0

= n) 0
o

Os nimeros a, = f( ”/(0)/n! chamam-se coeficientes de Taylor de f(x)*

A equag@o (3) era verdadeira na discussao precedente porque comegamos com uma série
convergente tendo f(x) como sua soma. Comegamos agora com uma fungdo f(x) que tem
derivadas de todas as ordens em algum intervalo aberto / contendo o ponto x = 0. Podemos
formar a série de Taylor a direita de (3) e colocar a questdo: € a equagdo (3) uma expansio
vdlida de f(x) no intervalo /? Para que ndo haja qualquer md compreensio, estabelecemos tdo
claramente quanto possivel que essa equagdo nem sempre é védlida e se € ou ndo ¢ depende
inteiramente da natureza individual da fungdo f(x). Na Observagdo 2, daremos um exemplo de
uma fun¢do infinitamente derivdvel cuja série de Taylor converge em toda parte, mas nao ao vglor
da fungdo; logo, nesse caso particular, a equagdo (3) ¢ falsa.

A fim de esclarecer melhor nossas idéias, procedemos como se segue. Paramos a série de
Taylor, 4 direita de (3), no termo contendo x” e definimos o resto R,(x) pela equagdo
/"0) 2 AR

f(x)=f(0)+f’(0)x+—§-l-—- + - +'TX"+R"(X). (5)

Brook Taylor (1685-1731) foi secretdrio da Royal Society e um entusidstico defensor de Newton em sua
controvérsia acrimoniosa com Leibniz e os irmdos Bernoulli acerca da invengio do Célculo. Tayl?r publi-
cou sua expansio em série de poténcias de uma fungao em 1715, mas simplesmente como uma formgla e
sem qualquer consideragdo de convergéncia. Essa expansdo j4 tinha sido publicada por J ohn. ABer_noulh em
1694. Taylor estava totalmente ciente desse fato, mas preferiu ignori-lo. Naqueles dias a ciéncia desper-
tava paix0es que hoje vemos somente em politica e religido.
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Entao a série de Taylor, i direita em (3), converge i fungdo f(x) exatamente quando

lim R,(x)=0. (6)

n—sx

Essas equagdes realmente ndo resolvem nada, porque R n(x) € definida como sendo o que torna
(5) verdadeira, e (6) ¢ simplesmente o significado da afirmagio de que a série de Taylor converge
a fungdo. Essa abordagem ¢ util apenas quando podemos mostrar que R, (x) pode ser expressa em
uma forma que torna vidvel a prova de (6) no caso de fungdes particulares. Enfatizamos que (6)
nem sempre € verdadeira, porque (3) ndo é sempre verdadeira. A férmula geral mais conveniente
para R, (x) é

U (e) .

RO=Grrmy ¥ @

onde ¢ € algum nimero entre 0 ¢ x. Quando R,(x) é expressa dessa maneira, (5), chama-se a
formula de Taylor com resto na forma de derivada*. A prova de (7) é razoavelmente técnica e é
dada na Observagdo 3, de modo que os estudantes que desejarem ignord-la podem fazé-lo
tranqiilamente.

Damos agora diversas ilustragdes do uso de (6) e (7). Primeiro, no entanto, observamos que

et 8)

n—o N

para todo x, pois a sériec Zx"/nl ¢ absolutamente convergente em toda parte. Precisaremos
desse fato em nossos dois primeiros exemplos. i

Exemplo 1 Determine a série de Taylor para a fungdo f(x) = e e use (6) e (7) para provar que
converge a e* para todo x.

Solugdo Temos claramente

J(x) = e, S =1;
S)=ex,  fO)=1,
JSx)y=ex,  fM0)=1,

Hi outras formas do resto que nde abordaremos.
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..-—'-'--_.__
¢ assim por diante. Por substitui¢do em (3), obtemos
X-Z X" o xn
X = c+ —F s I v e = - 9
e e a 2 ©)

¢ para provar a validade da expansdo pelos nossos métodos presentes, examinamos o resto R, (x).
para todo x, ¢ fdcil ver que o valor miximo da fung@o exponencial no intervalo de 0a x ¢ seu
valor M na extremidade direita. Por (7) e (8) temos, portanto,

Lk
<

=+

J('(J|+I)(|-_--} S
(n+ 1"

ef
— — yhtl
4(:4-{- o

IR, ()| = -0,

logo (9) € vdlida. Naturalmente, estabelecemos (9) de uma outra maneira na Se¢do 14.9.

Exemplo 2 Determine a série de Taylor para f(x) = sen x e use (6) e (7) para provar que converge
a sen x para todo x.

Solugdo Podemos esquematizar nosso trabalho como se segue:

f(x)=senx, JS(0)=0;

f(x) = cos x, ;SO=1
Sy =—senx,  [7(0)=0;
[7(x)=—cosx, [f"O0)=-1,

¢ as derivadas subseqiientes seguem esse mesmo padrdo. Por substitui¢do em (3), obtemos

,\'3 XS ., x!n-i-l A _ i iy )
senx=x—§+§—"'+(—1)(_zn+—m _”25( ) (2n+ 1) (10)

yantl

Até agora, tudo que sabemos € que se sen x tem uma expansdo em série de poténcias, entdo essa
expansdo deve ser (10). Para provar que (10) é realmente verdadeira para todo x, usamos (6)
e (7). Como

et =senx]  ou  |fUTH(x)| = |[cos x],

¢ claro que |/“*")(c)] = | para todo nimero c. Portanto, por (7) e (8), temos

|X|n+l |X|n+l
(n+ 1!~ (n+ 1)

IR, ()] = /D(c)] —i0;
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logo (10) € verdadeira. Os estudantes devem recordar que provamos (10) na Se¢do 13.4 por um
método muito diferente, exigindo considerdvel engenhosidade. Nosso método presente tem a
vantagem de ser direto e sistemdtico.

Exemplo 3 Determine a série de Taylor para cos x e prove que converge a cos x para todo x.

Solugdo Poderiamos proceder de modo direto, como no Exemplo 2. Em vez disso, que ¢ deixado
aos estudantes para ser feito nos problemas, obtemos a série desejada derivando (10),

__X_2 54___... _n'\d" ...-——jc_n'xz'l
cosx=1-5r+3 AR =2 o (11)

n=0

A validade dessa expansio é garantida“ pelos resultados da Se¢do 14.9. Como jd encontramos a
expansdo em série de poténcias de cos x, sabemos, pela discussio da unicidade feita anterior-
mente, que essa deve ser a série de Taylor.

As trés séries estabelecidas nesses exemplos podem ser usadas para determinar expansées
em série de poténcias para muitas outras fun(;fies.2 Assim, como (9) é verdadeira para todo x,

uma representa¢do em série de poténcias de e > pode ser encontrada substituindo —x? por
x. Isto acarreta

x4 X6 xZn
e—XI=1_x2+E_§T+|..'+(_1)"7—+...' (12)

Podemos aplicar essa férmula para calcular a integral definida

1
f e dx,
Q

mesmo que a correspondente integral indefinida n3o possa ser calculada em termos de fungGes
elementares* . Integragdo termo a termo dd

v x3 x5 X
Le “'P 3ts a7t

! 1 1 1
]0 Slests Tt

Essa expressdo para o valor da integral como uma série numérica é exata e pode ser usada para
obter esse valor em forma decimal com qualquer grau de precis3o.

* Veja a Segdo 10.8 (Volume I).
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g

Observagdo 1 Dada uma fungdo f(x) que € infinitamente derivévelvem algm intervallo f:ontendo

onto x =0, examinamos a possibilidade de expandir essa fun¢do como série de poténcias em x.
i modo mais geral, se f(x) ¢ infinitamente derivivel em algum intervalo contendo o ponto x =g,
E:demos perguntar acerca de sua possivel expansdo como uma série de poténcias em x — g,

@

W= ax—ar=at+ax—a+tax—a+- . (13)

n=0

Esse problema é equivalente ao primeiro, porque (13) é o mesmo que a série gw)=ay,va,w+t
a,w? + .. ondew=x —aegw)=f (x), e portanto nenhuma discussao separada ¢ exigida. Como
gin'l(o) = f(n)(a), a série de Taylor de f(x) em poténcias de x —a (ou em x = a)é

=3 LD gy =0+ rape -+ 52 e ap (14)

1
= 2!

Alguns autores referem-se a (3), que € o caso especial de (14) correspont.lente aa= 0, como a
série de Maclaurin. Entretanto esse costume ndo tem justificativa histérica e estd sendo rapida-
mente abandonado. Sempre que usarmos a frase “série de Taylor” sem qualquer especificagdo,
estaremos querendo dizer “série de Taylor em poténcias de x” ou em x = 0.

Observagdo 2 No Problema 42 da Segdo 12.3 pedimos aos estudantes para considerar a fungdo
f(x) definida para todos os nimeros reais x por

U [l S et )
Jw= 0, x=0.

Essa fungdo € continua e tem derivadas de todas as ordens para todos os valores de x. Alén_l d%s§o,
toda derivada se anula em x =0, isto é, f(")(0) = 0 para todo inteiro positivo n. Isto significa
que o grdfico da fun¢do (Fig. 14.8) é extremamente achatado na origem — poderiamos dizer
“infinitamente achatado” . Para essa fungdo, a férmula de Taylor (5) torna-se

J)=0+04 - +0+R,X).

A série de Taylor da fungdo €, portanto, a série

0+0+ -+ +0+ -+,
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que converge para todo x mas converge a f(x) apenas para x =0.

Figura 14.8

Assim, embora a fungdo tenha derivadas de todas as ordens em toda parte, ainda ndo é necessa-
riamente representada por sua série de Taylor, e se desejamos estabelecer a validade de uma tal

representagdo, devemos invocar outros argumentos sélidos de alguma natureza, como é
ilustrado nos trés exemplos discutidos acima.

Observagio 3 Damos agora uma prova da férmula (7) para o resto Ry (x). Primeiro,

definimos s,,(x) escrevendo :

R, (x) = Sy(x)xmt!

para x # 0. A seguir, mantemos x fixo e definimos uma fungio F(f) para 0 < r < x
(ou x <7< 0)escrevendo
: (4 { ), !
FO=10 =0 =00 =050 @-p— o =L gy ipm
A equagdo (5) mostra que F(0) = 0. Também é 6bvio que F(x) = 0. Segue-se que F'(c) = 0 para
algum nimero ¢ entre 0 ¢ x*. Derivando F(f) com relagio a r, cancelando e substituindo r
por ¢, obtemos

F(o)= —f% x—co)y+ S,x)(n+ D(x—c)n=0,

logo

_ S )
S = )

¢ a prova de (7) estd completa.

Em palavras, se o grdfico de nossa fungdo F(f) toca o eixo ¢ em dois pontos, entdo deve ter uma tangente
horizontal em algum ponto entre eles. Essa inferéncia repousa no fato de que F(#) é continua no intervalo

fechado 0 < ¢ < x (ou x < ¢ < 0) e derivdvel no interior desse intervalo. Veja o teorema de Rolle no
Apéndice B.4 (Volume I).
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TRESE
problemas

|.  Use (3) para determinar a série de Taylor de cada uma das seguintes fungdes e depois use (6)
i (7) para provar que cada uma dessas expansdes ¢ vdlida para todo x:

(a) cos x; (b) e™™; (c) e

Obtenha a série (11) para cos x a partir da série (10) para sen x, integrando termo a termo.
Sugestdo: lembre-se de que a integral indefinida deve ser igual a zero quando x = 0.

[ )

3.  Obtenha a série (10) para sen x derivando a série (11) para cos x.

4 Defermine a expansio em série de Taylor de cada uma das seguintes fungGes (sugestdo:
toda série de poténcias que converge a uma fung¢do num intervalo centrado em x = 0 deve
ser a série de Taylor dessa fung@o):

(a) x%e~

(b) xe™3x,

(c) cos \/)_c;

(d) xsenSx;

(e) senx?; .

(F) cos? x [sugestdo: cos? x = 4(1 + cos 2x)};
(g) sen? x;

(h) 1 —7sen® x;

(i) f(x)=s—en7J£ para x #0,/(0)=1.

Nos Problemas de 5 a 9, use qualquer método para obter cada uma das expansOes dadas em série
de Taylor como estdo indicados, sem se preocupar com convergencia. :

5. tgx =x+43+ A+ -
6. sec?x=1+x2+4x*+ - -.
x2 x4 x6
T n(eos ) == =153
8. In (1 +senx)=x = bx? + x> —pxt + - - -
9. In(I +ex)=In2+4x+4x>—ghx+ - - .

10. Mostre que um polindmio P(x) = a¢ +a,x +a,x> +... +a,x" ¢é sua propria série de Taylor.
11. Se P(x) ¢ um polindmio de grau n ¢ a ¢ um nimero qualquer, mostre que

. P
Po=P@+ Tl -0+ + "

(x—a)y.
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12. Determine a expansao em série de Taylor de
(@) 3x? —5x +7 em poténcias de x — 1;
(b) x* em poténcias de x +2.
Confira as expanses em (a) e (b) usando dlgebra.

13. (a) Seja p uma constante arbitrdria. Use (3) para obter a série binomial

(1+X)"=l+px+—-p(pl_ D 2 P22 ,

2! 3!

+p(p—l)(p—2)n-| il Ve Mgt S

4+ e

(b) Observe que essa série termina e é um polinémio sempre que p é um inteiro ndo-nega-
tivo ¢ somente nesse caso. Em todos os outros casos, mostre que essa série tem raio
de convergéncia R = 1. O fato de que a expansio em (a) é vilida para |x| < 1 ndo &
fécil de provar pelos métodos dessa segdo; um tipo diferente de prova é esbogado no
Problema Suplementar 75, no fim deste capitulo. i

14. Use o Problema 13 para escrever a expansio em série de Taylor de (1 — x2)~1/2 ¢ integre
esta para obter a série de Taylor de arc sen x.

15.  Determine as representagdes em série de poténcias para

X

(a) fsenxdx; (b) f\/l+x3dx;

© J’ dx
Vi+x%

14.11 (OPCIONAL) OPERAGOES COM SERIES DE POTENCIAS

Na Sec@o 14.10 obtivemos a série de Taylor para vérias fun¢bes usando a férmula
anp = f(")(O)/n! para achar os coeficientes. Entretanto, computar derivadas sucessivas pode ser um
trabalho dificil e desencorajador se nio tiver algum padrio simples. Podemos observar facilmente
esse fato no cdlculo da 72 derivada de uma fungdo, tal como tgx oux®/(1 —x*), pois os cdlculos
visivelmente afundam-nos cada vez mais no pantano a cada etapa. Para algumas fun¢des fomos
capazes de estabelecer a validade de suas expansGes de Taylor, provando que R,(x) - 0 quando
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—"-'-.--_-_

_» oo, mas isto também pode ser dificil. Para evitar tais problemas, discutimos agora diversos
métodc;s algébricos para obter novas expansGes de Taylor vilidas a partir de outras que j4
conhecemos.

Antes de comegar, lembramos aos estudantes que as expansbes em série de Taylor sdo
dnicas. Isto significa que se uma fungdo f(x) pode ser expressa como a soma de uma série de
oténcias por qualquer método, entdo essa deve ser a série de Taylor de f(x). Por exemplo, sabe-

mos da Se¢do 14.3 que

%=l+x+x2+x3+--', x| <1 (1y
—x

¢ substituindo x por x* e depois multiplicando por x* obtemos

1

1 —x*

=]l4+xt+x3+x124 00, |x|<I,

Ax5
1 —x*

=X+ X0+ aB 4 X |x]< 1,

. . . — An i

Evitamos deliberadamente a tarefa muito laboriosa de usar a férmula a,, = A )\(0)/n. para
verificar que as trés séries 4 direita sdo realmente as séries de Taylor das fungdes a esquerda.
Mas essas verificaghes nao s3o necessdrias, porque essa conclusiao segue-se automaticamente do

principio enunciado acima.

Multiplicagdo

Suponha que sejam dadas duas expansdes em série de poténcias,

JxX)=Za,x"=ay+ax+axt+ax’+ - (2)

gx)=Sb,x"=by+ b x+byx?+ bhyx*+ -, 3
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ambas védlidas num intervalo |x| <R. Se ignoramos a questio de convergéncia Por um momento,
entio podemos multiplicar essas séries da mesma maneira que multiplicamos dois polinémios.

Ou seja, multiplicamos sistematicamente cada termo da primeira série e depois juntamos os

termos envolvendo as mesmas poténcias de x. Primeiro, a multiplicagio termo a termo:

ay:  aoby + apb x + aphyx? + aghyx + - -

a, x aybox + abyx*+ abyx3+ - - -
a, x> ayboxt+ ab X3+ ¢ - -
ayx*: Aybgx3+ - v s

Somando essas colunas, obtemos a série de poténcias

aoby + (agh, + a,bo)x + (agh, + a,b, + a,bo)x* + (ayb, + a by + aby + asb)x* + - - - . (4)

A forma do coeficiente de x” em (4) € evidente: os indices dos a crescem quando os indices
dos b decrescem, e a sua soma permanece constante e é igual ao expoente n de x". Resumindo,
multiplicamos (2) e (3) obtendo

foIg) =3 (é akbn_k) x" )

n=0

Afirmamos que o produto das séries (2) e (3) realmente converge no intervalo }x| <R ao produto
das fungGes f(x) e g(x), como foi indicado em (5). A prova ndo ¢ ficil e depende da conver-
géncia absoluta das duas séries no intervalo dado. Os detalhes podem ser encontrados no
Apéndice B.2.

Exemplo 1 Determine a série de Taylor para eX sen x.
Solucao Sabemos que

xr X3

e*=1+x+5 4+ +0e- (6)
€
3 5
wnx=x—§?+§?—---. %

Nosso trabalho pode ser realizado como se segue:
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,a-"""--.-_-_-_-_
2 b3
X - = ._ P __+ e
e senl.\ (l+x+ 3 + )(x ; )
X3
=y . s
x4
2! I
+ X G
N X3
uy ot

=x+x2+3+ e
Como as duas séries dadas (6) e (7) convergem para todo x, o mesmo é verdadeiro para a série

produto. Ndo € fdcil — e usualmente € quase impossivel — reconhecer a férmula para o termo
geral da série produto nesse processo.

Exemplo 2 Determine a série de Taylor de [In (I — x)]/(x — 1).

Solugdo Sabemos que

2 3
m“‘ﬂ=—X+L+i+-~> x| < 1,
2, 3
logo
: - ;
In(l—x) _ 1 )[—ln(l_«\')]=(l+x+x2+---)<x+_\—+x_+.__)
X—i I —x 3 3
® N 1
=X+ HPEFA PO+ - =E<1+§+---+;)'x", X< 1.
n=l1

Este é um dos raros casos em que o termo geral da série produto & fdcil de reconhecer.

Divisdo

Duas séries de poténcias podem ser divididas pelo processo da divisdo longa, utilizada em élgebra
elementar para dividir polindmios. Como estamos trabalhando com séries de poténcias, os termos
30 naturalmente arranjados em ordem de expoentes crescentes, em vez de em ordem de expoentes
decrescentes como é usual com polindmios. Em casos particulares, no entanto, uma ou ambas as
séries dadas podem ser um polinémio.
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Exemplo 3 Determine a série de Taylor de tg x dividindo a série de sen x pela série de cos x,

Solugao  Temos

R L R

X2 oxh, . XX
7 s g e
X3 a3
T %
*.\'J ko= Ifﬁ.k‘s =
10— fs 4
it

logo

Pode ser mostrado que essa ex
com centro x =0 no qual o
R = [[/2. Como descobrir um
1748. Sua solugdo depende da:

Bx=x+4ix3+ 354 ... (8)

pansdo € vilida no intervalo |x| <»/2.Como este é o maior intervalo
denominador cos x é ndo-nulo, a série (8) tem raio de convergéncia
a féormula para o termo geral dessa série foi resolvido por Euler em
s idéias da Se¢do 14.12 ¢ & esbogada no Apéndice A.12.

O processo usado para

dividir uma série de poténcias por outra certamente ndo é muito

dificil. A teoria que justifica esse processo é dada no Apéndice B.S.

Substituig¢do

Este ¢ um método que j4 usam

converge para |x|] <R e se
x por g(x)em (9). Por exemp

0s: se uma série de poténcias

JSX)=ay+ax+ax+ .. ®

|g(x)| <R, entdo podemos certamente achar flg(x)] substituindo
lo, ndo hd problema em usar as séries (1), (6) e (7) para obter

1 1
1+2x2=1_(_2x2)=I+(—2x2)+(—2x2)2+-~ =1—=2x2+dx'— ... | |2x3 < 1;
(e, (e Xt xi2
x4 = 4 A b R RLE LI B -4 il gLl ) .
e I +x + T + 3 + I +x +2!+3!+ . todo x;
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e
. B G 27 243 = g
sin 3x=3x — T 5 = 3x TR + =5 ; todo x.
Nesses exemplos, substituimos as fungSes simples g(x)=—2x*,x* ¢ 3x por séries de poténcias

apropriadas, mas muito mais € possivel. Sob condi¢Bes adequadas, podemos realmente substituir
uma série de poténcias por outra! Assim, suponha que a fungdo g(x) seja dada por uma série de
poténcias

gX)=by+ b x+byx2+ - | (10)

e substitua essa série inteira no lugar de x em (9)

J180C0]= ao + a,8(x) + alg()) + - - -
=atalbot+bix+ - ltalby+bx+ P (11)
Novamente isto é perfeitamente legitimo contanto que [g(x)| <R. Entretanto, a série a direita
de (11) pode agora ser convertida em uma série de poténcias em x elevando ao quadrado, ao
cubo etc., e colecionando as mesmas poténcias de x e, pode ser provado que a série de poténcias

formada dessa maneira converge a f[g(x)] sempre que (10) seja absolutamente convergente e
lg()| <R*.

Exemplo 4 Aplique o método de substitui¢do para determinar a série de Taylor de enX até o
termo que contém x*.

Solugao Podemos usar (6) e (7) para escrever

l .
) +ﬁ(x4+ . .‘)+

I 1
=1+x+§x2—§x“+ wae 5,

Veja p. 180 de K. Knopp, Theory and Applications of Infinite Series, Hafner, 1951.




118 Gilculé com Geometria Analitica

Se tentamos aplicar esse método a e®S ¥, vemos que infinitos termos contribuem para a
formagao de cada coeficiente, o que € uma situagdo dificil de ser tratada. Por essa razdo, o
método da substitui¢do ndo € um instrumento prético a menos que by = 0 na série (10).

Fungdes Pares e Impares

Uma fungdo f(x) definida num intervalo |x| < R é par se f(—x)=f(x) e impar se f(-x)=
—f(x). A série de Taylor da fungdo par cos x contém somente poténcias pares de x e a série de
Taylor da fungdo impar sen x contém somente poténcias impares de x. Esses fatos sdo casos
particulares de um principio geral: se f(x) ¢ uma fungdo par, entdo sua série de Taylor tem
a forma

Gyt ayxtt+axt+agxs+ o0
e se f(x) € uma fun¢do impar, entdo sua série de Taylor tem a forma
ax+ax®tasx®+a;x7+ 0,
Ou seja, a série de Taylor de uma fungdo par (impar) contém somente poténcias pares (fmpares)
de x. Isto é muito ficil de provar a partir da unicidade de expansdes em série de poténcias*.
Como um outro exemplo desse fendmeno, sabemos de antemdo que a série a direita em (8) contém
somente poténcias impares de x, porque tgx é uma fun¢do impar.
Muitas fung¢Ges s3o pares e muitas sdo impares, mas a maioria nao ¢ nenhuma das duas.

Entretanto, toda fung¢do definida num intervalo |x| < R pode ser expressa como a soma de uma
fungdo par e de uma fung¢do impar:

S =4[f() + (=] + 3 /() — f(=x)] = g(x) + h(x),

onde, como ¢é facilmente verificado,

gx) =4l/(x)+/(=x)] € par

h(x) =31/(x) =f/(=x)] ¢ impar.

Temos apenas de salientar que se f(x) = Zapx", pela unicidade temos @y = (—1)"ay, e, portanto,
ay = ~ay, ou ay = 0 se n é impar. Raciocinio andlogo se aplica quando f(x) é impar.
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v-'-—'_—-._-___
Além disso, se Sx)=3r_a,x" |, entio
« ]
g =3 ax™ e hX)=T au X
n=0 n=0

Assim, a série de Taylor de f(x) ¢ dividida em duas séries de poténcias, uma com expoentes
pares representando a parte par de f(x) e uma com expoentes impares representando a parte

impar.

Exemplo 5 A parte par e a parte impar de

XZ XJ x4 xS
foy=e =1+x++ T+ gt

e+ e~ D 2N
g(x)=72 =l+—2—g+ﬁ+”'
e
X — o™ XJ XS
= = b RN Ry AN
hlx) 2 ST

Estas s3o as duas fung¢des hiperbdlicas cosh x e senh x que jd foram definidas na Se¢ao 9.7.

Exemplo 6 Determine a soma da série
xz  x*
24
Solugao Esta é a parte par da série familiar

o2t 03t 1
——In(l—-x)=x+=+=+=+ -,
Jx) In(l —x)=x+ > + 33

A soma da série dada é, portanto,

) +/=0]=3H=In(1 —x) —In (1 + x)]
=—tIn(1 —x)=—InVvl—x%
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Problemas

1. No Exemplo 1, continue o cdlculo e determine os termos da série produto até o termo
contendo x$.

Nos Problemas 2 a 13, use a multiplicagdo para mostrar que a fun¢ao dada tem a expansdo em
série de poténcias indicada.

enx _ 242 ,3 ﬂl_ 54 .
2. s x+x +6,\+ x‘+120 +
3. e =14+x+ix3+ P+ Hx+ -
4, excosx=1+x—4x3—jx*— x>+ -
s MCBX_ 4oy doyl x‘+l—3x’+
l=x 3 15
6. Ml —x)=x2+x3+Hx*+ x5+ - -
oL 1o, 1,13
7. e l+x+2x +2x +24x‘
13
+24x+
8. t32x=x2+§x4+ﬂx6+...
X% 0 iy il s bl ARty
Cr——=x — + -
9 T 2+4x+8x+48x+ x‘
10. Vi+xIn(14x)=x—4x>+ 4ox* — fhgx® + -

11, e tgx =x—x2+ 33 —4x* + x>+ - -

| —x ]

12. = =1—x+x}—x*+xt—x’
=% 1+x+xa . -
+x¥—x'o+ -
sen x - R I 101
= —Zxtt xS+ -
13. T+ x xX—Xx +6x 6x + 120x

14. Elevando ao quadrado a série de sen x e cos x, mostre que senx + cos’x = 1 pelo menos
até o termo x°©.

15. Se f(x) = =5_4a,x", use multiplicacdo de séries para mostrar que

1 "
1—,xf(x)=2(a°+al+

n=0

- +a,)x"

Use esse resultado para escrever as séries nos Problemas 2, 5 e 7 por inspegdo.
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e
16. Use o Problema 15 para determinar a soma da série
mo(n + 1)x".
17. A expansdo em série binomial de 1/4/1 — x ¢
1 t 1-3 I35 1:3:5-7
= +_ 2 3 4
T tPte Xt g ttang <t
Confira isto elevando ao quadrado a série e mostrando que o resuitado é 1 +x +x2 +x3 +
x* + ..., pelo menos até o termo x*.
18. No Exemplo 3, continue o célculo e determine a série de tg x até o termo contendo x7.
'19. Use divisdo para obter as expansbes em série dadas nos Problemas 2, 5,7,9, 12 € 13,
Nos Problemas 20 a 27, use divisao para obter as expansoes dadas.
1 I
=3 + 3 .
20. = 1+ 2x+3x2+4x° +
7] PRIt S U SR YR
1 —x+x?
_xl_ x9 + oo
2
P2 e AT L, 23 XX e
I—x+xi—x X TrTX
23. X - 63 g
senx st +360’)'
|
24, =1—
Tt i+ T or L F
sen x 1 1 {
25— = —=xt—=x}
ma+n TFTd et
- 1 5
26. =——=1+=xt+=x'+ -
sec x — 1 2x 24x‘
arc sen x 2 11
2] — = S —x5+ -
CoS X x+ Bl + 30x




.
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Nos Problemas 28 e 29, use o método da substituigdo para determinar a série de Taylor dada,

|
28. In(1 +senx)=x—4x2+ 3+ -« - .

1 3 13 73
29. EECTaE 2 Pttt = x4 .
T %er 1+x2+x +2x‘ 6x +24x+

30. Use substituigdo e o fato de que sec x = 1/cos x = 1/(1 — (1 — cos x)) para determinar a
série de Taylor de sec x até o termo contendo x©. Qual o raio de convergéncia?

31.  Use multiplicagdo e o resultado do Problema 30 para determinar a série de Taylor de tg x
até o termo contendo x7.

32. (a) Determine a série de Taylor de sec’ x até o termo contendo x6, expandindo
sec? x = 1/cos? x = 1/(1 — sen? X) como uma série geométrica em sen? x.

(b) Determine a mesma série elevando ao quadrado a série encontrada no Problema 30.

(¢) Determine a mesma série derivando a série encontrada no Problema 31.

33.  Mostre que uma fungio f(x) definida num intervalo |x| <R pode ser expressa de uma tinica
maneira como a soma de uma fungdo par &(x) e uma fungdo fmpar h(x).

34.  Calcule a soma da série %3 4+ x oo

5
35. Calcule cada um dos seguintes limites determinando primeiro a série de Taylor da fungdo
dada:
(a) lim 1= czos x; (b) lim X — saen x.
x=0 X =0 X

Dessa maneira, o uso da série de Taylor fornece, com freqiiéncia, uma alternativa conveniente para
0 uso da regra de L’Hospital.

36. Calcule a soma de cada uma das seguintes séries:

@x+x?—x3+x+x5—x6++— ...,
(b) x*+ x3+ x* — x5 + x6 + x7
FX— b=

- 2 3 4

2131 4 s
' x*  xb x12
@H+3+§+Eﬁ

37.  Calcule f(7)(0) se f(x) = tg x e use isto para obter o coeficiente de x’ na expansao encon-
trada no Problema 18.
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14.12 (OPCIONAL) NUMEROS COMPLEXOS E FORMULA DE EULER

Considere as trés conhecidas expansdes em série de poténcias

- X2 xr xt xS
e—Hm+E+§+z+§+ﬂ'. (1)
X2
cos.\‘=l—2—!+4—!—'-- (2)
F 3
Mg &
senx—g—}—!+§—---, 3)

A segunda e a terceira dessas séries parecem ser partes da primeira série de algum modo ndo 6bvio
que envolve mudangas nos sinais de alguns dos termos. Isto, por sua vez, sugere que as trés fungdes
4 esquerda sejam provavelmente relacionadas entre si. Existe mesmo tal relagdo, que é conhecida
como formula de Euler:

¢x=cos X+ isenx, 4)

onde 7= —1 é a chamada unidade imagindria. Essa férmula vem a ser um dos resultados mais
importantes de toda a Matemitica, com implicagdes que influenciam profundamente a prépria
Matemdtica e também muitas de suas aplicagbes, particularmente nos campos da Fisica e
Engenharia Elétrica. Uma explanagdo completa da férmula de Euler exigiria o desenvolvimento
de uma teoria bastante completa dos nimeros complexos e fungdes de uma varidvel complexa.
Deixamos essa tarefa para um curso mais avangado e esbogamos resumidamente algumas das
idéias necessarias, de modo muito incompleto, que, pelo menos, tem 0 mérito de emprestar um
pouco de credibilidade 4 formula (4). '

Até este ponto, todo nosso trabalho neste livro esteve no contexto do conjunto dos nimeros
reais. Contudo, os nimeros reais tém uma deficiéncia — nem toda equagao polinomial tem solugdo.
Assim, a equagdo quadrdtica x> + 1 = 0 n3o tem solu¢do no sistema de ntmeros reais porque nio
existe nimero real cujo quadrado seja igual a —1. Essa deficiéncia foi tdo enfraquecedora que
vdrias centenas de anos atrds os matemdticos sentiram a necessidade de usar o simbolo aparente-
mente contraditério \/—I para significar uma solugdo de x? +1 = 0. Esse simbolo foi mais
tarde denotado pela letra i e foi encarado como um nimero imagindrio ou ficticio que podia
S manipulado algebricamente assim como um ntmero real ordindrio, exceto que i = —].
Quaisquer escripulos que esses primeiros matemdticos possam ter sentido acerca da natureza
desafiadora desse “ntmero” foram deixados de lado, porque ele era muito util para ser ignorado.
Assim, por exemplo, a equagio x? + | = 0 era fatorada escrevendo-a na forma equivalente
X'~ =0 ou ( +0)(x — i) =0, e suas solugdes foram exibidas com os ntimeros x = *

[
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Sem entrar nos detalhes que seriam necessdrios para dar uma respeitabilidade matemadtica
a nossa discuss@o, descrevemos agora, simplesmente, os mumeros complexos como todas ag
expressOes formais @ + bi, onde a e b s3o nimeros reaise [ € a unidade imagindria para a qual
i* = —1.'Os numeros complexos tomam o cardter de um legitimo sistema de nimeros por meio
da seguinte regra geral para realizar cdlculos: na adi¢@o, multiplicagdo e divisdo siga todas as regras
familiares da dlgebra elementar e depois simplifique sempre que possivel, usando a equagio
i? = —1 para eliminar todas as poténcias de i maiores que a primeira, como em

PB=i2i=(=1)-i=—i, i‘=i-P2=(=1)=1)=1, S=i%-]

e assim por diante.

Os ntimeros complexos @ + bi podem ser identificados com os nimeros reais @ se b =0;
logo, o conjunto dos niimeros complexos constitui-se numa ampliagdo do sistema dos niimeros
reais. N3o s6 a equagdo x* +1 =0 possui as duas solugdes i ¢ —i dessa maneira, mas também

toda equagdo quadrdtica ax? +bx +c =0 tem as duas solugdes familiares
—b Vb2 —4ac

L A i el
2a i

que sdo reais e distintas se 5% — dac > 0, reais e iguais se b2 — dac =0, e complexas e distintas
se b? —4ac <0. Por exemplo, a equagio x> — 6x + 13 = 0 tem as raizes complexas distintas

6+EV36—52 6+V—16 6x4V—1 6+4i
A o i e Wt

3£2i

Além disso outras propriedades sdo vilidas, pois toda equag¢do polinomial da forma
ax"+ a,, x"™'+ - +ax+a,=0,

onde n ¢ um inteiro positivo € os a sdo ndmeros reais arbitrdrios com @, # 0, tem exatamente
n r1afzes (algumas das quais podem ser iguais) entre os nimeros complexos. Mais ainda, isto ¢
verdadeiro mesmo que os coeficientes sejam complexos. Este fato é conhecido como Teorema
Fundamental da Algebra. Ele mostra que n3o hi necessidade de se construir ampliagdes do
conjunto de nimeros complexos a fim de resolver todas as equagdes polinomiais com coeficientes
complexos*.

Retornamos agora ao nosso propésito original, que era ganhar um pouco de discernimento
sobre a validade da férmula de Euler.

Hd muitas provas deste teorema importante, em vdrios niveis de sofisticagio. Veja, por exemplo,
PP. 269-271 de R. Courant e H. Robbins, That is Mathematics?, Oxford University Press, 1941.

A teoria das séries infinitas 125

——"'-----_-__

Uma teoria perfeitamente satisfatéria de série de poténcias pode ser construida na qual a
varidvel € permitida ser um nimero complexo em vez de meramente um nimero real. Dentro
dessa teoria, toda as séries (1), (2) e (3) convergem para todos os valores complexos da varidvel.
ge substituimos x em (1) por ix e usamos (5), entdo obtemos

SO (5 G (oo g . S
e*=1+ix+ 3 3!+.43+5!+

x2  x3 o xt x5

que dd a férmula de Euler

e = cos x + i sen x.

Se agora substituimos x por —x e usamos o fato de que cos (—x) = cosx e sen (—x) = —sen x,
obtemos

e~* = cos x — i senx,

e somando primeiro e depois subtraindo membro a membro as duas equagSes, obtemos
imediatamente

eix + e—ix X — pTix
cosx=—— € senx=——,_——.
2 2i

Essas férmulas tém vdrias aplicagdes na Matemdtica Avancada. Uma aplicagdo particularmente
interessante é esbogada no Apéndice A.12. Salientamos também que se pomos x = 7 na férmula
de Euler, temos

ei=cosmtisenn
ou

em=—1,

Essa bela equagdo, que liga os ntimeros misteriosos e difundidos m, e e #, ¢ um dos fatos mais
notdveis da Matemitica.
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As idéias desta segdo sdo esbogadas de maneira tdo superficiais que elas sdo limitadas a serem
mais sugestivas do que convincentes. O eminente matematico britdnico E. C. Titchmarsh observou
certa vez: “Encontrei-me com uma pessoa, recentemente, que me contou que estava demasiado
longe de acreditar na raiz quadrada de menos um, pois nio acreditava nem mesmo no menos um,
Esta é, de qualquer modo, uma atitude consistente”. Hi s6 um modo de passar esses conceitos do
status de especulagGes razodveis para o reino da certeza, e este ¢ empreender um estudo cuidadoso
da teoria das fungBes de uma varidvel complexa. Esse assunto é um dos ramos mais ricos e mais
compensadores da Matemdtica e nés recomendamos o seu estudo, de coragao.

Problemas Suplementares do Capitulo 14

Secio 14.2

1. Determine lim x,, se

1 1 I
Ommmpbar n+n
(d) x, = — gl e

2. Sef(x)=lim,,, [lim,, . (2/7) arc tg (m sen? [n!mx])], mostre que f(x) =0 quando x
é racional e 1 quando x 6 irracional.

3. Se f(¥)=1lim,.. [lim,_ . cos"(nlnx)], mostre que f(x) =1 quando x € racional e O
quando x ¢ irracional.

4.  Determine o valor de cada um dos seguintes limites:

o 1 xn+| + n
lim ———— (x> 0): it B
@) nl_r.r; X"+ xn = ®) 51_1.2 X"+ 2n
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Para cada seqiéncia {x,} cujo n-ésimo termo é dado, verifique que os trés primeiros termos

sio 1, % ) % e calcule o quarto termo:

1
(Ot 21 = 1202+ 23n—12°

M
(a) X, pE

1
() x, = 2= n—2)n=3)*

Se @ € um numero dado qualquer, defina uma seqiiéncia {x,} (construindo uma férmula
adequada para x,, em termos de n) que tem a propriedade de que
1 _1 _
x1=1,x2=§ ,X3—§e Xq4 —Q.
A chamada seqiiéncia de Fibonacci 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, ... é definida recursivamente pondo
x1 =1,x,=1lex,=x, 5 +x,_ 4 paran>2* Determine uma férmula para x, em termos
de n. Sugestdo: faca a conjectura engenhosa de que X, tem a forma a A7 + 8B" para
valores convenientes de «, §, 4, B; dai, determine A e¢ B de modo que a férmula de
recorréncia seja verdadeira para todos os « e f e, finalmente, determine a e B de modo

que x; =lex, =1.

Se {x,} ¢ aseqiéncia de Fibonacci definida no Problema 7, mostre que

lim xp4+1/%0 = (1 +4/5)/2.

A seqiiéncia /2, V22, v/24/2+2, ... pode ser definida recursivamente pondo
xy=vV2exp =2, para n>1.

(@) Use indugdao matemdtica para provar que Xp <Xpey <2 para todo n**, Isto mostra
que a seqiiéncia € crescente e tem 2 como um majorante e, portanto, converge a um
limite x <2.

(b) Mostre que x =2 usando a férmula de recorréncia.

() Mostre que x =2 determinando uma férmula explicita para x, em termos de n.

Fibonacci ou Leonardo de Pisa (1170-1230) foi um homem de negécios italiano que viajava por t.odo °
Oriente Médio, tendo sido o principal responsdvel pela introdugdo dos numerais indo-ardbicos (1sto. €,
1,2, 3, ...) na Europa. Ele encontrou sua seqiiéncia num problema sobre a prole de coelhos. Ela tem sido
aplicada amplamente (e excentricamente) a religido, arte, formas de caracdis do mar etc.

O principio de indugdo garante o seguinte: uma afirmagdo S(n) que ¢ significativa (no' sentido fie ser ou
verdadeira ou falsa) para cada inteiro positivo n é verdadeira para todo n se (i) S(1) é verdadeira; e (i)
8(n) implica § (1 + 1). Esse principio é discutido com detalhes no Apéndice D.2.
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10. A seqiéncia V2, V2+2 V2+V2+V2,. .. pode ser definida recursivamente pondo X1 =vV2 () Loer e+ -+ Ve —e—1;
€Xp+; =V 2 +x, para n>1.Mostre que ela é crescente tendo 2 como um majorante e " | |
calcule seu limite. . 1 Foon s ——
(J) ﬁ+ (n2+22 yn2 + n?
11. Se a >0, entdo a seqiiéncia /7, v/a +/a, Va + vV a ++/a, ... pode ser definida recursi- —1In (1 +V2);
vamente como no Problema 10. Mostre que ela converge e calcule seu limite. 5 n
(k) —l-(lnl+ln—+ Lp T +ln;)—>—l-
12.  Seja f(x) uma fungdo continua crescente no intervalo 0 < x < 1. Defina as seqiiéncias n n N
{ap}e {by} por
=15 (% b—ln' k 3 trar que
= gbf 7)) = lf ) 14. Utilize a parte (k) do Problema 13 para mostrar q
Vnt 1
(a) Mostre que p p
a, < lf(x)dx<b e 0=< If — 1) =/ i
- =0b, = (x)dx —a, < LI 15. Utilize o Problema 14 para mostrar que
0 0
L ¥ D) E -
(b)  Mostre que ambas as seqiiéncias convergem ao limite f3/(x) dx. () > Vin+ )n 9
27
(c) Estabelega um fato correspondente para o intervalo a < x < b. (b) 1 Yen+)2n+2) - @Qntm— =<
n
13.  Use o Problema 12 para obter os seguintes limites:
1. 2 n 1 16. Se x,, = x, entdo a seqiéncia das médias aritméticas dos x, também converge a x, isto ¢,
@ —=+=+ 5o . S
nt n n 2
'+.\'+'°'+-\‘u ”
1222 n? 1 , = 20N — X
(b)ﬁ+ﬁ+'“+ﬁ_—>§; Yn n
l
L n+1 * n+2 L n+n iz Prove isto em duas etapas, como se segue.
(d) _:_ 1 +; + 5 . +—l——»ln k; (a) Comece assumindo que x = O, determine um inteiro positivo no tal que |x,| < €/2
¢ s L% para todo n>n, e utilize o fato de que para esses valores de n temos
n n n n
O aretarnt tareo e :
X, +x+ o +x, R SOOI o
() L P— iy el e i, [yl = n i n
(n+ 1P (n+2)2 (n+n2 2’
I 2 2 <242
(g)—(sen§—+sen—n+-°~+senﬂ)—>—; no 2
n H n n n

1 27 227 2 hm |
(h) = (sen -+ sen =t g, iteen ) i onde a = by +x, +... +x,_,| € uma constante.
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17.

18.

19.

20.

—

‘(b) No caso geral, em que x =0 ndo é assumido, utilize o fato de que, como Xy —x—>0,
podemos inferir da parte (a) que

X
G Wy R €15 T S . ) NN
n

0.

Utilize o Problema 16 para mostrar que

I+d+ - +1n_|
n
1+V2+ 3+ - - + %

(b) . — 1,

(a) 0;

Se {x,} ¢ uma seqiiéncia de nimeros positivos tais que xy+1/x; =7, entdo temos também
I Xy = r.Prove isto da seguinte maneira: ponha Yn=1nxp,,,/x,; mostre que

Mty ooty
n

=1In ¥x, —In Vx,;
e aplique o Problema 16.

Utilize o Problema 18 para mostrar que Vnl/n — 1/e.

O produto de Wallis, que pode ser expresso na forma

2 2 4 4 6 6 2n 2n n

—_—
2n—1 2n+1 2°

¢ provado no Apéndice A.5. Como 2n/(2n + 1) - 1, o produto de Wallis pode também ser
escrito como

22 42 62

2 4 420 2) n
32 52 m

an=1g 2" "3

Extraindo raizes quadradas e multiplicando o numerador e o denominador por 2+4:6 ...
(2n - 2), deduza a férmula

i
1 =
e 2

que serd necessdria no Problema 21.

____...---————_

21.

ST
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£ um fato notdvel que a fungdo f(x) =+/2mn n"e~" seja uma boa aproximagio de n!
para n grande, no sentido de que o erro relativo tende a zero:

lim [f——(”) = ’ﬂ] = lim [&—) = 1] =0,
n! n!

n—o n—>0

Isto é equivalente & afirmagdo de que

. n! .
lim — =]
n—x (20 phe

que é conhecida como formula de Srirling®. Além de seu interesse intrinseco, essa férmula
¢ um instrumento ttil (em estatistica e na Teoria de Probabilidade) para o cdlculo numérico
aproximado de n! quando n ¢ grande. Prove a formula de Stirling, verificando as seguintes

afirmagGes:

(@ 2/(2n +1) <In(l + 1/n) (sugestdo: compare a drea sob a curvay = l/x dex =na
x =n +1 com a drea do trapézio cuja base superior € tangente d curva em x =n+1/2);

' 1 \n+1/2 1 | | 1+l n+1/2 )
®) es(1+—n—> sugestdo: n+§ In 1+; = In - ;

(c) aédreadsob y=Ilnxdex=1lax=né

n n"
f 1nxdx=nlnn—n+l=ln<z> +1;
1

(d) o nimero x, definido por

(n/ey' n

n!

n

é < 1 [sugestdo: compare a drea A da parte (c) com a drea B=1 +In n/ — In+/ n da seguinte

3 5
divida o intervalo de x =1 a x = n em subintervalos pelos pontos 5 g

figura:

% ; nos primeiro e Gltimo subintervalos construa retingulos com alturas 2 e In n € nos

e

James Stirling (1692-1770) comegou sua carreira sendo expulso de Oxford por apoiztr a extinta dxflastla
Stuart e terminou-a como um bem-sucedido diretor de uma companhia de mineragdo. Em seus dlas. de
mocidade ele era amigo de Newton e escreveu um ensaio sobre séries infinitas em que quase descobriu a
férmula que leva seu nome.
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subintervalos restantes construa trapézios cujas bases superiores sdo tangentes d curva
y=lnxemx=2,3,..,n-1}
(¢) {x,} ¢ uma seqiiéncia crescente que ¢ limitada pela parte (d), logo existe lim S
) limx,=lim W L
Nan \/ﬂ
[sugestdo: utilize a férmula estabelecida no Problema 20];
(8) aparte (f) implica a férmula de Stirling.
Secdo 14.3
22. Se Z,_4,=Ss, ,qual a soma da série X_ (¢, + a,,,)?
23. Para que valoresde x ¢ vilido
| 2 4 Y 2
-4+ 4= ;
ARG + X3 + ¥—=2
24. Determine os valores de x para os quais
X A Xy
1 +x (1 +.\‘> +<1 +,\‘)
converge. Qual ¢ sua soma?
25. Determinando uma férmula fechada para a n-ésima soma parcial s,, mostre que a série
=x_nx" -converge a x/((1 — x)? quando |x| < 1 e diverge caso contrdrio.
26. Calcule a soma da série 1 +§+2&+ - - -
L A O &
27.  Utilize o fato de que > 73~ g Pparamostrar que
n=|
L1 1 n?.
(a) —1-2—+§+§3+ B
1 1 1 1 n?
O EmptETEt T

Uyl I iy itk n?
ey ey ey Bl gy e iy e
COFEtstntmtmEtet 9

—_—

28.

29.

56!

30.

31

32.

—*
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Mostre que

= xdvy > 1
J; e 1 _,; n?

expressando o integrando como uma série geométrica e integrando termo a termo.

Mostre que

@ttt =In2

(b)Z{3 4¥5 L =1-1In2 1

© - st Tt
=2In2—1. |

Mostre que

(a)nz_:l( +l)' %+%+%+“.=1;

1
®) ,; n(n+ 1)(n+2)

1 |
re \
|

1 I
()En(n+l) Stk kK |

Calcule a soma de w

|
()..Z‘i(n+l)\/'+m/ ’

@) ln(l —-‘—); J
25 n? |

J

I

Se f(n) »> L, mostre que ‘

E L) = f(n + 2)] = /(1) +/(2) =

n=1
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¢ utilize isto para estabelecer as seguintes afirmagcGes:

1 1 1 1 3
@13t sty st L

I I 1 I I
® 13 2 473.5 a-.67 4

33. Se a,, a,, a3, ... 530 os inteiros positivos. cujas representagSes decimais ndo contém o alga.
rismo 5, mostre que X 1/a,, converge e tem soma < 90.

34. A Fig. 149 mostra a regido limitada pelos dois circulos de raio 1 tangentes entre si e por
uma reta tangente a ambos.

Figura 14.9

Uma seqiiéncia de circulos menores, cada um tendo o raio mdximo, ¢ inscrita na regido da
maneira mostrada na figura. E claro, pela geometria da situagdo, que os comprimentos dos
didmetros desses circulos menores so os termos de uma série convergente cuja soma é 1.
Mostre que essa série € “

= 1 1 1
Zamrn T2t3 3T et

Secio 14.4

35. Determine se cada uma das seguintes séries converge ou diverge:

n?+431
®) > To:000m

2
@ 3 2

1 n
(©) Em, (d) Eﬁ’
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-—"'-_-—___

36.

37.

38.

39.

I
© T =1y

tan~!
(g)z an n

Vn
O 255

(Bn+ 1y,

; |
0 2 oy’ O 2wy

1
® 3 nin+ D(n+2)’
2n+3 Sn—17

"’EW; ) 2 ot s
m Yy sm’ ()2<n+l)
21— n+1
(p)z(:,+3) ; (q)Z#;
2n 4 3n

() (1 —emy

. 1),
(u) Y sin’n (n+;),

Gt

(VI
I n
{)Zln(r::‘l)] _

(n+ 1)
HIH-I *

Se a > 1, mostre que = 1/aln 7 diverge sea <ee converge se a > e,

Prove que toda série convergente de termos positivos pode ser rearranjada de modo que seus
termos formem uma seqiiéncia decrescente.

Se p € uma constante positiva qualquer, mostre que Z 1/(In n)P diverge.
Mostre que as séries

I
E (InIn p)inn

il
2 (ln n)lnn

s30 ambas convergentes. Sugestdo: expresse (In #)I"M como uma poténcia de n.

T ——
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40.

4].

42,

Mostre que

|
2 {]n ,dln Inn

diverge. Sugestdo: (In In 7)? < In n para n grande (por qué?).

Se a, < 0 e Za,, converge ¢ s¢ {b,} € uma seqiiéncia limitada de nimeros ndo-negativos

n n g n q )
s . 1

prove que Zay,b, também converge. Utilize a série 1 — 2 + —;— -t} + ... para mostrar que

o resultado ¢ falso se as hipéteses a,, <0 e b, <0 sio abandonadas.

Se Za, e Lby sdo séries de termos nao-negativos tais que I:a:l e Ebﬁ, convergem, mostre
que Zapb, também converge.

Secgdo 14.5

43.

45.

Mostre que
s 1
Znlnninlnn

diverge e também que, se p ¢é uma constante positiva, entdo
s 1
,;_; nin n(ln In n)?

converge se p > 1 edivergese p<1.

Se k ¢ um inteiro qualquer > 1, mostre que

1 1 1
<n+1+n+2+."+zﬁ—ﬂnk
A soma da série convergente =;_,1/n° ndo € conhecida. Entretanto, se essa soma ¢ deno-

tada por s, mostre que

1 1 |
@Etets

1 1,1 1 3
(b)F_ﬁ-i-_ o=

-l""-—'__.__

47.

48.
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46. Para p>1, asoma da p-série 3;_,1/n? é uma fungdo de p chamada fungdo zeta (o simbolo

¢ 6 a letra grega zera) e denotada por ¢ (p), isto é,

1 1.1

am=g

Euler descobriu que {(2) = 7%/6, {(4) = 7*/90 e {(6) = n°/945 (veja o Apéndice A.12), mas
o valor de {(p) ndo é conhecido quando p ¢ impar.

(@) Utilize as desigualdades (5) da Segdo 14.5 para mostrar que a fungdo zeta satisfaz as
desigualdades

1 )
— AL .
p—1 ¢‘(p)—p—l

1< p <2
p—1

I
(b) Mostre que lim,., {(p)= e lim . {(p)=1.

(c) Mostre que: lim a y

a0 =i

nl+a =g

Seja £ um inteiro > 1 ¢ mostre que

- Anlk) _
..21 F ln, k,

onde ay,(k) ¢ definida por

a (k)= { 1 se n ndo é miltiplo de k,
" —(k—1)  se né miltiplo de k.
O reste da condensagao de Cauchy afirma que se ay, a,, ..., a,, ... é uma seqiiéncia decres-

cente de nimeros positivos, entdo as duas séries

o0

a,=at+ata;ta,+ -

n=1

a

> 2"y =a,+2a,+4a,+8agt+ " -

n=0

- - TR
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49,

50.

convergem ou divergem. (Essa afirmagdo chama-se feste de condensagao porque diz que
uma propor¢do bem pequena dos termos das primeiras séries determina seu comporta.

mento de convergéncia.)

(a) Prove o teste de condensagdo. Sugestdo: se s, e f, S0 as somas parciais, agrupe os
termos das primeiras séries em blocos para mostrar que s, < 7, se n < 2M ¢

Iy <25, 2M<n.

(b) Utilize o teste de condensagdo para mostrar que as séries

L
2
divergem e que as séries
1
S

convergemse p > 1.

Prove que
1 1
brgtst ot

Mostre que
()Zn(2 nF D) =2-2In2;
(b)”zl”{‘m2 =2In2-1;
()2 —é(ln3—l)-

,,_,33(9:12 2 ’

(“)2‘,”(162 D =3In2-2

ne=|

u

()2 =>=In3+2In2-3;

i n(36n’ 1y 2
1
) 2 (4n= 12 8’

3
(8) Zl nm, : 2—5—2_1n2.

1

Enlnn

1
2 n(ln n)?

2

1
Inn +ln2+%7+0(1).
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—_—
Segio 14.6

Utilize o teste da razao para determinar o comportamento das seguintes séries.

n

Sl 52. S n'oogyn,
5.3 23 45 6 — (.2:12;)“

54, 21 4 7 g::;;

R R

56. l‘i?l—o

57, 2%5)—'

8. Y54 62% o

B Lt

60. (a) Mostre que o teste da razao falha para a série
|

(b) Mostre que o teste da raiz funciona para a série da parte (a) e nos diz que essa série
converge.

(Assim, o teste da raiz funciona em alguns casos em que o teste da razdo falha. Podemos dizer
ainda mais, pois o Problema Suplementar 18 garante que, se {a, }é uma seqiiéncia qualquer de
nimeros positivos, entdo

et 7 implica  Ya,— L.

a, i

Em principio o teste da raiz é mais poderoso que o teste da razdo.)

61. Considere a série

za”=a+b+a2+bz+a3+b3+ S

n=1

onde 0 <a < b < 1. Mostre que o teste da razdo falha e estabelega a convergéncia usando o
teste da raiz.
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T
Secio 14.7
|
. 62. Mostre que a série
1 1
- I N _ N
V2-1 V241 3-1 V341
diverge. Isto contradiz o teste da série alternada?
I
I
63. Utilize o teste da série alternada para provar a existéncia da constante de Euler v como
se segue.
(a) Mostre que a série
Tdy | Sdv | Ydvo | Sdx
-] =+=—| —+z—| —+-—| —+
A ) ., x 3 3 N 4 L o\
converge.
(b) Se a soma da série em (a) € denotada por vy, mostre que
' —l+l+l+---+l—lnn
San- 2 3 n )
de modo que
1
lim {1 +-l—+ et ——lInn)=;.
n—x 2 "
64. Utilize o teste da série alternada para mostrar que a integral imprépria

Tsen .\
f — dyx
o X

converge. Sugestdo: esboce o gréfico de y = (sen x)/x para x > 0 e observe que consiste em’
um nimero infinito de partes, cada uma cobrindo um intervalo de comprimento x e estando
alternadamente acima e abaixo do eixo x, e depois expresse a integral como uma séri¢
alternada,
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—

65-

60.

67.

68.

69.

=a —a,tay—a,+ - -

* ™ se 2 sen
f senxd\_:f —n—d,\‘+J dx+ -+
o X 0o X e X

Mostre que 1 —4+43— 4+ -+ =4In2+m/3V3.

Mostre que

& ]
2 (__l)n_n_nz;r 1n2—%(1n 2)2.

n=2 n

Sugestdo: veja a equagdo (9) da Segdo 14.5.

Secio 14.8

Considere uma série de poténcias Za,x"? ¢ suponha que.lim Va,| existe, podendo valer +eo,
Mostre que o raio de convergéncia R da série é dado pela f6rmula

1
lim Ya,|

Utilize essa férmula para determinar o raio de convergéncia de

1
(b)Y TR

@ Y :—:

n
© 2 GEE

Se o raio de convergéncia de Za,x" pode ser calculado a partir da formula (7) da Segao
14.8, mostre que ele também pode ser calculado a partir da formula do Problema 67.
(Sugestdo: veja o Problema Suplementar 18.) Mostre que a tltima formula ¢ mais poderosa
que a primeira, considerando a série.

X 2 _\-J \4

= 3 X, :
Zyrerm atytuty o

Se uma série de poténcias converge condicionalmente num ponto x,; Ou diverge de tal

modo que seus termos sdo limitados, mostre que x; deve ser uma extremidade do
intervalo de convergéncia.
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70.

71.

Utilize o Problema 69 para determinar por inspegdo o raio de convergéncia de

@@ | += +32+ = ce
x4 X6
Er S _—— Eiaiw ®
(b) x 2+3 :

(€ Zx"=x+x+x2+xt+x2+ 0y

Nooxroood oot x x® .

- -3
© 3 2= L+ 5+ 2+ 55 42000+ -

Determine o intervalo de convergéncia de Za,x" se seus coeficientes sdo ordenados aleato-

riamente dentre os niimeros 2, 3, ..., 12, jogando um par de dados.

Secido 14.9

72.

73.

Considere uma série de poténcias Za,x" em que os coeficientes se repetem ciclicamente,

ap+1 = ay. Mostre que <
(& R=1;

(b) asomaé

dotax+a,x2+ -+ - +a_ xk!
1 —x* ’

Calcule a soma de cada uma das seguintes séries:

‘5 .X7
(a),\—¥+ ot
(b) x? X3 x4 x3

2 23734 7.5
(c) 1+4.\‘+9.\'2+l6x3+24x4+'
XIZ Xl6
d—+ i
d) 8 2+l6+ ’
(€) x+ 2262+ B3+ 4344 - .+
() 4+ 5x+6x2+Tx3+ - - -
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/"‘________
segﬁg 14.10

” Utilize qualquer método para obter cada uma das seguintes expansdes em série de Taylor:

faysenx = L+ x+ -t 0o

I SO SV B
O e 2 ¥ Tyt

(¢) e =1—x+3 =g+ fixt+
75. Considere a série binomial

pp=1) , M= D=2 .,
2! 3!

(I+xyp=1+py+

L= =2) S (p=nt D)
n

jonde p ¢ uma constante arbitrdria. No Problema 13 da Se¢do 14.10 a sérfe‘ 4 direita foi

- obtida como a série de Taylor da fungdo (1 +x)P e também vimos que essa série cox\we.rgg P
para |x| < 1. Esbogamos aqui uma seqiiéncia de passos para provar que a série a direita
realmente converge @ fungdo da esquerda para esses valores de x.

(a) Denote por f(x) a soma da série para |x| < 1, calcule f(x) e xf'(x) e mostre que
(1 +X)"(x) = p/(x).

"(b) Defina g(x) por

__Jw
. EN =y

e utilize a parte (a) para mostrar que g'(x) =0 para x| <1, de modo que g (x) =c¢

para alguma constante ¢.

(¢) Mostre que ¢ =1 na parte (b) e conclua que

(1 + xpP = f(x).
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Secdo 14.11

76. Se fi(x)=Zp_nx" , calcule (1 —x)f; (x) e utilize o resultado para determinar uma férmula
fechada para f| (x).

77.  Utilize a idéia do Problema 76 para determinar uma férmula fechada para f3(x) = =2 ,n(n + xx

78. Utilize a idéia dos Problemas 76 e 77 para determinar uma férmula fechada para
Sx)=Zp_n(n+ 1)(n+ 2)x.

79. Na notagdo dos Problemas 76 a 78 mostre que

i. nxn = £0) — i)
" .

3 = £0) — 3,09 + /).
n=1

Utilizando essas idéias como um ponto de partida, esboce uma prova do seguinte teorema:
se p(n) é um polindmio em n, entdo f(x) = =Z_,p(n)x" é uma fungdo racional.

80. Mostre que 1/V1—2xt+2=3% P (x)t" ,onde Pp(x) é um polindmio de grau n, substi-
tuindo & = 2xt — ¢* na série binomial por:1/4/1 — / [veja o Problema 17 da Segdo 14.11].
Determine po(x), p;(x), p2(x) e p3(x). Os polindmios Pn(x), chamados polinémios de
Legendre, sio importantes em Fisica, Matemitica, por exemplo, no estudo de fluxo de calor
em esferas s6lidas.

81. Calcule os seguintes limites utilizando as séries de Taylor:

XCOS X —senx. (b) lim senx — tgx
x2tgx x=0  sen‘x

v+ x2+cosx—2
x4 ’

(a) lim
x—0

(c) lim

x—0




