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Reviséo de conceitos

e Espaco vetorial

» Fechamento na adi¢io

e Fechamento na multiplicagfio por escalar
e Exemplos de espagos vetoriais

Aptidbes desenvolvidas

© Determinar se um dado conjunto com duas operacgdes &
um espaco vetorial.

& Mostrar que um conjunto com duas opera¢des nio é um
espago vetorial provando que pelo menos um dos axiomas
falha.

Conjunto de exercicios 4.1

1. Seja Vo conjunto de todos os pares ordenados de ndmeros
reais e considere as operagdes de adigfio e multiplicagiio por
escalar definidas emu = (u,, u,) e v = (v, v,) por

u+v=u +uv,u+uv,),an=(0,au,)

(a) Calculen+veagu,comu=(—1,2),v=3,4ea= 3.

(b) Explique por que V ¢ fechado na adigéio e multiplicacio
por escalar.

I - ~ - ~ 2
(¢) Como a adi¢do de V € a operagdo de adigio padrio de R’
certos axiomas de espaco vetorial valem para V por vale-
2 . e .
rem em R”. Quais sdo esses axiomas?

(d) Mostre que valem os Axiomas 7, 8 e 9.

(e) Mostre que o Axioma 10 falha e que, portanto, V nfio &
um espaco vetorial com as operagdes dadas.

2. Seja Vo conjunto de todos os pares ordenados de nimeros
reais e considere as operagdes de adi¢fio e multiplicagiio por
escalar definidas em u = (i, u,) e v = (v, v,) por

utv=(to+Lu+uv,+1), au=(au,au,)

(a) Calculeu + veau,comu=(0,4),v=(1,~3)ea=2.
(b) Mostre que (0, 0) # 0.
(c) Mostre que (-1,-1) = 0.

(d) Mostre que vale o Axioma 5 fornecendo um par ordenado
—utalqueu + (—u) = 0, comu = (i, ).

(e} Encontre dois axiomas de espaco vetorial que niio sejam
validos.

Nos Exercicios 3-12, determine se o conjunto equipado com
as operagdes dadas € um espago vetorial. Para 0s que nfo sio espa-
¢0s vetoriais, identifique os axiomas que falham.

3. O conjunto de todos os nimeros reais com as operagdes pa-
drfio de adi¢o e multiplicago.

4. O conjunto de todos os pares de niimeros reais da forma (x, 0)
com as operacdes padrio de R,

S. O conjunto de todos os pares de niimeros reais da forma (x, y),
em que x = 0, com as operagdes padriio de R,

6. O conjunto de todas as énuplas de niimeros reais da forma
(x, %, ..., x) com as operagBes padrio de R".

7.

10

h

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

O conjunto de todos os ternos de niimeros reais com a ope-
ragdo padréio de adigéio, mas com multiplicagdo por escalar
definida por
2 2 2
atx,y,z) = (a@x,a’y,a’z)
O conjunto de todas as matrizes 2 X 2 invertiveis com as ope-
ra¢Ges matriciais padréo de adigio e multiplicagfio por escalar.

O conjunto de todas as matrizes 2 X 2 da forma

a 0

0 b
com as operagdes matriciais padriio de adi¢fio e multiplicacfio
por escalar.
O conjunto de todas as fungdes reais f definidas em cada pon-
to da reta real e tais que f(1) = 0, com as operagdes do Exem-
plo 6.

O conjunto de todos os pares de nimeros reais da forma (1, x)
com as operacdes

Ly +@Ly)=(Ly+y) e al.y =, a)
O conjunto de todos os polindmios da forma a, + a,x com as
operagoes

(ay + ax) + (by + b x) = (ay + by) + (a, + b)x

Ka, + ax) = (kay) + (ka)x

Verifique os Axiomas 3, 7, 8 ¢ 9 com o espago vetorial dado
no Exemplo 4.

Verifique os Axiomas 1,2,3,7, 8,9 e 10 com o espaco veto-
rial dado no Exemplo 6.

Com as operagdes de adi¢io e multiplicagio por escalar defi-
nidas no Exemplo 7, mostre que V = R’ satisfaz os Axiomas
de 1 até 9.

Verifique os Axiomas 1, 2, 3, 6, 8, 9 e 10 com o espago veto-
rial dado no Exemplo 8.

Mostre que o conjunto de todos os pontos em R’ que estio
numa reta € um espago vetorial em relagéo as operagdes pa-
drdo de adigfio e multiplicagfo por escalar se, e 6 se, a reta
passa pela origem.
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18. Mostre que o conjunto de todos os pontos em R’ que estiio
num plano € um espago vetorial em relagfio as operagdes pa-
driio de adicdio e multiplicagfio por escalar se, € 56 se, o plano
passa pela origem.

« Nos Exercicios 1921, prove que o conjunto com as operagdes

dadas € um espago vetorial.

19. O conjunto V = {0} com as operagdes de adi¢fio e multiplica-
¢do por escalar dadas no Exemplo 1.

20. O conjunto de todas as sequéncias infinitas de ndmeros reais
com as operacdes de adigfio e multiplicagdo por escalar dadas
no Exemplo 3.

21. O conjunto M,,, de todas as matrizes i X n com as operagdes

i

padrfo de adi¢do e multiplicagdo por escalar.

22. Prove a parte (d) do Teorema 4.1.1.

23. O argumento a seguir prova que se u, v ¢ w forem vetores num
espago vetorial Vtais que u + w = v + w, entdo u = v (a lei
de cancelamento para a adico vetorial). Conforme exemplifi-

cado, justifique ao passos dados preenchendo as lacunas.

ut+w=v+w
(u+w)+ (—w) = (v+w) + (—w) Somar —w a ambos lados
u+[w+ (W] =v+[w-+ (—w)]
u+0=v+0

u=yv

Hipdtese

24. Seja v um vetor qualquer num espaco vetorial. Prove que
Ov=0.

25. O argumento a seguir prova em sete passos a patte (b) do Teo-
rema 4.1.1. Justifique cada passo afirmando que € verdadeiro
por hipétese ou especificando qual dos dez axiomas de espaco
vetorial € aplicdvel.

Hipétese: sejam u um vetor qualquer num espago vetorial, @ o
vetor nulo de Ve a um escalar.

Concluséo: entdo a0 = 0.

Prova:
€)) al + au = a(0 + v)
2 = qu

(3) ComoauestiemV, —questiem V.
(4) Portanto, (¢0 + au) + (—au) = au + (—au).
5y a0+ (au + (—auw)) = au + (—au)

6 ad+0=90
7 ab=20

26. Seja v um vetor qualquer num espago vetorial. Prove que
—v = (—1)v.

27. Prove: se u for um vetor num espago vetorial V e a um escalar
tais que aqu = 0, entdo ou a = 0 ou u = 0. [Sugestdo: mostre
que se au = 0 e a # 0, entdo u = 0. O resultado segue, entdo,
como uma consequéncia légica.]

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(e), determine se a afirmacio é verdadeira ou falsa,

justificando sua resposta.

(a) Um vetor é um segmento de reta orientado (seta).

(b) Um vetor € uma énupla de nimeros reais.

(¢) Um vetor € um elemento qualquer num espago vetorial.

(d) Existe um espaco vetorial consistindo em exatamente
dois vetores distintos.

¢) O conjunto de polindmios de grau exatamente 1 é um es-
1 |4 g
paco vetorial com as operagdes definidas no Exemplo 12.

4.2 Subespacgos

E possivel para um espaco vetorial estar contido num outro espago vetorial. Nesta secio,
discutimos como reconhecer tais espagos vetoriais e apresentamos uma variedade de

exemplos que serfio utilizados mais adiante.

Comecamos com alguma terminologia.

i DEFINICAO 1

por escalar definidas em V.

Um subconjunto W de um espago vetorial V € denominado subespaco
de V se W for um espago vetorial por si sé com as operagdes de adi¢@o e multiplicagio

Em geral, devemos verificar os dez axiomas de espago vetorial para mostrar que um
conjunto W com duas operagdes forma um espaco vetorial. No entanto, se W for parte de
um espago vetorial V conhecido, entfo certos axiomas nfo precisam ser verificados, pois
eles sdo “herdados” de V. Por exemplo, ndo é necessério conferir que u + v = v + u vale
em W, pois isso vale para todos os vetores de V, inclusive os de W. Por outro lado, é ne-
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Observagiio  Enquanto o conjunto das solugdes de cada sistema homogéneo de m equagdes em n
incognitas € um subespago de R, nunca é verdade que o conjunto das solugdes de um sistema ndo
homogéneo de m equagdes em n incognitas seja um subespago de R". Ha dois cenérios possiveis:
primeiro, o sistema pode ndo ter quaisquer solugdes; e segundo, se houver solucdes, entiio o con-
Jjunto de solugdes ndo serd fechado nem na adigfio, nem na multiplicacfio por escalar (Exercicio 18).

Observacéo final E importante reconhecer que os conjuntos geradores ndo sfo Unicos. Por exemplo, qual-
quer vetor ndo nulo na reta da Figura 4.2.6a gera aquela reta, e quaisquer dois vetores
ndo colineares no plano da Figura 4.2.6b geram aquele plano. O préximo teorema, cuja
prova € deixada como exercicio, enuncia condigdes sob as quais dois conjuntos de vetores
geram o mesmo espago.

TEOREMA 4.25 Se § = {v;, v,,. . s Vabe St =dw W » W} sdo conjuntos ndo
vazios de vetores num espaco vetorial V, entdo ~ -

ger{vl,vz,;. vi= ger{w‘,wz,.. Wl

se; e so se, cada vetor em S ¢ uma combmagao lmear dos vetores em S’ e cada vetor
em S’ é uma combinacdo linear dos vetores em S.

Reviséo de conceitos e Mostrar que um subconjunto de um espago vetorial é um
e Subespago subespago.
e Subespaco nulo e Mostrar que um subconjunto nfio vazio de um espago

vetorial ndo € um subespacgo demonstrando que o
conjunto ndo € fechado na adigéo ou néo é fechado na
multiplicagéo por escalar.

e Exemplos de subespacos
® Combinacao linear
® Gerado

:

Dado um conjunto S de vetores em R" ¢ um vetor vem R,
e Espaco solugfo determinar se v € uma combinagdo linear dos vetores em S.

e Dado um conjunto S de vetores em R, determinar se os

Aptidoes desenvolvidas vetores em S geram R

o Determinar se um subconjunto de um espago vetorial €

e Determinar se dois conjuntos nfo vazios de vetores num
um subespaco.

espaco vetorial V geram o mesmo subespago de V.

Conjunto de exercicios 4.2

1. Use o Teorema 4.2.1 para determinar quais dos seguintes sio (b) O conjunto de todas as matrizes A de tamanho n X n tais
subespagos de R. que det(A) = 0
(a) Todos os vetores da forma (a, 0, 0). (c) O conjunto de todas as matrizes A de tamanho n X n tais
(b) Todos os vetores da forma (a, 1, 1). que tr(A) =0
(¢) Todos os vetores da forma (a, b, ¢), com b = a + c. (d) O conjunto de todas as matrizes n X n simétricas.
(d) Todos os vetores da forma (a, b, ¢), comb =a + ¢ + 1. (e) O C(zlgunto je todas as matrizes A de tamanho # X n tais
que A" = —A.

(e) Todos os vetores da forma (q, b, 0). )
(f) O conjunto de todas as matrizes A de tamanho » X n com

2. Use o Teorema 4.2.1 para determinar quais dos seguintes sio . . A
as quais Ax = 0 s6 tem a solugfo trivial.

subespacos de M,

nnt

(g) O conjunto de todas as matrizes A de tamanho n X # tais

(a) O conjunto de todas as matrizes (a, 0, 0) diagonais. que AB = BA com alguma matriz B fixada.
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3. Use o Teorema 4.2.1 para determinar quais dos seguintes sdo
subespacos de P,.
(a) Todos os polindmios ag + a,x + a,x* + a,x’ com
ay=0.
(b) Todos os polindmios a, + a,x + a,X’ + a,x’ com
a,+a, +a,+a,=0.
(¢) Todos os polindmios da forma a, + a,x + a, X + a,x'
em que dg, d,, a, $80 inteiros.
(d) Todos os polindmios da forma g, + @ x em que g, e a,
sdo nimeros reais.
4. Quais dos seguintes sdo subespagos de F(-, )7
(a) Todas as fungdes fem F(~o, ) tais que f (0) =
(b) Todas as fungdes f em F(~, ) tais que f(0) = 1.
(c) Todas as fun¢des fem F(—, ) tais que f (—x) = f (x).
(d) Todos os polinémios de grau 2.
5. Quais dos seguintes sdo subespagos de R™?
(a) Todas as sequéncias vem R~ da forma
v=(,0,v,0,0,0,...).
(b) Todas as sequéncias v em R” da forma
v=(,l,v,1,v,1,...)
(c) Todas as sequéncias v em R” da forma
v = (v, 2v, 4v, 8v, 160, . . ).
(d) Todas as sequéncias em R~ cujos componentes séo nulos
a partir de algum ponto.

6. Uma reta L pela origem em R’ pode ser representada por
equacdes paramétricas da forma x = at, y = bte z = ct. Use
essas equaces para mostrar que L é um subespago de R,
mostrando que se v, = (x,, ¥,, 2,) € ¥, = (X,, ¥,, Z,) forem pon-
tos em L e k for um nimero real qualquer, entdo kv, e v, + v,
também s@o pontos em L.

7. Quais dos seguintes sdo combinagdes lineares de

u=(0,-2,2)ev=(1,3,-1)?
(@ (2,2,2) ®) 3,1,5)
(c) (0,4,5) @ 0,0,0
8. Expresse os seguintes como combinagdes lineares de
u=(2,1,4),v=(1,-1,3)ew=(3,25).
(@ (9,7, —15) (b) (6,11,6)
(©) (0,0,0) @ (7,.8,9

9. Quais dos seguintes séio combinagdes lineares de
Ao 4 0 B = 1 -1 _[o 2 0
T2 =20 T2 30 1 o4]
6 -8 00
b
@ [—1 -—8] ® [0 o}
6 0 -1 5
d
© [3 8] @ [ 7 1}

10. Em cada parte, expresse o0 vetor como uma combinaggo linear
dep1—2+x+4x,p =1—x+3 ep3—*3+2x+5x

(@) —9—7x— 154 (b) 6+ 11x + 6x°

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

© 0 (d) 7+ 8x+9x°

. 3
Em cada parte, determine se os vetores dados geram R’

@ v,=(2,2,2),v,=(0,0,3),v,= (0,1, 1)
0 v,=@2,~13),v,=(4,1,2),v,=38,-1,8
© v,=G,1,4),v,=(2,-3,5,v,=(5,-2,9,
v, = (1,4, -1
d v, =(1,2,6),v,=3,4 1), v;= (4,3, 1),
v, =(3,3 1D
Sejam v, = (2,1,0,3), v, = (3, —1,5,2)ev, = (~1,0,2, 1).
Fm cada parte, decida se o vetor estd em ger{v,, v,, v;}.
(@ 2,3,-7,3) (b) 0,0,0,0)
(© (1,11, 1 (d) (=4,6,-13,4)

Determine se os polindmios dados geram P,.

P, =1-x+24, p,=3+x,
p3=5—x+4x2, p4:—2—2x—l-2x2

Sejam f = cos’ x e g = sen” x. Quais dos seguintes estdo no
espago gerado por fe g?

) 3+x (0 1 &) 0
Determine se o espago solugfo do sistema Ax = 0 € uma reta
pela origem, um plano pela origem ou somente a origem. Se
for um plano, obtenha uma equagio desse plano; se for uma
reta, obtenha equagdes paramétricas dessa reta.

(a) cos2x (d) sen x

-1 1 1 1 -2 3
@ A=| 3 =1 0 ) A=|-3 6 9
| 2 -4 =5 -2 4 -6

1 2 3 1 2 -6

© A=1{2 5 3 @ A=|1 4 4
(10 8 3 10 6

1 -1 1 M -3 1

@ A=|2 -1 4 ® A=|2 -6 2
3 1 1 3 -9 3

L L

(Requer Cdlculo) Mostre que os seguintes conjuntos de fun-

¢es sdo subespacos de F(—, ©),

(a) Todas as fungdes continuas em (—, ),

(b) Todas as fungBes derivaveis em (—, ),

(c) Todas as funges derivdveis em (—¢, ) que satisfazem
f' +2f=0.

(Requer Cdlculo) Mostre que o conjunto das fungdes f = f(x)

continuas em [a, b] tais que

b
f fx)dx =0

é um subespaco de Cla, b].

Mostre que os vetores solugio de um sistema ndo homogéneo
e consistente de m equacdes lineares em » incégnitas nio for-
mam um subespago de R".

Prove o Teorema 4.2.5.
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20. Use o Teorema 4.2.5 para mostrar que os vetores v, =(1,6,4), (&) O conjunto das solugdes de um sistema linear consistente Ax
v, =24 -1, v, =(—1,2,5,w, =, =2, ~5) e = b de m equagBes em n incégnitas & um subespago de R".
3
W, = (0, 8,9) geram o mesmo subespago de R’, (f) O gerado de qualquer conjunto finito de vetores em um espa-

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(k), determine se a afirmac8o € verdadeira ou falsa,

justificando sua resposta.

(a) Cada subespago de um espago vetorial &, ele mesmo, um es-

paco vetorial.

(b) Cada espago vetorjal é um subespago de si mesmo.

(¢) Cada subconjunto de um espago vetorial V que contenha o .
. ()
vetor zero de V é um subespago de V.

(d) O conjunto R* € um subespago de R”.

go vetorial € fechado na adigfo e na multiplicaggio por escalar.

(g) Aintersegio de dois subespagos quaisquer de um espago ve-
torial V é um subespago vetorial de V.

(h) A unido de dois subespagos quaisquer de um espago vetorial
V € um subespago vetorial de V.

() Dois subconjuntos de um espago vetorial V que geram o mes-
mo subespaco de V devem ser iguais.

O conjunto de matrizes n X 1 triangulares superiores é um
subespaco do espago vetorial de todas as matrizes 1 X 7.

(k) Os polindmios x — 1, (x — 1)’ e (x — 1)’ geram P°.

Vetores jrrelevantes

Ay w

e

Aasi 2 ) R
& Figura 4.3.2

4.3 Independéncia linear

Nesta se¢io, consideramos o problema de decidir se 0s vetores de um dado conjunto estio
inter-relacionados, no sentido de que um deles, ou mais, pode ser expresso como uma
combinagio linear dos outros. Isso € importante nas aplicagdes, porque a existéncia de tais
relagBes muitas vezes indica que podem ocorrer certos tipos de complicagdes.

Num sistema de coordenadas retangulares xy, cada vetor no plano pode ser expresso de
exatamente uma maneira como combinagfo linear dos vetores unitdrios candnicos. Por
exemplo, a tnica maneira de escrever o vetor (3, 2) como uma combinacdo linear de
i=(L0ej=(,1¢

(3,2) = 3(1,0) + 2(0, 1) = 3i + 2j (1)

(Figura 4.3.1). Entretanto, vejamos o que ocorre se introduzirmos um terceiro eixo coor-
denado que faz um 4ngulo de 45° com o eixo x. Denotemos esse eixo por w. Conforme
ilustrado na Figura 4.3.2, o vetor unitrio ao longo do eixo w é

< : : )

W= —, —

V2 V2

Enquanto a Férmula (1) mostra a tinica maneira de escrever o vetor (3, 2) como uma com-

binagdo linear de i e j, hd uma infinidade de maneiras de escrever esse vetor como uma
combinagdo linear de i, j e w. Trés possibilidades sio

1 1
V2 2
11
V22
(3,2) = 4(1, 0) + 3(0, 1)-&(

(3,2):3(1,0)+2(o,1)+o< )=3i+2j+0w

<3,2>=2(1,0>+<o,1)+f2< ):3i+j+fzw

1
—_ =4l+3j—\/§W
NZIING)
Resumindo, ao introduzir um eixo supérfluo, criamos a complicagdo de ter miltiplas ma-
neiras de associar coordenadas aos pontos do plano. O que torna o vetor w supérfluo € o
fato de que ele pode ser expresso como uma combinagdo linear dos vetores i J, a saber,
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Conjunto de exercicios 4.3

1.

Explique por que o conjunto de vetores dado € linearmente in-
dependente. (Resolva o problema inspecionando o conjunto.)

@ w =(L24Heu, =5 ~10,-20)em K
®) u, =G, —1),u,=5),u,=(—4,T)em R’
© p=3— x+xep, = 6 —4x+ 2" em P,

U I DU I B D
@A=15 o|°PT |2 oM

. . . 3 . .
. Quais dos seguintes conjuntos de vetores em R’ sd0 linear-

mente dependentes?

(a) (4,-1,2),(—4,10,2)

b (—3,0,4),(5,—1,2),(1,1,3)

© @,~-1,3),401

@ (-2,0,1),(3,2,5,06,—-1,1,7,0,-2)

. . . 4 o 4s
Quais dos seguintes conjuntos de vetores em R* sdo linear-
mente dependentes?

(@ (3,8,7,-3),(1,53,-1),2,-1,2,6),(1,4,0,3)
() (0,0,2,2),(3,3,0,0),(1,1,0, - 1)

(©) 0,3,-3,-6),(-2,0,0,-6),(0, —4, =2, —2),
0, —8,4, =4

(d (3,0,-3,6),(0,2,3,1),(0,-2,-2,0),(-2,1,2, D

. Quais dos seguintes conjuntos de vetores em P, sfio linear-

mente dependentes?

(@) 2—x+4x, 3+ 6x+ 20,2+ 10x — 4

(b) 3+x+x,2—x+544 -3

© 6—x 1+ x+ 45

) 1+3x+38 x+47,5+6x+ 3,7+ 2x — ¥

Suponha que v, v, € v, sejam vetores em R’ com pontos ini-

ciais na origem. Em cada parte, determine se os trés vetores

estdo num mesmo plano.

@ v,=(2,-2,0,v,=(6,1,4),v,=(2,0, -4

b) v,=(-6,7,2),v,=(3,2,4,v,= 4 -1,2)

Suponha que v, v, € v, sejam vetores em R’ com pontos ini-

ciais na origem. Em cada parte, determine se os trés vetores

estdo num mesmo plano.

@ v, =(-1,2,3),v,= (2, =4, ~6),v, = (~3,6,0)

® v, =2 -1L4,v,=42,3),v,=(2,7,-6)

) vv=(4,6,8),v,=(2,3,4),v,= (-2, -3, ~4)

(a) Mostre que os trés vetores v, = (0,3, 1, —1),
v,=(6,0,5, Dev, =4, —7,1,3) formam um conjunto
linearmente dependente em R

(b) Expresse cada vetor na parte (a) como uma combinagio

linear dos outros dois.

(a) Mostre que os trés vetores v, = (1,2, 3, 4),

v, = (0,1,0, —Dev, = (1,3, 3, 3) formam um conjunto

linearmente dependente em R

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

W

A

(b) Expresse cada vetor na parte (a) como uma combinagdo
linear dos outros dois.

. Os vetores dados formam um conjunto linearmente dependen-

3 . .
te em R’ com quais valores reais de A?

=(-h-D) = (had),

NI

Mostre que se {Vv,, V,, v,} for um conjunto linearmente inde-
pendente de vetores, entdo também o sdo {v,, v,}, {v,, v;},
{vy,v3}, (v}, {v,} e {v3).

Mostre que se § = {v,, ,, . . ., v,} for um conjunto linear-
mente independenie de vetores, entdo também o € qualquer
subconjunto ndo vazio de S.

Mostre que se S = {v,, v,, v;} for um conjunto linearmente
dependente de vetores num espago vetorial V e se v, for um
vetor qualquer em V que ndo estd em S, entdo {v, v,, V5, V,]}
também ¢ linearmente dependente.

Mostre que se S = {¥,,V,, ..., v,} for um conjunto line-
armente dependente de vetores num espaco vetorial Ve se
V.- -, Y, forem vetores quaisquer em V que néo estdo em
S,entdo (v, ¥, ...,V,,Y,,,,...,v,} também € linearmente
dependente.

Mostre que qualquer conjunto com mais de trés vetores em P,
¢ linearmente dependente.

Mostre que se {v,, v,} for um conjunto linearmente indepen-
dente e v, ndio pertencer a ger{v,, v,}, entdo {v,, v,, v;} € line-
armente independente.
Prove: dados quaisquer vetores u, v € W num espago vetorial
V, os vetores u — v, v — w e w — u formam um conjunto li-
nearmente dependente.

. 3 .
Prove: o espago gerado por dois vetores em R* ¢ uma reta pela
origem, um plano pela origem, ou a propria origem.
Sob quais condi¢des € um conjunto de um tnico vetor linear-
mente independente?

Os vetores v,, v, e v, na parte () da figura dada sio linear-
mente independentes? E os da parte (b)? Explique.

(@)
Figura Ex-19

(2
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20. Utilizando identidades apropriadas, onde necessdrio, deter- dependente de vetores em R’. Serd que qualquer conjunto
mine quais dos conjuntos de vetores em F(—c, ) dados sdo de vetores mutuamente ortogonais em R’ forma um con-
linearmente dependentes. junto linearmente independente? Justifique sua conclusio
(@) 6,3sen’x,2cos’ x (b) x,cosx geometricamente.

(c) 1, sen x, sen 2x (d) cos 2x, sen” x, cos’ x (b) Justifique sua conclusdo algebricamente. [Sugestdo: use
roduto escalar.
() 3—x\ 2 —6x5 () 0, cos’ mx, sen’ 3mx P ]
21. As fungdes f,(x) = x e f,(x) = cos x sdo linearmente indepen- Exercicios verdadeiro/falso

dentes em F(—, ) porque nenhuma das duas € um miltiplo
escalar da outra. Confirme a independéncia linear usando o
teste do wronskiano.

Nas partes (a)-(h), determine se a afirmacfio é verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) Um conjunto que consiste num tnico vetor € linearmente de-

22 pendente.

As fungdes f,(x) = sen x e f,(x) = cos x sfo linearmente in-
dependentes em F(—o, ©) porque nenhuma das duas é um
miltiplo escalar da outra. Confirme a independéncia linear
usando o teste do wronskiano.

(b) Dado qualquer escalar &, o conjunto de vetores {v, kv} é line-
armente dependente.

23. (Requer Cdlculo) Em cada parte, use o wronskiano para (c¢) Cada conjunto linearmente dependente contém o vetor zero.

mostrar que o conjunto de vetores dado € linearmente inde- (d) Se o conjunto de vetores {v,, v,, v;} for linearmente indepen-
pendente. dente, entéio, dado qualquer escalar ndo nulo &, o conjunto
v k mbém € linearmente dependente.

@ lxé ®) 1xx {kvy, kvy, kv,} ta m p

24. Use o teste do wronskiano para mostrar que as fungdes @ tSe Vio - 0 vi’ forem vetores ?ao nu/los 11nearrrg§nte ~d eI;enden—
x © 2 % x 1 . es menos um vetor v, € uma combinacao linear
fix) = &, f,(x) = xe" e fi(x) = x"¢" sfo linearmente indepen- S, entao pelo OV, ¢
tnicade v, ..., v,

dentes em F(—o0, o),
() O conjunto das matrizes 2 X 2 que contém exatamente dois 1

25. Use o teste do wronskiano para mostrar que as fungdes I X
e dois 0 € linearmente independente em M,,.

Ji() = senx, f,(x) = cos x e fy(x) = x cos x sfo linearmente
independentes em F(—0, ). (g) Os trés polindmios (x — 1)(x + 2), x(x + 2), e x(x — 1) sdo

26. Use a parte (a) do Teorema 4.3.1 para provar a parte (b). linearmente independentes.

27. Prove a parte (b) do Teorema 4.3.2 (h) As funcdes f| e f, sdo linearmente dependentes se existirem

um ntimero real x e escalares k, e k, tais que &, f,(x) + k,f,(x)
28. (a) Mostramos no Exemplo 1 que os vetores mutuamente =0

ortogonais i, j € k formam um conjunto linearmente in-

4.4 Coordenadas e bases

Costumamos pensar numa reta como sendo unidimensional, num plano, como bidimensional
€ 1o espago a nossa volta, como tridimensional. O objetivo principal desta e da proxima
segles € tornar mais precisa essa nogo intuitiva de dimensfio. Nesta se¢fo, discutimos
sistemas de coordenadas em espagos vetoriais arbitrdrios e preparamos o terreno para ima
defini¢do precisa de dimensio na préxima se¢io.

Sistemas de coordenadas na Na Geometria Analitica, aprendemos a usar sistemas de coordenadas retangulares para
Algebra Linear  criar uma correspondéncia bijetora entre os pontos do espaco bidimensional e os pares
ordenados de mimeros reais, bem como entre os pontos do espaco tridimensional e os
ternos ordenados de nimeros reais (Figura 4.4.1). Embora os sistemas de coordenadas
retangulares sejam comuns, eles nfo sdo essenciais. Por exemplo, a Figura 4.4.2 mostra
sistemas de coordenadas nos espagos bi e tridimensionais em que os eixos coordenados
ndo sdo mutuamente perpendiculares.

Na Algebra Linear, costumamos especificar sistemas de coordenadas usando vetores
em vez de eixos coordenados. Por exemplo, na Figura 4.4.3, recriamos os sistemas de
coordenadas dados na Figura 4.4.2 usando vetores unitdrios para identificar os sentidos
positivos nos eixos e, entdo, associando coordenadas a um ponto P usando os coeficientes
escalares nas equacdes

—> —
OP =av,+bv, ¢ OP=av,+bv,+cv,
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[gualando os componentes correspondentes, obtemos
¢, +2¢,4+3¢c;= 5
2¢,+ 9¢, + 3¢, = —1
c, +4c,= 9
Resolvendo esse sistema, obtemos ¢, = 1, ¢, =
s =(1,-1,2)

solucéo (b) Usando a definigdo de (v), obtemos

v=(=1v,+3v,+2v,

—1, ¢, = 2 (verifique). Portanto,

=(-1(1,2,1)+32,9,00+23,3,4 =(11,31,7) «

Reviséo de conceitos

e Base
M

n’ mn

» Bases candnicas de R", P
e Dimensdo finita

o Dimens#o infinita

e Coordenadas

o Vetor de coordenadas

Aptiddes desenvolvidas

o Mostrar que um conjunto de vetores € uma base de um
espaco vetorial.

e Encontrar as coordenadas de um vetor em relagdo a uma
base.

» Encontrar o vetor de coordenadas de um vetor em relagio
a uma base.

Conjunto de exercicios 4.4

1. Em cada parte, explique em palavras por que os vetores dados
ndo sdo uma base do espago vetorial dado.

@ u, = (1,2),u,=(0,3),u, = (2,7) para K’
) u, =(~1,3,2),u,= (6,1, 1) para K’
© p,=1+x+x,p,=x—lparap,

(dA__ll s 60 o_[p 0

VA=1, 3p -1 4y o7y
U ERR I y
Sla 2 T 2 9| PR

2. Quais dos conjuntos de vetores dados sfo bases de R*?
(@ {2, 1), 3,0} () {4, 1, (=7,-8)
(©) {0,0,(1,3)} @ {(3,9), (-4, ~12)}
3. Quais dos conjuntos de vetores dados sdo bases de R?
(@ {(1,0,0),(2,2,0),(3,3,3)}
) {(3,1,~4),(2,5,6),(1,4, 8)}
(©) {(2,—=3,1),(4,1,1),0, -7, 1)}
@ {(1,6,4),2,4,—1),(—1,2,5)}
4. Quais dos conjuntos de vetores dados sdo bases de P,?
(@ 1—3x+27 1 +x+4x1—7Tx
(b) 4+ 6x+ 44 —1 —I—4x—|—2x2,5—i—2x—x2

(©) l+x+ 2 x+55
(d) —4+x+3%6+5x+ 2,8 +dx + 4

5. Mostre que as matrizes dadas formam uma base de M,,.

3 6 0 -1 0 -8 1 0

3 -6 |1 0 —12 -4 -1 2
6. Seja V o espago gerado por v, = cos’ x, v, = sen’ x,

v, = €08 2x.

(a) Mostre que S = {v,, v,, v,} ndo é uma base de V.
(b) Encontre uma base de V.
7. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de w em rela-
¢io abase S = {u,,u,} de R
(@ u, =(1,0,u,=(0,1)w=03,-7)
b) uy=@2,-4,8=338;w=(11
© u=(1,1),u,=(0,2);w=(ab)
8. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de w em rela-
¢aoabase S = {u;, u,} de R

@ uw=00,-Du=>0,1;w=(,0
®) u, =, —D,u,=(1, 1);w=(0,1)
© w=0-Duw=10)w=(1,1)
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9. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de v em
relagfio abase S = {v,, v,, v,}.

@ v=(@2,~1,3)v,=(1,0,0),v, = (2,2,0),

v;=(3,3,3)
() v=(5,-12,3);v, =(1,2,3),v, = (-4,5,6),
v; = (7,-8,9)

10. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de pem
relagdo A base S = {p,, p,, p,}.
(a) p=4—3x-|—x2;p1 = 1,p2=x,p3=x2
(b) p=2—x+x2;p, =l+xp,=1 +x2,p3=x+x2
11. Encontre o vetor de coordenadas de A em relacgéio a base
S={A,A, A, A}

ac] 20, [ Lol
-1t 3 P70 o %o of
0 0 0 0
A3:[1 o:" A“_[o 1]

Nos Exercicios 1213, mostre que {A,, A,, A;, A,} é uma base
de M,, e expresse A como uma combinacdo linear dos vetores da
base.

1 0 11 1
12. A‘:L 0]’ A2=[0 o]’ A3=[0 (1)]

Nos Exercicios 14-15, mostre que {p,, p,, p;} € uma base de P,

€ expresse p como uma combinagio linear dos vetores da base.

14. p, =1 +2x+x2,p2=2+9x,p3=3+3x+4x2;
p=2+17x-3x

15. p, =1 -i-)H-xz,pz:x+x2,p3=)c2;p=7—x+2x2

16. A figura dada mostra um sistema de coordenadas retangulares
Xy e um sistema de coordenadas x'y’ com eixos obliquos.
Supondo que em todos os eixos foram utilizadas escalas de
uma unidade, encontre as coordenadas x'y’ dos pontos cujas
coordenadas xy estdo dadas.

@ @D O OO  (© O () @b

< Figura Ex-186

17. A figura dada mostra um sistema de coordenadas retangulares
xy determinado pelos vetores unitérios i e j da base candnica
¢ um sistema de coordenadas x'y’ determinado pelos vetores
unitdrios i e j de uma outra base. Encontre as coordenadas x'y'
dos pontos cujas coordenadas xy estdo dadas.

@ /3,1 ® 10  (© O (@ (b

4 Figura Ex-17

18. A base de M,, dada no Exemplo 4 consiste em matrizes nio
invertiveis. Serd que existe alguma base de M,, consistindo
em matrizes invertiveis? Justifique sua resposta.

19. Prove que R” tem dimensdo infinita.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(e), determine se a afirmaciio ¢ verdadeira ou falsa,
Justificando sva resposta.

(@) SeV=ger{v,...,v,},entdo {v,...,v,} éuma base de V.

(b) Cada subconjunto linearmente independente de um espaco
vetorial V € uma base de V.

(¢) Se{v,v,...,v,} for uma base de um espaco vetorial V, en-
tdo cada vetor em V pode ser expresso como uma combinagio
linearde v, v,,...,v

n
(d) O vetor de coordenadas de um vetor x em R” em relagdo a

v

base candnica de R" € x.

(e) Cada base de P, contém pelo menos um polindmio de grau 3
ou menor.




216 Algebra Linear com Aplicacées

Revisdo de conceilos
e Dimensdo

e Relagdo entre o conceitos de independéncia linear, base ¢
dimensio

Conjunto de exercicios 4.5

Nos Exercicios 1-6, encontre uma base do espaco solugéo do
sistema linear homogéneo e encontre a dimensio desse €Spaco.

. x+x— x=0 2. 304+ x4 x,=0
—2x ~ X, + 2%, =0 S5t =X 4+ x,—x,=0
—X, + X% =0

3 x—dx, +3x5— x, =0

2x; ~ 8x, 4 6x; — 2x, =0
4. x~3x, 4+ x=0
2%, — 6x, + 2%, =0
3%~ 9%, + 3%, =0

Se 26+ 2, +3x, =0 6.
X + 5%, =0
X+ x =0

X+ y+ z=0
3x 4+ 2y —2z=0
4x -+ 3y —_ 7= 0
6x +5y+ z=0
7. Encontre bases dos seguintes subespacos de R,
(@) Oplano3x — 2y + 57 = 0.
(b) Oplanox —y=0.
(©) Aretax =2t,y= ~f 7 =4s
(d) Todos os vetores da forma (a,b,c)comb =g+ c.
8. Encontre as dimensdes dos seguintes subespagos de R,
(a) Todos os vetores da forma (a, b, ¢, 0).
(b) Todos os vetores da forma (@, b,c,d)emqued=a+ b
ec=a-—bh.
(c) Todos os vetores da forma (a, b, ¢, d), em que
a=b=c=d.
9. Encontre a dimensio de cada um dos seguintes espagos veto-
riais.
(a) O espaco vetorial de todas as matrizes n X diagonais.
(b) O espago vetorial de todas as matrizes n X 5 simétricas,
(¢} O espago vetorial de todas as matrizes n X triangulares
superiores.
10. Encontre a dimensdo do subespago de P, consistindo em to-
dos os polindmios a, + a,x + ax’ + ax’ com a, = 0.
11. (a) Mostre que o conjunto W de todos os polindmios em P,
tais que p(1) = 0 & um subespaco de P,

Aptiddes desenvolvidas

 Encontrar uma base e a dimensio do espago solucgio de
um sistema linear homogéneo.

@ Usar a dimensdo para determinar se um conjunto de
vetores € uma base de um espago vetorial de dimensio
finita.

e Estender um conjunto linearmente independente a uma
base.

(b) Faga uma conjectura sobre a dimensio de w.
(¢) Confirme sua conjectura encontrando uma base de W.

AL 3
12.  Em cada caso, encontre um vetor da base candnica de R’ que
pode ser acrescentado ao conjunto { V), V,} para formar uma
base de R,

@ v, =(-1,23),v,=(1,-2,-2
®) v, =(1,-1,0),v,=3,1,-2)

13. Encontre vetores da base candnica de R* que podem ser acres-
centados a0 conjunto {v,, v,} para formar uma base de R*

Vi=(l,~4,2,-3),v,=(~3,8,—4,6)

14. Seja (v, v,, v;} uma base de um espaco vetorial V. Mostre que
{u,, u,, u;} também € uma base, sendo U =v,u=v +v,e

U =v, +v,+v,

15. Os vetores v = (1, ~2,3)ev, = (0,5, —3) siio linearmente

independentes. Aumente {v 1» V,} até uma base de R,

Os vetores v, = (1, -2, 3, —5)ev,= (0, —1,2, —3) séio

linearmente independentes. Aumente {v,, v,} até uma base

de R

17. (a) Mostre que, para cada inteiro positivo r, podemos encon-
trar n + 1 vetores linearmente independentes em F (—oo,
). [Sugestdo: procure polindmios.)

16

(b) Use o resultado da parte (a) para provar que F(—oo, 0o)
tem dimens3o infinita.

(¢) Prove que C(—w, ) e C"(~0, ®) sd0 €spagos vetoriais
de dimensao infinita.

18. Seja S uma base de um espago vetorial V de dimens&o n. Mos-
tre que se vy, v,, .. ., v, formarem um conjunto linearmente
independente de vetores em V, entéo os vetores de coordena-
das (v)g, (V) . . ., (v, )s formam um conjunto linearmente
independente em R’ e reciprocamente.

19. Usando a notacdo do Exercicio 18, mostre que se os vetores
Vis ¥, ..., ¥, gerarem V, entdo os vetores de coordenadas
Ve (Vg o -0, (v.)sgeram R, e reciprocamente.

20. Em cada caso, encontre uma base do subespaco de P, gerado
pelos vetores dados.

@ —1+x-23+43x+649
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(b) 1+=x, x, =2+ 2%, —3x (c) Existe um conjunto de 11 vetores que gera R".
) 1 +x-— 3652+ 2 — 6x%,3 + 3x ~ 9% (d) Cada conjunto linearmente independente de cinco vetores em
S ¢ 5
[Sugestdo: seja S a base candnica de P, e trabalhe com os vetores R’ ¢ uma base de R
de coordenadas em relagfo a S como nos Exercicios 18 e 19.] (e) Cada conjunto de cinco vetores que gera R’ é uma base de R’.
21. Prove: qualquer subespaco de um espago vetorial de dimenséo (f) Cada conjunto de vetores que gera R* contém alguma base de
finita tem dimens#o finita. R
22. Enuncie as duas partes do Teorema 4.5.2 em forma contrapo- (g) Cada conjunto de vetores linearmente independente em R
sitiva. est4 contido em alguma base de R".

Exercicios verdadeiro/falso (h) Existe alguma base de M,, consistindo em matrizes inverti-

veis.
- 1 ™ i a 1 . . 112 .
Nas. tgarte(si (a)-(j), determine se a afirmagio ¢ verdadeira ou falsa, (i) SeA tiver tamanhon X nel , A, 2Az’ ... A" forem matrizes
justificando sua resposta. distintas, entdo {1, A, A%, ..., A"} é linearmente indepen-
(a) O espago vetorial nulo tem dimenséo zero. dente.
(b) Existe um conjunto de 17 vetores lincarmente independentes (j) Existem pelo menos dois subespagos tridimensionais distin-
emR . tos de P°.

4.6 Mudanca de bases

Uma base conveniente para um problema pode nfio ser conveniente para um outro, de forma
que € um procedimento comum no estudo de espagos vetoriais a mudanga de uma base

para uma outra. Como a base ¢ a generalizagdo de coordenadas para um espaco vetorial, a
mudanga de bases € relacionada & mudanga de eixos coordenados em R’ e R'. Nesta secéio,
estudamos problemas relativos & mudanga de bases.

SeS = {v,,V,,...,v,} for uma base de um espaco vetorial V de dimensgo finita e se Aplicagdo de coordenadas
W=, ¢p...,C,
for o vetor de coordenadas de v em relagfo a S, entdo, como observamos na Segdo 4.4, a
aplicacéo
v = (V) n
cria uma conexdo (uma bijecio) entre os vetores do espaco vetorial arbitrdrio V e os
vetores do espago vetorial familiar R". Dizemos que (1) € a aplicagdo de coordenadas Aplicaggo de coordenadas
de Vem R". Nesta secdo, € conveniente expressar os vetores de coordenadas em formato o -
matricial =
|
Cy L e | 2|
€ - el
Vls=1 . @) - =
. V th
c, .
A Figura 4.6.1

em que os colchetes enfatizam a notagdo matricial (Figura 4.6.1).

Existern muitas aplicagbes em que ¢ necessdrio trabalhar com mais de um sistema de  Mudanca de bases
coordenadas. Nesses casos, acaba sendo importante saber como se relacionam as coorde-

nadas de um vetor fixado em relag¢fio a cada um desses sistemas de coordenadas. Isso nos

leva ao problema seguinte.

Problema da mudanga de base  Se v for um vetor num espago vetorial V de dimenséo
finita e se mudarmos a base de V de uma base B para uma base B’, qual € a relagio
entre os vetores de coordenadas [v]; e [v],?
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TEOREMA 462 Sejam B' = (u,,u,,
ReS={e,e,... ¢}
tos em forma de colunas, entdo

abaseca

-+, U} uma base qualquer do espaco-vetorial
nonica de R". Se os vetores dessas bases Jorem escri-

: PB’»)S: [ul , u2 ! e I un]‘:‘ S ‘ < S (15)

Segue desse teorema que se

€ uma matriz n X n invertivel qualquer, entdo A

dabase {u, u,,...

cuja invertibilidade foi mostrada no Exem

base

para a base

Az[“]luzl"'lun]

1
A=2
1

S N
oo W W

u=(0,2,1), wu,=(2,50), u,=(3,378)

el = (17 O, O)a ezz(oa 17O)a e3:(0a 07 1)

Reviséo de conceitos

e Aplicacédo de coordenadas

® Problema da mudanca de base
¢ Matriz de transicdo

Conjunto de exercicios 4.6

1. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de w em
refagio a base § = {u,, u,} de R*

(@ u,=(1,0,u,=0,1);w= 3,-7
®) =2, -4,u,=(3,8);w=(l, 1)
© u, =, D,u,=(0,2);w= (a, b)

2. BEm cada parte, encontre o vetor de coordenadas de v em
relagio abase § = {v,, v,, v,} de R’.

@ v=(2,~13);v,=(1,0,0),v,=(2,2,0),

vy=(3,3,3)
(b) v=1(5-12,3);v, = (1,2,3),v, = (—4, 5, 6),
v, =(7,-8,9)

3. Em cada parte, encontre o vetor de coordenadas de pem
relagio abase § = {p,, p,, p;} de P,
(@) p=4—3x+x2;pl = 1,p2=x,p3=x2
) p=2—x+x5p =1+xp,=1+2
p:=x+ X

Aptiddes desenvolvidas

o Encontrar diretamente os vetores de coordenadas em
relagfio a uma base dada.

e Encontrar a matriz de transicio de uma base para outra.

e Usar a matriz de transigéio para calcular vetores de
coordenadas,

4. Encontre o vetor de coordenadas de A em relagéo a base
S={A,A, A, A} de M,

2 0 -1 1 11
A: A = =

0 0 0 0
A —_ A =

5. Considere os vetores de coordenadas

6 3 _j
Wls=|~11, [qls=]0]|, [Bls= 6
4 4 3

(a) Encontre w se S for a base no Exercicio 2(a).
(b) Encontre q se S for a base no Exercicio 3(a).

(¢) Encontre B se S for a base no Exercicio 4.

pode ser vista como a matriz de transicio
,u,} de R" para a base candnica de R". Assim, por exemplo, a matriz

plo 4 da Secfo 1.5, € a matriz de transi¢do da
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6. Considere as bases B = {u;, u,} e B' = {u],u}} de R*, em que (b) Enconire a matriz de transi¢do de B para B'.

(¢) Calcule o vetor de coordenadas [pl,, emque p = —4 + x,
1 0 , 2 , -3 ) 8
w =, u, = L u) = At w, = 4 e use (12) para calcular [p], .
(d) Confira seu trabalho calculando [p], diretamente.

(a) Encontre a matriz de transigdo de B’ para B.
(b) Encontre a matriz de transi¢do de B para B'.

(c) Calcule o vetor de coordenadas [w],, em que

¢ use (10) para calcular [w],. .
(d) Confira seu trabatho calculando [w], diretamente.

. Repita as orientaces do Exercicio 6 com 0 mesmo vetor w,
mas com

o] we[h we ) w2

. 3
. Considere as bases B = {u,, u,, u,} ¢ B’ = {u}, u;, u;} de k',
em que

11.

12.

Seja V o espaco gerado por f, = senx e f, = cos x.

(a) Mostre que g, = 2senx + cosxe g, = 3 cos x formam
uma base de V.

(b) Encontre a matriz de transicdo de B’ = {g,, g,} para
B={f,f,}.
(c) Encontre a matriz de transi¢do de B para B'.

(d) Calcule o vetor de coordenadas [h];, em que
h = 2 senx — 5 cos x, e use (12) para calcular [h], .

(e) Confira seu trabalho calculando [h], diretamente.

Sejam S a base candnica de R* e B = {v,, v,} a base dada por
vi=02, Dev,=(-3,4).
(a) Encontre a matriz de transi¢dio P,_; por inspecao.

(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transi¢io
P

(c) Confirme que P,_ e P, sdo inversas uma da outra.

S-8°

(d) Sejaw = (5, —3). Encontre [w], e entdo use a Férmula

-3 -3 (11) para calcular [w];.
u = 0, w= 21, uy= 6 (e) Sejaw = (3, —5). Encontre [w]; e entdo use a Férmula
-3 =1 | —1] (12) para calcular [w],.
[—6] 2] 2] 13. Sejam § a base candnica de R’ e B = {v,, v,, v,} a base dada
w=|-6|, w=|-6|, u=|-3 porv, =(1,2,1),v,=(2,5,00ev, = (3,3,8).
0 4 7 (a) Encontre a matriz de transi¢fio P,_ ¢ por inspegéo.

(a) Encontre a matriz de transi¢éio de B para B'.

(b) Calcule o vetor de coordenadas [w],, em que

(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transi¢do
P S—B*

(c¢) Confirme que P,_ e P,_, sdo inversas uma da outra.

-5 (d) Sejaw = (5, —3, 1). Encontre [w], e entdo use a Férmula
W= 3 (11) para calcular [w];.
_5 (e) Sejaw = (3, —5,0). Encontre [w]; e entfo use a Formula

e use (12) para calcular {w],.
(¢) Confira seu trabalho calculando [w], diretamente.

. Repita as orientagdes do Exercicio 8 com o mesmo vetor w,
mas com

10. Considere as bases B = {p,, p,} e B’ = {q,, q,} de P, em que

p,=6+3x, p,=10+2x, q,=2, q,=3+2x

(a) Encontre a matriz de transi¢éo de B’ para B.

14.

15.

(12) para calcular [w],.

Sejam B, = {u, w,} e B, = {v,, v,} as bases de R’ dadas por

uy=02,2,un= -1, v,=(,3ev,=(=1, 1.

(a) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transigéo
P

Bz—)Bl .
(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transicdo
P By—By*

¢) Confirme que P eP sdo inversas uma da outra.
By—B B8,

(d) Sejaw = (5, —3). Encontre [w]Bl e use a matriz Py s,
para calcular [w] 5,4 partir de [w] By

(e) Sejaw = (3, —5). Encontre [w]l32 e use a matriz P
para calcular [w],, a partir de [w]j .

By—B|

Sejam B, = {u,, u,} e B, = {v,, v,} as bases de R’ dadas por

u,=(1,2),u,=(2,3),v,=(,3)ev,=(1,4)

(a) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transi¢éo
P

By-B1*
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) Use a Férmula (14) para encontrar a matriz de transigfo
P B|~—>BZ'
Confirme que Py,

©
(d)

-, © Py 5, 540 inversas uma da outra.

Sejaw = (0, 1). Encontre [W], e use a matriz Py 5, Para
calcular {w] P partir de {w] B,

(e) Sejaw = (2,5). Encontre [w] s, USC A matriz P,,z_),,1 para
calcular [w] b, @ partir de [w] 8,

Sejam B, = {u,,u,, w,} e B, = {v,, v,, v,} as bases de R’ da-
dasporu, = (3,0, —3),u, = (-3,2, =), u;, = (1,6, —1),
v, = (—=6,-6,0),v,=(-2,-6,4)ev, = (-2, -3,7).

(a) Encontre a matriz de transi¢fo Py s,
(b) Sejaw = (=5, 8, —5). Encontre {w]B1 e entdo use a ma-
triz de transicéo obtida na parte (a) para calcular {w] 5
por multiplicagéo matricial.

(c) Confira seu resultado na parte (b) calculando [w] 5 dire-
tamente.

Repita as orienta¢des do Exercicio 16 com o mesmo vetor w,
mascomu, = (2,1, D, u, = 2, -1, 1),a, = (1,2, 1),
vi=@3,1,-5,v,=(,1,-3)ev,=(-1,0,2).

Sejam S = {e,, e,} a base candnica de R’ e abase que resulta
quando os vetores de S sdo refletidos em torno dareta y = x.

(2) Encontre a matriz de transicdo P,_.

(b) SejaP =P, s emostre que P' = P,_,.

Sejam § = {e,, €,} a base candnica de R” e a base que resulta
quando os vetores de S sdo refletidos em torno da reta que faz
um angulo 6 com o eixo x positivo.

(a) Encontre a matriz de transi¢io P, .

(b) SejaP = P,  emostre que P’ = P .

Se B,, B, e B, forem bases de R’ ¢ se

3 1 7 2
PBI—>B2: 5 2 € P32m>33= 4 —1

entdo PB3—>31 =

Se P for a matriz de transi¢do de uma base B’ para uma base B
e O a matriz de transi¢do de B para uma base C, qual é a ma-
triz de transi¢fo de B’ para C? Qual € a matriz de transi¢fo de
Cpara B'?

Para escrever o vetor de coordenadas de um vetor, é neces-
sdrio especificar um ordenamento dos vetores das bases. Se

P for a matriz de transi¢@o de uma base B’ para uma base B,
qual € o efeito sobre P de uma inversdo da ordem dos vetores

23,

24,

25.

26.

27.

deBdev,,...,v,parav,, ..., v,? Qual é o efeito sobre P se
invertermos a ordem dos vetores de B’ e de B?

Considere a matriz

!

il
S = =
NO =
- O

(a) P € amatriz de transicfo de qual base B para a base cand-
. 3
nica S = {e,, e, ¢;} de R"?

(b) P € amatriz de transi¢éio da base canbnica S = {e,, e,, e,)
para qual base B de R*?

A matriz

1
P=10
0

— O
— N O

& a matriz de transigéio de qual base B para a base R’ de
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}?

Seja B uma base de R". Prove que os vetores v,, v,, ..., v,
formam um conjunto linearmente independente de R” se, € s6
se, 0s vetores [v,], [V,]; . . ., [v,]; formam um conjunto line-
armente independente de R".

Seja B uma base de R". Prove que os vetores v,, v,, . . . , V, ge-
ram R" se, e s6 se, os vetores [V,],, [V,], - . - , [V,], geram R".

Se valer [w], = w com qualquer vetor w de R", o que pode ser
dito sobre a base B?

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(f), determine se a afirmagéo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) Se B, e B, forem bases de um espago vetorial V, entdo
existe uma matriz de transi¢éo de B, para B,.

(b)
(©)

Matrizes de transigdo sdo invertiveis.

Se B for uma base do espago vetorial R”, entfio P,_, € a
matriz identidade.

(d) Se Py, for uma matriz diagonal, entéo cada vetor em
B, € um multiplo escalar de algum vetor em B, .

(e) Se cada vetor em B, for um muiltiplo escalar de algum
vetor em B,, entdo Py _, € uma matriz diagonal.

®

Se A for uma matriz quadrada, entdo A = Py Ly, usando
certas bases B, e B, de R".
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P

cedentes que contenham pivos.

déncia pelos vetores coluna de A correspondentes.

Isso completa a segunda parte do problema.

Pusso 5. Obtemos um conjunto de equacgdes de dependéncia expressando cada vetor
coluna de R que ndo tem pivo como uma combinacdo linear de vetores coluna pre-

Ppasso 6. Substituimos os vetores coluna de R que aparecem nas equagoes de depen-

| e

Revisdo de conceitos
o Vetores linha

o Vetores coluna

e Espaco linha

e Espaco coluna

o Espacgo nulo

s Solucdo geral

o Solug#o particular

o RelagBes entre sistemas lineares e espagos linha,
coluna e nulos

s Relagdes entre os espagos linha, coluna e nulo de uma matriz

o Equagdes de dependéncia

Aptiddes desenvolvidas

o Determinar se um dado vetor estd no espago coluna de
uma matriz.

o Encontrar uma base do espago nulo de uma matriz.
e Encontrar uma base do espaco linha de uma matriz.
o Encontrar uma base do espago coluna de uma matriz.

o Encontrar uma base do espago gerado por um conjunto de
vetores em R".

Conjunto de exercicios 4.7
1. Identifique os vetores linha e os vetores coluna da matriz

2. Em cada parte, expresse o produto Ax como uma combinagdo
linear dos vetores coluna de A.

EXN
o
|
—
|
)

@ | 2 3} H |3 6 2|] 3
-1 4]]2 0 -1 4]| s
-3 6 2 B

5 —4 0 -

© 2l @[> b 3
23 -1 5 6 3 -8
1 8 3 =5

3. Em cada parte, determine se b estd no espago coluna de A e,
se estiver, expresse b como combinacio linear dos vetores

coluna de A.
M 3 -2
A fed N -
@ A=y —6}’ b [10}
o1 2 -1
by A=1}1 0 1|; b= 0
2 1 3 2

() A=19 3 1]; b=

1 -1 1 2
@ A= 1 1 =14, b=1i0
-1 -1 1 0
1 2 0 1 4
01 2 1 3
©@A=11 5 1 30 "Fs
01 2 2 7
4. Suponhaque x, = —1,x, = 2,x, = 4, x, = —3 sejauma

solugdo de um sistema linear néio homogéneo Ax = b e que
o0 conjunto solugdo do sistema homogéneo Ax = 0 seja dado
pelas férmulas

x,==3r+ds, x,=r—s5, X3=71, X=5§

(a) Encontre a forma vetorial da solugio geral de Ax = 0.
(b) Encontre a forma vetorial da solucdo geral de Ax = b.

5. Em cada parte, encontre a forma vetorial da solugfo geral
do sistema linear Ax = b dado e depois use o resultado
obtido para encontrar a forma vetorial da solugéo geral de
Ax = 0.

() x —3x,=1 ® x+x+2x= 5
2%, — 6x, =12 X, + X, =2
2%, +x,+3x, = 3

© x—2x+ x,+2x=-1
2%, — 4x, + 2%y + 4x, = -2
—x 4+ 2%, - x—2x= 1
3x, — 6x, + 3x, + 6x, = =3
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@ x+2x-3x5+ x,= 4
~2x + X+ 25+ x,=-1
X+ 3%~ x+2x= 3

4x, — Tx, - 5x,=-5
6. Em cada parte, encontre uma base do espaco nulo de A.
-1 3 20 —1
(@ A=1|5 -4 -4 by A=[4 0 -2
|7 -6 2 0 0 o
1 4 5 2
©A=| 2 1 3 0
-1 3 2 2
1 4 5 6 9]
3 =2 1 4 -1
WA= 0 21 22 o
2 3 5 7 8 |
1 =3 2 2 17]
0 3 6 0 -3
e A=| 2 -3 -2 4 4
3 -6 0 6 5
| —2 9 2 -4 -5]

7. Em cada parte é dada uma matriz em forma escalonada por
linhas. Por inspe¢fo, encontre bases dos espaco linha e coluna
de A.

102 0 10 o
@ o o 1 (b)
0 0 o 0 0 0 0
L 0 o o o]
o2 4 5 _ _
0 1 -3 0 b2 =15
0 1 4 3
©1]0 0 1 -3 (@
o o0 o0 1 0 0 1 -7
o 0 o0 o 0o 0 o 1]

8. Para as matrizes do Exercicio 6, encontre uma base do €spaco
linha de A reduzindo a matriz 2 forma escalonada por linhas.

9. Em cada parte, encontre uma base do espago linha e uma base
do espago coluna da matriz.

102 0o 1 0 o
@ o 0 1 ®10 0 0 o
000 0 0 o o]
12 45 _ -
6 1 3 o 1 2 -1 5
@0 0 1 3] (g|% ! 3
6 o o 1 0 0 1 -7
0 0 0 0 o0 0 1]

10. Para as matrizes do Exercicio 6, encontre uma base do espago
linha de A consistindo totalmente em vetores linha de A.

11. Em cada parte, encontre uma base do subespaco de R* gerado
pelos vetores dados.

@ (1,1,-4,-3),(2,0,2, -2),(2, -1,3,2)
() (-1,1,-2,0),(3,3,6,0),(9,0,0,3)
(© (1,1,0,0),(0,0,1,1),(=2,0,2,2), (0, ~3,0,3)

12. Encontre um subconjunto dos vetores dados que forma uma
base do espago gerado pelos vetores; em seguida, expresse
cada vetor que ndo estd na base como uma combinacfo linear
dos vetores da base.

(a) vl—(l 0,1,1),v,=(=3,3,7,1),
v;=(-1,3,9,3),v,=(-5,3,5, 1)

(®) v, =(1,-2,0,3),v,= (2, —4,0,6),
v;=(~1,1,2,0),v,=(0,-1,2,3)
© v,=(,-1,52),v,=(-2,3,1,0),
v; = (4,-5,9,4),v,=(0,4,2, —3),

vs=(-7,18,2, -8)

13. Prove que os vetores linha de uma matriz invertivel A de
tamanho n X n formam uma base de k",

14. Constroa uma matriz cujo espaco nulo consista em todas as
combinagdes lineares dos vetores

1 2
-1 0
\ 3 (5] v, = )
2] 4
15. (a) Seja
0 1 0
A=11 0 0
_() 0 0

Mostre que, em relagio a um sistema de coordenadas
retangulares xyz no espaco tridimensional, o espago niuilo

de A consiste em todos 0s pontos no eixo z, e que o espaco
coluna consiste em todos os pontos no plano xy (ver figura).

(b} Encontre uma matriz 3 X 3 cujo espago nulo seja o eixo
X e cujo espago coluna seja o plano yz.

Espago nulo de A

y

Espago coluna

ded 4 Figura Ex-15

16. Encontre uma matriz 3 X 3 cujo espaco nulo seja

(a) um ponto. (b) uma reta. (c) um plano.

17. (a) Encontre todas as matrizes 2 X 2 cujo espaco nulo seja a
reta 3x ~ Sy = (.
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T
(b) Esboce o espago nulo das matrizes dadas. (b) O espago coluna de uma matriz A é o conjunto de solugSes de
Ax=b.
A= L4 , B= Lo , (c) Se R for a forma escalonada reduzida de A, entfio aqueles
05 05 vetores coluna de R que contém pivos formam uma base do
espaco coluna de A.
C = 6 2 , D= 00 (d) O conjunto de vetores linha néo nulos de uma matriz A € uma
301 0 0 base do espacgo linha de A.

(e) SeA e Bforem matrizes n X n que t&ém o mesmo espago li-

dox, + x, + x, = 1 pode ser vista como um sistema - .
18. A equagdo 2 P nha, entdo A e B tém o mesmo espago coluna.

Jinear de uma equagio em trés incégnitas. Expresse a solugéo

geral como uma solugdo particular mais uma solugdo geral (£) Sek for uma matriz elemen’tgr m X me A uma matriz m X n,
do sistema homogéneo correspondente. [Sugestdo: escreva os entdo o espago nulo de EA € igual ao espago nulo de A,
vetores na forma de colunas.] (g) Se E for uma matriz elementar m X m e A uma matriz m X n,
19. Suponha que A e B sejam matrizes n X n e que A seja inver- entio o espago linha de FA é igual ao espago linha de A.
tivel. Invente e prove um teorema que descreve como estdo (h) Se E for uma matriz elementar m X m e A uma matriz m X n,
relacionados os espagos linha de AB e de B. entiio o espago coluna de EA € igual ao espago coluna de A.

(i) O sistema Ax = b € inconsistente se, e s6 se, b ndo estd no

Exercicios verdadeiro/falso espaco coluna de A.

Nas partes (2)-(), determine s a afirmagdo & verdadeira ou falsa, (j) Existem uma matriz invertivel A e uma matriz singular B tais
justificando sua resposta. que os espagos linha de A e B sdo iguais.
(a) Ogeradodev,,...,v,€oespago coluna da matriz cujos ve-
tores coluna s#o vy, . .., V,.

4.8 Posto, nulidade e os espagos matriciais
fundamentais

Na seciio anterior, investigamos as relacBes entre um sistema de equagdes lineares e
0s espagos linha, coluna e nulo de sua matriz de coeficientes. Nesta sec@o, tratamos
das dimensdes desses espacos. Os resultados que obteremos nos fornecerdo uma visao
aprofundada das relagdes entre um sistema linear e sua matriz de coeficientes.

Nos Exemplos 6 e 7 da Segdo 4.7, vimos que ambos 0s espacos linha e coluna da matriz ~ Os espagos linha e coluna
1 =3 4 -2 5 4 dimensdes iguais

2 -6 9 -1 8 2

2 -6 9 -1 9 7
-1 3 —4 2 -5 —4

t8m trés vetores de base e, portanto, ambos so tridimensionais. O fato de esses espagos
terem a mesma dimens&o néo € acidental, mas sim uma consequéncia do teorema seguinte.

Prova Seja R uma forma escalonada de uma matriz A. Segue dos Teoremas 4.7.4 e
4.7.6b que

dim(espaco linha de A) = dim(espago linha de R)
dim(espago coluna de A) = dim(espago coluna de R)
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Co
1.

2.

njunto de exercicios 4.8
Verifique que pos(A) = pos(A").

1 2 4 0
A=|-3 1 5 2
-2 3 9 2

Em cada parte, encontre o posto e a nulidade da matriz; em
seguida, verifique que os valores obtidos satisfazem a Férmu-
la (4) no teorema da dimensdo.

-1 3 2 0 -1
(@ A=15 —4 -4 b A=|4 0 -2
-6 2 0 0 0
1 4 5 2
© A= 2 1 3 0
-1 3 2 2
! 4 5 6 9
3 -2 1 4 -1
) A=
@ 1 0 -1 -2 -1
2 3 5 7 8]
Tl =3 2 2 17
0 3 6 0 -3
© A=| 2 -3 -2 4 4
3 -6 0 6 5
-2 9 2 —4 -5

Em cada parte do Exercicio 2, use os resultados obtidos para
encontrar, sem resolver o sistema, o nimero de varidveis
lideres e o niimero de pardmetros na solugdo de Ax = 0.

Em cada parte, use a informagéo na tabela para encontrar as

dimensdes do espago linha de A, do espaco coluna de A, do
T

espaco nulo de A e do espago nulo de A’.

@ | ® | © | @] @] 0] @
Tamanhode A {3 x3 |3 x3[3x3[5%x9|9%x5|4x4]6x2
Posto de A 3 2 1 2 2 0 2

5. Em cada parte, encontre o maior valor possivel para o posto
de A e o menor valor possivel para a nulidade de A.

() Aé4 X4 (by A€3 X5 (c) Aé5X3

6. Se A for uma matriz m X #, qual é o maior valor possivel para
seu posto € o menor valor possivel para sua nulidade?

7. Em cada parte, use a informagfo na tabela para determinar se
o sistema linear Ax = b € consistente. Se for, dé& o niimero de
pardmetros em sua solugdo geral.

@ | & © | D] @ 6@

Tamanhode A |3 x 3|3 x3[3x3[5x9(5x9|4x4[6x?2

Posto de(A) 3 2 1 2 2 0 2

Postode[A [ b]| 3 3 1 2 3 0 2

8.

9.

10.

11

12.

13.

14.

15.
16.

Para cada uma das matrizes do Exercicio 7, encontre a nulida-
de de A e determine o néimero de pardmetros na solugfo geral
do sistema linear homogéneo Ax = 0.

Quais condi¢des devem ser satisfeitas por b,, b,, b, by e by e
para que o sistema linear sobredeterminado

x, —3x, =b,

X —2x,=b,

X+ x, =0
x —4x,=b,
X, + 5x, = b
seja consistente?
Seja
A= [(l“ iy al3:l
Gy Ay

Mostre que A tem posto 2 se, e s6 se, um ou mais dos deter-
minantes

(3%}

oy ayy

€ nfo nulo.

Suponha que A seja uma matriz 3 X 3 cujo espago nulo € uma
reta pela origem no espago tridimensional. O espago linha ou
0 espaco coluna também podem ser uma reta pela origem?
Explique.

Em cada parte, discuta como o posto de A varia com £.

I 1 ¢ t 3 1
(@ A=11 ¢ 1 (b)y A= 3 6 -2
t 1 1 -1 -3 t

Existem valores de r e s com 0s quais o posto de

1 0 0
0 r—2 2
0 s—1 r+2
0 0 3

¢ um ou dois? Se existirem, encontre esses valores.

Use o resultado no Exercicio 10 para mostrar que o conjunto
3 . .
de pontos (x, y, z) em R com 0s quais a matriz

x ¥y z

1 x vy
tem posto 1 € a curva de equagdes paramétricas x = 1,y = £,
2=t
Prove: se k # 0, entdio A e kA tém o mesmo posto.

(@)

D& um exemplo de uma matriz 3 X 3 cujo espago coluna
seja um plano pela origem no espaco tridimensional.

(b)

Que espécie de objeto geométrico € o espago nulo da ma-
triz encontrada no item (a)?

(©)

Que espécie de objeto geométrico € o espago linha da
matriz encontrada no item (a)?
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17. (a) Se A for uma matriz 3 X 5, entdo o nimero de pivds na Exercicios verdadeiro/falso
forma escalonilf)la reduzida por linhas de A €, no maximo, g partes (a)-(j), determine se a afirmacfo & verdadeira ou falsa,
. Por qué justificando sua resposta.
(b) SeA for uma~matrlz 3 X5, entao/ 0 num/er.O de parime- (a) Ou os vetores linha ou os vetores coluna de uma matriz qua-
;05 naAs?olugao geral de Ax = 0 €, no mdximo, ___ drada sdo linearmente independentes.
or qué?

(b) Uma matriz com os vetores linha linearmente independentes

() Se A foruma matriz3 X 5, entdo o niimero de pivos na e os vetores coluna linearmente independentes € quadrada.

forma escalonada reduzida por linhas de A €, no maximo, . L . .
Por qué? (¢) A nulidade de uma matriz nfo nula m X n é, no maximo, m.
(d) Adicionar uma coluna a mais a uma matriz aumenta seu pos-

(d) Se A for uma matriz 5 X 3, entfo o niimero de parime-
to por um.

tros na solucéo geral de Ax = 0 &, no méximo,
Por qué? (e) A nulidade de uma matriz quadrada com linhas linearmente

18. (a) Se A for uma matriz 3 X 5, entdo o posto de A é, no ma- independentes €, no minimo, um.

ximo, . Por qué? (f) Se A for uma matriz quadrada e Ax = b for inconsistente com

(b) Se A for uma matriz 3 X 5, entfio a nulidade de A é, no algum vetor b, entdo a nulidade de A € zero.

maximo, . Por qué? (g) Seuma matriz A tiver mais linhas do que colunas, entfo a di-
. - c . mensio i $ mai ue a dimensao do espa
(¢) Se A for uma matriz 3 X 5, entdo o posto de AT €, no ma- | do espago linha & maior do que €nsao pago
coluna.

ximo, . Por qué?

N _ ~ .
(d) Se A foruma matriz 3 X 5, entfio a nulidade de AT ¢, no (h) Se pos(A’) = pos(4), entdo A ¢ quadrada.
maéximo, . Por qué? (1) Ndo existe matriz 3 X 3 alguma cujos espacos linha e nulo

19. Encontre matrizes A e B tais que pos(A) = pos(B), mas s0 retas no espago tridimensional.

pos(A’) # pos(B’). (j) Se Vfor um subespaco de R” ¢ W for um subespago de V, en-

~ 1 . L
. . < o W € um subespaco de V™.
20. Prove: se uma matriz A nflo for quadrada, entdio ou os vetores t pag

linha ou os vetores coluna de A séo linearmente dependentes.

4.9 Transformacdes matriciais de R” em R"

Nesta se¢fio, estudamos fungdes da forma w = F(x), em que a varidvel independente x € um
vetor em R", e a varidvel dependente w € um vetor em R"”. Vamos nos concentrar numa classe
especial dessas fungdes, denominada “transformacdes matriciais”. Essas transformacgoes

sdo fundamentais no estudo da Algebra Linear e tém aplica¢des importantes na Fisica, nas
Engenharias, nas Ciéncias Sociais ¢ em vérias dreas da Matematica.

Lembre que uma fung¢do € uma regra que associa a cada elemento de um conjunto A um,  Funcées e transformacées
€ exatamente um, elemento de um conjunto B. Se f associa o elemento b ao elemento 4,
entdo escrevemos

b= fla)

e dizemos que b € a imagem de a por f ou que f(a) € o valor de fem a. O conjunto A €
denominado dominio de f e o conjunto B, contradominio de f (Figura 4.9.1). A imagem
de f € o subconjunto do contradominio consistindo em todas as imagens de pontos no
dominio.

O domfnio e o contradominio de muitas fungdes comuns sfo conjuntos de niimeros Dominio Contradominio
reais, mas, neste texto, estamos interessados em fungdes cujo dominio e contradominio A B
880 espagos vetoriais. A Figura 4.9.1
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B EXEMPLO 7 Reflexdo numa reta pela origem

Encontre a reflexdo do vetor x = (1, 5) na reta pela origem que faz um angulo de /6 (= 30°)
com o eixo x positivo.

Solugdo Como sen(m/3) = V3 /2 e cos(m/3) = 1/2, segue de (18) que a matriz candnica
deixae como estd reflexdo é

_[cos(m/3) sen(n/3):|_ﬁ ! ?
n/s"[sen(n/3) —cos(w/3)| g _%

Assim,

Observe que as matrizes candni-
cas nas Tabelas 1 e 3 sdo casos
especiais de (18) e (16).

H,ex =

ot

17 [5587 1 483
s [ B | L6

&) o

-1
2

ou, em notagio com virgulas, H_,(1, 5) =~ (4,83; —1,63). <«

Revisdo de conceitos

e Funcdo

e Imagem

o Valor

o Dominio

o Contradominio

e Transformacéo

e Operador

e Transformacdo matricial
o Operador matricial

e Matriz candnica

o Propriedades de transformacdes matriciais
e Transformacio nula

o Operador identidade

» Reflexdo

» Projecéo

e Rotagdo

e Matriz de rotagdo

e Equacdes de rotagdo

o Eixo de rotagdo no espago

o Angulo de rotagio no espaco
e Expansdo

e Compressdo

e Cisalhamento

e Dilatacdo

e Contracio

Aptiddes desenvouwidas

o Encontrar o dominio e o contradominio de uma
transformagio e determinar se a transformagéo € linear.

e Encontrar a matriz candnica de uma transformagéo
matricial.

e Descrever o efeito de um operador matricial na base
candnica de R".

Conjunto de exercicios 4.9
Nos Exercicios 1-2, em cada parte, encontre o dominio e o
contradominio da transformacéo T,(x) = Ax.
1. (a) Atemtamanho3 X 2. (b) A tem tamanho?2 X 3.
(¢) Atemtamanho3 X 3. (d) Atemtamanhol X 6.
2. (a) Atemtamanho4 X 5. (b) Atemtamanho5 X 4.
(¢) A temtamanho 4 X 4, (d) A tem tamanho 3 X 1.
3. Se T(x,, x,) = (x, + x,, —x,, 3x)), entdo o dominio de T €
, 0 contradominio de T ¢ e a imagem de
x=(1,~2)porT¢
4, Se T (x, x,, x3) = (x, + 2x,, x, — 2x,), entdo o dominio de T'€
, 0 contradominio de 7' € € a imagem de
x=(0,-1,4)porTé

5. Em cada parte, encontre o dominio e o contradomfnio da
transformacdo definida pelas equagdes e determine se a
transformag@o € linear.

(@) w, =3x, — 2x, + 4x, b)) w,=2xx, — x,
w,=>5x —8x, + x, w,= x +3xx
wy,= x, + X

() wy= 5x, — %, + x
Wy =—x + x4+ 7x
Wy = 2x —4x, — X,

@ w,= x' —3x, +x, —2x,
w, =3x, —4x, — x; + x,
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10.

11.

12.

Em cada parte, determine se 7' € uma transformagéo matricial.
(@ Ty =(2x)Y) 0 T,y =(=yx

© Ty =@x+yx—y)

@ TEN=6» @ Tey)=@y+D

Em cada parte, determine se 7 € uma transformag&o matricial.
@ Ty,2=0,0 O Tky2a=(01D

(© T(x,y 2 =03x—4y,2x — 52)

@ Twy»2=0% @ Tepd=0-Lx

Em cada parte, encontre a matriz candnica da transformag&o
definida pelas equacgdes.

(@) w,=2x, —3x,+x, ) w, =Tx, + 2x, — 8x,

w, = 3x, + 5x, — x, w, = — X, + 5x,
wy=4x, 4+ Tx,— x,
© w=-x+ x (d) w,=x
w, = 3x, — 2x, w, =X, + X,
w, = 5x, — Tx, Wy =X, + X+ X,

Wy=x+x,+x+x,

Encontre a matriz candnica do operador T : R’ — R’ definido
por

w, =3x, + 5x, — x;

w,=4x, — X, +x;

Wy =3x; 4+ 2x, — x,
e depois calcule T(—1, 2, 4) por substituicdo direta nas equa-
¢Oes e também por multiplicacdio matricial.

Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador T’
definido pela férmula.

@) T(x,x) = 2x; — X, %, + x,)

®) T (x;,x,) = (x,xy)

(©) T (xp, X0 xy) = (x, + 2x, + x5, %, + 5%, %3)
@ T(xy,x, x3) = (4x, Tx,, —8x;)

Em cada parte, encontre a matriz candnica da transformacéo T
definida pela férmula.

(@) T(x,x,)=(x, —x, % + 3%, x, — x,)

(b) T (xp, xp x5 x) = (T + 2%, — X3 + X4 X, + X3, —X))
() T(x},x,x,)=1(0,00,0,0)

(d) T (xp, Xy X5 25,) = (o, Xy Xy Xy Xy = X3)

Em cada parte, encontre 7(x) e expresse a resposta em forma

matricial.
2 3

@ [T]= E 4], X = [_2}
_ -1
-1 2 0

b [T1= 3 5]; x=1| 1
- 3
2 4] x

© [TI=] 3 5 Thx=|xn
L —1_ X3
11 )

@ ri=| 2 4|;x= x‘}
708 2

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Em cada parte, use a matriz candnica de T para encontrar 7(x)
e depois confira o resultado calculando 7(x) diretamente.

@ Tpx)=0Cxtx,xxx=(—1,4)

(b)) T(xp,x,x,) = (2% — X, + x5, %, + x5, 0);
x=(2,1,-3)

Use multiplica¢do matricial para encontrar a reflexdo de

(—-1,2)

(a) noeixox

(b) noeixoy

(c) naretay =x

Use multiplicacdo matricial para encontrar a reflexfio de

(2, ~5,3)no

(a) plano xy

(b) plano xz

(c) planoyz

Use multiplicagfio matricial para encontrar a projecéo ortogo-
nal de (2, —5) sobre o

(a) eixox
(b) eixoy

Use multiplicagdo matricial para encontrar a proje¢do ortogo-
nal de (—2, 1, 3) sobre o

(a) plano xy
(b) plano xz
(c) planoyz

Use multiplica¢fio matricial para encontrar a imagem do vetor
(3, —4) se for girado por um angulo de

(a) 6=730° (b) 6= —060°
(c) 6 =45 (d) 6=90°

Use multiplicacfo matricial para encontrar a imagem do vetor
(—2, 1, 2) se for girado por

(a) 30° em torno do eixo x
(b) 45° em torno do eixo y
(¢) 90° em torno do eixo z

Encontre a matriz candnica do operador que efetua a rotacéo
3 A
de um vetor em R por um 4ngulo de —60° em torno do

(a) eixox

(b) eixoy

(c) eixoz

Use multiplicagdo matricial para encontrar a imagem do vetor
(=2, 1, 2) se for girado por

(a) —30° em torno do eixo x

(b) —45° em torno do eixo y

(¢) —90° em torno do eixo z

. e . 3 :
Definimos as projeg¢des ortogonais de R’ sobre 0s eixos x, y €
z, respectivamente, por

Tl('x’ ya Z) = (-x» O’ 0)’ T2(-x5 y, Z) = (07 y7 O)a
T,(x,y,2) = (0,0, 2)

(a) Mostre que as projegdes ortogonais sobre 0s eixos coor-
denados sdo operadores matriciais e encontre suas matri-
zes candnicas.
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(b) Mostre que se T: R’ — R’ for uma projegio ortogonal 29. Em cada caso, descreva em palavras o efeito geométrico de
sobre um dos eixos coordenados, ento, dado qualquer multiplicar um vetor x pela matriz A.
vetor em R’ 0s vetores T (x) e X — T (x) sdo ortogonais. 2 0 2 0
. " a = b =
(¢) Fagaum esbogo indicando x e x ~ T(x) no caso em que T @ 4 l:o 0] () 4 [0 ——2}
€ a projegdo ortogonal sobre o eixo x. . .
) ) ) ) 30. Em cada caso, descreva em palavras o efeito geométrico de
23. A partir da Férmula (15?, obtenha as magnzes candnicas das multiplicar um vetor x pela matriz A.
rotagdes em torno dos eixos x, y e z de R, 7 1
24. Use a Formula (15) para encontrar a matriz candnica de uma (@) A= [2 0:‘ (b) A= T T2
rotagio de 7172 radianos em torno do eixo determinado pelo 0 3 % ?
vetor v = (1, 1, 1). [Observacéio: a Férmula (15) exige que o . . .
( ' ) [ ¢ C a( .) ¢4 31. Descreva em palavras o efeito geomsétrico de multiplicar um
vetor que define o eixo de rotagfio tenha comprimento 1.] .
) ) vetor X pela matriz
25. Use a Formula (15) para encontrar a matriz candnica de uma
rotagfio de 180° em torno do eixo determinado pelo vetor v = cos’@ —sen’® —2send cosd
(2,2, 1). [Observagdo: a Férmula (15) exige que o vetor que T 1 2sen®cosf cos’ 9 —sen’ @
define o eixo de rotac¢io tenha comprimento 1.]
26. Pode ser provado que se A for uma matriz 2 X 2 de vetores 32. Se amultiplicagiio por A gira um vetor x do plano xv por um
. ~ .. - A a2 . T AT .
coluna ortonormais e com det(4) = 1, entfio a multiplicagfio angulo 6, qual € o efeito de multiplicar x por A"? Explique seu
por A € uma rotagfio por algum Angulo 0. Verifique que raciocinio.
. . 33. Sejax,um vetor coluna nfio nulo em R’ e suponha que
A= IRV | T:R" >R seja a transformacdo definida pela f6rmula T’ (x) =
% - 7[7 X, 1 RyX, em que K, € a matriz can6nica da rotacio de R® em tor-
no da origem pelo angulo 6. D& uma descrigiio geométrica dessa
satisfaz as condigdes enunciadas, e encontre o angulo de rotagao. transformagdo. Serd uma transformagfio matricial? Explique.
27. O resultado enunciado no Exercicio 26 pode ser estendido ao 34. E costume dizer que uma fung@io da forma f{x) = mx + b &
R, isto &, pode ser provado que se A for uma matriz 3 X 3 de uma “fungdio linear” porque o gréfico de y = mx + b  uma
vetores coluna ortonormais e se det(A) = 1, entflo a multipli- reta. fserd uma transformagio matricial em R?
cagdo por A € uma rotagfio em torno de algum eixo por algum 35. Sejamx =x, + rvumaretaemR'eT:R"— R um operador
angulo 0. Use a Férmula (15) para mostrar que esse angulo de matricial de R". Que tipo de objeto geométrico é a imagem
rotagiio satisfaz a equacao dessa reta pelo operador T? Explique seu raciocinio.
tr(A) — 1 . .
086 = _(%“ﬁ Exercicios verdadeiro/falso
Nas partes (a)-(i), determine se a afirmaciio & verdadeira ou falsa,
28. Seja A uma matriz 3 X 3 (diferente da matriz identidade) que justificando sua resposta.

satisfaga as condigdes enunciadas no Exercicio 27. Pode ser
mostrado que se x for um vetor nfio nulo qualquer em R, en-
tdo o vetor u = Ax + A" x + {1 — tr(A)]x determina um eixo
de rotagiio quando n for posicionado com seu ponto inicial na
origem. [ Ver o artigo The Axis of Rotation: Analysis, Algebra,
Geometry, por Dan Kalman, em Marhematics Magazine,

Vol. 62, N* 4, outubro de 1989, ]

{(a) Mostre que a multiplicagfo por

=11}

Ol WVl Ol—
L-1EX C-TE NI

O O

€ uma rotagfo.
®

Encontre um vetor de comprimento 1 que define um eixo
da rotacdo.

{¢) Encontre todas as solugdes da equagéio do Exercicio 27
que pertengam ao intervalo [0, 27r] e, substituindo essas
solugdes na formula (15), encontre um angulo de rotagio
em torno do eixo da parte (b) que resulta da multiplica-

¢io pela matriz A da parte (a).

(@

(b)

)]

(d)

(®)

®

(&)

(b
®

Se A for uma matriz 2 X 3, entdio o dominio da transformacio
¢ ¢

T, 6 K.

Se A for uma matriz m X n, entdio o contradominio da trans-

formagio T, é R".

SeT:R'— R" e T(0) = 0, entio 7 ¢ uma transformagfo ma-

tricial.

SeT:R'>R"eT(cx +cy) = ¢, T(x) + ¢,T (y) com

quaisquer escalares ¢, ¢ ¢, e quaisquer vetores x ¢ y em R”,

entdo T € uma transformagio matricial.

S6 existe uma tnica transformagfo matricial T : R* — R™ tal

que T(—x) = —T (x) com qualquer vetor x em R".

S6 existe uma tnica transformacfio matricial T: R" — R" tal

que T'(x +y) = T (x — y) com quaisquer vetores X e yemR'

Se b for um vetor nfio nulo em R, entdio T (x) = x + b define

um operador matricial de R,

A matriz € a matriz candnica de alguma rotacfo.

ESTE Y
B — NI

As matrizes candnicas das reflexdes nos eixos coordenados do

a 0
espaco bidimensional t8m o formato[

0 —-a:|’ coma = *].
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U
Reviséo de conceitos

» Composi¢ao de transformagdes matriciais
o Reflexfo na origem

o Transformacio injetora

o Inversa de operador matricial

o Condigdes de linearidade

¢ Transformacdo linear

o Caracterizacdes equivalentes de invertibilidade de
matrizes

Aptiddes desenvolvidas

e Encontrar a matriz candnica de uma composta de
transformagdes matriciais.

e Determinar se um operador matricial € injetor e, se for,
encontrar o operador inverso.

o Determinar se uma transformagco € linear.

Conjunto de exercicios 4.10
+ Nos Exercicios 1-2, considere os operadores matriciais T, o T},
das matrizes dadas. Encontre a matriz candnicade T, 0 T;.

1 -2 0 2 -3 3
L. A=|4 1 =3|, B=|5 0 1
5 2 4 6 1 7
6 3 —1] T4 0 4
2. A=1{2 0 1{, B=]-1 5
4 -3 6 2 -3 8

3. Sejam T‘(xl,xz) =X, X% —Xx)e
To(x), xp) = (3x,, 2x, + 4x,).
(a) Encontre as matrizes candnicas de T, e 7,.
(b) Encontre as matrizes candnicas de T,o T, e T, 07T,.
(c) Use as matrizes encontradas na parte (b) para encontrar
férmulas para T,(T,(x,, x,)) € T,(T\(x,, x,)).
4. Sejam T'(x, X,, x3) = (4x,, —=2x, + x,, =%, — 3x,) €
To(x,, Xy X3) = () + 2,5, =25, 4, — x3).
(a) Encontre as matrizes candnicas de T, e 7,.
(b) Encontre as matrizes candnicas de T,o T\ e T, 0 T).
(c) Use as matrizes encontradas na parte (b) para encontrar
formulas para T\(T5(x, x,, x3)) € T,(T{(x,, X,, X3)).
5. Encontre a matriz candnica para a composi¢do dada em R
(a) Uma rotac¢o de 90° seguida de uma reflexdo naretay = x.

(b) Uma projeciio ortogonal sobre o eixo y seguida de uma
contragdo de fator k = %

(¢) Uma reflex@o em torno do eixo x seguida de uma dilata-
¢do de fator k = 3.

. At [ 2
6. Encontre a matriz candnica para a composiciio dada em R".
(&) Uma rotagdo de 60°, seguida de uma projecio ortogonal
sobre 0 eixo x, seguida de uma reflexdo naretay = x.

{b) Uma dilataggo de fator k = 2, seguida de uma rotacfo de
45°, seguida de uma reflexdo no eixo y.

(¢) Uma rotacdo de 15°, seguida de uma rotagéo de 105°,
seguida de uma rotacéo de 60°.

. A P 3
7. Encontre a matriz candnica para a composicio dada em R,

(2) Uma reflex@o no plano yz, seguida de uma projecéo orto-
gonal sobre o plano xz.

(b) Uma rotagdo de 45° em torno do eixo y, seguida de uma
dilatagio de fator k = +/2.

{c¢) Uma projecdo ortogonal sobre o plano xy, seguida de
uma reflexdo no plano yz.

. ALl I 3
8. Encontre a matriz candnica para a composicdo dadaem R,

(a) Uma rotagdo de 30° em torno do eixo x, seguida de uma
rotagdo de 30° em torno do eixo z, seguida de uma con-
trago de fator k = 3.

(b) Uma reflex@o em torno do plano xy, seguida de uma
reflexdo em torno do plano xz, seguida de uma projegdo

ortogonal sobre o plano yz.

(¢) Uma rotago de 270° em torno do eixo x, seguida de uma
rotagfo de 90° em torno do eixo y, seguida de uma rota-
¢éo de 180° em torno do eixo z.

9. Determinese T, 0T, =T,0T].
(a T,: R* — R é a projeciio ortogonal sobre o eixo x e
T,: R - R’ é a projegdo ortogonal sobre 0 eixo y.
by T,: R* = R* ¢ arotagdo por um angulo @ e T, : R >R
a rotac@o por um angulo 6,.
(c) T,: R — R* ¢ a projegdo ortogonal sobre o eixo x e
T,: R* — R* é a rotagfio por um angulo 6.
10. Determinese T, 07T, =T,oT,.
(a T,: R —Réa dilatac8io de fator ke 7, : R—>Réa
rotagdo em torno do eixo z por um dngulo 6.

(b)y T,: R—>Réa rotagdio em torno do eixo x por um angu-
lof,eT,: R’ — R éarotagio em torno do eixo z por um
angulo 6,.
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11. Em cada parte, determine por inspeg@o se o operador matricial

12.

13.

14.

15.

para
16.

€ injetor.
()
(b)
(c)
@
O
®
€3]
Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador ma-

tricial definido pelas equacgdes e use o Teorema 4.10.4 para
determinar se o operador € injetor.

Uma projecdo ortogonal sobre o eixo x em R.
Uma reflexdo no eixo y em R’

Uma reflexdo naretay = xem R.

Uma contragéo de fator k>0 em R

Uma rotagdo em torno do eixo z em R

Uma reflex@o no plano xy em R

Uma dilatagdo de fator k > 0 em k.

(a) w, = 8x; + 4x, (b) w, =2x ~ 3x,
w, =2x, + x, w,=5x, + x,

(©) w, = —x + 3x, -+ 2x, (@) w, = x +2x, + 3x,
w, = 2x, + 4x, w, = 2x, + 5x, + 3x;
wy, = x, +3x, + 6x, w, = X + 8x3

. o 2 2

Em cada parte, determine se o operador matricial 7: R* — R

definido pelas equagdes € injetor e, se for, encontre a matriz
A 3 0 —1

candnica do operador inverso e encontre T (w,, w,).

@ w,= x +2x, (b) w, = 4x, —6x,
W, =—x + x, w, = —2x, + 3x,
© w =-x (d wy= 3x
W, = —X, w, = —5x1

. .. 3 3
Em cada parte, determine se o operador matricial T: R® — R
definido pelas equagdes § injetor e, se for, encontre a matriz
ALl . — 1
canOnica do operador inverso e encontre T™ (w,, w,, w,).

(@ w, = x;, —2x, +2x, ) w,= x, —3x, +4x,
w,=2x+ x,+ X W, ==X, + X+ X
W= x + x, w, = — 2x, + 5x,

© wi= x +4x —x3 D w= x+25+ x5
wy = 2% + Txz + X3 w, =—2x, + x, + 4x,
w3y = X1 + 3x; wy = Tx, +4x, — 5x,

Em cada parte, determine por inspegdo a inversa do operador
matricial injetor dado.

(a) A reflexdo no eixo x em R

(b) A rotagio por um angulo 7/4 em R.
(¢) A dilatagio de fator 3 em R

(d) A reflexfio no plano xy em R.

(e) A contragfo de fator% em R,

Nos Exercicios 16-17, em cada parte, use o Teorema 4.10.2
determinar se T: R* — R® é um operador matricial.

@ T(xy) =(@2xY) (b) Ty =GY)
©) Ty =(=yx @ Ty =0

17.

@ Txy=2+yx=-y
GO TEry=x+1y
@ Tx,y) = (Ix, ¥

Nos Exercicios 18-19, em cada parte, use o Teorema 4.10.2

©) Ty =0y

: 2 ~ ..
para determinar se T : R’ = R’ é uma transformago matricial.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

@ Tey=Ex+ty+2)

b) Txy2=(11)

@ T, y,2)=(0,0)

®) Ty 2) = 3x— 4y, 2x — 52)

Em cada parte, use 0 Teorema 4.10.3 para encontrar a matriz
candnica do operador matricial a partir das imagens dos veto-
res da base candnica.

(a) Asreflexdes em R*daTabela 1 da Secio 4.9.
(b) AsreflexSes em R’ da Tabela 2 da Secdo 4.9.
(c) As projecSes em R’ da Tabela 3 da Segdo 4.9.
Gy
(®
®

Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador matri-
cial dado.

As projecdes em R’ da Tabela 4 da Secdo 4.9.
As rotagSes em R’ da Tabela 5 da Seciio 4.9.
As dilata¢des e contragdes em R’ da Tabela 8 da Segéio 4.9,

(a) T:R’— R’ projeta cada vetor ortogonalmente sobre 0
eixo x e, em seguida, reflete esse vetor no eixo y.

b T:R> R’ reflete cada vetor nareta y = x e, em seguida,
reflete esse vetor no eixo x.

(¢) T:R*— R’ dilata cada vetor pelo fator 3, em seguida,
reflete esse vetor na reta y = x e, finalmente, projeta esse
vetor ortogonalmente sobre o eixo y.

Em cada parte, encontre a matriz canbnica do operador matri-
cial dado.
3 3 .
(a) T:R - R reflete cada vetor no plano xz e, em seguida,
contrai esse vetor pelo fator é

T: R’ — R’ projeta cada vetor ortogonalmente sobre o
plano xz e, em seguida, projeta esse vetor ortogonalmente
sobre o plano xy.

(b)

T: R’ — R’ reflete cada vetor no plano xy, em seguida,
reflete esse vetor no plano xz e, finalmente, reflete esse
vetores no plano yz.

(©)

Seja T, : R’ — R’ a multiplicagdo por

-1 3 0
A=1] 2 1 2
4 5 -3

e sejam e,, e, e €, 0s vetores da base canOnica de R'. Em cada
parte, encontre o vetor por inspecao.
@ Tye,), Ty(e,) e Ty(ey)

(b) T (e, +e,+e) (© T,(7ey)
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oy
24, Em cada parte, determine se a multiplica¢do por A € uma 29. Sejam A uma matriz n X ntal que det(A) = 0e T: R" — R a
transformagdo matricial injetora. multiplicagdo por A.
1 -1 (a) O gue pode ser dito sobre 'a imagem do operador matri-
@ A=|2 0 (b) A= 1 2 3 cial 77 D& um exemplo que ilustre sua conclusdo.
4 = =
2 3 —4 -1 0 -4 (b) O que pode ser dito sobre o mimero de vetores que T
B aplica em 0?7
-
L2 1 30. Prove: se a transformagfo matricial 7, : R" — R" for injetora,
& A j
A= 0 1 1 entdo A & invertivel.
©@A=11 1
1 0 —1 Exercicios verdadeiro/falso
, . - . Nas partes (a)-(f), determine se a afirmagéo é verdadeira ou falsa,
iz 25. (a) Serd injetora a composta de transformagdes matriciais Lo
. . . justificando sua resposta.
to- injetoras? Justifique sua resposta. ., -
. N (@) SeT:R'—> R"eT(0) =0, entdo T é uma transformacéo ma-
(b) Pode ser injetora a composta de uma transformacdo tricial
matricial injetora com uma transformagéo matricial que . . '
nfo € injetora? Considere ambas ordens de composicio e (b) Se T R —=>R'eT(cx+cy) = T (X) + ¢,T (y) com )
justifique sua resposta. quaisquer escalares c, e c, e quaisquer vetores x e y em R”,
.. entdo T € uma transformacio matricial.
26. Mostre que T (x, y) = (0, 0) define um operador matricial em : . ¢ L
Romas T (x,y) = (1, 1 ) nio. (¢) SeT:R"— R" for uma transformacio matricial injetora, en-
- (a; Prove que se T': R > R” for uma transformagdo matri- tdo ndo existem vetores distintos X e y com os quais
) ) . Tx—y)=0.
4.9. cial, entdo 7(0) = 0, ou seja, T transforma o vetor nulo de ( )':) N o
fi R" no vetor nulo de R™. (d) SeT:R"— R"for uma transformacio matricial e m > n, en-
| . . tdo T'¢ injetora.
(b) A reciproca de (a) néo é verdadeira. D& um exemplo de "J . . o
uma transformago T tal que T(0) = 0, mas tal que T ndo (e} SeT:R"— R"for uma transformagdo matricial e m = n, en-
é uma transformacio matricial. tdo I'€ injetora.
da, 28. Prove: uma matriz A de tamanho n X n € invertivel se, e s6 ® SeT: R — K" for uma transformagdo matricial e m < n, en-
se, 0 sistema linear AX = w tem exatamente uma solucio com tdo T ¢ injetora.
qualquer vetor w em R” tal que o sistema seja consistente.
se
i- . RPN 2
411 A geometria de operadores matriciais de R
N Nesta se¢iio opcional, discutimos mais detalhadamente os operadores matriciais de R As
ideias aqui desenvolvidas €m aplicagdes importantes na Computacio Grifica.
te

Na Segio 4.9, enfocamos o efeito que um operador matricial tem sobre vetores indivi- Transformagdo de regides
duais em R* ¢ R*. No entanto, também & importante entender como esses operadores afe-

tam os formatos de regides. Por exemplo, a Figura 4.11.1 mostra uma fotografia famosa

de Albert Einstein e trés modificaces dessa fotografia geradas por computador, que séo

o resultado de operadores matriciais de R A figura original foi escaneada e, em seguida,

digitalizada para decompd-la num arranjo retangular de pixels. Esses pixels foram entfio

transformados como segue.

© Foi utilizado o programa MATLAB para associar coordenadas e um nivel de cinza a
cada pixel.
® As coordenadas dos pixels foram transformadas por multiplicagdo matricial.

® Os niveis originais de cinza foram entdo associados aos pixels para produzir a figura
transformada.

Muitas vezes, o efeito geral de um operador matricial de R’ pode ser entendido olhando
Para as imagens dos vértices (0, 0), (1,0), (0, De (1, D do quadrado unitdrio (Figura 4.11.2).




al.

1)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Em cada parte, descreva o efeito geométrico da multiplicagio

por A.
30 10 1 4
@ A= [o 1] by A= [o —5] © A= [o 1]

Em cada parte, expresse a matriz como um produto de matri-
zes elementares e descreva o efeito da multiplicagdo por A em
termos de compressdes, expansdes, reflexdes e cisalhamentos.

2 0 1 4
(a)A:[O 3] (b)A:[2 9]

0 -2 1 -3
@A:L o] (d)A=[4 6]

Em cada parte, encontre uma Unica matriz 2 X 2 que efetue a
sucessdo de operagdes indicadas.

(a) A compressdo de fator% na diregfio x seguida da expansdo
de fator 5 na diregéio y.

(b) A expansio de fator 5 na diregdio y seguida do cisatha-
mento de fator 2 na diregdo y.

(c) A reflexdio naretay = x seguida da rotagdo pelo dngulo
de 180° em torno da origem.

Em cada parte, encontre uma Gnica matriz 2 X 2 que efetue a
sucessio de operagdes indicadas.

(a) A reflexdo no eixo y, seguida da expansgo de fator 5 na
diregdo x, seguida pela reflexdo nareta y = x.

(b) A rotacfio pelo angulo de 30° em torno da origem, segui-
da pelo cisathamento de fator —2 na diregdo y, seguido
pela expanséo de fator 3 na dire¢fo y.

Em cada parte, use inversdio matricial para mostrar a afirma-

¢do.

(@) A transformagcio inversa da reflexdo na retay = x € are-
flexdonaretay = x.

(b) A transformacio inversa de uma compressio na dire¢éo
de um eixo é uma expansio na diregiio daquele eixo.

(¢) A transformagio inversa da reflexdo num eixo coordena-
do € a reflexfo naquele eixo.

(d) A transformacio inversa de um cisalhamento na dire¢éo
de um eixo coordenado € um cisalhamento na diregdo
daquele eixo.

Encontre a equagio da imagem da reta y = —4x + 3 pela
multiplicacdo por
4 -3
A=
2

Em cada parte, encontre a equagdio da imagem da retay = 2x
pelo operador.

(a) O cisathamento de fator k = 3 na diregéo x.
(b) A compressio de fator 3 na diregdo y.

(¢) A reflexdo noeixoy = x.

(d) A reflexdo no eixo y.
(e) A rotagiio de 60° em torno da origem.

18. Encontre a matriz de um cisalhamento na dire¢éio x que trans-
forma o tridngulo de vértices (0, 0), (2, 1) e (3, 0) num trién-
gulo retdngulo com o Angulo reto na origem.

19. (a) Mostre que a multiplicagido por

a=[o 3]

aplica cada ponto no plano sobre aretay = 2x.

(b) Segue da parte (a) que os pontos néo colineares (1, 0),
(0, 1) e (—1, 0) sdo transformados em pontos de uma
reta. Isso contradiz a parte (e) do Teorema 4.11.37

20

Prove a parte () do Teorema 4.11.3. [Sugestdo: uma reta no
plano tem uma equagéo da forma Ax + By + C=0,comAeB
néio ambos zero. Use o método do Exemplo 6 para mostrar que
a imagem dessa reta pela muitiplicagio pela matriz invertivel

a b
c d
tem a equagdo A'x + B’y + C=0, com
A’ = (dA — ¢B)(ad — bc)

B' = (=bA + aB)/(ad — bc)
Em seguida, mostre que A’ e B’ ndo s&o ambos nulos para
concluir que a imagem € uma reta.]

21. Use a sugestio do Exercicio 20 para provar as partes (b) e (¢)
do Teorema 4.11.3.

22. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador matri-
cial descrito pela figura.

zZ 2
&2 7 ¥ X)
® /
\ y > x2)
¥y /? : y @2
> // e
\
* \ (532 x
(x, 2, y)\e
(@) ®) (c)

A Figura Ex-22

23. Em R’, o cisalhamento de fator k na dire¢dio xy ¢ a transfor-
magfio matricial que aplica cada ponto (x, y, z) paralelamente
ao plano xy no novo ponto (x + kz, y + kz, z). (Ver figura.)

(a) Encontre a matriz candnica do cisalhamento de fator k na
direcdo xy.
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de modo que

X = xl_ y/

y = —2x"+ 3y’

Substituindo em y = 2x + 1, obtemos

—2x" + 3y =2x" —y)+ 1

Assim, (x', y") satisfaz

que € a equagio procurada.

ou, equivalentemente, y' = %x’ + -é—

4

Reviséo de conceilos

e Efeito de um operador matricial no quadrado unitério
» Geometria de operadores matriciais invertiveis

e Imagens de retas por operadores matriciais

Aptidoes desenvolvidas

e Encontrar as matrizes candnicas de transformagdes
) 2
geométricas de R".

e Descrever o efeito geométrico de um operador matricial
invertivel.

¢ Encontrar a imagem do quadrado unitdrio por um
operador matricial.

¢ Encontrar a imagem de uma reta por um operador matricial.

Conjunto de exercicios 4.11

1. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador
T:R—R que transforma cada ponto (x, y) na sua

(a) reflexdonaretay = — x.
(b) reflexdo na origem.
(c) projecdo ortogonal sobre o eixo x.
(d) projegiio ortogonal sobre o eixo y.
2. Em cada parte do Exercicio 1, use a matriz obtida para

calcular 7(2, 1). Confira suas respostas geometricamente
esbocando os pontos (2, 1) e T(2, 1).

3. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador
T:R— R que transforma cada ponto (x, y, z) na sua
(a) reflexdo no plano xy.
(b) reflexdo no plano xz.
(c) reflexdo no plano yz.

4. Em cada parte do Exercicio 3, use a matriz obtida para

calcular 7(1, 1, 1). Confira suas respostas geometricamente
esbogando os vetores (1, 1, 1) e T(1, 1, 1).

5. Encontre a matriz candnica do operador T: R® — R’ que
efetua a

(a) rotacdo de cada vetor por 90° no sentido anti-hordrio em
torno do eixo z (olhando ao longo do eixo z positivo para
a origem).

(b) rotagdo de cada vetor por 90° no sentido anti-horario em
torno do eixo x (olhando ao longo do eixo x positivo para
a origem).

(c) rotagdo de cada vetor por 90° no sentido anti-hor4rio em
torno do eixo y (olhando ao longo do eixo y positivo para
a origem).

6. Esboce a imagem do retingulo de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2)
e (0,2)

(a) pela reflexfio no eixo x.

(b) pela reflexdo no eixo y.

(c) pela compressdo na diregéio y de fator %.

(d) pelaexpansdo na dire¢io x de fator k = 2.

(e) pelo cisalhamento de fator X = 3 na diregfio x.
(f) pelo cisalhamento de fator k = 2 na dirego y.

7. Esboce a imagem do quadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)
e (0, 1) pela multiplicagfio por

[

8. Em cada parte, encontre a matriz que faz a rotacdo de cada
ponto (x, y) em torno da origem por

(a) 45° (b) 90° (c) 180° (d) 270° (e) —30°
9. Em cada parte, encontre a matriz 2 X 2 que efetua um
cisalhamento

(a) de fator k = 4 na dire¢fio y.
(b) de fator k = —2 pa diregfo x.

10. Em cada parte, encontre a matriz 2 X 2 que comprime ou
expande

() por um fator § na direcdo y.
(b) porum fator 6 na diregfio x.
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(b) Como voce definiria o cisalhamento de fator k na direcdo Exercicios verdadeiro/falso

xz e o cisathamento de fator k na diregdo yz? Encontre as
matrizes candnicas dessas transformagdes matriciais.

rl

Gy 2)
@

o

A  Figura Fx-23

Nas partes (a)-(g), determine se a afirmagéo € verdadeira ou falsa
Justificando sua resposta.

>

(@) A imagem do quadrado unitsrio por um operador matricial
injetor é um quadrado.

(b) Um operador matricial 2 X 2 invertivel tem o efeito geomé-
trico de uma sucessio de cisathamentos, compressdes, expan-
ses e reflexdes.

(¢) A imagem de uma reta por um operador matricial injetor &
uma reta.

(d) Toda reflexiio de R* é sua prépria inversa.
1 1
(e) A matriz ’: ) IJ representa uma reflexdio numa reta.

~2

1
() A matriz [2 )

:,representa um cisalthamento.

1 0
(g) A matriz [0 3] representa uma expansio.

Sistemas dindmicos

10%

Canal Canal

20%

80% 90%

O canal | perde 20% e
mantém 80%.
O canal 2 perde 10% e
mantem 90%.

A Figura 4.12.1

4.12 Sistemas dinamicos e cadeias de Markov

Nesta seciio opcional, mostraremos como os métodos matriciais podem ser usados para
analisar o comportamento de sistemas fisicos que evolvem com o passar do tempo. Os
métodos que estudamos aqui tém sido aplicados a problemas de Administragio, de Ecologia,
de Demografia, de Sociologia e da maioria das ciéncias fisicas.

Um sistema dindmico é um conjunto finito de varidveis cujos valores mudam com o pas-
sar do tempo. O valor de uma variavel num dado instante de tempo € denominado o esta-
do da varidvel naquele instante de tempo, e o vetor formado pelos estados é denominado
o estado do sistema dindmico naquele instante de tempo. Nosso principal objetivo nesta
se¢do € analisar como o estado de um sistema dindmico evolui com o tempo. Comecemos
com um exemplo.

B EXEMPLO 1 indicede audiéncia como um sistema dindmico

Suponha que cada um de dois canais de televisio concorrentes, os canais 1 e 2, tenha 50%
da audiéncia num dado instante de tempo inicial. Suponha que ao longo de cada periodo
de um ano, o canal 1 atraia 10% da audiéncia do canal 2 e o canal 2 capture 20% da audi-
éncia do canal 1 (ver Figura 4.12, 1). Qual € a audiéncia de cada canal a0 final de um ano?

Solugdo Comecemos introduzindo as varidveis
x,(f) = fragfio de audiéncia do canal 1 no instante de tempo ¢
%,(f) = fragdo de audiéncia do canal 2 no instante de tempo ¢
que dependem do tempo e o vetor coluna

(Z) [xl (Z‘)J <— Fraghio de audidncia do canal 1 no instante de tempo ¢
X =
x, (1)

<— Fracéio de audiéncia do canal 2 no instante de tempo ¢

As varidveis x (f) e X,(¢) formam um sistema dindmico cujo estado no instante de tempo
1€ o vetor x(#). Tomando £ = 0 como o ponto inicial no qual ambos canais tém 50% da
audiéncia, temos que o estado do sistema naquele instante de tempo &
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(Convertemos tudo para fragdes para evitar erros de arredondamento neste exemplo ilus-
trativo). Deixamos para o leitor confirmar que a forma escalonada reduzida por linhas da

matriz de coeficientes é

e que a solugdo geral de (14) &

15
1 0 —%
27
0 1 -5
0 0 0
9 = 1‘85“" 4, = %S’ q; =S (15)

Para q ser um vetor probabilidade, precisamos ter g, + ¢, + q; = 1, do que segue que

32

s = {75 (verifique). Substituindo esse valor em (15), obtemos o vetor de estado estacionario

60

19 0,5042
27 ~

a=| 2|~ |02269
2 0,2689

119

(verifique), o que € consistente com os resultados obtidos no Exemplo 4.

Reviséo de conceitos

e Sisterna dinamico

o Estado de uma varidvel

» Hstado de um sistema dindmico
e Processo estocdstico

e Probabilidade

e Vetor probabilidade

e Matriz estocdstica

e Cadeia de Markov

® Matriz de transic¢do

e Maltriz estocdstica regular

Conjunto de exercicios 4.12

Nos Exercicios 1-2, em cada parte determine se A4 € uma matriz
estocdstica. Se A nio for estocdstica, explique por que ndo é.

04 03 04 0.6
1. < A= pusad
@ 0,6 0,7] ®) 4=45 0,7]
R B
© A=|0 0 1 @ A=|t & -1
0 7 3 R
[0.2 0,9 02 0,8
2. = b) A=
@ A=0s 0,1} ®A=10, 0,1}
1 1
mo5 o3 L
©Aa=]1 0 2 @A=| 0 1+ 1
8
[z 5 0 L2 3 0

o Cadeia de Markov regular
@ Vetor de estado estaciondrio

Aptidbes desenvolvidas
e Determinar se uma matriz é estoc4stica.

e Calcular os vetores de estado a partir da matriz de
transi¢éo e um estado inicial.

e Determinar se uma matriz estocastica é regular.
e Determinar se uma cadeia de Markov € regular.

® Encontrar o vetor de estado estaciondrio de uma matriz de
transicdo regular.

Nos Exercicios 3-4, use as Férmulas (11) e (12) para calcular
o vetor de estado x, de duas maneiras diferentes.

0.5 0,6 0,5
. P= DX, =
3 [0,5 0,4]’ %o [0,5]

0.8 05 1
4. p= L x, =

[0,2 0,5] %o [0]

Nos Exercicios 5-6, em cada parte, determine se P é uma ma-
triz estocdstica regular.
0
1

| o
] wrf] o]

—
o
~
=

Il

5. (a)P:i:

GlE -
~jey =
vl =

B e L ]

6. (a)P:[

[SIE SR
W Wi
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Nos Exercicios 7—10, verifique que P € uma matriz estocds-

tica regular € encontre o vetor de estado estaciondrio da cadeia de
Markov associada.

12

13

14,

12 (0.2 0,6
P:31 8. P=

|21 10,8 04

1 1 F1 1 2

330 3 %5
p=|1 11 10. P=0 3 2

1 2 2 1

7 03 15 0 5

Considere um processo de Markov com matriz de transigiio

Estado1 Estado 2

Estado 1] 0,2 0,1
Estado 2] 0,8 0,9

(a) O que representa a entrada 0,27
(b) O que representa a entrada 0,17

(c¢) Se inicialmente o sistema estiver no estado 1, com qual
probabilidade ele estard no estado 2 na proxima obser-
vagio?

(d) Se o sistema tiver uma chance de 50% de estar inicial-
mente no estado 1, com qual probabilidade ele estard no
estado 2 na préxima observacgio?

Considere um processo de Markov com matriz de transicéo
Estado 1 Estado 2

Estado1| O
Estado 2|

~3ov ~af

(a) O que representa a entrada g?
(b) O que representa a entrada 07

(c) Se inicialmente o sistema estiver no estado 1, com qual
probabilidade ele estard no estado 1 na préxima observa-
¢cdo?

(d) Se o sistema tiver uma chance de 50% de estar inicial-
mente no estado 1, com qual probabilidade ele estard no
estado 2 na préxima observacgio?

Num dado dia, a qualidade do ar numa certa cidade &€ boa ou

ma. Os registros mostram que quando a qualidade do ar € boa

num dado dia, entfio existe uma chance de 95% de que venha

a ser boa no préximo dia; e quando a qualidade do ar € ma

num dado dia, entfio existe uma chance de 45% de que venha

ser md no préximo dia.

(a) Encontre uma matriz de transigéo para esse fendémeno.

(b) Se hoje a qualidade do ar for boa, com qual probabilidade
também serd boa daqui a dois dias?

(c) Se hoje a qualidade do ar for md, com qual probabilidade
também serd ma daqui a trés dias?

(d) Se a qualidade do ar tem uma chance de 20% de ser boa
hoje, com qual probabilidade também serd boa amanha?

Um rato num experimento de laboratério pode escolher um
entre dois tipos de comida a cada dia: o tipo T ou o tipo II. Os
registros mostram que se o rato escolhe o tipo I num certo dia,
entdo a chance de escolher o tipo I no dia seguinte é de 75%;

15.

16.

17.

e se o rato escolhe o tipo I num certo dia, entdo a chance de
escolher o tipo II no dia seguinte é de 50%.

(a) Encontre uma matriz de transigfio para esse fendbmeno.

(b) Se hoje o rato escolher o tipo I, com qual probabilidade
escolherd o tipo I daqui a dois dias?

(c) Se hoje o rato escolher o tipo II, com qual probabilidade
escolherd o tipo II daqui a trés dias?

(d) Se o tipo I tem uma chance de 10% de ser escolhido hoje,
com qual probabilidade também serd escolhido amanh&?

Num certo instante de tempo inicial, havia 100.000 habitantes
numa certa cidade e 25.000 habitantes nos arredores da ci-
dade. A Comissiio de Planejamento Regional detectou que, a
cada ano, 5% da populagio da cidade muda para os arredores
e 3% da populaciio dos arredores muda para a cidade.

(a) Supondo que a populagéo total permanega constante, faga
uma tabela mostrando a populacéo da cidade e dos arre-
dores ao longo de um periodo de cinco anos (arredonde
para o inteiro mais préximo).

(b) A longo prazo, qual serd a distribui¢do da populagio en-
tre a cidade e os arredores?

Num certo instante de tempo inicial, cada um de dois canais
de televisdo concorrentes, os canais 1 e 2, tem 50% da audién-
cia. A cada perfodo de um ano, o canal 1 atrai 5% da audién-
cia do canal 2 ¢ o canal 2 captura 10% da audiéncia do canal
L.

(a) Faca uma tabela mostrando a participacfio na audiéncia
dos dois canais ao longo de um periodo de cinco anos.
(b) A longo prazo, qual serd a participagfo na audiéncia dos
dois canais?
Uma locadora de automéveis possui trés agéncias, numera-
das 1, 2 e 3. Um cliente pode alugar um carro de qualquer
uma das trés agéncias e retorné-lo a qualquer uma das trés
agéncias. Os registros da locadora mostram que os carros sio
retirados e devolvidos de acordo com as probabilidades se-
guintes.

Alugades da agéncia

1 2 3

L L 3

1 16 5 5

Retornados 4 3 1
a agéncia 5 10 5
1 1 1

3 10 2 5

(a) Se um carro for alugado na agéncia 1, com qual probabili-
dade serd retornado & agéncia | depois de duas locagdes?

(b) Supondo que esse sistema dindmico possa ser modelado
como uma cadeia de Markov, encontre seu vetor estacio-
nario.

(c¢) Se alocadora possui uma frota de 120 carros, qual
deveria ser a quantidade de vagas de estacionamento
em cada agéncia para haver garantia razodvel de ter su-
ficiente espaco para os carros a longo prazo? Explique
seu raciocinio.
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18. Os tragos fisicos sfio determinados pelos genes que um des- 20. Se P for uma matriz estocdstica n X n e se M for uma matriz,
cendente recebe de seus dois ascendentes. No caso mais sim- 1 X n cujas entradas sdo todas iguais a 1, entdo MP =
ples, um trago no descendente € determinado por um par de 21. Se P for uma matriz estocdstica regular com vetor de estado
genes, um de cada um dos dois ascendentes. Em geral, cada estaciondrio q, o que pode ser dito sobre a sequéncia de pro-
gene num par pode tomar uma de duas formas, denotadas por dutos
A e a, que so os alelos. Isso leva a trés pareamentos possi-
~ Pq, Pq, P P
veis, a saber, q, q q ... q. ...
AA, Aa, aa quando k — ?

22, (a) Se P for uma matriz estocdstica regular n X n com vetor
de estado estaciondrio g e se e, e,, . . . , €, forem 0s veto-
res unitérios candnicos em forma de coluna, o que pode
ser dito sobre o comportamento da sequéncia

denominados gendtipos (os pares Aa e aA determinam o
mesmo trago e sdo, portanto, indistinguiveis). Mostra-se, no
estudo da hereditariedade, que se um dos ascendentes tiver
gendtipo conhecido e o outro ascendente for de genétipo alea-
tério, entdo o descendente terd a probabilidade de genétipo Pe,, Pze,., Pei, ..., Pke,., .
dada na préxima tabela, que pode ser vista como uma matriz

i uandok — o, comi=1,2,...,n?
de transi¢do de um processo de Markov. 4 ©
(b) O que isso diz sobre o comportamento dos vetores coluna

Gendtipo de ascendente de P* quando k — ?

AA Aa aa . e
23. Prove que o produto de duas matrizes estocésticas é uma

AA 1 i 0 matriz estocdstica. [Sugestdo: escreva cada coluna do produto
como uma combinagdo linear das colunas do primeiro fator.]
Genétipo de . fois . .
descengente Aa —é— % % 24. Prove que se P for uma matriz estocéstica cujas entradas sdo
. . . ~ 2
todas maiores do que ou iguais a p, entdo as entradas de P
aa 0 % % serdo maiores do que ou iguais a p.

Exercicios verdadeiro/falso
Assim, por exemplo, o descendente de um ascendente de ge-

nétipo AA e de outro escolhido aleatoriamente e de gendtipo
desconhecido tem uma chance de 50% de ser AA, 50% de ser
Aa e nenhuma chance de ser aa.

Nas partes (a)-(e), determine se a afirmacio € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

W

(a) Mostre que a matriz de transigéo € regular. (8) Ovetor| 0 |éum vetor probabilidade.
N . . ~ 2

(b) Encontre o vetor estaciondrio e discuta sua interpretagio 3

fisica. 02 1
19. Encontre as entradas que faltam na matriz estocdstica (b) Amatriz 08 0 ¢ uma matriz estocastica regular.
'1'76 * % (c) Os vetores coluna de uma matriz de transicéo sdo vetores
Pl 2 4 probabilidade.
- 10 . .
d) O vetor de estado estaciondrio de uma cadeia de Markov com

1 3 3 . . . . . .
10 5 16 matriz de transi¢do P € qualquer solugio do sistema linear

(I—Pq=0.

e encontre seu vetor de estado estaciondrio. . o . .
(e) O quadrado de qualquer matriz estocastica regular € estocdstica.

Capitulo 4 Exercicios suplementares

1. Seja V o conjunto de todos os ternos ordenados de nimeros (d) Mostre que valem os Axiomas 7, 8 € 9.

reais e considere as operagdes de adi¢fo e multiplicagdo por (e) Mostre que o Axioma 10 falha com as operagdes dadas.

escalar definidas em w = (u,, u,, u;) e v = (v, v,, U,) por " . .
(101, 1) (01, 0, 0) P 2. Em cada parte, o espago solugfio do sistema é um subespago de

u+v=(u o, u+v,u o), an=(au,0,0) R'e, portanto, deve ser uma reta pela origem, um plano pela ori-
gem, todo o R’ ou s6 a origem. Para cada sistema, determine qual
(a) Calculeu + vegucomu = (3, ~2,4),v=(1,5, -2 e € 0 caso. Se o subespago for um plano, encontre uma equagio
a=—1. desse plano; e se for uma reta, obtenha equagdes paramétricas.
(b) Explique em palavras por que V é fechado na adigfio € na (@ Ox+0y+0z=0 ®b) 2x—-3y+ z=0
multiplicac@io por escalar. 6x — 9y +3z=0
(c) Como a adigfio em V € a operacio de adi¢io padrio de —4x + 6y —22=0
R, alguns axiomas de espago vetorial valem em V porque © x-2y4+72=0 (@) x+4y+82=0
é sabido que valem em R’. Quais axiomas da Definigéo 1 —4x +8y +52=0 2x +5y+6z=0

da Secdo 4.1 séo esses? 2x —4y +3z=0 x4+ y—4z=0
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Com quais valores de s € o espaco solucdo de 100 0 1
X+ x,+sx,=0 0 1L 0 1 0
X +sx,4+ x,=0 ®]0 0 1 0 0
sx + x+ =0 01010
1 0 0 0 1

uma reta pela origem, um plano pela origem, a origem ou todo

o R?

(a) Expresse (4a, a — b, a + 2b) como uma combinagio
linearde (4,1, 1) e (0, —1, 2).

(b) Expresse Ba + b + 3¢, —a+4b—c,2a + b + 2¢)
como uma combinagdo linear de (3, —1,2) e (1, 4, 1).

(c) Expresse (2a — b + 4c¢,3a — ¢, 4b + ¢) como uma com-
binag#o linear de trés vetores ndo nulos.

Seja W o espago gerado por f = senxe g = cos x.

(a) Mostre que dado qualquer valorde 0, f, = sen(x + 8) e
g, = cos(x + 0) sfio vetores em W.

(b) Mostre que f, e g, formam uma base de W.

(a) Expresse v = (1, 1) como uma combinagio linear de
v, =(1,—1),v,=(3,0)ev, = (2, 1) de duas maneiras
distintas.

(b) Explique por que isso ndo contradiz o Teorema 4.4.1.

Seja A uma matrizn X nesejamv,, v,, . . ., v, vetores linear-

mente independentes em R’ expressos como matrizes n X 1.

Para ter Av,, Av,, ..., Av, linearmente independentes, o que A

deve satisfazer?

Uma base de P, necessariamente contém algum polindmio de
grau k com qualquer k = 0, 1, 2,..., n? Justifique sua resposta.
Para uso neste exercicio, definimos uma “matriz tabuleiro”
como sendo uma matriz quadrada A = [a,] tal que
1 sei - j forpar
aij = . . .
Y 0 sei—+ j for impar

Em cada caso, encontre o posto ¢ a nulidade da matriz tabu-
leiro dada.

(a) A matriz tabuleiro 3 X 3.
(b) A matriz tabuleiro 4 X 4.
(c) A matriz tabuleiro n X n.

Para uso neste exercicio, definimos uma “matriz X” como
sendo uma matriz quadrada com um nimero fmpar de linhas
e colunas que tem 0 em cada entrada, exceto nas diagonais
principal e secunddria, onde tem todas entradas iguais a 1. En-
contre o posto ¢ a nulidade das matrizes X a seguir.

1
@ o0
1

[

1
0
1

11.

(¢) A matriz X de tamanho (2n + 1) X (2n + 1).

Em cada parte, mostre que o conjunto de polindmios € um
subespago de P, e encontre uma base desse subespaco.

(a) Todos os polindmios em P, tais que p(—x) = p(x).

(b) Todos os polindmios em P, tais que p(0) = 0.

12.

13.

14.

15.

1e.

(Requer Cdlculo) Mostre que o conjunto de todos os polind-
mios em P, que t&m uma tangente horizontal em x = 0 € um
subespago de P,. Encontre uma base desse subespago.

(a) Encontre uma base do espaco vetorial de todas as matri-
zes 3 X 3 simétricas.

(b) Encontre uma base do espago vetorial de todas as matri-
zes 3 X 3 antissimétricas.

Em Algebra Linear avancada, prova-se o critério de posto
seguinte usando determinantes. O posto de uma matriz A é

r se, e SO se, A tem alguma submatriz v X r de determinante
ndo nulo e todas as submatrizes de tamanho maior tém deter-
minante nulo. [Observagdo: uma submatriz de A € qualquer
matriz obtida de A por eliminagdo de linhas ou colunas de A.
A prépria matriz A também € considerada uma submatriz de
A.] Em cada parte, use esse critério para encontrar o posto da

matriz.
2 4 -1 2 4 6

1 0 1 1 -1 2 0
@© ]2 -1 3 (d) 3 1 0 0
3 -1 4 -1 2 4 0

Use o resultado do Exercicio 14 para encontrar 0os postos pos-
siveis das matrizes da forma

0 0 0 0 0 ag
0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 a

sy Qs Os3  dsy  Oss  dsg

Prove: se S for uma base de um espago vetorial V, entdo valem
as relagdes seguintes com quaisquer vetores u e v e qualquer
escalar k.

(@ (u+v)= )+ (v)
(b) (kv)g = k(v)g




