1.1 Introdugdo aos sistemas de equagdes lineares 9

Aptiddes desenvolvidas
e Determinar se uma dada equagfo € linear.

o Determinar se uma dada &nupla € uma solugfo de um
sistema linear.

e Encontrar a matriz aumentada de um sistema linear.

e Encontrar o sistema linear correspondente a uma dada
matriz aumentada.

e Efetuar operagdes elementares com as linhas de um
sistema linear e as correspondentes nas linhas da matriz
aumentada.

o Determinar se um sistema linear € consistente ou
.inconsistente.

¢ Encontrar o conjunto das solu¢des de um sistema linear
consistente.

Conjunto de exercicios 1.1
1. Em cada parte, determine se a equagéio € linearem x|, x, e
X5
(@ x,+5x, — «/§x3 =1
(¢) x,=—Tx,+ 3x,
(e x°—2x,+x,=4
) mx; — V2x + tx3 = 7'
2. Em cada parte, determine se as equagdes formam um sistema

(b) x, + 3% +xx,=2
(d) xf2+x2+8x3=5

linear.
(a) —2x+4y+z7=2 by x=4
3x—E=0 2x =8
y
(©) 4x —y+2z2=—1

—x+(n2)y—3z= 0
@@ 324+x=—4
y+5z= 1
6x +2z= 3
—x—y—z= 4
3. Em cada parte, determine se as equacdes formam um sistema
linear.
(@ 2x - x4= 5
—x1 + SXZ -+ 3X3 - ZX4 =-1

(b) sen(@x; + x3) = /5

e—2x2—2x4 — l
X2
4X4 =4
© Tx,— %+ 2x,= 0 d) x,+x,=x,+x,
2%, + X, —xx, = 3
—x, 4+ 5%, — x,= -1

4. Para cada sistema do Exercicio 2 que for linear, determine se
€ consistente.

5. Para cada sistema do Exercicio 3 que for linear, determine se
¢ consistente.

6. Escreva um sistema de equagoes lineares constituido de trés
equagdes em trés incognitas com

(a) nenhuma soluco
(b) exatamente uma solucéio
(c) uma infinidade de solugdes
7. Em cada parte, determine se o terno ordenado dado € uma so-
lugdo do sistema linear
2%, —4x, — x;=1
X =3x%+ x;=1

3%, — 5x, = 3x,=1

(@ 3, 1,D ® 3,-L1D
@ (2,52 (@ (7.7.5

8. Em cada parte, determine se o terno ordenado dado € uma so-
luglio do sistema linear

(c) (13,5,2)

x4 2x, —2x%,=3
3¢, ~ X+ xy=1
=X+ 5x, — Sx; =5

@ (5.3 1) ® (3,50
5 10
@ (3.2,%) © (3, 2,2)
9. Em cada parte, encontre o conjunto de solugdes da equagio
linear usando um pardmetro, se necessério.
(@ 7x—5y=3
(b) —8x, +2x,—5x, +6x,=1
10. Em cada parte, encontre o conjunto de solu¢des da equacio
linear usando um pardmetro, se necessdrio.
(@ 3x,—Sx,+4x, =17
b v—-8w+2x—y+4z=0

(© (5,8, 1)
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11. Em cada parte, encontre um sistema de equacdes lineares cor- a, b e ¢ sfio uma solugiio do sistema de equacdes lineares cuja
respondente 4 matriz aumentada dada. matriz aumentada €
2 0 o0 3.0 =2 5 2
Xoxo 1oy
@ |3 -4 0 (b) 7 1 4 =3 2 )
X, x y
|10 1 1 0 -2 1 7 i 2 2
_ Hox 1oy,
7 2 1 -3 5
© } ) :
L1 2 4 0 1 ’ y=a’ +bx+c
TR
d - CEDR
@Dlo 0o 1 o 3 YN
o 0 o0 1 4 N (1 3)
12. Em cada parte, encontre um sistema de equacdes lineares cor- K < Figura Ex-15
respondente & matriz aumentada dada.
- 16. Explique por que cada uma das operagdes elementares com
2 -1 pitq p
4 6 0 3 -1 11 linhas ndo afeta o conjunto das solucdes de um sistema linear.
(@) —1 _1 (b) |: s 3 0 -3 6} 17. Mostre que se as equacdes lineares
3 0 x,thkr,=c e x t+ix,=d
1 2 3 4 t&m o mesmo conjunto de solugdes, entéo as duas equagdes
4 -3 _9 4 sfo idénticas (isto é, k = le ¢ = d).
(©)
5 =6 1 1 Exercicios verdadeiro/falso
-8 0 0 3 Nas partes (a)-(h), determine se a afirmagéo € verdadeira ou falsa,
™3 0 1 -4 3 Justificando sua resposta.
—4 0 4 1 =3 (a) Um sistema linear cujas equagdes sdo todas homogéneas
@ —1 3 0 -2 _9 deve ser consistente.
0 0 0 —1 -2 (b) Multiplicar uma equagfo inteira por zero € uma operagio ele-

) mentar com as linhas aceitdvel.
13. Em cada parte, encontre a matriz aumentada do sistema de

L c) O sistema linear
equagdes lineares dado. ©

@ —2x,= 6 (b) 6x, — x,+3x, =4 x— y=3
3x, = 8 S5x,— x, =1 2x -2y =k
9%, = -3 ndo pode ter uma tinica solugfo, independentemente do valor
(©) 2x, ~3x+ x,= 0 de k.
=3 - 5+ =-1 (d) Uma equagcdo linear s6, com duas ou mais incégnitas, sempre
6x, + 22, — x;+ 2%, — 3x; = 6 deve ter uma infinidade de solugdes.
) x, —x=7 (e) Se o ndimero de equagbes de um sistema linear exceder o
numero de incégnitas, entdo o sistema deve ser inconsis-

14. Em cada parte, encontre a matriz aumentada do sistema de

equagdes lineares dado.
(a) 3x —2x, = —1 (b) 2x + 2% =1 (f) Se cada equagio de um sistema linear consistente for multi-
! 2 ! } plicada por uma constante ¢, entéo todas as solugdes do novo

tente.

4x, +5x,= 3 3, — X+ 4x, =7 . . o ~ .
% + 35, = 2 6x, +x, — x%,=0 sxstema ‘podem ser obtidas multiplicando as solucdes do siste-
ma original por ¢.
© x + "_jx2 = Xyt xs i fll (g) As operagBes elementares com linhas permitem que uma
Xt X +7 A= | equacgo de um sistema linear seja subtraida de uma outra.
X X =
? * (h) O sistema linear de matriz aumentada correspondente
@ x =1
x, =2 2 -1 4
x, =3 0 0 -1
15. Acurvay = ax’ + bx + ¢ mostrada na figura passa pelos € consistente.

pontos (x, y,), (x,, ¥,) € (x,, ¥,). Mostre que os coeficientes
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computadores em geral aproximam os nimeros e, com isso, introduzem erros de arredon-
damento; esses erros podem se propagar em contas sucessivas e podem acabar corrom-
pendo uma resposta a ponto de tornd-la initil, a menos que sejam tomadas precaugdes. Os
algoritmos (procedimentos) em que isso pode ocorrer sao ditos instdveis. Existem vdrias
técnicas para minimizar os erros de arredondamento € a instabilidade. Por exemplo, pode
ser mostrado que, para sistemas lineares grandes, a eliminagdo de Gauss-J ordan envolve
aproximadamente 50% a mais de operagdes do que a eliminac@io gaussiana; por i$so, a
maioria dos algoritmos de computador tem por base a eliminagdo gaussiana. Alguns des-
ses topicos serdio considerados no Capftulo 9.

Reviso de conceitos

¢ Forma escalonada reduzida por linhas
o Forma escalonada por linhas

e Pivd

o Varidvel lider

o Varidvel livre

e Solucfio geral de um sistema linear

» Eliminacfio gaussiana

o Bliminagfo de Gauss-Jordan

» Fase direta, para frente

e Fase inversa, para trds

o Sistema linear homogéneo

e Solucio trivial

e Solug#o néo trivial

o Teorema das varidveis livres de sistemas homogéneos

e Retrossubstitugdo

Conjunto de exercicios 1.2
1. Em cada parte, determine se a matriz estd em forma escalona-
da, em forma escalonada reduzida, ambas ou nenhuma.

1 0 0 1 0 0 01 0
() {0 1 0 b |0 1 0 © 10 0 1
L«0 0 1 0 0 0 0 0 0
T2 0 3 0
1 0 3 1 0o 0 1 1 0
d
()0124} ©1o 0 0 01
00 0 0 O
[0 0 -
® 1o o ® | 5 5
lo 1 3 2
10 0 L
2. Em cada parte, determine se a matriz estd em forma escalona-
da, em forma escalonada reduzida, ambas ou nenhuma.
1 2 0 1 0 0 1 3 4
8|0 1 O M !0 1 0 )10 0 1
0 0 0 0 2 0 0 0 0

Aptiddes desenvolvidas

e Reconhecer se uma dada matriz estd em forma
escalonada, forma escalonada reduzida ou nenhuma
dessas.

o Construir solugdes de sistemas lineares cuja matriz.
aumentada correspondente estd em forma escalonada ou
escalonada reduzida.

o Usar a eliminagio gaussiana para encontrar a solugéo
geral de um sistema linear.

o Usar a eliminagfo de Gauss-Jordan para encontrar a
solugio geral de um sistema linear.

o Analisar sistemas lineares homogéneos usando o teorema
das varidveis livres de sistemas homogéneos.

15 -3 2 3
(@10 1 @ |0 o

0 0 0 0 0
2 3 45

1 07 1 3 o2 0 1
(600001@001—2]
00 0 0 0 )

3. Em cada parte, suponha que a matriz aumentada de um siste-
ma de equag@es lineares tenha sido reduzida a dada forma es-
calonada por meio de operacdes elementares sobre as linhas.
Resolva o sistema.

1 -3 7
@lo 1 2 2

0o 0 5

i 0 8 =5
®io 1 4 -9 3

0 0o 1 1
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1 7 -2 0 -8
o 0 1 1 6
©lg 0 0o 1 3
O 0 0 0 0

—
|
w
~
st

d |0 1 4
0 0 0 1

(=]

4. Em cada parte, suponha que a matriz aumentada de um siste-
ma de equagdes lineares tenha sido reduzida a dada forma es-
calonada por meio de operagdes elementares sobre as linhas.

Resolva o sistema.

(1 o o0 -3
(a {0 1 0 0
|0 0 1 7

(b) 1 0 1 0 3

o
<
—
[,
&

1 -6 0 0 3
o 0 1 0 4
©log 0 0o 1 5
0O 0 0 0 0
T -3 0 0
@lo o 1 o
0o 0 0 1

Nos Exercicios 5-8, resolva o sistema linear por eliminagéo

de Gauss-Jordan.

14, x +3x,— x,=0 15.
X, —8x,=0
4x, =0
16. 3x, — 2x,=0
6x, —4x, =0

ajx; + apx, + ax; =0
Ay %) + ay%, + ayxy, =0

Nos Exercicios 17-24, resolva o sistema linear dado por qual-

quer método.
17. 2x,+ x,+3x, =0 18.
x, + 2x, =0
X+ x=0

19. 3¢, + x5, +x,+x=0 20.
5%, =X, +x,—x,=0

21. 2x + 2y +4z=0
w - y—3z=0
2w+3x+ y+ z=0

2w+ x+3y—2z=0

22, x, + 3x, +x=0
X, + 4x, + 2x, =0

— 2%y — 2%, — %, =0

2%, —4x, + x4+ x,=0

X, —=2x,— x+x=0

23. 21, - L+3L+4,= 9
I -2L4 7, =11

31, 3L+ L+5L,= 8

2x — y—3z=0
—x+2y-3z=0
x+ y+4z=0

v+3w—2x=0

2u4+ v—4w+3x=0

2u+3v+2w— x=0

—4y —3v+S5w—4x =0

2l + L+ 4L+41,=10
5 x+ x+2x=8 6. 2x,+2x,+2x,= 0
—x; —2x,+ 3%, = 1 —=2x, + 5%, + 2%, = 1 24. Zi+ Z,+2,=0
3x, — Tx, + 4x; = 10 8x, + x,+ dx, = —1 ~Z,~ Z,+2Z,-3Z,+ Z; =0
. 5 . Z, + Z,—2Z, —~Zs=0
P X oydzem wes 22,422, ~ Z, +Z,=0

2x+ y—2z = 2w=~2

—x 42y —dzt w= |1 Nos Exercicios 25--28, determine os valores de a com os quais

3x —3w=-3 o sistema nfio tem solugfo, tem exatamente uma solugdo ou tem
8. —2b+3c= 1 uma infinidade de solugdes.
3a +6b—3¢c=-2 25, x+4+2y— 3z = 4
6a+6b+3c= 5 3x— y+ 5z = 2
= Nos Exercicios 9-12, resolva o sistema linear por eliminagdo 4t yt@ —1z=ast2
gaussiana. = 26. x+2y+ z2=12
9. Exercicio 5 10. Exercicio 6 2x — 2y -+ 3z=1
11. Exercicio 7 12. Exercicio 8 x4+2y— (@ -3z=a
27. x+ 2y = 1
. Nos Exercicios 1316, sem ~utiliz~ar pfip‘el’e lapis, determine se 2+ (@ —S)y=a—1
o sistema homogéneo tem solu¢des ndo triviais.
13. 2x, — 3x, + 4x, — x,=0 28. x+ y+ Tz= —T
Tx, + x,— 8%+ 9x,=0 2643y + 17z = ~16

2
2x1+8x2—|— X, — x4:0 x+2y+(a +1)Z= 3a
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Nos Exercicios 29-30, resolva o sistema dado, em que a, be ¢

sdo constantes.

29, 2x+ y=ua 30, x4+ x,+ x;=a
3x +6y="> 2x, +2x,=b
I, 4+3x=c

31. Encontre duas formas escalonadas por linha diferentes de

;)

Esse exercicio mostra que uma matriz pode ter formas escalo-
nadas distintas.

32. Reduza
2 1 3
0 -2 =29

3 4 5
a forma escalonada reduzida sem introduzir fragGes em estd-
gios intermedidrios.
33. Mostre que o sistema néo linear a seguir tem 18 solucdes se 0

sa=2m0=8=2re0 =y <2m

2sena + 2cosB 4+ 3tany =0

—sena + 5cosB + 3tany =0

—sena ~— S5cosfB 4 Stany =0

[Sugestdo: comece com as substitui¢des x = sen a, y = cos 3,
ez = tan y.}

34. Resolva o seguinte sistema de equagdes néo lineares nos
angulos incégnitos o, Bey,com0 <o <27, 0< B8 <2me
0<y<m.

2sena — cosf3+ 3tany =3
4sena +2cosf — 2tany =2

6sena —3cosPB+ tany =9

35. Resolva o seguinte sistema de equagGes nfo lineares para x, y
ez

Y+ =6
2 - yz 427 =2
2% + yz — A=3
[Sugestdo: comece com as substitui¢des X = xz, Y= yz,
Z = zz.]

36. Resolva o sistema a seguir parax, y e z.

1 2 4_1
x oy oz
2 3 8
24242 29
Xy z
1 9 10
A T A
x y z

37. Encontre os coeficientes a, b, ¢ € d tais que a curva mostrada
na figura seja o grifico da equagio y = ax’ + bx* + cx + d.

< Figura Ex-37

38. Encontre os coeficientes a, b, ¢ e d tais que a curva mostrada na
figura seja dada pela equagdo ax” + ay’ + bx + ¢y + d = 0.

y
(=2,7)

(=4,5)

X

\\w/w,({/;) < Figura Ex-38

39. Se o sistema linear

ax+by+cz=0
ax—by+tcz=0
ax+by—cz=0

tiver somente a solugdo trivial, o que pode ser dito sobre as solu-
¢des do sistema a seguir?

ax+by+cz=3
ax—by+cz=7
ax+by—cz=11

46. (a) Se A for uma matriz com trés linhas e cinco colunas, qual
€ o nimero médximo possivel de pivés em sua forma esca-
lonada reduzida?

(b) Se B for uma matriz com tr€s linhas e seis colunas, cuja
tiltima coluna s6 tem zeros, qual € o niimero maximo pos-
sivel de parAmetros da solugfo geral do sistema linear cuja
matriz aumentada € B?

(c) Se Cfor uma matriz com cinco linhas e trés colunas, qual
€ o niimero minimo possivel de linhas inteiras de zeros
em qualquer forma escalonada de C?

41. (a) Mostre que se ad — bc # 0, entfio a forma escalonada
reduzida por linhas de
1 0
0 1

a b
¢ d
(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que se ad — bc

# 0, entdo o sistema linear

ax + by =k
ex+dy =1

tem exatamente uma solugfo.
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42. Considere o sistema de equagdes

ax+by=20
cxt+dy=0
ex+fy=0

Discuta as posigdes relativas dasretas ax + by =0 e
cx + dy = 0eex + fy = 0 se (a) o sistema tiver apenas a solu-
¢do trivial e (b) o sistema tiver solugdes nio triviais.

43. Descreva todas as formas escalonadas reduzidas possiveis de

b a b ¢ d
a C
. h
@ |d e f w|¢ ¢
¢ h i i j ok

Exercicios verdadeiro/falso
Nas partes (a)-(i), determine se a afirmacfio é verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.
(a) Se uma matriz estiver em forma escalonada reduzida por li-
nhas, entfio também estard em forma escalonada por linhas.

(b) Se efetuarmos uma operacdo elementar com as linhas de uma
matriz em forma escalonada, a matriz resultante ainda estard
em forma escalonada.

©
()

(e

®

()

(h)

®

Cada matriz tem uma tinica forma escalonada por linhas.

Um sistema linear homogéneo em » incégnitas cuja matriz
aumentada correspondente tem uma forma escalonada redu-
zida com r pivds tem n — r varidveis livres.

Todos os pivds de uma matriz em forma escalonada por li-
nhas devem ocorrer em colunas distintas.

Se cada coluna de uma matriz em forma escalonada por li-
nhas tiver um pivd, entfio cada entrada que nfo for um pivd
serd nula.

Se um sisterna linear homogéneo de n equagdes em 7 incég-
nitas tiver uma matriz aumentada correspondente com uma
forma escalonada reduzida com # pivds, entdo o sistema li-
near s6 tem a solugfo trivial.

Se a forma escalonada reduzida de uma matriz aumentada de
um sistema linear tiver uma linha de zeros, entfio o sistema
deve ter uma infinidade de solugdes.

Se um sistema linear tem mais incégnitas do que equagdes,
entfio o sistema deve ter uma infinidade de solugdes.

1.3 Matrizes e operagdes matriciais

Colecdes retangulares de nidmeros reais aparecem em muitos contextos, néio $6 como a
matriz aumentada de um sistema de equacdes lineares. Nesta seciio, comegamos a estudar
matrizes como objetos independentes, definindo sobre elas as operagdes de adiciio, subtragiio

e multiplicag@o.

Na Seciio 1.2, usamos cole¢des retangulares de nimeros, denominadas matrizes aumen-  Notagdo e terminologia
tadas, para abreviar a escrita de sistemas de equagdes lineares. Contudo, essas cole¢des  matricial

retangulares de nimeros ocorrem também em outros contextos. Por exemplo, a seguinte

colegio retangular de trés linhas e sete colunas pode descrever o nimero de horas que um

estudante gastou estudando trés matérias numa certa semana.

20 3 4 5 6* . Sab. Dom.
Matemitica 2 3 2 4 i 4 2
Histéria 0 3 1 4 3 2 2
Linguas 4 1 3 1 0 0 2

Suprimindo os titulos, ficamos com a seguinte cole¢do retangular de nimeros com trés

linhas e sete colunas, denominada “matriz”.

2 3 2 41 42
03 1 43 2 2
4 13100 2

Mais geralmente, fazemos a seguinte defini¢éo.
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DEFINICAO 8 Se A for uma matriz quadrada, entdo o trago de A, denotado por tr(A),
¢ definido pela soma das entradas na diagonal principal de A. O trago de A ndo € defi-

i nido se A ndo for uma matriz quadrada.

B EXEMPLO 11 Trago de uma matriz

Alguns exemplos de matrizes e seus tragos sdo 0s seguintes.

-1 2

a4y Ay 3 5

A= |ay ay ay|, B= 1 )
Gy Oz Ay 4 —2

tr(A) = a;, + ay + as;

7 0
-8 4
7 =3
1 0

uB) =—-1+5+7+0=11 <«

Nos exercicios, desenvolvemos alguma prética com as operacdes de transposigio e

traco.

Revisédo de conceitos

e Matriz

o Entradas

o Vetor coluna (ou matriz coluna)

e Vetor linha (ou matriz linha)

e Matriz quadrada

o Diagonal principal

e Matrizes iguais

o Operagdes matriciais: soma, diferenca, multiplicagio por
escalar

o Combinacdo linear de matrizes

o Produto de matrizes (multiplicacdio matricial)

e Matriz em blocos

® Submatrizes

o Método linha-coluna

e Método das colunas

e Método das linhas

Conjunto de exercicios 1.3
1. Suponha que A, B, C, D ¢ E sejam matrizes de tamanhos

A B C D E
4x5 (@4x5 (5x2) (4x2) (x4

e Matriz de coeficientes de um sistema linear
e Transposta
e Traco

Aptiddes desenvolvidas
e Determinar o tamanho de uma dada matriz.
e Identificar os vetores linha e coluna de uma dada matriz.

o Efetuar as operacdes aritméticas de adic3o, subtragéo,
multiplicagfo por escalar e produto de matrizes.

e Determinar se estd definido o produto de duas matrizes.

e Calcular um produto matricial usando os métodos linha-
-coluna, das colunas e das linhas.

e Expressar o produto de uma matriz com um vetor coluna
como uma combinago linear das colunas da matriz.

o Expressar um sistema linear como uma equacdo matricial
e identificar a matriz de coeficientes.

o Calcular a transposta de uma matriz.

» Calcular o trago de uma matriz quadrada.

Em cada parte, determine se a expressdo matricial dada estd
definida. Para as que estdo definidas, d& o tamanho da matriz
resultante.

(a) BA
(d) AB+ B
(@ E'A

(b) AC+D
(e) E(A+ B)
) AT+ E)D

(¢) AE+ B
() EAC)
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. Suponha que A, B, C, D ¢ E sejam matrizes de tamanhos

A B C D E
(B3 x1) (3 x6) (6 x 2) (2 x 6) (1x3)
Em cada parte, determine se a expresséo matricial dada estd

definida. Para as que estdo definidas, d€ o tamanho da matriz
resultante.

(a) EA (by AB" (¢) B"(A+EH
(dy 24+ C (e) (C"+D)B" () CD+BE
(g) (BDHC" (h)y DC+ EA

. Considere as matrizes

30 '
4 -1 1 4 2
A=|-1 2|, B= , C= ,
L 0 2 3015

1 5 2 6 1 3
D=|-1 0 1|, E=}{-1 1 2
3 2 4 4 1 3

Em cada parte, calcule a expressfio dada (se possivel).

@ D+E () D—E @) 5A
@ -7C () 2B—C (f) 4E — 2D
(g) ~3(D+2E) (h) A-A (1) D)
() (D —3E) (k) 4t(7B) ) tr(A)

. Usando as matrizes do Exercicio 3, em cada parte, calcule a

expressdo dada (se possivel).

(@) 247+ C by D" —E ¢y (D—E)
(d B"+5C" () 3C"—3A ) B-B'
(g) 2E'—3D" (v QE -3D% () (CDE
(G CBA) (k) te(DE") O u(BC)

. Usando as matrizes do Exercicio 3, em cada parte, calcule a

expressio dada (se possivel).

(a) AB (b) BA (cy BEYD
(d) AB)C (e) A(BO) () ccr
(& (DAY () (C'BAT () w(DDT)

G) w@E" — D) (k) t(CA"+2E) () w((ECHA)

. Usando as matrizes do Exercicio 3, em cada parte, calcule a

expressio dada (se possivel).

(a) 2D" ~ BE)A (b) 4B)C + 2B
(©) (—AC)" +5D" @ BA" - 20T
(e) B'(CC"— A"A) ® D'E" — (EDY

7. Sejam
3 =2 7 6 -2
A=16 5 4 e B=1{0 1
0 9 7 7

Use o método das linhas ou das colunas (como for apropria-
do) para encontrar

10.

11,

12.

13.

(b) aterceira linha de AB.

(d) a primeira coluna de BA.

(a) aprimeira linha de AB.
(c) asegunda coluna de AB.
(e) aterceira linha de AA. (f) a terceira coluna de AA.

Usando as matrizes do Exercicio 7, use 0 método das linhas
ou das colunas (como for apropriado) para encontrar

(a) aprimeira coluna de AB.
(b) aterceira coluna de BB.
(¢) asegunda linha de BB.
(d) aprimeira coluna de AA.
(e) aterceira linha de AB.
(fy a primeira linha de BA.
Usando as matrizes A e B do Exercicio 7,

(a) expresse cada vetor coluna de AA como uma combinagdo
linear dos vetores coluna de A.

(b) expresse cada vetor coluna de BB como uma combinagdo
linear dos vetores coluna de B.

Usando as matrizes A e B do Exercicio 7,

(a) expresse cada vetor coluna de AB como uma combinagéo
linear dos vetores coluna de A.

(b) expresse cada vetor coluna de BA como uma combinagio
linear dos vetores coluna de B.

Em cada parte, encontre matrizes A, X e b que expressem o
sistema de equagdes lineares dado como uma tinica equacio
matricial Ax = b e escreva essa equago matricial.

(a) 2x; — 3x, -+ 5x, 7
O, — %, + X, =—1
X +5x +4,= 0

(b) 4x, — 3%+ xs=1
5+ x, —8x, =3
2%, =~ 5%, +9%; — x, =0
3x, — X, +Tx, =2
Em cada parte, encontre matrizes A, X e b que expressem o

sistema de equagdes lineares dado como uma tinica equacio
matricial Ax = b e escreva essa equagio matricial.

(@ x -2% +3x=-3 (b) 3x +3x,+3x,=-3
2+ x, = 0 Xy = 5%, ~ 2x; = 3
—3x, +4x; = 1 — 4%+ 2= 0

X + x= 35

Em cada parte, expresse a equagio matricial como um sistema
de equacgdes lineares.

C s 6 -7 [x 2]
(@ | ~1 =2 3[[x ]| =10
L0 4 —1]|x 3]
11 1] [x 2]
™2 3 0j|x|=| 2
|5 =3 —6][x -9




14. Em cada parte, expresse a equagio matricial como um sistema
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de equagdes lineares.

T3 -1 2] [x 2
(a) 4 3 7 % |=1-1
-2 1 5||x 4]

3 -2 0 17[w] [o

5 0 2 —2||«x 0

® 1 4 711y o

2 5 1 6]z 0

Nos Exercicios 15-16, encontre todos os valores de &, se hou-

ver, que satisfazem a equago.

16.

[1 1 0] [k
[k 1 1}{1 0 2}|1]|=0
0 2 =3]|1
12 02
[2 2 k|2 0 3|[2]|=0
0 3 ][k

Nos Exercicios 17-18, resolva a equac@o matricial em termos

dea,b,ced.

i

1

oo

19.

20.

21.

22.

23.

N

a 370 4 d—2c

-1 a+b] |d+2c -2

a—b b+a] [8 1

3d+c 2d-c] |7 6

Sejam A uma matriz m X n e 0 a matriz m X n com todas as

entradas nulas. Mostre que se kA = 0, entdo k = O ou A = 0.

(a) Mostre que se os produtos AB e BA estiverem ambos de-
finidos, entdo AB e BA sdo matrizes quadradas.

(b) Mostre que se A for uma matriz m X n e A(BA) estiver
definida, entdo B € uma matriz n X m.

Prove que se A e B sio matrizes n X n, entdo
tr(A + B) = tr(4) + t1(B)

(a) Mostre que se A tem uma linha de zeros e B ¢ uma matriz
qualquer para a qual o produto AB est4 definido, entdo
AB também tem uma linha de zeros.

(b) Encontre um resultado andlogo para uma coluna de ze-
ros.

Em cada parte, encontre uma mattiz [a;;] de tamanho 6 X 6

que satisfaz a condi¢fo dada. D€ respostas tdo gerais quanto

possivel, usando letras em vez de nimeros para entradas ndo

nulas especificas.

(@ a; =0 se i#] ) a;=0 se i>j

(€ a;=0 se i<j

(d) a;=0 se [i—j|>1

24, Em cada parte, encontre a matriz A = [g; j] de tamanho 4 X 4

25.

26.

27.

28.

29.

30.

cujas entradas satisfazem a condigéo dada.

@ a;=i+j (b) a;=i""
1 se |i—j|>1
© a”_{~1 se li—jl<1

Considere a fungdo y = f(x) definida com matrizes x de tama-
nho 2 X 1 pory = Ax, sendo

1 1
A =
o 1
Esboce f(x) jantamente com x em cada caso dado. Como vocé
descreveria a agio de f?
2
b —=
(b) x (0>

N
(@) x (1)

(4 o oo 2
© x= (3) (@ x (4)

Seja I a matriz n X n cuja entrada na linha i e coluna j €

1 se
0 se

Mostre que Al = JA = A, com qualquer matriz n X n A.

i=j
L#]J

Quantas matrizes A de tamanho 3 X 3 vocé consegue encon-
trar tais que

com quaisquer escolhas de x, y e 27

Quantas matrizes A de tamanho 3 X 3 voc€ consegue encon-
trar tais que

com quaisquer escothas de x, y e 2?7
Dizemos que uma matriz B € uma raiz quadrada de uma ma-
triz A se BB = A.

2 2
(a) Encontre duas rafzes quadradas de A = [2 2}

(b) Quantas raizes quadradas distintas vocé consegue encon-

50
trarde A = ?
rar de [0 9}

(¢) Vocg acha que qualquer matriz 2 X 2 tem pelo menos
uma raiz quadrada? Explique seu raciocinio.
Seja 0 a matriz 2 X 2 com todas as entradas nulas.

(a) Existe alguma matriz A de tamanho 2 X 2talque A # Oe
AA = 07 Justifique sua resposta.

(b) Existe alguma matriz A de tamanho 2 X 2 talque A # Oe
AA = A? Justifique sua resposta.
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Exercicios verdadeiro/falso (i) Se A for uma matriz 6 X 4 e B uma matriz m X n tal que B'A"
Nas partes (a)-(0), determine se a afirmagio ¢ verdadeira ou falsa, € uma matriz 2 X 6, entdlom = 4en = 2.
justificando sua resposta. () Se A for uma matriz n X n e ¢ um escalar, entdo tr(cA) = ¢
1 2 3 tr(A).
(a) A matriz [4 5 6:| ndo tem diagonal principal. (k) Se A, Be C forem matrizes de mesmo tamanho tais que A —

(b) Uma matriz m X ntem m vetores coluna e n vetores linha. C=B—C entdod =B
(c) SeA e B forem matrizes 2 X 2, entdo AB = BA (1) Se A, B e C forem matrizes quadradas de mesma ordem tais
’ que AC = BC, entdo A = B.

Se a soma de matrizes AB + BA estiver definida, entio A e B
devem ser matrizes quadradas de mesmo tamanho.

(d) O i-ésimo vetor linha de um produto matricial AB pode ser
calculado multiplicando A pelo i-ésimo vetor linha de B. (m)
(e) Dada qualquer matriz A, vale (AT)T = A. . B
(n) Se B tiver uma coluna de zeros, entfo, sempre que o produto

f) SeAe B for atrizes quadrad a . . .
# S forem matrizes quadradas de mesma ordem, entdo estiver definido, AB também tem.

tr(AB) = tr(A)r(B).

(2) Se A e B forem matrizes quadradas de mesma ordem. entio (o) Se B tiver uma coluna de zeros, entédo, sempre que o produto
g (AB)T—ATBT arizes quadrada a ordem, ente estiver definido, BA também tem.

(h) Dada qualquer matriz quadrada A, vale tr(AT) = tr(A).
q

. S .

1.4 Inversas; propriedades algébricas das matrizes
1

Nesta secdo, discutimos algumas das propriedades algébricas das operagSes matriciais.

Veremos que muitas das regras bdsicas da aritmética de nimeros reais também valem para

matrizes, mas também que algumas nfo valem.

Propriedades das adicdo O teorema seguinte lista as propriedades algébricas basicas das operacdes matriciais.
matricial e multiplicacdo por

escalar
TEOREMA 1.4.1 Propriedades da aritmética matricial , o ;
Supondo que-os:tamanhos das matrizes sejam tais que as operagoes ma’zcadas possam
ser efetuadas, valem:as seguintes vegras da aritmética matricial. .
(@) A+B=B+A : Theida comlltatlvxdade da adxgao]k
by A+ (B + Cy=(A+B)+C" [Lei da assocnatmdade da adlgao] ‘
(¢) A(BC) = (AB)C - [Lei da assoc1at1v1dade da multlpllcagao]
(d) AB + C)y=AB + AC . [Lei da dlstl lbutmdade aesquerda]

{e) 4+ B)C =AC + BC o [Lel da dlstrlbutmdade a dlrelta]

() (B C)A BA CA
"(h)“‘aB“l-C?“aB-l—aC L
W) aB-O)=aB-aC
. ) ,(af—ff b)C = aC + bC
(&) (@~ b)C=aC - bC

() abC) = (ab)C
(m) a(BO) = (aB)C = B(aC)

Para provar qualquer uma das igualdades nesse teorema, devemos mostrar que a ma-
triz do lado esquerdo tem o mesmo tamanho que a matriz do lado direito e que as
entradas correspondentes dos dois lados sdo iguais. A maioria das provas segue o mes-
mo padrio geral, portanto, provamos a parte (d) como amostra. A prova da lei da




1.4 Inversas; propriedades algébricas das matrizes 49

Conjunto de exercicios 1. 4

1. Sejam
2 -1 3 g8 -3 =5
A=| 0 4 5|, B=|0 1 2|,
-2 1 4 4 -7 6
0 -2 3
C = 7 41, a=4, b=-7
3 5 9
Mostre que
@ A+B+O=A+B+C
(b) (AB)C = A(BC) © (@a+b)C=aC+bC

(d) a(B— C)=aB — aC

2. Usando as matrizes e escalares do Exercicio 1, verifique que
(a) a(BC) = (aB)C = B(aC)
(b) AB—C)=AB~AC (¢) B+CA=BA+CA
(d) a(dC) = (ab)C

3. Usando as matrizes e escalares do Exercicio 1, verifique que
(@ AN =4 () A+B=A"+B"
©) (@O =ac (d) 4B = B'A"

Nos Exercicios 4-7, use o Teorema 1.4.5 para calcular a inver-

sa da matriz dada.

4.

6.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

By el
e=2 1) no=l; ;)

Encontre a inversa de
cosf senf
—senf cosf
Encontre a inversa de
e +e™y L —e™
2 2
%(ex _ e-—x) %(ex + e—-x)
Use a matriz A do Exercicio 4 para verificar que
(AT)—-I — (A—I)I"
Use a matriz B do Exercicio 5 para verificar que
(BT)—I - (B—I)T.

Use as matrizes A e B dos Exercicios 4 e 5 para verificar que
4B =p"'A""

Use as matrizes A, B e C dos Exercicios 4 a 6 para verificar
que (ABC) ' = C'B'A™"

Nos Exercicios 14-17, use a informacio dada para encontrar

-1 _ 2 -1 o -3 7
A _[3 5] 15. (74) _[1 _2]

16. (5A")™ = [”2 _ﬂ 17. (+24)" = ["1 2]

4 5
2 0
4 1
Em cada parte, calcule a quantidade dada.
(@ A° () A7 (c) A —24+1
(d) p(A),ondep(x) =x—2
(&) p(A),ondep(x) =2x" +x+1
f) p(A), onde p(x) = X -2x+4

19. Repita o Exercicio 18 com a matriz

a2 ]

20. Repita as partes (a), (¢), (d), (¢) e (f) do Exercicio 18 com a

18. Seja A a matriz

matriz
3 0 -1
A = -2 0
5 0 2

21. Repita as partes (a), (¢), (d), (¢) e (f) do Exercicio 18 com a

matriz
3 0 0
A=[0 -1 3
0 -3 -1

Nos Exercicios 22-24, sejam p,(x) = X =9, D) =x+3e
P4(x) = x — 3. Mostre que p,(A) = p,(A)p,(A), com a matriz dada.
22. A matriz A do Exercicio 18.

23. A matriz A do Exercicio 21.
24. Uma matriz quadrada A arbitraria.
25. Mostre que se p(x) = = (a+dx+ (ad — bc)e

a b
A=
-
entdio p(4) = 0.

26. Mostre que se
p(x)=x3—(a+b+c)x2+(ab+ae+be—cd)x-—a(be—
cd) e

b

i
o o a
a oo
& O O

entdio p(A) = 0.
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27. Considere a matriz 47. Prove a parte (c) do Teorema 1.4.2.
a, 0 0 48. Verifique a Férmula (4) do texto calculando diretamente.
0 a, 0 49. Prove a parte (d) do Teorema 1.4.8.
A= : : 50. Prove a parte (e¢) do Teorema 1.4.8.
0 0 .-« a 51. (a) Mostre que se A for invertivel e AB = AC, entdo B = C.

28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

nn

emque a,,a,, " - -
sua inversa.

a,, # 0. Mostre que A € invertivel e encontre

Mostre que se uma matriz quadrada A satisfizer A> — 34 + J

=0,entio A™' =31 — A,

(a) Mostre que uma matriz com uma linha de zeros ndo pode
ter uma inversa.

(b) Mostre que uma matriz com uma coluna de zeros nio
pode ter uma inversa.

Supondo que todas as matrizes sejam n X n e invertiveis, re-
solva para D.

ABC'DBA'C = AB"

Supondo que todas as matrizes sejam n X n e invertiveis, re-
solva para D.

C'B™'ABAC'DATB'C* = "

Se A for uma matriz quadrada e » um inteiro positivo, serd
verdade que (A")" = (A")"? Justifique sua resposta.

Simplifique

AB) '‘ac™ o 'cH '™
Simplifique

@AachyacHach'ap™

Nos Exercicios 35--37, determine se A € invertivel e, se for,

encontre sua inversa. [Sugestdo: resolva AX = I para X igualando
entradas correspondentes de ambos lados.]

35,

36.

38.

Lo o
A=|1 1 0

[0 1

1 1 1 0 0 1
A=|1 0 0 3. A= 1 1 0

0 1 1] -1 1 1

Prove o Teorema 1.4.2.

Nos Exercicios 39-42, use o método do Exemplo 8 para en-

contrar a tnica solugéo do sistema linear dado.

39.

41.

43.
4.
45,
46.

3%, — 2x, = —1 40. —x, + 5x, =4
4x, + 5x, = 3 —x, — 3x, =1
6x, + x,= 0 42, 2x, —2x, =4
dx, — 3x, = -2 x +4x, =4
Prove a parte (a) do Teorema 1.4.1.

Prove a parte (¢) do Teorema 1.4.1.
Prove a parte (f) do Teorema 1.4.1.
Prove a parte () do Teorema 1.4.2.

53.

54.

55.

(b) Explique por que a parte (a) e o Exemplo 3 ndo so con-
traditérios.

. Mostre que se A for invertivel e k£ um escalar nfo nulo qual-

quer, entdo (kA)" = K'A", com qualquer valor inteiro de 7.

(a) Mostre que se A, Be A + B forem matrizes invertiveis de
mesmo tamanho, entfo

AAT +BHBA+B) ' =1

(b) O que o resultado da parte (a) nos diz sobre a matriz
AN+ BT

Dizemos que uma matriz A € idempotente se A* = A.

(a) Mostre que se A for idempotente, entdo I — A também é.

(b) Mostre que se A for idempotente, entdo 2A — I € inverti-
vel e sua prépria inversa.

Mostre que se A for uma matriz quadrada tal que A* = 0, com
algum inteiro positivo &, entdo a matriz [ — A € invertivel e

J-A)'=1+Aa+4"+ .-+ 4!

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(k), determine se a afirmagfo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)

®

(2)

()
@

@

)

Duas matrizes A e B de tamanho n X # so inversas uma da
outra se, e s6 se, AB = BA = 0.

Para quaisquer matrizes quadradas A e B de mesmo tamanho,
vale (A + B)* = A’ + 24B + B".

Para quaisquer matrizes quadradas A e B de mesmo tamanho,
vale A> — B = (A — B)(A + B).

Se A e B forem matrizes invertiveis de mesmo tamanho, entfo
AB é invertivel e vale (AB)™' = A™'B".

Se A e B forem matrizes tais que o produto AB est4 definido,
entdo vale (AB)" = AB.

A matriz
a b
a=[cd)

é invertivel se, € s6 se, ad — bc # 0

Se A e B forem matrizes de mesmo tamanho e k uma constan-
te, entdio (kA + B)" = kA" + B’

Se A for uma matriz invertivel, entio A também & invertivel.

Sep(x) =a,+ a,x+a,x’ + -+ a, x" eI for uma matriz
identidade, entdo p(l) = ay + @, + a, + -+ + q,.
Uma matriz quadrada com uma linha ou coluna de zeros néo

pode se invertivel.

A soma de duas matrizes invertiveis de mesmo tamanho sem-
pre € invertivel.
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Conjunto de exercicios 1.5

1. Em cada parte, decida se a matriz é elementar. B 0 0 2 —1 0 —4 —4
F1 0 —5 1 ®E=|0 1 0f, A=|1 -3 -1 5§ 3
@1 _ 5 O 0 -3 1 2 0 1 3 -1
) :2 0 0 2 1 0 4 1 4
(11 0 61 0 o © E=1{0 1 0|, A={2 5
0 1 d 0 0 1 3 6
© 0 (d) 0 0 1 0 L
[0 00 0 0 0 1 6. Em cada parte, sdio dadas uma matriz elementar E e uma
‘ o matriz A. Escreva as operagdes elementares com linhas cor-
2. Em cada parte, decida se a matriz é elementar. respondentes a £ e mostre que, aplicando essas operacdes a A,
M 0 0 0 1 resultado € o produto EA.
(a) ] ® [0 1 0 [—6 o -1 -2 5 -1
0 3 E= =
L 10 0 @ o 1}’ 3 -6 -6 —6
[1 0 0 [-1 0 0 "1 0 0 2 -1 0 -4 —4
©10 1.9 @y o 01 b E=|-4 1 0|, A=|1 -3 -1 5 3
[0 01 Lo 1o L0 0 1 2 0 1 3 -1
3. Em cada parte, encontre uma operacfio com linhas e a matriz M o o 1 4
elementar correspondente que retorna a matriz elementar dada ~lo 5 o N P
a matriz identidade. ) k= A=
- 0 0 1 3 6
- -7 0 0 -
]
@ 0 1] (b) 0 10 Nos Exercicios 7--8, use as matrizes a seguir.
L 0 0 1 - - —
- 3 4 1 8 1 5
"1 0 o0 00 10 A=|2 -7 —1|, B=|2 -7 -1
@ 01 o @l® 1 oo 8 1 5] 3 4 1
5 0 1 1 0 0 0 ~ ~
- 0 0 0 1 3 4 1 8 1 5
4. Em cada parte, encontre uma operacio com linhas e a matriz C=|2 -7 -1}, D=|-6 21 3
elementar correspondente que retorna a matriz elementar dada _2 =7 3_J L3 41
a matriz identidade.
a matriz identidade . s 1 s
T 1 o F=([8 1 1| =
(a) ® 0 1 0
-3 1 3 4 1
L 10 0 3 -
0 0 0 1 M 0 __% 0 7. Enconire uma matriz elementar E que satisfaca a equacdo.
|01 0o @l|0 1 0o () EA=B (b) EB=4
0 0 1 0 0 0 1 0 () EA=C d) EC=A
10 0 O 10 0 0 1 8. Encontre uma matriz elementar E que satisfaga a equagfo.
5. Em cada parte, sdo dadas uma matriz elementar E e uma ma- (8) EB=D (b) ED =B
triz A. Escreva as operagGes elementares com linhas corres- (c) EB=F (d) EF=B8B

pondentes a E e mostre que, aplicando essas operagdes a A, o
resultado & o produto EA. Nos Exercicios 9--24, use o algoritmo de inverso para encon-

trar a inversa da matriz dada, se essa inversa existir.
0 1 -1 =2 5 -1
(a) E= , A=

1 4 -3 6 -1 3
10 3 -6 —6 —6 . 1.
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- A 3 4 -1

2| ° _2} B.(1 0 3
|3 2 5 —4
2 0 -1 3 —4

4. {2 1 2 15.] 2 4 1
0 2 1 -4 2 -9
EE (10 1]

6. | 1 0% 17. [0 1
L4 L 1 1 0
1 5 5 10 L -
VRN 2 6 6]

18. | —4v2 V2 0 19.12 7 6

0 0 2 7 7]
1 0 00 2 —4 0 0
1 3 00 1 12 0
. 21.

W03 5 9 0 0 2 0
1 3 5 7 0 -1 —4 -5
-8 17 2 3 r—1 10

¢ -9 - 2 3 -2 6

22. 0 o 1o 21 2 o
-1 13 4 2 L 0 0 5
o 0 2 0

X 1 0 0 1

Y10 -1 3 o
2 1 5 -3

Nos Exercicios 25-26, em cada parte, encontre a inversa da
matriz 4 X 4 dada, em que ki, k,, k, k, e k sdo todos néio nulos.

& 0 0 07 k1 0 0]
0 kK 0 0 0100

25. (a) : (b)
0 0 k O 00 k 1
0 0 0 k] 0o 0 0 1]
00 0 K] & 0 0 0]
0 0 k 0 1 kK 00

26. 2 b
@lo & 0 o ®1e 1k 0
K, 0 0 0 0 0 1 K]

Nos Exercicios 2728, encontre todos os valores de ¢, se hou-
ver, com os quais a matriz dada € invertivel.

¢c ¢ ¢ ¢c 1 0
27. 11 ¢ ¢ 28. 11 ¢ 1
1 1 0 1 ¢

Nos Exercicios 29-32, escreva a matriz dada como um produ-
to de matrizes elementares.

b [3 ! w10
L2 o2 -5 2

1 0 -2 1 1 0
31. |0 4 3 32.11 1 1
0 0 1 0 1 1

Nos Exercicios 33-36, escreva a inversa da matriz dada como
um produto de matrizes elementares.

33. A matriz do Exercicio 29.
34. A matriz do Exercicio 30.
35. A matriz do Exercicio 31.
36. A matriz do Exercicio 32.

= Nos Exercicios 37-38, mostre que as matrizes A e B dadas sdo
equivalentes por linhas, e encontre uma sequéncia de operagdes
elementares com linhas que produza B a partir de A.

T 2 3 1 0 5
37.A=11 4 1|, B=|0 2 =2
2 19 1t 4
2 1 0 6 9
38 A=|-1 1t 0f B=|-5 -1 0
| 3 0 -1 -1 =2 =1

39. Mostre que, se

1 0 0
A=10 1 0
a b ¢

for uma matriz elementar, entdo pelo menos uma das entradas
da terceira linha deve ser nula.

40. Mostre que

N

i
[ I B
(==l e T S VR o R NY
O - OO O
T o OO
SR OO O

ndo € invertivel, com qualquer valor das entradas.

41. Prove que se A e B forem matrizes m X n, entdo A e B sdo
equivalentes por linhas se, e s6 se, A e B tém a mesma forma
escalonada reduzida por linhas.

42. Prove que se A for uma matriz invertivel e B for equivalente
por linhas a A, entdo B também € invertivel.

43. Mostre que se B for obtida de A por meio de uma sequéncia
de operagGes elementares com linhas, entdo existe uma se-
gunda sequéncia de operagdes elementares com linhas que,
aplicada a B, produz A.
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B EXEMPLO 4 Determinando consisténcia por eliminacéo

Quais condi¢des devem satisfazer b,, b, e b, para garantir que o sistema de equagdes

X, +2x, 4+ 3x, = b,
2%, + 5%, +3x, = b,

X + 8x, = by
seja consistente?
Solugdo A matriz aumentada €
1 2 3 b
2 5 3 b,
1 0 8 b

3

Reduzindo essa matriz & forma escalonada reduzida por linhas, obtemos (verifique)

0 0 —40b, + 16b, + 9b,
13b, — 5b, — 3b,
0 1  5b — 2b,— b,

1
010
0

Nesse caso, niio hé restricdes sobre b, b, € b;, de modo que o sistema tem a tinica solugfo

x, = —40b, + 16b, + 9b,, x,=13b, — 5b, — 3b,,

com quaisquer valores de b,, b,e b,. 4

2

O que o resultado do Exemplo 4
nos diz sobre a matriz de coefi-
cientes do sistema?

=5b, —2b,— b, (3

Aptiddes desenvolvidas

o Determinar se um sistema de equagdes lineares ndo tem
solucdo, tem exatamente uma solugdo ou uma infinidade
de solugdes.

o Resolver sistemas lineares invertendo a matriz de
coeficientes.

e Resolver simultaneamente sistemas lineares nuiltiplos
com a mesma matriz de coeficientes.

o Conhecer as condigBes adicionais de invertibilidade
enunciadas no Teorema de Equivaléncia.

Conjunto de exercicios 1.6
Nos Exercicios 1-8, resolva o sistema invertendo a matriz de
coeficientes e usando o Teorema 1.6.2.
Lox + x,=2 2, 4x, —3x, =3
Sx, +6x,=9 2%, —5x, = 9

3. x+3x5,+x= 4 4, 5x, 4+ 3x, +2x, =4
2%, +2x, +x, =—1 3x,+3x, +2x, =2
2x, 4+ 3x, 4 xy = X+ x =5

5. x+4+y+ z= 5 6.

x+y—4z=10
—~4x+y+ z= 0

- x—2y—3z=0
w+ x+4y+4z=7
w+3x+Ty+92=4
—w—2x —4y —62=06
7. 3x, 4+ 5x, = b, 8 x +2x, +3x, =0

X, +2x,=b, 2x, + 5x, + 5%, = b,
3x, + 5x, + 8xy; = by

Nos Exercicios 9-12, resolva simultaneamente os sistemas
lineares reduzindo a matriz aumentada apropriada.
9. x —5x,=b
3x,+2x, =0,
(i) =1, b, =4

10- - X + 4x2 - x3 = bl
X1 -+ 9X2 bl 2x3 = b2
6x, + 4x, — 8x, = b,
@ b,=0, b=1, by=0
(i) b, = -3, b= 4, by= —5
11. 4x1 - 7x2 = bl
x +2x, =b,
@ b, =0, by=1 (i) b, = —4,
Giii) b, =-1, b, =3 (iv) b, =5,

(i) b, ==2, by=5

Ll
»
i
— N

i
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12.  x, +3x,+ 5% = b, -2 0 1 4 3 2 1
—x; — 2% =Zz 2. 0 -1 —1]x=1]6 7 8 9
2x, + 5%, + 4% = by 11 -4 13 7 9

@ b, =1, b,=0, by=—1
Gi) b, =0, by=1, b, =1
(111) blz-—-l, bzz_ly b3=0

Nos Exercicios 1317, determine, se houver, as condigdes que
as constantes b devem satisfazer para garantir a consisténcia do
sistema linear dado.

13. x,+3x,=b 14. 6x, — 4x, = b,
—2x,+ x,=0b, 3x, —2x,=b,
15. x, —2x,+ 5x,=b, 16.  x —~2x,— x, =b
4x, — S5x,+ 8x, = b, —4x, + 5x, +2x, =b,
=3x,4+3x,-3x,=0b, —4x, + Tx, + 4x, = b,
17 x — x+3x+4+2x, =b,
=2x, + x,+ 5%+ x,=b,
—3x, +2x, +2x, ~ x, =,
4x, = 3x,+ x, +3x, =D,
18. Considere as matrizes
2 1 2 X
A=12 2 =2 e X=|ux
3 1 1 X,

(a) Mostre que a equacgéio Ax = x pode ser reescrita como
(A — Dx = 0 e use esse resultado para resolver Ax = x
para X.

(b) Resolva Ax = 4x.

Nos Exercicios 19-20, resolva a equagio matricial dada para

1 -1 1 2 -1 5 7 8
19. |2 3 01 X=14 0 -3 0
0 2 -1 3 5 =7 2 1

21. Seja Ax = 0 um sistema homogéneo de n equagdes lineares

em n incégnitas cuja tinica solugdo € a trivial. Mostre que se k
. . s ~ . k

for um inteiro positivo qualquer, entéo o sistema A"x = 0 tam-

bém s6 tem a solugdo trivial.

2. Sejam Ax = 0 um sistema homogéneo de n equagdes lineares
em n incdgnitas ¢ Q uma matriz invertivel n X n. Mostre que
Ax = 0 tem somente a solugfo trivial se, e 56 se, (QA)x = 0
tem somente a solugfo trivial.

23. Sejam Ax = b um sistema de equagdes lineares consistente
arbitrario e x, uma solugéo fixada. Mostre que qualquer so-
lugo do sistema pode ser escrita na forma x = x, + x,, em
que x, € a solucdo de Ax = 0. Mostre, também, que qualquer

matriz dessa forma € uma solugfo.

24. Use a parte (a) do Teorema 1.6.3 para provar a parte (b).

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(g), determine se a afirmacfo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) E impossivel que um sistema de equacdes lineares tenha exa-
tamente duas solu¢des.

(b) Se A ¢ uma matriz quadrada, e se o sistema linear AX = b tem
uma tnica solugdo, entéo o sistema linear Ax = ¢ também

tem uma tnica solugfo.
©
(@

Se A e B sdo matrizes n X n tais que AB = [

»€nta0 BA = [ .
Se A e B sdo matrizes equivalentes por linhas, entdo os sistemas
lineares Ax = 0 e Bx = 0 t8m o mesmo conjunto de solugdes.
(e) Sejam A uma matriz # X » e S uma matriz n X n invertivel.
Se x for uma solugéo do sistema linear (S~ ]AS)X = b, entdo

Sx serd uma solugéo do sistema linear Ay = Sh.

Seja A uma matriz n X n. O sistema linear AX = 4x tem uma
solugdo tnica se, e s6 se, A — 41 for uma matriz invertfvel.

(&

Sejam A e B matrizes n X n. Se A ou B (ou ambas) ndo for
invertivel, entdo tampouco AB serd invertivel.

1.7 Matrizes diagonais, triangulares e simétricas

Nesta secdio, discutimos matrizes que t€m vdrios formatos especiais. Essas mairizes surgem
numa grande variedade de aplica¢Ses e desempenham um papel importante no nosso trabalho
subsequente.

Matrizes diagonais ~ Uma matriz quadrada em que todas as entradas fora da diagonal principal sfo zero € de-

nominada matriz diagonal. Aqui temos alguns exemplos.

L 0 o 6 0 0 0

|:0 0] [2 0:| 0 1 0 0 -4 0 0
0 0 0 -5 00 1 0 0 0 o0
0O 0 o0 8
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p» EXEMPLO 6 O produto de uma matriz e sua transposta € uma matriz

simétrica
Seja A a matriz2 X 3

Entdo

13 - 10 -2 —11

; 1 -2 4

ATA=1]-2 0 3 o _s|= -2 4 -8
4 -5 - —-11 -8 41
_ 1 3 .

A — 1 =2 4] ) T2 _17]

13 0 -5 T =17 34

b 4 _5 b

T T =~ s
Observe que A'A e AA” sdo siméfricas, como se esperava.

4

. P . . T T ~
Adiante, neste texto, obteremos condicSes gerais sobre A sob as quais AA" ¢ A'A sfo
invertiveis. Contudo, no caso especial em que A é quadrada, temos o seguinte resultado.

Prova Como A é invertivel, também A’ ¢ invertivel, pelo Teorema 1.4.9. Assim, AA" e

A"A sdo invertiveis, por serem produtos de matrizes invertiveis.

Reviséo de conceitos

o Matriz diagonal

e Matriz triangular inferior
e Matriz triangular superior
e Matriz triangular

e Matriz simétrica

Aptidbes desenvolvidas

e Determinar se uma matriz diagonal € invertivel sem fazer
contas.

e Calcular mentalmente produtos matriciais envolvendo
matrizes diagonais.

e Determinar se uma matriz € triangular.

e Entender como a transposicio afeta matrizes diagonais ¢
triangulares.

e Entender como a inversio afeta matrizes diagonais e
triangulares.

e Determinar se uma matriz € simétrica.

Conjunto de exercicios 1.7

Nos Exercicios 1~4, determine se a matriz dada € invertivel.

Nos Exerc{cios 5-8, determine o produto por inspecéo.

B o 4 0 0 5*(3)(1)
L 2.0 0 0 R
0 -5 0 0
- 0 0 5
L _12_5—400
1o o -1 0 0 0 6| 5 ] 0]030
2] 0 2 o L0 3 0o - 0 0 2
0 ) Lo 0 =3 0 s 0 0l1[-3 2 0 4 -4
- 3 L0 0 o0 -2 710 2 o0}| 1 -5 3 0 3
o 0 -3j|l-6 2 2 2 2
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0 0
50
0 2

Nos Exercicios 9-12, encontre por inspecio A, A2 e A™
(sendo k um inteiro qualquer).

o -6 0 0

9. A= ] 10 A=| 0 3 0
0 —2
3 0 0 5
_ -2 0 0
: 00 0 -4 0

1. a=(0 + o0 2oa=| o0
0 0 ! -
- ¢ L 0 0 0

Nos Exercicios 1319, decida se a matriz € simétrica.

8 -8 2 -1 0 —7
. 14. A
o I I R
_ o 1 2
16. |3 4} 1.1 5 —6
40 2 6 6
2 -1 3 [0 0 1
18. -1 5 1 19.10 2 0
3 1 7 3 0 0

pNOoO OO

Nos Exercicios 2022, decida por inspec¢do se a matriz ¢ in-

vertivel.
_ 0 1 -2 5
-ho24 0 1 5 6
20. 0 3 0 21.
0 0 -3 1
0 0 5
- 0 0 0 5
2 0 0 0
-3 —1 0 0
22.
-4 —6 0 0
| O 3 8 -5

Nos Exercicios 23-24, encontre todos os valores das constan-

tes desconhecidas que tornam a matriz A simétrica.

4 =3
23, A= 445 -1
[2 a—2b+2¢ 2a+b+c
24, A=1{3 5 a+c
0 -2 7

Nos Exercicios 25-26, encontre todos os valores de x que tor-

nam a matriz A invertivel.

25.

26.

[x—1 % Py
A= 0 x+2 X
0 0 x—4
—x—% 0 0
A=| x x—-% 0
_x2 X x++

Nos Exercicios 27-28, encontre uma matriz diagonal A que

satisfaz a condigfo dada.

27.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

3e6.

37.

1 0 0 9 0 O
A=0 -1 0 28. A2=|0 4 0
0 0 -1 0 0 1]
Verifique o Teorema 1.7.1(b) para o produto AB, com
-1 2 5 2 -8 0]

A= 0 1 3], B=]0 2 1
0 0 -4 0 0 3]

Verifique o Teorema 1.7.1(d) para as matrizes A e B do Exer-
cicio 29.

Em cada parte, verifique o Teorema 1.7.4 para a matriz dada.

1 -2 3

2 -1
(@) A= [_1 3} by A= |-2 1 -7
: 3 -7 4

Seja A uma matriz simétrican X n.
(a) Mostre que A é simétrica.
(b) Mostre que 2A% — 3A + I & simétrica.
Prove que se ATA = A, entfo A é simétricac A = A%
Encontre todas as matrizes diagonais A de tamanho 3 X 3 que
satisfazem A” — 34 — 41 = 0.
Seja A = [a,] uma matriz n X n. Em cada caso, determine se A
é simétrica.
_ 2 2 _2_ 2
(@ a; =i+ b) a;=i —j
A . AR 3

(© a,=2i+72 (d a; =2 + 2
Usando sua experiéncia com o Exercicio 35, projete um teste
geral que possa ser aplicado a uma férmula para a; para deter-
minar se A = [a;] € simétrica.
Dizemos que uma matriz quadrada A & antissimétrica se
AT = —A. Prove cada afirmacfio dada.
(a) Se A for uma matriz antissimétrica invertfvel, entéio AT'¢

antissimétrica.
(b) Se A e B sfo antissimétricas, entdo também o sdo A",

A + B, A — BekA, com qualquer escalar k.
(c) Toda matriz quadrada A pode ser expressa como a soma de

uma matriz simétrica e uma matriz antissimétrica. [Suges-
tdo: observe a identidade A = (A + A7) + 1A —AT)]
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Nos Exercicios 38-39, preencha as entradas marcadas com

um X para produzir uma matriz antissimétrica.

38.

40.

41.

42.

X X 4 X 0 X
A=1]0 X x 39. A= | x x —4
x -1 X 8 X X

Encontre todos os valores de «, b, ¢ € d com 0s quais A € an-
tissimétrica.

0 2a—-3b+c 3a-5b+5¢c
A=|-2 0 S5a — 8b + 6¢
-3 -5 d

Mostramos no Teorema 1.7.3 que o produto de matrizes simé-

tricas é uma matriz simétrica se, € sO se, as matrizes comutam.

Serd o produto de matrizes antissimétricas que comutam uma
matriz antissimétrica? Explique. [Observagdo: ver Exercicio
37 para a defini¢fo de antissimétrica.]

Se a matriz A de tamanho n X n pode ser expressa como

A = LU, em que L é uma matriz triangular inferior e U € uma
matriz triangular superior, ento o sistema Ax = b pode ser
expresso como LUx = b e pode ser, portanto, resolvido em
dois passos, como segue.

Passo 1. Seja Ux = y, de modo que LUx = b pode ser escrito
como Ly = b. Resolva esse sistema.

Passo 2. Resolva o sistema Ux = y em X.

Em cada parte, use esse método de dois passos para resolver o
sistema dado.

1 0 0]z -1 3][x 1
@|-2 3 o]0 1 2| |x, | =2
2 4 1|0 4| 1x 0

i 0 27 [ x, 4

(b) o} 1 |x,|=]-5

—3 3 2| | x 2

43. Encontre uma matriz triangular superior que satisfaga

. 1 30
=l 4]

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(m), determine se a afirmagio é verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a)
(b)

©)

(d)

e

®
(@
(h)

®
@

9]

M
(m)

A transposta de uma matriz diagonal € uma matriz diagonal.

A transposta de uma matriz triangular superior é uma matriz
triangular superior.

A soma de uma matriz triangular superior e uma triangular
inferior é uma matriz diagonal.

Todas as entradas de uma matriz simétrica sfio determinadas
pelas entradas que ocorrem na diagonal principal e acima
dela.

Todas as entradas de uma matriz triangular superior sdo de-
terminadas pelas entradas que ocorrem na diagonal principal
e acima dela.

A inversa de uma matriz triangular inferior invertivel € uma
matriz triangular superior.

Uma matriz diagonal ¢ invertivel se, e sé se, todas as entradas
diagonais sdo positivas.

A soma de uma matriz diagonal e uma matriz triangular infe-
rior € uma matriz triangular inferior.

Uma matriz simétrica e triangular superior € diagonal.

Se A e B sdo matrizes n X n tais que A + B € simétrica, entlio
A e B sdio simétricas.

Se A e B sdo matrizes n X n tais que A + B € triangular supe-
rior, entdo A e B so triangulares superiores.

2 . et ~ . . . py e
Se A for simétrica, entfio A serd uma matriz simétrica.

Se kA for uma matriz simétrica com algum k # 0, entéio A
serd uma matriz simétrica.

1.

Aplicagdes de sistemas lineares

Nesta secfio, discutiremos resumidamente algumas aplicagdes de sistemas lineares. Essa ¢
apenas uma pequena amostragem da ampla variedade de problemas do mundo real aos quais
é aplicdvel nosso estudo de sistemas lineares.

O conceito de rede aparece numa variedade de aplicagdes. Em termos gerais, uma rede €

Anélise de redes

um conjunto de ramos através dos quais “flui” algum meio. Os ramos, por exemplo, po-
dem ser fios elétricos através dos quais flui corrente elétrica, canos através dos quais flui
4gua ou petrdleo, ruas de uma cidade pelas quais fluem vefculos, ou conexdes financeiras
pelas quais flui dinheiro, para citar apenas alguns.
Os ramos da maioria das redes se encontram em pontos denominados nds ou vértices,
nos quais o fluxo divide. Por exemplo, numa rede elétrica, os nés ocorrem onde trés ou
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Conjunto de exercicios 1.8

1. A figura dada mostra uma rede na qual sdo conhecidos a taxa
de fluxo e o sentido do fluxo em alguns ramos. Encontre as
taxas de fluxo e os sentidos do fluxo nos demais ramos.

(b) Resolva o sistema para as taxas de fluxo desconhecidas.

© E possivel fechar a rua de A para B em virtude de uma
obra e manter o trifego fluindo em todas as outras ruas?

Explique.
50
300 200 100
s, Jaon s w1 60
Y x, Az, Y x
50 400 B P 450
vy A Ty
40 <4 Figura Ex-1 350 600 400 4 Figura Ex-4
2. A figura dada mostra algumas taxas de fluxo de hidrocarbo- ) . o .
netos para dentro e para fora de uma rede de canos de uma & Nos Exercicios 5-8, analise os circuitos elétricos dados en-
refinaria de petroleo. contrando as correntes desconhecidas.
(a) Monte um sistema linear cuja solucéio forneca as taxas de 5. 8V
fluxo desconhecidas. I

(b) Resolva o sistema para as taxas de fluxo desconhecidas.

(¢) Encontre as taxas de fluxo e os sentidos do fluxo se

x,=50ex,=0.
200 x 150
X5
£ 4 X2 Y
X
25 > P 200
* 175 4 Figura Ex-2

3. A figura dada mostra uma rede vidria de ruas de mé&o Gnica
com fluxo de trafego nos sentidos indicados. As taxas de fluxo

ao longo das ruas séo medidas pelo niimero médio de veiculos
por hora.

(a) Monte um sistema linear cuja soluco fornega as taxas de
fluxo desconhecidas.

(b) Resolva o sistema para as taxas de fluxo desconhecidas.

(¢) Se o fluxo ao longo da rua de A para B precisar ser redu-
zido em virtude de uma obra, qual serd o fluxo minimo
necessdrio para manter o trafego fluindo em todas as ruas?

400 750
T D -
> SR
x2 A \ 4 ,\74
400 _ Bl 200
< < <
A Y
100 300 < Figura Ex-3

4. A figura dada mostra uma rede vidria de ruas de méo tinica
com fluxo de trafego nos sentidos indicados. As taxas de fluxo

ao longo das ruas sfo medidas pelo nimero médio de veiculos
por hora.

Nos Exercicios 9-12, escreva uma equagio equilibrada para a
(a) Monte um sistema linear cuja solucé@o fornega as taxas de reagdo quimica dada.
fluxo desconhecidas. 9. CH; + 0,— CO, + H,0 (queima de propano)




10.
11.
12.
13.

14.

15.
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CH,0s = CO, C,H,OH (fermentagio do agucar)
CH,COF + H,0 — CH,COOH + HF

Cco, + H,0— CH,,0, + O, (fotossintese)

Encontre o polindmio quadratico cujo gréfico passa pelos
pontos (1, 1), (2, 2)e (3, 5).

Encontre o polindmio quadrtico cujo grafico passa pelos
pontos ©,0,(—-1,DHed, 1.

Encontre o polindmio ctibico cujo gréfico passa pelos pontos
(-1, —=1),(0,1),(1,3), (4, —1).

18.

(0, D e (1, 2). [Sugestdo: a equagio deve incluir um
parmetro arbitrério que produza os membros da familia
quando variar.]

(b) Esboce quatro curvas da familia obtida a mio ou com a
ajuda de uma ferramenta grafica.

Nesta se¢iio, selecionamos apenas algumas poucas aplicacdes
de sistemas lineares. Usando uma ferramenta de busca na
Internet, tente encontrar mais algumas aplicagdes desses siste-
mas ao mundo real. Selecione alguma de seu interesse e redija
um pardgrafo a respeito.

16. A figura dada mostra o grifico de um polinémio cibico. En-
contre o polindmio. Exercicios verdadeiro/falso
Nas partes (a)-(e), determine se a afirmacgéo € verdadeira ou falsa,
10 17 justificando sua resposta.
z T (a) Numa rede qualquer, a soma dos fluxo para fora de algum nd

deve ser igual a soma dos fluxos para dentro do né.

Quando uma corrente passa por um resistor, ocorre um au-
mento da tensfo elétrica no circuito.

(®)

6

5

4 / (¢) A leidas correntes de Kirchhoff afirma que a soma das cor-
31 rentes fluindo para dentro de qualquer né € igual a soma das
2 ‘7 \ correntes fluindo para fora do né.

! \ (d) Uma equagfo quimica estd equilibrada se o niimero total de

dtomos em cada lado da equac#io for o mesmo.

1 2 3 4 5 6 7 8 <4 FiguraEx-16

©

Dados # pontos do plano xy, existe um tnico polindmio de

Encontre uma equagfo que represente a famflia de todos grau n — 1 ou inferior cujo grafico passa por esses pontos.

os polindmios de grau dois que passam pelos pontos

17. (@

1.9 Modelos econdmicos de Leontief

Em 1973, o economista Wassily Leontief foi agraciado com o Prémio Nobel pelo seu
trabalho em modelagem econdmica, no qual utilizou métodos matriciais para estudar as
relacdes entre diferentes setores de uma economia. Nesta se¢io, discutiremos algumas das
ideias desenvolvidas por Leontief.

Uma maneira de analisar uma economia € dividi-la em setores e estudar como os setores
interagem entre si. Por exemplo, uma economia simples pode estar dividida em trés se-
tores: manufatura, agricultura e servigos. Tipicamente, um setor produz certos produtos,
mas requer insumos dos outros setores e de si mesmo. Por exemplo, o setor agricola pode
produzir trigo como produto, mas requer insumo de maquinas agricolas do setor manufa-
tureiro, energia elétrica do setor de servigos e alimento de seu préprio setor para alimentar
seus trabalhadores. Assim, podemos imaginar uma economia como uma rede na qual
fluem os insumos e os produtos entre os setores; o estudo desses fluxos € denominado
andglise de insumo-produto. Os insumos e os produtos em geral sdo medidos em unidades
monetérias (ddlares, ou milhSes de délares, por exemplo, que denotamos simplesmente
pelo cifrdio $), mas também sfo possiveis outras medidas.

Os fluxos entre os setores de uma economia real ndo sdo sempre 6bvios. Por exemplo,
ha Segunda Guerra Mundial, os Estados Unidos da América tiveram uma demanda por
50.000 novos avides, que exigiu a construgfo de muitas novas fabricas de aluminio. Isso
produziu uma demanda inesperadamente grande por certos componentes elétricos a base
de cobre que, por sua vez, produziu uma escassez de cobre. O problema acabou sendo
resolvido utilizando prata como substituto de cobre, sendo a prata tomada emprestada das

Insumo e produto numa
economia
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8. Considere uma economia aberta com matriz de consumo

D= D= ]
BN
g e S Ee N

Se o setor aberto demanda o mesmo valor em unidades mo-
netérias de cada setor produtivo, qual desses setores deve
produzir o maior valor monetdrio para atender a demanda da
economia?

9. Considere uma economia aberta com matriz de consumo

Mostre que a equacio de Leontief x — Cx = d tem uma solu-
¢do tinica com cada vetor demanda d se ¢, <1 — ¢

10. (a) Considere uma economia aberta com matriz de consumo
C cujas somas das entradas de coluna sdo menores do
que 1 e seja x o vetor de produgio que satisfaz a demanda
externa d, ou seja, I — C) “d = x Seja dj o vetor de-
manda que € obtido aumentando a j-ésima entrada de d
por 1 unidade e deixando as outras entradas fixas. Prove
que o vetor de produgio x; que atende essa demanda é

X; + j-ésimo vetor colunade (I — €)™

":‘:,Capx’tw@ 1 Exercicios suplementares

Nos Exercicios 1-4, a matriz dada representa uma matriz aumen-
tada de um sistema linear. Escreva o conjunto de equagdes lineares
correspondentes do sistema e use eliminagfio gaussiana para resolver
o sistema linear. Introduza parimetros livres se necessdrio.

L3 -1t o 4 1
20 3 3 -1
1 4 -1
2 —4 6
2|72 82 3.]-4 0o 3 -1
|3 12 -3 B P
0 0 0]
[ 3 1 2]
4.1-9 -3 6
| 6 2 1]
5. Use eliminacio de Gauss-Jordan para resolver x' e y' em ter-
mosdexey.
x = %xr _ %)/
y=x'+3y

&a

. Use eliminagfio de Gauss-Jordan para resolver x’ ey’ em ter-
mosdexey.

x =x'cosf — y'send

i

x'senf + y' cos 6

(b) Em palavras, qual é o significado econdmico do j-€simo
vetor coluna de (I — C)™'7 [Sugestdo: observe o vetor
X, -~ Xx.]

11. Prove que se C for uma matriz n X 1 cujas entradas sfo néo
negativas e cujas somas das entradas de linhas sdo menores do
que 1, entdio I — C é invertivel e tem entradas nfo negativas.
[Sugestdo: @ah! = @A para uma matriz invertivel qual-
quer A.]

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(¢), determine se a afirmagio ¢ verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) Os setores produtores da economia sdo denominados setores
abertos.

(b) Uma economia fechada € uma que ndo tem setores abertos.

(c) As linhas de uma matriz de consumo representam os produ-
tos de um setor da economia.

(d) Se asoma das entradas das colunas da matriz de consumo séo
menores do que 1, entfio a matriz de Leontief € invertivel.

(e) A equacio de Leontief relaciona o vetor de produgdo de uma
economia com o vetor demanda externa.

7. Encontre inteiros positivos que satisfagam

x+ y+ z=9
x+5y+10z=44

i

8. Uma caixa contendo moedas de 1, 5 e 10 centavos tem 13
moedas totalizando 83 centavos. Quantas moedas de cada tipo
hé na caixa?

9. Seja

S Q92
2R ] O
N
SN

a matriz aumentada de um sistema linear. Encontre os valores
de a e b com 0s quais o sistema tem

(a) uma tnica solugdo.
(b) uma solugio a um parametro.
(c) uma solugdo a dois parametros.
(d) nenhuma solucgo.
10. Para qual(is) valor(es) de a o sistema a seguir tem zero, uma

ou uma infinidade de solugdes?

X X, +x =4

X, =2
(@ —dx; =a—2
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11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Encontre uma matriz K tal que AKB = C, sendo

1 =2
8 6 —6
C=| 6 -1 14,
—4 0 0

Como deveriam ser escolhidos os coeficientes a, b e ¢ para
que o sistema
ax + by —3z7=-3
—2x —by +cz=-1
ax 43y — ¢z =~3

tenhaa solugdox =1,y = —lez = 2?

Em cada parte, resolva a equagfio matricial para X.

-1 o0 1
@x| 1 1 ofl=| 120
a -3 1 s
301 -]

bX‘1~1 2] [-5 -1 o
®) 30 1] | 6 =3 7

© [ 3 1}X_X[1 4:l _ [2 —2J
-1 2 2 0 5 4
Seja A uma matriz quadrada.
(@) Mostreque (I —A) ' =1+ A+ A*+ A'se A" = 0.
(b) Mostre que
-4
se A" = 0.

Encontre Valores de a, b, e c tais que o grafico do polinémio
plx) = ax’’ + bx + ¢ passe pelos pontos (1, 2), (—1, 6) e (2, 3).

=T+A+A+ ... + 4"

(Requer Cdlculo) Encontre valores de a, b, e ¢ tais que o gra-
fico do polindmio p(x) = ax* + bx + ¢ passa pelo ponto (—1,
0) e tem uma tangente horizontal em (2, —9).

Seja J, a matriz n X n com todas as entradas iguais a 1. Mos-
tre que se 1> 1, entdo

(I_Jn)_1 =1- "‘l—Jn
n—1

Mostre que se uma matriz quadrada A satisfaz a equacio
A +447—24+71=0

~ T < H ~
entdo A’ também satisfaz essa equagio.

19.

21.

22.

24.

. Prove: se A for invertivel, entio A + Bel + BA~

. . ~ -1 —1 2
Prove: se B for invertivel, entdo AB~ = B™'A se, e 6 se,

AB = BA.

|
sdo ambas
invertiveis ou ambas ndo invertiveis.

Prove: se A for uma matriz m X n e B, a matriz n X 1 com
todas as entradas iguais a 1/n, entéo

AB =

rm

em que 7; ¢ a média das entradas na i-ésima linha de A.

(Requer Cdlculo) Se as entradas da matriz

cnx)  cp(x) €1, (x)

| Cu (X)) cplx) o ()

cml (x ) CmZ (‘x ) Cmn ('x )

sdo fungdes derivéveis de x, entdo definimos

Clll(x) clll(x) Cl]n(x)

dC | b0 o) ¢, ()

de | : :

c:nl (x) C:nZ ('x ) C:nn (x)

Mostre que, se as entradas de A e B forem fungSes deriviveis
de x e os tamanhos das matrizes forem tais que as operacdes
estdo deﬁnidas entdo

—(kA) = k—
(ﬂ) ( )= I
dA dB
(b) —~(A+ By=——+—
dx
dA dB
() —~—(AB) --B + A—
dx
- (Requer Cdlculo) Use a parte (c) do Exercicio 22 para mos-
trar que
dA~! dA
= _A—I*A—l
dx dx

Enuncie todas as hipSteses necessérias para obter essa fér-
mula.

Supondo que as inversas envolvidas existam, prove as igual-
dades a seguir.

(@ (C'+D Y '=ccc+D)'D
b d+cD)y'c=cd + poy”!
(¢) (C+DD"Y'D=C"'DU+D'Cc'D)-"
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direita e subtraindo os produtos das entradas nas setas para a esquerda. Esse procedimento

ADVERTENCIA A técnica de )
executa as seguintes contas.

setas s6 funciona com determi-
nantes de matrizes 2 X 2e 3 X 3.

a, a
n Gl _ _
=4y 0y T Aty
Gy 4y
a, a, a
11 Gy Gy
— Gy Ay Gy Oy a4y Gy
Gy 4ypn Adp| =4y P! t+oag
a3 dgy Q3 Oy a3 4y

Q3 A dy
= ay(aplsy — Apay) = ap(ayay; — ayay) + a(ayay, — ayay)
= Q105053 T Aplpy t 0130505 ~ Q130505 — Q0053 — Q0505

que estdo de acordo com a expansdo em cofatores ao longo da primeira linha.

B EXEMPLO 7 Uma técnica para calcular determinantes 2 x 2e 3 x 3

31 ]
=| > = (3)(-2) — (H)(4) =10
P R P RO RO
A A
1 3
-4 5 6|=
7 -8 9
=[45+ 84 4+ 96] ~[105 —48 — 721 =240 <«
Revisdo de conceitos Aptidbes desenvolvidas
e Determinante ¢ Encontrar os menores e cofatores de uma matriz quadrada.
e Menor e Usar a expans@o em cofatores para calcular o
o Cofator determinante de uma matriz quadrada.
o Expansdo em cofatores © Usar a técnica de setas calcular o determinante de uma
matriz 2 X 2 ou3 X 3.
@ Usar o determinante de uma matriz invertivel 2 X 2 para
encontrar a inversa dessa matriz.
» Encontrar mentalmente o determinante de uma matriz
triangular superior, inferior ou diagonal.
Conjunto de exercicios 2.1
Nos Exercicios 12, encontre todos os menores e cofatores da 3. Seja
matriz A. 4 —1 1 6
-2 3 0 0 -3 3
-3 14 4 1 3 2
2 A ; ; 2 Encontre
T 01 4 (@) MzeC; (b) Myye G,

L (€) Mye Gy, (d) My ey,
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Determinantes por expanséo em cofatores
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- 4.7Seja

2 3 -1 1
-3 0 3
A= 3 2 1 0
3 =2 1 4

Encontre
(a) My e Cyy ) My,eC,,.
(c) My e Cy- (d) MyeCyy

Nos Exercicios 5-8, calcule o determinante da matriz. Se a
matriz for invertivel, use a Equagdo (2) pra encontrar a inversa.

=[5 s[4 3]

4 V3
: determinante da matriz.

s 2 7 6
. “’3 2] 0. 5 1 -2
L= 4T i g8 4
-2 1 4 [ 1 2]
35 =7 123 0o -5
1 6 2 i 7 2]
0 0 ¢ -4 3
2 -1 5 4. |2 1 c?
19 -4 4 -1 2

Nos Exercicios 15~18, encontre todos os valores de A com 0s
- quais (A) = 0.

NP A—4 0 0
15 A= 16. A=| 0 A 2
-5 A+44
0 3 A-1)
A1 o A—4 4 0
7.oa=|"7 il 18. A=| -1 A 0
0 0 A-5]

19. Calcule o determinante da matriz do Exercicio 13 usando uma
expansio em cofatores ao longo

(a} da primeira linha (b) da primeira coluna

{c) dasegunda linha (d) dasegunda coluna

(&) da terceira linha (f) daterceira coluna

. Calcule o determinante da matriz do Exercicio 12 usando uma
€xpansio em cofatores ao longo

Nos Exercicios 21~26, calcule det(A) com uma expansio em
cofatores ao longo de uma linha ou coluna de sua escolha.

-3 0o 7 3 3 1
21, A=| 2 5 1 2. A=|1 0 -4
-1 0 5 1 -3 5
1 & &2 (k+1 k-1 7
23. A=|1 k K 24, A=1 2 k-3 4
1k ¥ |5 k41 k
3 0 5
2 2 -
25. A= 0 -2
4 1 -3 0
2 10 3 2
4 0 0 1 0
303 3 —1 0
26 A=|1 2 4 2 3
9 4 6 3
2 2 4 2 3

da matriz dada.

27.

29.

31.

33.

34.

Nos Exercicios 27~32, obtenha por inspecéo o determinante

10 0] 2 0 0
0 -1 0 28. |0 2 O
10 0 1] 10 0 2
[0 0 0 07 11 1 1
1 2 0 0 0 2 2 2
30.
0 4 3 0 0 0 3 3
11 2 3 8] 10 0 0 4
1 2 7 -3 -3 0 0 0
0 1 —4 1 5 1 2 0 0
0 0 2 7 32. 40 10 -1 0
10 0 0 3 100 200 --23 3
Mostre que o valor do determinante independe de 6.
sen(6) cos(f) 0
— cos(6) sen(6) 0

sen(d) — cos(0)

sen(@) +cos(6) 1

Mostre que as matrizes

I:a b} l:d e:|
A= e B =
0 ¢ 0 f

comutam se, € s0 se,

(a) da primeira linha
(¢) dasegunda linha

(&) daterceira linha

b a—c
e d—f|

(b) da primeira coluna

(d) dasegunda coluna

(f) da terceira coluna
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35. Sem fazer contas, descubra uma relagio entre os determinantes

a b c a+\A b ¢
d=d 1 f e dy=| d 1 f
g 0 1 g 0 1
36. Mostre que
1 |tr(4) 1
det(A) = =
A= 3 |rca?) tr(A)‘

para qualquer matriz A de tamanho 2 X 2,

37. O que pode ser dito sobre um determinante de enésima ordem
com todas as entradas iguais a 1? Explique seu raciocinio.

38. Qual € o nidmero méximo de zeros que uma matriz 3 X 3 pode
ter sem ter determinante zero? Explique seu raciocinio.

39. Qual € o niimero maximo de zeros que uma matriz 4 X 4 pode
ter sem ter determinante zero? Explique seu raciocinio.

40. Prove que os pontos (x,, y,), (x,, ¥,) € (x3, y,) sio colineares se,

e so se,
oy 1
X, ¥ 1=0
Xy y; 1

41. Prove: a equagio da reta que passa pelos pontos distintos
(a,, b)) e (a,, b,) pode ser escrita como

x y 1
a b 1|=0
a, b, 1

42. Prove que se A for uma matriz triangular superior e se B for
a matriz que resulta quando suprimimos a i-ésima linha € a
J-€sima coluna de A, ento By, é triangular superior se { < j.

Exercicios Verdadeiro/Falso

Nas partes (a)-(j), determine se a afirmacéo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) O determinante da matriz [z ﬂ de tamanho 2 X 2 é ad + bc.

(b) Duas matrizes quadradas A e B podem ter o mesmo determi-
nante se, e s6 se, forem de mesmo tamanho.

(¢) O menor M,.j ¢ igual ao cofator C,.j se, e s6 se, i + j for par.

(d) Se A for uma matriz simétrica de tamanho 3 X 3, entdo
C;; = C,;, com quaisquer i e J.
(e) O valor da expansio em cofatores de uma matriz A € indepen-

dente da linha ou coluna escothida para a expanséo.

(f) O determinante de uma matriz triangular inferior € a soma
das entradas ao longo de sua diagonal principal.

(g) Dados uma matriz quadrada A4 e um escalar ¢ quaisquer, te-
mos det(cA) = ¢ det(A).

(h) Dadas quaisquer matrizes quadradas A e B, temos
det(A + B) = det(4) + det(B)

(i) Dada qualquer matriz A de tamanho 2 X 2, temos
det(A) = (det(A4))’.

2.2 Calculando determinantes por meio de
redugéo por linhas

Nesta se¢iio, mostramos como caleular um determinante por meio da reduciio da matriz
associada a forma escalonada por linhas. Em geral, esse método requer menos célculos que a
expansiio em cofatores e €, portanto, o método preferido para matrizes grandes.

Um teorema basico

Comegamos com um teorema fundamental que nos leva a um procedimento eficiente para

calcular o determinante de uma matriz quadrada de qualquer tamanho.

 TEOREMA 221 Seja A uma matriz quadrada. Se A tem uma linha ou uma coluna
,‘zerosi,k ent&‘o‘det(A‘) mo i e

Prova Como o determinante de A pode ser obtido por uma colegfio de expansdes em
cofatores ao longo de qualquer linha ou coluna, podemos usar a linha ou coluna de zeros.
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Conjunto de exercicios 2.2
. Nos Exercicios 1-4, verifique que det(A) = det(4”). 18. Repita os Exercicios 1013 usando uma combinaggo de ope-
-2 3 -6 1 ragdes com linhas e expansio em cofatores.
1L A= [ 1 4] 2 A= l: 2 _2] 19. Repita os Exercicios 1417 usando uma combinagfo de ope-
racdes com linhas e expansdo em cofatores.
2 —1 3 4 2 -1
3. A= |1 2 4 4, A= 0 2 -3 & Nos Exercicios 2027, calcule o determinante, sabendo que
5 =3 6 -1 1 5 e b c
d e fil=-6
Nos Exercicios 5-9, calcule por inspegio o determinante da ¢ h i
matriz elementar dada.
"1 0 0 0 ~ g h i d e f a b ¢
1 0 0 20. |d e f 2. g h i 22.|d e f
0 1 0o 0 6
5. 0t 0 a b c a b ¢ 2a 2b 2c
0 0 -5 0 5 0 1
o o o0 1 - 3¢ 3b 3¢ a+d b+e c+f
0 0 0 10 0 0 —d —e —f —d e —f
oo 1o I L S 23, |48 44 ul 8 N ’
o100 0 0 ! 0 a+g b+h c+i a b ¢
0 0 01 o 0 0o 1 25. | d e f | 26| 2 2 2f
1 0 0 0 g h i g+3a h+3b i+3c
0 -9
9. 0 ! —3a —3b -3¢
0 0 1 0
o 0 0 1 27. d e f
L g—4d h—4e i—4Af
Nos Exercicios 10-17, calcule o determinante da matriz dada 28. Mostre que
reduzindo a matriz & forma escalonada por linhas. 0 0 a
- —_ - 13
10 3 6 =9 0 i’ ; (@) det |0 a,, ay|= —a;3050,
) 0 =2 L1 |8 Gn 9
-2 1 5 13 2 4 -
B - - 0O 0 0 9ay
1 -3 0 3 -6 9 ®) det 0 0 ay ay,
e = (1) 05305,0
12, | -2 4 1 13. | -2 7 -2 0 @, ay ay 1469383294,
L. 5 =2 2— L 0 1 3 LGy Gy Ou3 Oy
-2 3 1 2 131 29, Use redugfio por linhas para mostrar que
5 -9 6 3 1 0 1 1
14, 15.
-1 2 -6 -2 0210 Lo
2 8 6 1 01 2 3 a b cl=®G-a)c—a)c—Db)
- 2 2 2
b ¢
0 1 1 1
1 ¢ 1
16. ; ? . 2 Nos Exercicios 30-33, confirme as identidades sem calcular o
5 7 3 0 determinante diretamente.
-4 2 9 9
L 3 3 a,+ bt a,+bit a;+bst a, a, a,
Ty 3 1 5 3 30. |af+b, at+b, at+b|=0-F) b b, b
-2 =7 0 —4 2 € ) G € & G
17, 0 0 1, 0 1 a, b, a +b +c¢ a, b ¢
0 0 2 ! ! 3ja, b, a,+b+c|=la b
0 o0 © 1 1
L a; by a;+by+c a, by o
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a, b, +ta, c +rb +sa a, a, a Exercicios verdadeiro/falso
32. |a, b,+ta, c,+rby+sa,|=|b b, b, Nas partes (2)-(f), determine se a afirmagio é verdadeira ou falsa,
a, by+ta, c5+rby+sa, ¢ G justificando sua resposta.
(a) Se A forumamatriz 4 X 4 e B a matriz que resulta se trocar-
a+b, a=b ¢ a boq mos enire si as duas primeiras linhas de A e depois trocarmos
3. ja,+b, a,—b, c|=-2la, b, ¢ entre si as duas dltimas linhas de A, entéio det(B) = det(A).
ay+b; a3 —by o a by G (b) Se A for uma matriz 3 X 3 e B a matriz que resulta se multi-

34. Encontre o determinante da matriz

AR N Y
Al SN

Nos Exercicios 3536, mostre que det(4) = 0 sem calcular o

determinante diretamente.

—2 8 1 4

3 2 5 1

B A= 1 10 6 5
L 4 —6 4 -3

F—a 1 1 1

1 -4 1 1

6. A=| 1 1 -4 1
1 1 1 -4
1111

>R o

— e e

plicarmos a primeira coluna por 4 e a terceira coluna por 3,
entfio det(B) = 3 det(A).

Se A for uma matriz 3 X 3 e B a matriz que resulta se somar-
mos 5 vezes a primeira linha 2 segunda e & terceira linhas de
A, entdo det(B) = 25 det(A).

Se A for uma matriz n X n e B a matriz que resulta se multi-
plicarmos cada linha de A pelo indice dessa linha, entfio

(©)

Q- o> o>

nn+1)
2

det(B) = det(A)

(e) Se A for uma matriz quadrada com duas colunas idénticas,
entdo det(A) = 0.

Se a soma do segundo com o quarto vetor linha de uma ma-
triz A de tamanho 6 X 6 for igual ao tiltimo vetor linha, entdo
det(4) = 0.

Propriedades basicas dos
determinantes

2.3 Propriedades dos determinantes; regra de
Cramer

Nesta segdo, desenvolvemos algumas propriedades fundamentais dos determinantes e
utilizamos esses resultados para deduzir uma férmula para a inversa de uma matriz invertivel
e férmulas para as solucdes de certos tipos de sistemas lineares.

Suponha que A e B sejam matrizes n X n e que k seja um escalar qualquer. Comegamos
constderando as possiveis relagGes entre det(A), det(B) e
det(kA), det(A + B), e det(AB)

Como um fator comum de qualquer linha de uma matriz pode ser trazido para fora do
determinante e como cada uma das » linhas de kA tem o fator k em comum, segue que

det(kA) = k" det(A) )
Por exemplo,
ka,, kay, kag ay 4 dg
3
kay kay, kay| =k |ay a, ay
kay  kay, kas a3 4y Ay

Infelizmente, em geral néo existem relagdes simples entre det(4), det(B) e o determi-
nante da soma det(A + B). Em particular, enfatizamos que det(A + B) geralmente ndo é
igual a det(A) + det(B). Isso € ilustrado pelo préximo exemplo.
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2.3 Propriedades dos determinantes; regra de Cramer

Revisdo de conceitos

e Teste do determinante para invertibilidade
e Matriz de cofatores

e Adjunta de uma matriz

e Regra de Cramer

o Afirmacdes equivalentes sobre uma matriz invertivel

Aptiddes desenvolvidas

o Saber como os determinantes se comportam em relagéo
as operagdes aritméticas bésicas, conforme Equagdo (1),
Teorema 2.3.1, Lema 2.3.2 e Teorema 2.3.4.

Conjunto de exercicios 2.3
Nos Exercicios 1~4, verifique que det(kA) = k" det(4).

—1 2 2 2
A= k=2 2. A= k=4
1 | 3 4} [5 —2}
-1 31
3.A=13 2 1]ik=-2
L 4 5
- 1 -
4. A=10 2 3L k=3
K —2

Nos Exercicios 5-6, verifique que det(AB) = det(BA) e deter-

mine se vale a igualdade det(A + B) = det(A) + det(B).

(2 1 0 1 -1 3
5, A=1|3 4 0 e B=|7 1 2

0 0 2 5 0 1

-1 8 2 2 -1 —4
6. A=| 1 0 =1 e B=|1 1 3

-2 2 2 0 3 -1

Nos Exercicios 7-14, use determinantes para decidir se a ma-
triz ¢ invertivel.

e Usar o determinante para testar uma matriz quanto a
invertibilidade.

o Conhecer a relagfo entre det(A) e det(A7").
o Calcular a matriz de cofatores de uma matriz quadrada A.
e Calcular adj(A) de uma matriz quadrada A.

e Usar a adjunta de uma matriz invertivel para encontrar sua
inversa.

e Usar a regra de Cramer para resolver um sistema de
equacdes lineares.

e Conhecer as caracterizagGes equivalentes da
invertibilidade de uma matriz dadas no Teorema 2.3.8.

2.0 0 V2 =T 0
13. A=, 8 1 0 4. A=|342 =347 0
-5 3 6 5 -9 0

Nos Exercicios 15-18, encontre os valores de k com os quais

A € invertivel.
k—3 -2 k 2
15- = l . —
A [ -2 k- 2:] 6. A [2 k]
1 2 4 1 2 0
17. A=|3 1 6 18. A=k 1 %k
k 3 2 0 2 1

Nos Exercicios 19-23, decida se a matriz € invertivel e, caso
for, use o método da adjunta para encontrar a inversa.

r2 5 5 T2 0 3
19. A=|-1 -1 0 20.A=1 0 3 2
2 43 -2 0 —4
[2 -3 5] F2 0 0
21. A=10 1 -3 2. A= 8 1 0
0 0 2] -5 3 6
o3 1 17
- 25 2 2
AT 3 8 9
13 2 2]

Nos Exercicios 24-29, resolva usando a regra de Cramer,
quando aplicdvel.

24. Tx; —2x, =3 25. 4x 4+ 5y =2

3x,+ x,=5

lix+ y+2z=3

f 2 5 5 2 3

T.A=|-1 -1 0 8. A= 0 2
2 4 3 B —4
2 -3 5 -3 0 1

9. A={0 1 -3 0. A=| 5 0 6
0o 0 2 8 0 3
4 2 38 (1 0 -1

W A=|22 1 _4 12. A=1|9 —~1 4
L 3 1 6 _8 9 -1

x+5y+2z=1

X =354+ = 4
2%, — X, =-2
4x, — 3x, 0

260 x—4y+ z= 6 27.
4x — y+2z= -1

2x 4+ 2y — 37 =-20

Il
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29.

30.

31.

32.

33.

3.

35.

=Xy = dxy + 20 4 x = 32

2%, — X, + x4+ 9x,= 14
—x; 4+ X+ 3%+ x= 11
X, — 25,4+ x;—4x,= —4

36, — x4+ x;, =4
=X+ Txy — 2%y =1
2%, +6x, — x, =35

Mostre que a matriz

cosf sen@® O
A=] —senf cosf O
0 0 1

€ invertivel com qualquer valor de 6; em seguida, encontre A~
usando o Teorema 2.3.6.

Use a regra de Cramer para resolver em y sem resolver nas
incdgnitas x, z e w.
dx+ y+ z+ w= 6
Ix+Ty— z+ w= 1
Tx +3y — 524+ 8w=—3
x+ y+ z4+2w= 3

Seja Ax = b o sistema do Exercicio 31.

(a) Resolva o sistema pela regra de Cramer,

(b) Resolva o sistema por eliminag¢io de Gauss-Jordan.
(c) Qual método envolve menos contas?

Prove que se det(A) = 1 e todas as entradas de A sdo ntiimeros
inteiros, entdio todas as entradas de A™' também séo inteiros.
Seja Ax = b um sistema de n equagdes lineares em n incég-
nitas com todos os coeficientes e as constantes nimeros intei-
ros. Prove que se det(A) = 1, entdo a solug¢fo x tem entradas
inteiras.

Seja
c

f

i

eSS

I
e R
= & o

Supondo que det(4) = —7, obtenha
(a) det(3A) (b) det(A™") (c) det(2A™")
a g d
(e)y det|b h e

c i f

(@ det((24)™)

36.

37.

38.

Em cada parte, encontre o determinante, sabendo que A € uma
matriz 4 X 4 com det(A) = —2.

(a) det(—A) (b) det(A™") (c) det(24”) (d) det(4®)
Em cada parte, encontre o determinante, sabendo que A € uma
matriz 3 X 3 com det(4) = 7.

(a) det(34) (b) det(A™")

(c) det(2A™") (@) det((24)™")

Prove que uma mairiz quadrada A € invertfvel se, e 6 se, A’A
¢ invertivel.

. Mostre que se A for uma matriz quadrada, entfo det(A"4) =

det(AA").

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(1), determine se a afirmacfo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(@)
(b)

©

(d
O]
®
1€:9)

()]

@

@

(k)
)

Se A for uma matriz 3 X 3, entfo det(24) = 2 det(A).

Se A e B forem matrizes quadradas de mesmo tamanho tais
que det(A) = det(B), entdo det(A + B) = 2 det(A).

Se A e B forem matrizes quadradas de mesmo tamanho e A
for invertivel, entdo

det(A™'BA) = det(B)

Uma matriz quadrada A € invertivel se, e s6 se, det(4) = 0.
A matriz de cofatores de A & precisamente [adj(A)]T.
Para cada matriz A de tamanho n X n, temos
A - adj(A) = (det(A)),
Se A for uma matriz quadrada, e o sistema linear Ax = b tiver
solugSes multiplas para x, entdo det(4) = 0.

Se A for uma matriz de tamanho n X n, e existir uma matriz
b de tamanho n X 1 tal que o sistema linear Ax = b nfio tem
solugdes, entdo a forma escalonada reduzida de A ndo pode
serl.

Se E for uma matriz elementar, entio Ex = 0 sé tem a solu-
¢do trivial.

Dada uma matriz invertivel A, o sistema linear Ax = b

tem somente a soluco trivial se, e s6 se, o sistema linear
-1 ~ ..

A 'x = 0 tem somente a solugéo trivial.

Se A for invertivel, entdo adj(A) também serd invertivel.

Se A tem uma linha de zeros, entfo adj(A) também tem.
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2.3 Propriedades dos determinantes; regra de Cramer

pitulo 2 Exercicios suplementares

Nos Exercicios 1-8, calcule o determinante da matriz usando
(a) a expansio em cofatores e (b) as operagdes elementares com as
linhas para introduzir zeros na matriz.

- 7 -1
—4 2 2.
33 -2 —6
1 5 2 (-1 -2 -3]
0o 2 -1 4. | -4 -5 —6
3 1 1 -7 -8 9]
3 o0 -1 -5 1 4]
11 6. 3 0 2
0o 4 2 1 -2 2]
3 6 0 1 -1 —2 -3 —4
2 3 1 4 o | 4 3 2 1
1 0 -1 1 12 3 4
-9 2 =2 2 -4 -3 -2 -1

Calcule os determinantes nos Exercicios 3-6 usando a técnica
das setas (ver Exemplo 7 da Seg#o 2.1).

(a) Construa uma matriz 4 X 4 cujo determinante seja facil
de calcular usando expansdo em cofatores, mas dificil de
calcular usando operagGes elementares com linhas.

(b) Construa uma matriz 4 X 4 cujo determinante seja facil
de calcular usando operacdes elementares com linhas,
mas dificil de calcular usando expansio em cofatores.

11, Use o determinante para decidir se as matrizes dos Exercicios
1-4 sdo invertiveis.

2. Use o determinante para decidir se as matrizes dos Exercicios
5-8 sdo invertiveis.

Nos Exercicios 13~15, encontre o determinante da matriz
usando qualquer método.

5 b3 32 -4 a
ba s Wl 1 2
2 a—-1 4
0 0 0 0 -3
0 0 0 —4 0
0 0 -1 0 0
0 2 0 0 0
; 5 0 0 0 0
16. Resolva para x.
1 0 -3
-1 =12 X —6
3 1—x
1 3 x-5

Nos Exercicios 17-24, use o método da adjunta (Teorema
2.3.6) para encontrar a inversa da matriz dada, se existir.

17. A matriz do Exercicio 1. 18. A matriz do Exercicio 2.
19. A matriz do Exercicio 3. 20. A matriz do Exercicio 4.
21. A matriz do Exercicio 5. 22. A matriz do Exercicio 6.
23. A matriz do Exercicio 7. 24. A matriz do Exercicio 8.

25. Use a regra de Cramer para resolver ¥’ ¢ y’ em termos de x e y.

3.4
X =35 =35y

y=3x+3

26. Use aregra de Cramer para resolver x’ e y' em termos de x e y.
x=x"cos @ —y senf
y=x"senf + y' cos 6

27. Examinando o determinante da matriz de coeficientes, mostre
que o sistema dado tem uma solugéo ndo trivial se, e s se, &

=B.
x4+ y+oaz=0
x4+ y+pz=0

ax+By+ z=0

28. Seja A uma matriz 3 X 3 com todas as entradas iguais a 0 ou
1. Qual é o maior valor possivel para det(A4)?
29. (a) Para o tridngulo da figura dada, use trigonometria para

mostrar que

bcosytccosB=a
ccosa +acosy=>b
acosfBt+bcosa=c
e, entdio, aplique a regra de Cramer para mostrar que
»+ 2~ a?
cosq = —————
2bc

(b) Use aregra de Cramer para obter férmulas andlogas para
Bevy.

<4 Figura Ex-29

30. Use determinantes para mostrar que, com qualquer valor de A,
a (inica solugdo de

x =2y =Ax
x— y=Ay
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31.

32.

33.

34.

Prove: se A for invertivel, entdo adj(A) € invertivel e

H -1 _ 1 — 1 -1
fadj(A)]™" = det(A)A—adJ(A )

Prove: se A for uma matriz n X n, entdo
det[adj(A)] = [det(4)]"™"

Prove: se a soma das entradas em cada linha de uma matriz A
de tamanho n X n for sempre zero, entdo o determinante de A
€ zero. [Sugestdo: considere o produto matricial AX, em que X
€ amatriz n X 1 com todas as entradas iguais a 1.]

(a) Na figura dada, a drea do triingulo ABC pode ser expres-
sa como

drea ABC = area ADEC + drea CEFB — drea ADFB

Use isso e o fato de que a drea de um trapézio € igual &
metade da altura vezes a soma dos lados paralelos para
mostrar que

1 oy |
drea ABC = 5% % 1
oy |

[Observagdo: na dedugiio dessa férmula, os vértices
foram denotados de tal modo que quando passamos de
(x,» ¥)) para (x,, y,) para (x,, y,), o trifingulo € percorrido
no sentido anti-hordrio. Para uma orientagéo horéria, o
determinante acima d4 o negativo da drea.]

(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar a drea do trj-
angulo de vértices (3, 3), (4, 0), (=2, —1).

Clx3, y3)

B(x,, y,)

Alx,, y))

|
|
|
|
|
F <4 Figura Ex-34

35. Sabendo que 21.375, 38.798, 34.162, 40.223 e 79.154 sio to-
dos divisiveis por 19, mostre, sem calcular diretamente, que o
determinante

N R Wow N
N R e
—_ N = S W
L NN O N
BOW N o L

¢ divisivel por 19.

36. Sem calcular diretamente o determinante, mostre que

sena cosa sen(w + 0)
senfB cosf3 sen(B+86)| =0
seny cosvy sen(y+ 3)




