MAT 0334 - Analise Funcional - 1¢ Prova - 4 de abril de 2017

Questao 1) (1 pt)
Mostre que X = {f € C(]0,1]); f(0) = f(1) = 0} é um subespago fechado de (C([0,1]), || - ||c0)-
Solug&o: Seja (fn)nen, fn € X, uma sequéncia convergente em (C([0,1)),]|||s0), fr — f. Queremos

mostrar que f € X. Segue de f, — f que ||f — fulloo — 0. Além disso, temos

Logo, fn(0) — f(0) e fn(1) = f(1). Como, para todo n, f,(0) = fr(1) = 0, segue que f(0) = f(1) = 0;

ou seja, f € X, como queriamos.

o0

Questao 2) (2 pts) Seja X = {(xn)nen; zn € C, Zn |zp| < 00}
n=1

(a) Mostre que X é um subespaco préprio de £1.

(b) Mostre que X é denso em /!

o0 oo
Solugéo: (a) X estd contido em ¢!, pois Z |z, | < Zn |z |, para toda (zn)neny € X. Que
n=1 n=1
X é um subespaco de ¢! segue de 0 € X e das relacoes

) oS [eS) [ 9
Zn‘xn+yn]§2n]xn|+2n|yn‘ € Zn!)\xn\Z\)\]ZTL’xn[,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

validas para todos (n)nen € X, (Yn)neny € X e A € C. Para provar que X é préprio, consideremos a

o0 oo
1 1
sequéncia h = (n%)neN € (1. Segue de E nos= E =00 que h¢X.
n=1 n=1

(b) Para provar que X é denso em /!, basta provar que X contém um subconjunto denso de
¢*. Seja D = {(xy)nen; Tn # 0 apenas para um nimero finito de valores de n}. E claro que D C X.

Para provar que D é denso em ¢!, para cada x = (z3)ren € ', considere

n n n Lk kSTL
x" = (¥} )ken, T =

0, k>n ‘

E claro que x" € D para todo n. Além disso,
o0 o0
lim ||x —x"||; = lim Z |zx| =0, pois Z |zg| < oo;
n—oo n—oo
k=n+1 k=1

isto é, x™ — x. Isto prova que D é denso em ¢'.

Questao 3) (3 pts) No espago vetorial normado (X, ||-||), definad : XxX — R, d(z,y) = m
r—y
(a) Mostre que d é uma métrica em X.

(b) Mostre que d(z,y) < || — y|| para todos = e y em X.

(c) Mostre que, se d(z,y) < 3, entdo ||z — y|| < 2d(z,y).
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(d) Mostre que o espaco métrico (X, d) é completo se, e somente se, o espago vetorial normado (X, ||-|])

é completo.

Solug&o: (a) Segue imediatamente das propriedades da norma que, para todo x e para todo
yem X, d(z,y) >0, d(z,y) = d(y,z), e d(z,y) =0 < z =y. Dados z, y e z em X, a desigualdade

triangular

||z =yl < le—ll Iz =yl
Ltflz—yll = L+(lz =zl 1+|z—yll
é equivalente a
lz=yll A+[|lz—=2|)) (1+]lz=yll) < [lo—z[ A+]lz—yl]) A+]lz=yl) + =yl A+[lz—yl]) A+[lz—=(]),
que é equivalente a
e =yl < llz—2l + |z =yl + llz—yllllz—z[l[lz = yll + 2llz = 2] |ly — 2|,
que é verdadeira, pois as desigualdades

|z =yl < lle=2l[+llz=yll e 2lz—-=2llly -zl + |z —yllllz -2z =yl[ =0

sao verdadeiras.

||z — | ,
(b) d(z,y) = ——— 7 < |lz =y, pois 1 + ||z — y[| > 1.
1+ [|z -yl
(c) Segue da definigao d(z,y) = m que, para todo z e para todo y em X, d(z,y) < 1
r—y
e
d(z,y)
|z —yll = m

Se d(z,y) < %, entdo 1 — d(z,y) > 3 e, portanto, ||z — y|| < 2d(z,y).

(d) Basta provar que, dada qualquer sequéncia (x,)nen, Tn € X, e dado x € X, temos:

(1) nlglgo |t —zp]| =0 <= nl;rgo d(z,x,) =0
e
(2) (Zn)nen € de Cauchy em (X,]|[-|]) <= (Zn)nen é de Cauchy em (X, d).

As “implicagdbes =" em (1) e em (2) decorrem imediatamente das desigualdades
d(x,zy) < ||z — ]| e d(xn, Tm) < ||Tn — Tml],
que decorrem do item (b).

Suponha que x,, — = em (X, d). Entao existe N tal que d(x,z,) < % para todo n > N. Dali,

se n > N, segue do item (c) que ||z — z,|| < 2d(z,z,) — 0. Isto conclui a demonstracao de (1).



Suponha agora que (2, )nen € de Cauchy em (X, d). Dado € > 0, tome N tal que d(x,,, Ty) <
max{3, 5} para todos n,m > N. Segue entdo do item (c) que, para todos n,m > N, ||z, — o || <

2d(xn, zm) < €. Isto prova que (xy)nen é de Cauchy em (X, || - ||), como querfamos.

Questao 4) (4 pts) No espaco vetorial X = C*(R) N C,(R) das fungoes f : R — C de classe C! e de

+00 +oc0 1/2
suporte compacto, defina || f||12 = </ |f(x)]? dz + / | ()] dac) .

—00 —

Escolha ' uma sequéncia x, € X, n > 1, tal que 0 < x,(2) < 1 e |x,(z)] < 1 para todo

x € R e que, além disso, x,(z) = 0 para todo |x| > n+1 e xp(z) = 1 para todo |z| <n — 1.

a) Mostre que || - ||1,2 ¢ uma norma em X.
)

C), 11 - l2)-

(
(b) Mostre que, se f, — f em X, entao, para todo intervalo fechado e limitado I, f,|; — f|r em
(
(c) Para cada f € CL(R), defina f, = xnf, n > 1 (é claro que f, € X). Mostre que, se (fu)nen

converge em (X, || -||1,2), entao f tem suporte compacto.
(d) Mostre que a sequéncia (fn)nen, fn(x) = 322(7?1, z € R, é de Cauchy em (X, || ||12). Sugest&o:
+o0 1 +o00 I2 a
use sem demonstrar que as integrais impréprias ——dze ———— dz sao finitas.
ave o egis improes | e |y

(e) Conclua que (X, || - ||1,2) nado é completo.

Solugdo: (a) E claro que ||f|l12 > 0 e ||Af]l12 = |Al||f]l12, para toda f € X e para todo
+o0o
A e C. Sellflli2 = 0, entao / |f(z)|?dz = 0, entdo f é identicamente nula. Resta provar a
—0o0
desigualdade triangular.

+00 1/2
Para cada f € C.(R), definamos ||f||2 = (/ ]f(at)]zda:) . Dadas f,g € C.(R), vale a
desigualdade || f+gl|2 < [|f]|l2+]]g]|2 [para ver por qué,%asta tomar algum intervalo fechado e limitado
I que contenha o suporte de f e o suporte de g e usar que || - ||2 define uma norma em C(I)]. Assim,

para toda f € X, podemos escrever ||f|[1.2 = (||f||5 + Hf/H%)l/Q. Dadas f,g € X, temos

/
1F +olla = (17 +glB+ 17+ 918) < {011l + llh)? + (171l + 1'1)?] <

A

1/2 1/2
(LF1IZ+ 1F12)2 + (lgllZ + 11913 = 1If

(atltima desigualdade é a desigualdade triangular para a norma euclideana em R? aplicada aos vetores

12 + llgll1,2

Sz, [1f112) e (lgll2, 11d']|2) )- Isto conclui a verificacao de que || - ||1,2 é de fato uma norma.

(b) Isto segue imediatamente da estimativa

(fue-ner) " ws ([T @ -ner) " i

—0o0

L=t <1

1Podemos tomar, por exemplo, xn () = / [p(t+n) —@(t —n)]dt, p(t) = .
—(n+1) 0 st >1



(c) Suponha que f,, — g em X. Seja [a,b] um intervalo fechado fora do qual g se anula. Seja
I um intervalo fechado e limitado arbitrério disjunto de [a,b]. Dado que g|; = 0, segue do item (b)
que fplr — 0 em (C(I),]|-]|2). Para todo n suficientemente grande, x,|r = 1, logo f|r = ful1, logo

flr = 0. Isto prova que f se anula fora de I, logo f tem suporte compacto.

(d) Usando que xp, — Xm € X, — X, s€ anulam fora de [-m —1,—n+1]U[n—1,m + 1], vem
que, para n,m € N, m > n, ||fn, — fim|l1,2 é igual a
Xn (%) = Xm (@) | (Xn(2) = Xm(2)) 2

nl) = X () 2\
/ Xn 5 Xm dzx —I—/ + 3 3/2 dx .
n—1<|z|<m+1 e +1 n—1<|z|<m+1 Va2 +1 (v2 +1)
Usando que, para todo z, 0 < xn(2) — xm(x) < 1 e |x},(2) = X0 (@)] < [Xp (@) + (@) < 2, e a

desigualdade triangular ? para a norma || - ||z em C([~m — 1, —n 4+ 1] U [n — 1,m + 1]), vem:

3) [ fn = fmll1e <

1/2 1/27 2
1 4 2
n—1<|z|<m41 T° +1 n—1<|z|<m+1 T° +1 n—1<|e|]<m+1 (¥* +1)
m+1 4 1/2 m+1 332 1/2 2 1z
/ dx + / ——=dzr
n—1 xQ +1 n—1 (xQ + 1)3

+o00 1 +00 1,2
Usando a informagao de que as integrais impréprias / ——dzxe / ————=dz,n €N, sdo
o s

1/2

m—+1 1
=2 / dx +

-1 $2+1

0 1 + 113‘2 1 + $2)
fi 1 [§ ! 71 dz e ! 71.2 d \Y
nitas, concluimos que as sequéncias X T sao convergentes e ortanto
’ a b /0 z? + 1 /o (22 +1)3 g P ’

de Cauchy. Segue entdo da estimativa (3) que (f,)nen € de Cauchy em X. De fato, dado € > 0, seja
m 1 2
NeNtalque:m>n>N:>/ 5
n T4+1
an - melﬂ < De.

m
dr < é® e / (;Cfl)gdm < €2, Entdo, sem >n > N+1,
x
n

(e) Se a sequéncia de Cauchy do item (d) fosse convergente, a funcio s(z) = (1 + z2)~1/2 se

anularia fora de um intervalo fechado e limitado, pelo item (c¢). Logo, X nao é completo.

%Nesta nota de rodapé mostramos como a desigualdade ||f + gl|2 < ||f||2 + ||g||2 para fungdes continuas definidas em
um intervalo fechado e limitado, provada em sala, implica a mesma desigualdade para fungoes continuas definidas na
unido disjunta de dois tais intervalos. Sejam I e J dois intervalos fechados limitados disjuntos. Usando a triangular para
(C(I),]| - |2), para (C(J), || - ||2), e para a norma euclideana em R?, vem:

1/2 1/2 1/2 1/2 17272y /2
2 2 2 2 2 2
(fir+ar+ [1r+a7) s{[(/v) +([1a2) ([iee) "+ ([ 1a2) H
I J I I J J
1/2 1/2
2 2 2 2
<(fuees fue) s (froes [1oe) "
I J I J

2
—+




