Capitulo 4

SERIES DE POTENCIAS

SERIES DE FUNCOES COMPLEXAS

Estudaremos, neste capitulo. o desenvolvimento de fun¢des analiticas em
séries de poténcias. Veremos ser este um modo natural de construir fungdes
analiticas e um dos instrumentos mais importantes no tratamento dessas
fungdes. Iniciamos este estudo com algumas definigdes gerais relativas as
séries de funcoes.

Comegamos observando que as defini¢goes de limite e convergéncia de
seqiiéncias e séries de nimeros complexos sio exatamenrte as mesmas que ja
conhecemos do caso real. Desses conceitos seguem as mesmas propriedades
j& conhecidas no caso real sobre limites de soma, produto, quociente etc., e
cujas demonstragoes sdo feitas segundo as mesmas linhas de raciocinio.

Uma série de fungdes é uma série

3 fai2) = folz) + fulz) + ...
n=0

cujos termos f, s@o, em geral, fungdes de uma varidvel complexa) z, todas
com um dominio comum de defini¢do. As expressoes
o<
M.?A“r M falzr e fole)+ ) +...+ falz)+...

n=0

sao meros simbolos com que denotamos uma série. No caso de uma série
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convergente, eles assumem o significado de soma da série. isto é.
o
M”?ANV = fi(z2) + firz) + ... =lim s,(3).
n=0
onde s,(z) é a soma parcial cu reduzica de ordem n:
sle) =3 Filz): (4.1)
i=
Em se tratando de uma série convergente, é claro que sua soma s(z) =
> fn(2) é, em geral, uma fungdo de z. Neste caso a expressio
[+.2]
(z) =s(z) —sn(d) = D f12) = farr(2) + fooa(2) + ...

Jj=n+1

é chamada o resto da série a partir do zermo f,.1(z).

Convergéncia simples ou pontual

Seja
(2) =Y fal2) (42)

uma série convergente, para sodo z num certo conjunto D. Entdo, dado
qualquer € > (), para cada z £ D existe N tal que

n> N [s(z) - s(2)] <, (43)

onde $,(2) € a reduzida de ordem n dada em (4.1).

E importante observar que, em geral, N depende nio somente de =
mas também do valor z considerado. Por exemplo. consideremos a série
geométrica,

para a qual

gzl =14 gt +oub =" 3l
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E claro que para |z| < 1 a série acima converge e stz soma é (1 — z)~%:

1 ;
z)= =] b fay Sl
() = 70 |
Por outro lado,
s(2) = () =
s(z) —sp(2)] = ——
= 11—z
é menor do que & se e somente se (estamaos supondc z| < 1)
1 -3
o B —2) 4
log |=|

Esta ultima expresao, por sua‘vez, cresce acima =2 qualquer valor a me-
dida que = aproxima o valor 1; logo, néo 2 possivel Zzterminar .V de forma
a satisfazer (4.3) para todo z de médulo menor do :ue 1: o valor de N de-
pende de cada z particular que se considere, por issc mesmo a convergéncia
costuma ser chamada de convergéncia sim.ples ou comrergéncia pontual, que
é o 1inico tipo de convergéncia que temos de consic:-ar quando estudamos
seqilencias e séries numeéricas. No entantc. ao trata—0s seqiiéencias e séries
de fungoes. sejam elas reais ou complexas. hd um c:rtro tipo muito impor-
tante de convergéncia, chamada convergineia unif:~me, que vamos consi-
derar em seguida. Esse tipo de convergéncia é um Zos tdpicos centrais de
qualquer curso de Analise ([A2], Capitule 9).

Convergéncia uniforme

4.1. Definigdes. 1) Diz-se que uria seqién:a de fungées (fn(z)),
definidas num mesmo dominio D, converg: uniform:-—ente para uma fungdo
f(z se for sempre possivel determinar uri indice N 2m correspondéncia a
cada = > 0. tal que

VzeDen>N=|f, :)-f(z <=
2) Diz-se que a série (4.2) converge ur:formeme--e em I se for sempre
possivel determinar um indice N em corr=spondénci: a cada = > 0, tal que
a condicdo (4.3) figue satisfeita para tode = € D.
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4.2. Exemplos. 1) A seqiiéncia fn(2) = nze "% converge para zero,
qualquer qu: seja z = re'? no setor circular 7 > 0 e || < 7/2. mas nao
uniformemerte. Para vermos isso, observamos que

—-nz

* |.zlm1:1ncm¢+~.mma$_ = zﬂm\sﬂncmm.

|nze
Ora. esta \-ima expressio tende a zero em todo ponto z fixo. Mas nao
uniformemezce. Por exemplo, basta imaginar ¢ fixo e r = 1/n: ou, ainda. r
fixo e 0 aprcximando-se de 7/2 de tal modo que cos® = 1/nr.

2) A séri> geométrica, considerada anteriormerte, é um exemplo tipico
de série que converge no disco [z| < 1, mas nao :EmoHEoBmEﬁ A mesma
série converze uniformemente em qualquer disco fechado |z| < ¢ < 1. Com

efeito, temos:
ﬂ-#:+~ m:+~ o,=+u
zl o .
=2~ 1=|2l ~1-6

A

que é meno: do que ¢, desde que tomemos

loge(1 —6)
log é

n> - 1.

. Assim, a condigdo (4.3) fica satisfeita para todo z no disco fechado |z| < 6.

4.3. Teorema. Uma condigio necessdria e suficiente para que a serie
(4.1) conviria uniformemente em D é que, dado = > 0, seja possivel deter-
minar N tc. que, para todo inteiro positivo p, tenhamos:

z€D e n>N = |snep(z) —8ai2)| <&, (4.4)

ou seja,
2e€D en>N=|far1(2) + fara(@) +... + Fplzll €&

Demonstragio. Supondo que a série convirja uniformemente em D, seja
3 : :
s(z) sua soma. Entdo, dado € > 0, existe N tal que, para todo n = Ne
2,

3n(2) - s(2)| < 5 -
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é claro que vale também a designaldade

_.wz+uANv - mﬁN: <

|

Entao. usando a desigualdade do tridngulo,
|snap(2) = sn(2)] = |[snap(2) = 8(z _+ Is(z) = sa(:)]
< _m:+nhmvimnmw + |a(z — &n(2)]
< M + M =E£l

Isto prova que a condigao é necessaria.

Para provar que ela é suficiente, partimos ¢z hipétese de que (4.1) es-
teja satisfeita; logo, para cada : fixo, s,(z) é tma seciiéncia numérica de
Cauchy. portanto, convergente. Seja s(z) seu limite. que é também o limite
de s;-,(z) com p — oco. Entdo.

uﬁlwwo?u."%?, —8n(2)] = s8(z) — 5a(2
e, em conseqiiéncia, temos também que
%lmwo |824p(2) — sn(2)| = |8(z —sa(2]

Finalmente, passando ao limite em (4.4) com p — >c. vem:

'y

€D en>N=|s(z)—s5:2)

provando que a condigdo é suficiente.

Uma consegiiéncia importante do teorema :cima € o chamado teste de
Weierstrass, que consideramos a seguir. Ele é Tregiientemente usado para
testar se uma série é ou ndo uniformemente corvergente.

4.4. Teorema (teste M de Weierstrass). Sejam .M, uma série
numérica convergente e f(z) uma segiéncio de funcdes definidas num con-
junto D, satisfazendo a condicio |fn(z)| < M, para todo n ¢ todo z € D.
Entdo. a série Y fn(z) converge uniformement: em D.
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Der.onstragdo. Observe que

-

FrtlE] + v oo Fuen (2]

IA

1Fse1(z) + oo 4 [ Farp(2)]
Lw:u.}p |T .‘.lTb\Nzufw.

IN

Como ¥ MM, é convergente, dado qualquer £ > 0. existe N :a) que
22D e 3V2U§a+~i.2+.ﬁ:+wAm”
(0go. termis também,
€D en>N=|fo(e)—... + Catpl2)| < 2.

Daqui e 25 Teorema 4.3 segue a convergércia uni‘orme de ™ frn(z) em D

4.5. Exemplo. Para vermos que a série mmounm,ﬂio.m 1 i z 4224 .
”owmam?uﬂm aateriormente, converge uniformemer-e em qualquer disco 2] A
P < 1, basta aplicar o teste de Weierstrass. notardo que a referida mmaom
uoawmmn...w pela série numérica 1 +6+62~... a qual é cozvergente, visto
1ue & < -

) .O te: “ema seguinte revela a importancia da convergéncia uniforme das
series de “ingdes analiticas; seu alcance serd mais bem corpreendido logo
1 . N sos °
zdiante. ciando tratarmos das séries de poténcias.

4.6. Teorema. Seja

He] = Mb 2) (4.5)

~ma _sériz de fungées continuas, uniformemente convergente num conjunto
D. Entac.

1) f € :ontinua em D;
. 2) no raso de a convergéncie ser uniforme g9 longo de um contorno
- @ intezal de f sobre C pode ser obtida por integragdo de (4.5) termo a
ETmo;

3) se : convergéncia € uniforme numa regido simplesmente conexa R
. |\- - ~ syr ~ » - !
ende as fungées f, sdo analiticas, entdo [ também € andlitica em R. e

105 derivzdas podem ser obtidas derivando o série (4.5) termo a termo um
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numero conveniente de vezes.

Demonstragdo. 1) Seja £ > 0 arbitrério e zg um ponto qualqusr de D.
Com a notacéo

.m.:ﬁnv = M.&ANY ﬂ:mwv = M .@,ANV.
=0 j=n+1

resulta que f z) = s.(2) + rn(2); logo,

_&_nv - .m.ﬁuc: p _mzﬁNv = m:ﬁNcu_ + _ﬂzhwv e ﬂ:ﬁncv_
ANV = m:ﬁNov_ + _ﬂ:ﬁmi e _,ﬁﬁ Nov_

IA
&

(4.6)

Da convergéncia uniforme da série (4.5), segue-se que existe um {ndice
N tal que

z€D. n2N=|rm(2)<e

Fixado n = N. usamos a continuidade de sy (z) para determinar ¢ > 0 tal
que

z€D. |z— 2| <é=|sy(2) —sx(z0)] < e.

Portanto, com n = N e |z — 5| < 6, a desigualdade (4.6) nos da

If(z) — f(20)| < e+e+4e = 3e.

donde a continuidade de f em D.

2) Quanto & integragdo ao longo de C,

. \qi&%+\q§§%
M \QE%N + \q ra(2)dz.

" fz2)d=

I

Tomando n > V e observando que |r,(z)] < €, obtemos:

\Q rn(2)dz

< \q I (2)||d2| < eL.

¥
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onde L é o comprimento do contorno C. Portanto, fazendo n — ¢ em
(4.7), obtemos o resultado desejado:

\Q.IHENH M\Ob?v&u.
j=

1.8)

3) Vamos supor agora que as fungdes f, sejam analiticas em R. Extao

\ fi(2)dz=0, §=0,1,...
c
para todo contorno fechado C em R. Daqui e de (4.8) segue-se que a int=gral
de f sobre C' é nula. Como f é continua e C é arbitrdrio. concluimos. pelo
téorema de Morera (p. 106). que f é analitica em R.

Finalmente, devemos mostrar que f' = Y f,. Dado : € R. seja (' um
contorno fechado simples em R, envolvendo z positivamente; por exemplo,
C pode ser um circulo | — z' = §. Como a série

KO =k i)

27’ ﬁﬂ. - .n..vr.+H Mﬂm Aﬁ — Nur.+u

n=0

converge uniformemente em ¢, para ( € C, ela pode ser integrada t=rmo
a termo ao longo de C; usando a férmula da derivada k-¢sima (p. qq),
obtemos, por integracao termo a termo:

Isto completa a demonstragao do teorema.

EXERCICIOS

1. Supondo que a seqiiéncia de nimeros complexos (an) seja convergente, prove que a
série ) an 2" converge uniformemente em qualquer disco |z| < r < 1. Preve que

isso é verdade mesmo gue a seqiiéncia (a, ) seja apenas limitada. nio necessarizmente
convergente.

2,2
fagt | (5

2. Prove que a seqiiéneia f.(z) = nze tende a zero para todo z no setor cizcular
r > 0e |8 < /4, mas ndo uniformemente. Prove que a convergéncia é unifor=ie em
qualquer dominio do tipor 2c>0e |f| < 7/4 -6 onde 0 < ¢ < 7/l
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3. Derivando e integrando a série

n={

cotenha os seguintes desenvolvimentos, validos #m |z| < 1:

1 = o b BT o e — 2" )
i = mﬁj +1)z" e lag(l-2z) :M =
cnde log(l — 21 é o ramo do logaritmo que corzzsponde a log1 = 0.

4. Obtenha os seguintes desenvolvimentos:

e oo
1 nn L 2,
= nlc 2 ]."MN ,
1+ =MH0 - 2 n=0
o oo

- |H.JJHMA15=A§+5~:“. _OM_H+NVHMENJ“

n
: |Nvm n=0 n=1

::dos vélidos em |z| < 1.

Tsando o teste de Weierstrass, mostre que as :éries dadas nos Exercs. 5 a 16 con-
vergzm uniformemente nos dominios indicados em :ada caso.

b %L Sasin 2", em qualquer disco |z| <7 < 1.
~ 2 .W ”

6. N Euw:\f em qualquer disco |z| < ~ < 1.
== 10n? + 7

w R EENR L i’ HNE_L_ em qualquer disco |z| < r < v/2.
et (n+1)2°
— (=)' % i i &prei

8. ./l;l!?\: , em qualquer disco |2 -1 <r <1
— n+1

, em qualquer disco |z| < < R.
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x
1 2
13. 3, em qualquer conjunto com:zcto que exclua os cuadrados parfeitos.
n?—2 : : F

n

x
z/n
e : = A
14. M i em qualquer conjunto corpacto que ado contenha nimemos da formz
57
n=|
z = xin com n natural.
= 1
15. i T em qualquer conjunto ccmipacto qus exclua o nimeros raturais.
nilz—mn v
n=1
x
n+1 ; s P
16. M 5 7 em qualquer conjunto comzacto que :xclua os ~tmeros in-eiros.
n? —z
n=1
= 1
17. Prove que a série ((z) = M — define tma fungdoc :nalitica :m Rez > 0. connecid:
e
como fungdo zeta de Riemann.
o0
<1 senn: . 2 o
18. Mostre que a série M —5—— define ur: fungio ar:litica nz faixa [Im: < log 2.
— 2
e .
i senn: - "
19. Mostre que a série M —=— converge uz:forriemerte no eixc real, mas em nerhuni:
e

1
regido do plano complexo.

SUGESTOES

17. Qualquer ponto z tal que Re: > 0 estd c:ntido nur semiplaro aberto Rz z > = > (

18. Use o teste de Weierstrass. notando que

1
_mmusn_m = (g " s

= (sez”nz — cos” nx).

b =

19. Use a experiéncia ganha com o exercicio :ateror,

SERIES DE POTENCIAS

Dentre as séries de funcdes. sio de inte-esse espcial as séries de poténcias.
ou séries do tipo

f2) =3 a.(z — 2)". (4.9)

n=0
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onde os coeficientes a,, ¢ 0 ponto zg sdo constantes complexas. Como ve-
remos brevemente, toda série de poténcias convergente define uma funcio
analitica, e toda funcéc analitica num ponto z = zp pode ser desenvoliida
em série de poténcias mima vizinhanca de zg.

Jé vimos alguns exemplos dessas séries no caso das fungdes (1 —2)7" e
(L g :

-

— n.,
-3
=0

o

1
1—2z

(~1)"2" |2| < 1.
n=0

Wr p—
14+2

Alids, estas séries sao rmuito ureis na obtengdo de outros desenvolvimentos,
como ja tivemos oportunidade de ver nos Exercs. 3 e 4 anteriores. A seguir
damos mais quatro exemplos.

4.7. Exemplo. Vamos desenvolver a fun¢do 1/z em série de poténcias
de z — 3. Veja:

SN U, U N % =
M|mw|wvlwlu+lewu\w|:MHUo._w:+HmN 3)",

desenvolvimento este gue é valido em |z — 3| < 3.

4.8. Exemplo. Vejamos agora como desenvolver a mesma fungdo 1 z,
porém em séries de potincias de z + 4=z — (—4):

—1/4 =il

1
Gz+4)-4 T?iﬁku:mu%t

(z+4)"

™| =

Aqui o desenvolvimentc é vélido em = + 4| < 4.

Nesses dois iltimos exemplos, temos a mesma funcao f(z) = 1/z de-
senvolvida em duas sérizs de poténcias distintas, uma em relagdo ao porto
zg = 3, a outra em relazio ao ponto 2y = —4.

4.9. Exemplo. \amos desenvolver a funcdo f(z) = (2z —9)7! em
poténcias de z — 3:

1 1 s 1 :HWTQ|$:.
2: -9 2(2-3)-3 3 1-2z-3)/3 3 £ 3 ’
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logo,

desenvolvimento este que é véalido em |z — 3| < 3/2.

4.10. Exemplo. A mesma funcao do exemplo anterior serd agora
desenvolvida em poténcias de z — 4:

1 1 ~1 1 B LWﬂﬁ fj:.
= = S . b ) T= 7v.|:|.|. 3

22-9 2z+4—17 17 1-2+4)/17 1T = | 17
portanto,
H lw: i
gl B el i .

Este desenvolvimento é vdlido em |z + 4] < 17/2.

Cada uma das séries consideradas nesses quatro ultimos exemplos con-
verge nos pontos z de um disco de centro z. E é facil ver que elas divergem
nos poutos z fora desses discos. Esta situagfio ¢ de cardter geral e segue do
teorema que consideramios a seguir.

4.11. Teorema. A toda série de poténcias (4.9) estd associado
um mimero ndo-negativo v, tal que a série converge absolutamente em
|z — 2| < r e uniformemente em qualquer disco |z — zp| < r < r. El
diverge em |z — 29 > 7. O ndmero r, que pode assumir os valores r = 0e
r = oo, é chamado o “raio de convergéncia” da série; e o disco de raio 1 e
centro zy, 0 seu “disco de convergéncia’.

Demonstra¢do. Pode acontecer que a série s6 convirja em z = 2p, caso
em que, é claro, 7 = 0. Do contrério, a série converge em um certo z = 2 =
2g; entdo, o termo geral a, (21 — 20)" tende a zero, donde segue-se que existe
M tal que |a,(z1 — 20)". < M para todo n. Portanto,

— n g 7
R Y T e (4.10)

"]

S:AN —z)" = la-(z1 — 20)

Z1 — 2

121 — 20

Isto mostra que a série ¥ |a,(z — 20)"| é majorada pela série

MY

z— 1z n

Z1 — 20
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a qual converge no disco |z — zg| < |z — z|; logo. a série (4.9) converge
absolutamente em todo z desse disco.

Seja r o supremo do conjunto dos niimeros |z; — zg|, onde z; varia no
conjunto dos pontos onde a série (4.9) converge. Dado qualquer 2z’ no disco
|z — 29| < r (Fig. 4.1), pela definigio de r existe z; onde a série converge,
e tal que |2’ — zp| < |21 — 2|. Daqui e do que vimos no parégrafo anterior,
concluimos que a série converge absolutamente em : = 2’ e, portanto, no
disco |z — 2| < -

Ay .

Fig. 4.1

Pela sua proépria definigdo, vé-se também que, se r for finito, a série
diverge em |z — zp| > 7.

Resta provar a convergéncia uniforme em qualquer disco |z—zp| <" < .
Fixemos 2; tal que v’ < |z; — 29| < r (Fig. 4.2). Entao,

\.1..

< =¢<1
|z1 — 2]

z—2

21— 2

Daqui e de (4.10). obtemos: |a,(z — 2)"| < Mg": aplicando o teste de
Weierstrass (Teorema 4.4). concluimos que a série (4.9) converge uniforme-
mente no disco |z — zp| < r’ < 7, 0 que completa a demonstragao. (Observe
que o teorema nada esclarece sobre os pontos da fronteira do disco de con-
vergéncia.)
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Fig. 4.2
4.12. Teorema. O raio :: convergéncia r da série (4.9) € dado por

y a-
r= lim ;
n—2>G

qucndo este limite existe. Em. :eral. r € dzdo por
1

Iim

cor a convengdo de se toma~ -~ = 0 ou r = oc. conforme o denominador
desza expressdo seja infinito c. zero. respectivamente.

Demonstragao. Suponhar:s que exista o primeiro limite referido. En-
tao. pelo teste da razdo, a séric — |a,. (2 — = I"| converge (portanto, converge
tarrbém a série (4.9)) se

. an(z — )" 1 ’ a
lim n | = lim —2
B0 (2 = 2] [z < 2g] moee g
for maior do que 1. vale dizer. = — zo| < lim|an/@qyq| =r.

Para completar a demonsti¢io da primeira parte. resta provar que a
sériz (4.9) diverge se |z — zg| > r. Ora, se ela convergisse em um certo zi,
com |z — zg| > r, entdo, pelo :zorema anterior, convergiria absolutamente
em qualquer 2’ com |z; —2p| > ' — 29| > r. contradizendo o teste da razio.

A demonstragdo da segund: parte é anéloga, utilizando o teste da raiz,

segundo o qual a série ¥ [a, (= - 29)"| converge ou diverge conforme seja

Im{f|an(z - )" = |2 - miﬂ/\'n_
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menor ou maior do que 1, respectivarcnte,

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 5, obtenha os desenvolvimer-3s em sérics de poténcias, conforme especi-

ficagdo em cada caso. Determine os respec--os discos de convergéncia e represente-os

graficamente.

1. f(z) =1/z em poténcias de z + i.
2. f(z) = 1/z em poténcias de z — 1.

3. f(z) =14/(z + i) em poténcias de z — 1.
1. f(2)=1/(2z — 3) em poténcias de 2.
5. f(z)=1/(2z — 3) em poténcias de z +:
6. #(z)=1/z""em poténcias de z — 1.
7. f(z)=1/2* em poténcias de z 4 2.
Determine os raios de convergéncia das s:ries dadas z0s Exercs. 8 a 16,
= = (=)
8. nz". s’ X
. 9. 3 nl g ¥t
=0 n=0 n=0 .
11. Mwomﬁwﬁm +35)(z+14)". 2. MA,@“ n)z". 13. M?\mv? 2
=0 n=0 n=0
X 20 u1 x
1> vy 15. S 16. P g
7. 3n
a={ n=1 n=1
x
17. M?N:q onde @z, = 2" e @op_; =71,
==0
x<
18. M”P_ 2", onde a, =n? se n é primo: a, =0 sz n ndo é primo.
RESPOSTAS E SUGESTOES
1 1 1 . )
e H_qﬂ = etc. O disco de convirgencia é [z +i| < 1.
5 & _ i i 1 :
1 - =TT 7+ = ete. O disco de convergéncia

+i lt+di+(z=1) 143 1+(E-1/{1+1)

NIH_A,\M,

LI
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6. Obtenha primeiro a série de 1/z, depois derive.

g =l 11. r=1. 12. r=1/e. 14, r=0.

15. Trata-se de uma série de poténcias de w = z%.

16. Observe que a,» = n/3n.

17. r=1/5 8. =1

SERIES DE POTENCIAS, SERIE DE TAYLOR

Vamos estabelecer agora uma caracterizagdo das funcgoes analiticas como
aquelas que podem ser desenvolvidas em séries de poténcias.

4.13. Teorema. Toda série de poténcias

o]

f(2) = an(z — 20)" (4.11)

n=0

representa uma fungdo analitica no seu disco de convergéncia |z — zg| < 7.
Ela pode ser derivada termo a termo um numero arbitrdrio de vezes; e as
séries assim obtidas possuem o mesmo rato de convergéncia v da série ori-
ginal, e representam as dertwadas da funcdo f.

Demonstragdo. Dado z qualquer no disco |z — zg| < r, é claro que existe
r1 < r tal que |z — zp| < r1 (Fig. 4.3a). Neste disco a série (4.11) converge
uniformemente (Teorema 4.11) e pode, entao, ser derivada termo a termo
(Teorema 4.6). A série de derivadas

£ =Y (n+ Daasi(z - z)"  (4.12)
n=0

converge pelo menos no disco |z — z| < r, de forma que seu raio de con-
vergéncia r’ é pelo menos .

Suponhamos que 7’ pudesse ser maior do que r. Seja entdo r” tal que
r<r” <1 esejaztal quer < |z — 2| <" [Fig. 4.3(b)]. A série (4.12)
converge uniformemente em |z — zp| < r” (Teorema 4.11); logo, pode ser in-
tegrada termo a termo ao longo de um caminho C, ligando z a z (Teorema
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4.6), resultando em (4.11). Esta série deve enté: converzir pelo menos para
|z — 2 < 7", o que é uma contradicdo. Fica :ssirn wu.‘%m.uo que as s=ries
(4.11) e (4.12) possuem o mesmo raio de conve:zéncia. O resto do teorzma
segue facilmente por indugao.

v

(a) 3
Fig. 4.3

4.14. Teorema (da série de Taylor). sejo f uma fungdo .@39;\3.8
numa regiGo R, xp um ponto qualquer de R, < rg > 0 q&.mzm @ disco z —
29| < ro esteja todo contido em R. Entdo, ne:se disce a..w::nﬁa f pod: \%”ﬂ
desenvolvida em série de poténcias de z — =z Conkicido como a "série
de Teylor” da fungdo f relativa ao ponto z. :ise dessnvolvimento € dado
univocamente por

X r(n) 1
f2)=3, ) (z—=0)"

]
=
O caso zy = 0 € conhecido como série de MacZaurin ¢z fungao f.

Demonstragéo. Sejam z um ponto qualcier do &isco |z — 2| < 7o,
r=|z—2zl,er talquer <7 <rp (Fig. 4.4 . Pela fzrmula de Cauchy,

£z) = 1) 4

25
m.; oG — &
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onde Cj € > cirmulo ¢ — 2| = r;. Observe agora que

- 1 o 1 |W ("= g
(=2 ((—=z)-(z—2) (-2 ;_2720 & -z
. ¢—2
de forma e a expressdo anterior de f fica sendo:
fe=gmd M 9 (222)" 4 413)
< Tom nINo ¢ — zp ’ et
Fig. 44
Como [ ¢) £ continua, portanto. limitada por uma cor=anze A’ sobre

o circulo €. temos:
x n
9 (=252 5 (2
=20 \(—2 L aoh

Daqui e d: tesze % Weierstrass segue-se que a série em
uniformem=ate 2m [ € Cj.
obtendo:

113 ccoverge
Podemos, entdo, integrd-la ::rmo a -ermo.

Fflz)= W TI“.&. EWMJQ (z—z)".

s a (-2

Este ¢ : desenvolvimento procurado, pois a mx@wmmmwo zntre colchetes

que af aparsce € igual a f"(z)/n!, como vimos na p. qq.

A3SimT. polemos
escrever:

fay=3 1) 114)
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Resta provar que o desenvolvimento acima ¢ tinico. Isto é conseqiiéncia
imediata do teorema que consideramos a seguir.

4.15. Teorema (da identidade de séries de poténcias). Sejam
(4.15)

suas séries de poténcias, convergentes numa vizinhanga |z — zo| < r de z.
Seja z, wma seqiéncia de pontos distintos, que converge para zg. e tal que
25 duas séries coincidem nos pontos dessa seqiéncia. Entdo. as referidas
iZries sao idénticas, isto €, a, = b, para todo n. Em particular. esta con-
lusao € vdlida se as séries coincidem numa vizinhancga de 29, ou mesmo

mum segmento ou pequeno arco com extremidade em zg.

Demonstragdo. As séries representam funcoes f e g. respectivamente,
&3 quais sao continuas em z = z(: e como f(2,) = g(z,), passando ao limite,
cbtemos f(zg) = g(29), ou seja. ag = by.

Supondo que a; = b;, j =0,...,k — 1, vamos mostrar que azx = b.
Com efeito, cancelando os primeiros k termos das séries (4.15) e dividindo-as
vor (z — zp)¥, obtemos as séries

Dr.n_..n__.{,.;NINOV..T.., e @&.TS,\;NINDVI,.,.L
cue convergem em |z — zg| < r e coincidem para z = z,. Entéo. pelo mesmo
argumento anterior, a; = by, o que noEEm.&. a demonstracao.

Exemplos de séries de poténcias

4.16. A exponencial. Como primeiro exemplo, vamos considerar a
fingdo exponencial f(z) = e*. Temos aqui f{" (2) = e?; logo. f'*'(0) = 1.
Portanto, neste caso o desenvolvimento (4.14) com zg = 0 nos da a série de
“lacLaurin da exponencial:

x _n 2 -3

- z z 5
e MMMHH+N+M+M+:;
n=

—
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valido para todo z. A constante de Euler é entao dada por

= 1 1 1 1
PP | LU = ) i i
e=¢e = Mo;_IH+H+m_+m_+m_+.:
3,"

4.17. Série binomial. Consideremos a fungao f(z) = (1+:z)?, onde a
é um mimero complexo qualquer. A ndo ser que « seja inteiro. essa funcio é
multivalente, com ramificacdo no ponto : = —1. Vamos considerar o ramo
da fungéo fixado pela condigdo f(0) = 1. Como

fle)=a(l+:)*7 f'(z) =ala-1)z2,

e, em geral
.23 ﬁng HDAD - Hv...AQI n -+ ::.uT ....VDI:.

obtemos ,

.\.ZLADV . QAD = HUﬁQL :JFHV

nl n! -
Portanto,
a ~ ala —1) 3 = S o ) .
(1+2)* =1+aet ———2 +:<.\.MD Ml <1 @)
N n=

onde o simbolo do coeficiente binomial que ai aparece estd definido para
todo « complexo pela expressao

w\ _alo—1)..lo—n41)

n n! '

.

O desenvolvimento acima da fungdo (1 + :)® é conhecido como “de-
senvolvimento binomial” ou “série binomial”. No caso de a ser um inteiro
Positivo, a série termina com o termo em z®, pois, neste caso. o coeficiente
binomial se anula para n > a.

O desenvolvimento de qualquer outro ramo g(z) da fungao (1+z2)® segue
de (4.16); basta notar que g(z) = e*"®f(2), onde o inteiro k caracteriza o
ramo particular g(z) que se considere. Portanto. o desenvolvimento de g(z)
¢ obtido multiplicando cada termo de (4.16) por e2f70!,
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4.18. Observagdes. O célculo direto das derivadas de uma funcdo
nem sempre ¢ 0 modo mais pratico de construir sua série de Tavlor. Um
procedimento muito 1til consiste em utilizar desenvolvimentos conhecidos,
como j4 tivemos oportunidade de ver por meio de exemplos e exercicios.
As vezes é mais facil obter o desenvolvimento da derivada ou da integral
da funcéo original; o desenvolvimento desta € entao obtido por integracao
ou derivacio, respectivamente. Consideremos, como exemplo ilustrativo, a
funcdo f(z) = arcsen z, ou melhor, a determinagéo dada por f(0) = 0. Sua
derivada pode ser desenvolvida usando o desenvolvimento binomial. Veja:

! 1 2y—1/2
2) = ——=(1-2°)""
) = o=
H M H..Wh ”_.M.mzm
g .4 l+g e +op? T - T

0 1.3 00—1}
H H+M m:.i -

n=1

I

Como
(2n)! (2n)!

2-1)2-2)...(2n) _ 2°(nl)’

1-3...02n—1) =

podemos escrever:

! — = AMQS_ 2n
&ANVIH.TMUMM:?_%N : .
n=1
Integrando de : = 0 a z, encontramos o resultado procurado:

= AMSV_ 2n+1
23umgmminiﬂ%:?i::_m“ r =
;“

Produto e quociente de séries de poténcias

Consideremos duas funcdes, f e g, regulares num ponto zo, dadas por suas
séries de poténcias relativamente a esse ponto:

F5) =Y an(z—2)" e g(z) =2 balz—20)",
n=0 n=0
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ambas convergenies num iisco [z =20 < r. O produto h = fg -ambém é
regular em zy e tem série ie potexcias . e
A(z) = f(2)g ) = Y eale — )", (+18)
n
que converge pelo menos o mesmo disco |z — zp < r

Para determin: c=fici
nar os cc=ficientes ¢, em termos i
3 oz <os coeficientes .
lembramos que Ve R

(n ] (n)
ap = .w.l.m_.mol by = Q’E 8 = A" 29)
e n! . n

Assim,

¢ = f(21)9(20) = aobo;

a1 = f'(20):'20) + *(20)g'(20) = @13 + agb::

“_. r ! /!
¢ = 5. (2)9(20) = 2f(20)9'(20) — F(20)g" (20)]

= axby+ 21b) + a:by;

. _ H e o ol !
e = FlF"(=2)9(20) = 3f"(20 ¢'(20) +3F(20 5" (20) = F(20)g "z0)"
= azbp+ a2by + a7+ aghbs: ‘

e assim por diante. Em g:ral, utiizando a e o
(Exerc. 2, p. 52). o regra de derivagdo de Leibniz

et bah = Yabe (419)

J=

.Dm‘EoQo. andlogo. se deduz vma regra para a divisio de siries de
wo»mnnw.mm. Sejam m_wamm as siries .mm f(z) e h(z), indicadas em (4.17) = (4.1 3)
_u.wmvmoﬁ?mamsﬂm. Vamos determinar a série do quociente g(z) =h(z)/ .2:%

evemos supor, entdo. qué f(zp) = ap # 0. Em conseqiiéncia m‘ fun 2o
f néo se anula em toda ura vizinianga de zg, orde g é Hmm.Emw £ o%M%
desenvolvimento indicado ex: (4.17). A determinaczs dos coeficientes Mz mﬁw
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termos dos coeficientes a, e ¢, se faz usando novamente a relagio fg=nh
donde as relagbes (4.19). Assim,

apby = co = bp = cp/ag,

aghy + arby = ¢1 = by = (c1 — a1bg)/ao;
e, em geral. paran=0, 1, 2

aghy + ...+ apby =

Cn = by = (e —a1bp—1 — .. — anby)/ap.
O céalculo dos coeficientes de uma série de poténcias pelo produto ou
quociente de duas outras é, em geral, complicado. Mas é sempre possivel
calcular os primeiros coeficientes da série, o que muitas vezes contém as
informacdes desejadas. Vejamos alguns exemplos

4.19. Exemplo. Consideremos o produto e*y/1 + z, onde tomamos a
determinacao principal da raiz quadrada. Entao

TS < o\ [, (1/2
z
1 . 2.,
€ i M:_ M|U n
n=0 n=0
1 1 1 1 1
= T+N+MN +m~+ vﬁp+m‘m4wmm+wmmm+:v
3 7 17
= H+mN+mNm+gme+ lz] <1

4.20. Exemplo. Seja agora a funcio

Fla) = z z 1

Embora z/i¢* — 1) nfo tenha sentido para z = 0, a dltima expressdo estd

definida mesmo para z = 0 e coincide com f(z) no seu dominio de defini¢éo
S:m exclui os pontos onde e* = 1, isto é

,z=2kmi, k=0, =1,...). Logo.
5 natural definir f(0) = 1. Para mxﬁmbaﬁ f(z) em poténcias de z, pomos
RANV == MU CnZ
:1
:Mc (n+ S.
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i
donde
x P 0 2 20 ¢r :
- :MHWA:.TC_ :Muuo MHU M31ﬂ+5 o

Daqui segue-se que

o0
cr
_ . SRR et
@ =1 Mﬁzlaﬁﬂcq j o i
=0

Estas relaces determinam os coeficientes ¢, sucessivamente

QHH. EHIH\M“ nwﬂu\__.mf.
Entéo,
z ) g
ZNVHmNIH lm+m+

e esta série tem raio de convergéncia r = 2, pois a funcgéo f

5 a é regular no
disco |z| < 27, mas ndo em z = £27i, onde e — 1 =10

4.21. Teorema (da série dupla de Weierstrass) Seja

= M .ﬂ:AN
n=0

uma série uniformemente convergente num disco |z — zp| < r. Suponfiamos
que as funcdes f, sejam regulares no mesmo disco, de forma que

= k
=3 anilz — 2]
k=0

Entdo as séries 3,2 anp convergem para todo k e

mﬁw MU M Ank N - Novr.v

|z
k=0 \n=0

i 'NINomAﬁ.

\wiAﬁ.

Demonstracgo. f é

analitica no disco |z — zg| < r (Teorema 4.6), logo,
possui desenvolvimento em série de poténcias de z — zp, cujos coeficientes

Ay sio dados por A = f¥)(2)/k!. Ainda de acordo com o teorema citado

\rﬂ = M H.ﬁ ,h M ank-

n=0
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Isto completa a demonstragéo.

4.22. Exemplo. Seja desenvolver em série de poténcias de z a ?.snmo
inteira f(z) = e**"*. Usando a regra de multiplicagdo e o Teorema de Weier-

strass, obtemos:

2 3
sen“z  sen°z
mmmuNHH+mm=N+4+4+t,
; 9 3 3
8 1 2° 1 z ,
N - . e P T ses
2
22 i 1Y . L, 3%,
HH+N+M+ IﬂnTWI_ 2 s |w.._rnt 2 il
ou seja, .

3 San pS€lls z & i
Esta expressao nos mostra, em particular, que as fungoes e e e* coinci
dem até segunda ordem com z — 0 :

SNZ _ o — Qﬁmwv z— 0.

EXERcIicIOS

Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de : dados nos Exercs. 1 a4, e
verifique que eles sao validos para todo z.

g ! ’”_.v... 2n
_ Alu.v, 2n+1 2 cosz= ﬁ|llN .
1. senz= MD Gt 1) e # :Mum (2n)!
0 Nn.q.lH s 2 Nm,.;
3. mmarNHMulﬁm:l:_. 4 3ur~IMUQ::.

n=1
Desenvolva em séries de poténcias de z as fungbes dadas nos Exercs. 5 a 7. cujos

31 =
ramos sio fixados pelas condigdes arccos0 =1, arctg 0=0¢e 1= 1.

7 1+2
6. arctg z. 1 ||¢plum.

5. arccosz.

8. Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a determinagao principal (logl = 0) de

f(z) =zlogz — 2.
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9. Desenvolva em série de poténcias == z e (z — 2). respectivamente. as funcoes

1 1
%.Nuuﬂm e uV”MI

e represente graficamente seus dis::s de convergincia,

10. Desenvolva em séries de poténcias e z as funco=s

1 z
e =7—5= © O =grpp—y
o Jp :
11. Mostre que senz = M 3? —n7)*71 ozde n € um inteiro qualquer.
i=
12. Obtenha o desenvolvimento de cos - em poténcizs de (z = nw —7/2), onde n é um

inteiro.

13. Diz-se que uma fungio f é par (imzur) se f(z) = f(=2) (f(z) = = f(~2)) para todo
z. Demonstre que o desenvolvimer:o de uma fuz;io par (impar) em poténcias de z
s6 contém poténcias pares (impares .

14

Ao fazer o produto de duas séries ie poténcias 4.17), em geral elas tém raios de
convergéncia distintos. Mostre qus 3 raio de corvergéncia da série produto 14.18) é
no minimo o menor dos raios de co-vergéncia das éries (4.17). Dé exemplos de séries
de poténcias cujo produto seja ur: série com rzio de convergéncia igual ao menor
dos raios de convergéncia das sérizs dadas: e exemplos em que o produto seja uma
série com raio de convergéncia maiz: que o menor ios raios de convergencia das séries
dadas, ou mesmo tenha raio de coz- =rgéncia infiziro.

15. Obtenha os primeiros quatro tern

do desenvolvimento de z/(e* — 1) em poténcias
de z. Mostre que

z z
2 S——=1==
f e — b 2
é fungdo par, significando que a fuz:io dada pod: ser eserita na forma
L - B,
es -1 nl "

0

onde By =1, By = -1/2. By =1 ¢ By =0. B; = —1/30 e Byp.; =0 paran > 1.
Esses B, sdo os chamados nimeros iz Bernoulli Jacques Bernoulli (1654-1705)).

x
16. Mostre que m“Nl 7 + m = Wnoﬁ:w : conclua que Wnogm = Mou %M::Nm:. Substi-
2 . - - ww:mmz L
tuindo z por 2z, obtém-se zcothz = M la- .

0
17. Mostre que, para |z| < 1.

un x
H| H 2.+mv.:?.+i=
mxvﬂwlmvlm.fmeMﬂ »MU Tl 2

=0
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18. Determine os trés primeiros termos do desenvolvimento

x
=25
n=1

logcos z

tomando logl = 0.

Sejam f uma fungdo aralitica numa regido R, zp € R e r o raio de :E disco centrado
em zp e todo contido em R. Mostre que os coeficientes a, = ftn -&\:_ ia série
de Taylor da fungdo f relativa ao ponto zo sdo tais que |a,| < M/r®, ond: M é o

= N:_ =T.

méximo de |f(z)| em :

19.

SUGESTOES

9. Observe que f(z) = 1/4%)/(1 — 2/4)® e aplique o desenvolvimento binorial; ou
desenvolva 1/(4 — z) em Uowmwﬁmm de z e derive duas vezes. Quanto a g(z). sroceda
de modo andlogo, escrevendo z = 2 + (z — 2).

10. Use decomposicdo em JmnOmm simples.

n+l
Observe que log(1 + = M” (1) u:

n=1

SERIE DE LAURENT

18. e cosz=1+ (cosz—1).

Vimos, no caso da série de Taylor, que é sempre possivel desenvolver em
série de poténcias de z — z uma fungéio que seja Tegular em zy. Veremos
agora que o desenvolvimento pode ainda ser possivel, mesmo que a Ungao
nao seja regular em z;. desde que se admitam poténcias com expoentes

negativos. Um exemplo dessa situagio é dado por
o 1 A T L S T | 1 g
A= Bhg =L eatatEtat gt

Esse tipo de série, conhecido como série de Laurent, é uma genera.izacao
da série de Taylor. O resultado geral é dado pelo teorema seguinte.

4.23. Teorema. Seja f uma ?:nac univalente e analitica numa regido
anular G: r < |z — z9| < R. Entdo, para todo z nesta regido,

o< o<

M T +MUP~N!N& = M an(z — 2z)"

#) 120)
n=1 AN — & n=—x
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onde os coeficientes an, n =0, £1. £2...., sdo dados por

1 f(<)
%\m R|N&3L

sendo C um contorno fechado em G, envolvendo zp uma vez no sentido

d¢. (4.21)

Q..Nu“

positivo.

Demonstragio. Dado z € G. sejam ry e r; tais n.Em r<r < |z -zl
< ry < R (Fig. 4.5). Designemos por C; e (2 0s nzo&o.m de o.msﬂ.o 2 @
raios 7 € ro, respectivamente, orientados no centido positivo. Ligando ('
e Cy por um arco L. obtemos um contorno fechado ~ = C- + L — QHHI L,
numa regifio de regularidade da fungéo f; logo. pela férmula de Cauchy

L[ 1@,

uﬁ.Jplm

flz) =

se cancelam mutuamente: portanto,

\. .:L dc.
g s

As integrais ao longo de L e —L

1 Fg) o 1
wﬂ%\@ (— wnﬂ. 2ni

f(z) =

Fig. 4.5

A primeira destas integrais ¢ é tratada exatamente como no caso da série
de Taylor (Teorema 4.14) e resulta na série de poténcias positivas que
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aparece em (4.20), a qual, substituida em (4.22), nos d4:

=L
fQ)

—ap) — — [ —=—=—d(. 123

MHU (2 = ao) mﬂ\ C—2) " g
Quanto a esta dltima integral, notamos primeiro que
b o 1 e b 1 NIW (¢ —20)"
(—2 Cm)-G-m) z-n | _C-m  ZG-ar®
zZ— 2z

Esta série converge uniformemente em ¢ € Cy; logo,

1 [ f(Q) B N ()
T 2mi o, C—z - wi .m M (z — zp) :L&
_ 1 f(¢)
B M (z — zp)n+1 "o \m.d (¢ — No_-.anﬂ.

Escrevendo n + 1 como novo indice n. obtemos:

ot [l S5 3 BT 40
2 ke 2 = Ly o T

= 2

Substituindo em (4.23), obtemos o desenvolvimento dado por (4.20) e (4.21),
j& que a integral que aparece em (4.21) tem o mesmo valor. gualquer que
seja o contornoe C' descrito no teorema, em particular ' ou ;. Isto com-
pleta a demonstracéo.

Como dissemos anteriormente, a série de Laurent é uma generalizagao

da série de Tavlor. Se a funcao f é regular mesmo para z — z; < r, entéo,
paran = —1.-2,... é também regular em todo o disco |z — z5| < R a fun¢éo
de ( dada por
%Aﬁu -n—1
%HZOQ!BL ;

Em consequeéncia, a_, = 0 paran = 1,2,..., e a série de Laurent se reduz
a série de Tayvlor.
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Regularidade no infinito

E interessante =otar que. enquanto a primeira das integrais em (£.22) é uma
fungao regular 10 disco |z — z| < R (na verdade. regular em |z — zp! < 7
mas, dado quequer = tal que [z — 29| < R. sempre existe 1o < R tal que
|z = | < r2). a segunda integral é regular para |z — zy| > r, izclusive no
ponto = = 00, Ze acordo com a definicao que damos a seguir.

Uma fungé: g(z) se diz analitica. regular ou holomorfa no peato = = oo
se g(1'C) for r=zular no ponto ¢ = 0. Neste caso,

g1 Q) =b+hl+b+.

numa vizinhar:a de [ =0, 0 que equivale a

numa vizinhar jade = = o, Podemos. entao. dizer que g é regular no infinito
se ela for desezvolvivel em série de poténcias de 1/z numa viz'nhanca do
infinito, |z| > 2.

Com essa Zefinicdo fica clare o significado da série de Lauw-ent: ela é
a soma de duss séries: uma em poténcias de z — zp, que caracieriza uma
fungéo regular no disco |z — 2| < R. o primeiro termo de (4.22 : outra em

poténcias de |z — 2z 17!, que define uma funcéo regular em |z =z >r. 0

segundo termc e (4.22). A soma dessas duas fungdes coincide com a funcio
f na regido ar:lar r < |z — 2| < R.

Zeros de fungoes analiticas

Seja f uma fuzcdo regular num ponto z. Entdo,
7, 5
M (z —zy)" (4.24)

numa vizinhar a |z — 2| < r.
Pode acontzcer que ag seja zero. em cujo caso f se anula nc ponto z.
pois fizg) = a-. Dizemos entéo que zy é um zero da funcio f.
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Se todos os coeficientes a,, se anulam. entio f se anula em toda a vizi-
nhanga |z — z| < r. Excluido este caso. deve existir m > 0 tal que ap, seja
0 primeiro coeficiente nao-nulo em (4.241, isto é.

ap=...=an_1 =0 e a,#0.

Dizemos, entdo, que zy é um zero de ordem m da funcdo f. Fatorando
(z — 20)™ no desenvolvimento anterior, obtemos:

x
fz)=(z — )™ M Bm4n(z — 20)".
n=0
Pondo
e
9(z) = M @rm+n(z — 2)", " ° Ah.wmv
n=0

s

concluimos que se zy é um zero de ordem m da funcio f, entdo, numa
vizinhanca de zp,

f&)=(z—z"g(z) e g(z)=0. (4.26)

Reciprocamente, suponhamos que exista uma funcio g satisfazendo a
relagéo (4.26) numa vizinhanca |- — zo| < r de zp. A funcdo g possui, nessa
vizinhanga, desenvolvimento de Taylor do tipo (4.25), que, substituido em
(4.26), nos d4 o desenvolvimento (4.24) comap =... =an-1 =0, an, #0.
Fica assim demonstrado o seguinte teorema.

4.24. Teorema. Uma condi¢io necessdria e suficiente para que zo
seja um zero de ordem m da funcdo f € gue exista g satisfazendo a relagdo

(4.26); ou ainda, que (z — 20) "™ (z) tenha limite finito e diferente de zero
com z — 2.

Se uma fungao f é regular no ponto : = oo, este ponto é chamado um
zero de ordem m de f(z) se ( = 0 é um zero de ordem m de F(1/¢). E facil

s

ver que isto é equivalente a dizer que f possui desenvolvimento

a a, 1,
.\.ANv”uJ‘m. HHIMH|,...“ ay, = 0.

vélido numa vizinhanga |z| > K do infinito.
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EXERCICIOS

1. A série de Laurent costuma ser escrita na forma
flz)= M an(z2—2z)". r<l|z—2|<RA. (4.27)

n=-—00

{Deve-se entender entéo que temos aqui duas siries separadamente noimmmmamm. EMS
que é a soma den =0 an =00 eaoutra a scma nmm n==1a o l“oo.va mEos.@m“
que, se essa série converge na regiao indicada. entao a convergeéncia ¢ uniforme p

a < |z — zp| < b. quaisquer que sejam a € byeemr<a<b<R.

2. Demonstre que a série de Laurent é inica, dzsde que fixados olmwwﬂo zea regiao
onde ela é considerada. Sugestdo: Multiplique (4.27) por (z—z0) e integre termo
a termo 2o longo de um contorno C conveniecte.

Nos Exercs. 3 a 8, obtenha as séries de Lauvrent das fungoes dadas, nas situagoes
h > : ;
indicadas.

= -1 L.
3. %T&“ﬂg No.ir OA_N <

4. Zuvuﬂj. =1 |z=1]>1

5. ?TTLJH,TS. w=2 0<|z-2/<VE
6. Z&MNWH. 2=0. |e>1

7. flz)=2"e"Y. =z =0 lz>0.

8. ..mﬁuvu?m|mlu.ud. 2= 2P

9. Seja f uma fungdo regular no ponto . Mostre que zp é um zero de ordem m de I
se e somente se

flzo) = F(z) =...= F" V) =0 e f™'(z0) #0.
Determine a ordem do zero z = 0 das fungoes dadas nos Exercs. 10 a 15.

(1 —cosz)sez"z

12. (&f —1—2z)%sen’z.
1.—1e*

10. (cosz — 1)%senz. 11.

SEN z

:? 2 . atER
13. et —e, 14. (e —1)(sen:? —2%). 15. ¢ EE",

i 3 o 18.
Determine os zeros e as respectivas ordens cas fungdes dadas nos Exercs. 16 a

2 2007
16. 1wmmﬂn. 1% ﬁnOmn.\vaowﬁHxTNv. 18. AN |%u Aﬂ Hu.
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19. Se z = z é zero das fungdes [ e g, de ordens r e s, respectivamente, prove gus ele é
zero de ordem r + s de fg. De que ordem é esse zero para a fungao f + g7

20. Demonstre que o inverso de um polindmio de grau m,

flz) = : . g 20,

Ay 2™ ‘.HSI__N_:}. + ..t a1z+ @

é uma fungae regular no infinizo e este ponto é um zero de crdem m dessa funcao.

21. Mostre que uma funcio racional

f(z) = 2 o T e o e
bo2® byl bzt

onde a,, # 0. by #0 e m < n, éregular no infinito, e este ponto é um zero de
ordem n — m da funcao, caso seja n > m.

Demonstre que uma fungio aralitica no plano estendido (isto é, incluindo z = x) é
necessariamente constante. (Este é outro modo de formular o teorema de Liouville
da p. 106) e

o
i)

Capitulo 5

SINGULARIDADES E RESIDUOS -

SINGULARIDADES ISOLADAS

Diz-se que um ponto zy € singularidaz: isolada de uma funcio f se existe
uma vizinhanga de zp na qual f é univalente e regular, exceto no préprio
ponto zg. Por exemplo, a funcéo

|mlTA.—

f(z) =

en s

possui singularidades isoladas nos zercs do denominador, que sz3 os pontos
z2 =0, £m, £2m,... J& a funcao

1
7)) = — 8 ——
9(2) sea(1) z)
tem singularidades isoladas em cada 1m dos zeros do denominador, que
sdo os pontos z = z, = 1/nw. n = =1. =2.... Observe que eses pontos
formam uma seqiiéncia convergente. O limite = = 0 é, entdo. um ponto

de acumulagéo de singularidades isolzaias. Como veremos mais tarde. um
ponto como esse também recebe o nime de “singularidade”, mas é uma
singularidade néo-isolada.

Seja zp uma singularidade isolada de uma fungao f, de forma que o

desenvolvimento de Laurent

ZNUHM‘FMmj,nlm&: (5.1)
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€ valido numa certa vizinhanca perfurada 0 < |z — 2| < T de

U..H_ .
Singularidades removiveis

p N ) .
. ~oam acontecer que todos os coeficientes da parte principal sejam nulos
Isto e, a_, =0paran=1,2,...: neste caso ,

PR = M an(:—2)", O0<|z—z|<r
n=0

Como esta séri >nci 3
sta série de poténcias define uma fungado analitica em |-

: - ; B ua_ =7
com o valor ay no por:o z = =, é natural definir f no ponto zj. pondo

flz0) = aq. ‘,m,BOm assim que uma tal singularidade é apenas aparente e
ﬁon\mm ser removida, bas:ando dednir f de maneira apropriada no ponto z
Dai o\ nome singularidade removivel que se d4 a tais pontos. . N
J& vimos um exemplo de sineularidade removivel no Exemplo 4.20 (
140). 1o caso da funcéio z(e*—1)~!. As funcdes (cosz—1)/zez"! _oq.ﬁ — @v.
também tém singularidzdes removiveis em z = 0, pois 5 ;

cosz—1 1[|E (=1)n e
- - MH ( .uu.v Nw: stfill e M A|Hvﬁ.wu;|~ ara tod o
< n=0 .L..L_ n=1 mwﬁv_ & el
e
log(1 + = X (=1yr-t *
—_ ) . =0 2= [lﬁlSﬁw: para |2/ <1
z =" o | , ’

9.1. Teorema. Uma singularidade isolada 29 de f(z) € removivel se e

.m.D:wm:\Nm Se .NGA '\ b
b 2 07 hw:..mﬁf&g numa QﬁNﬁ::Q;ﬁQ &N < ou wmﬁmu { ‘:.NMQ :u:MO
0 &

.bmﬁo:.m?nmao. m:.ﬁwusmeOm que f seja limitada, digamos. por uma
aMHwﬂm:ﬂm AL, numa vizinhanca de zg. Entdo, de acordo com a férmula
(4.21) (p. 145) que d4 os coeficientes da série de Laurent relativa ao ponto
2. teremos. para r suficientemente pequeno,

_n:._ < EMJ.

B di¢| = Mr—?,

I¢—20f=r
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Como 7 é arbitrariamente pequeno, concluimos que a, = 0 paran < 0. Isto
mostra que a série de Laurent se reduz a uma série de Taylor, provando,
portanto, que a singularidade € removivel. O restante da demonstragio é
mais facil e fica a cargo do leitor.

Singularidades do tipo pélo

Vamos considerar, em secuida. o caso em que no desenvolvimento (5.1) 36
aparece um nimero finito de poténcias negativas, isto é, existe m > 0 tal
que a_m # 0 e a_, = 0 para n > m. Entéo (5.1) se reduz a

8
%SHFF_|IIQP+MU§?INOFFE%O.a.s
(s—am)® < ¢ (@EF=%m)

Neste caso. =g é chamado vélo de ordem m da fungdo f. Um pélo de primeira
ordem é também chamaco pdlo simples. No caso de um pélo de ordem m,
o polinémio em (z — z)~" que precede a série 527 an(z — %)" em (5.2)
é chamado a parte singular ou parte principal de f no ponto z. Observe
o leitor que. se subtrairmos de f sua parte principal no ponto zp, 0 resul-
tado serd uma fungfio com singularidade removivel, portanto, regular nesse
ponto. Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar que uma singularidade
isolada zy de f é wm pdlo de ordem m se e somente se (z — z)™ f(z) tiver
limite finito e diferente d= zero com z — z. (Cornpare com o Teorema 4.24
da p. 148, que é a propesido andloga no caso de zeros.)

5.2. Exemplo. Vamos considerar a fungao

,_ €'log(1+2)
._ALI m._ﬁwlwv 4

primeiro numa vizinhanca de z = 0, digamos |z| < 1. Escolhemos a deter-
minagéo principal do logaritmo. caracterizada por log1 = 0. Para vermos
que z = 0 é pélo de ordem 3. basta notar que z*f(z) tem limite finito e
diferente de zero com z — 0. Para achar a parte principal da série de Lau-
rent na origem, procedemos da seguinte maneira, usando multiplicagdo de
séries:
fz) = W.mu . Homﬁ, z) le\m

‘ —z/2

iy
i
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[ SR
+
| N,
+

Os primeiros trés termos af explicitados formam a parte principal da série
de L:zurent.

£ mesma fun¢io tem pélo simples em z = 2, cuja série de Laurent
correspondente tem parte principal dada por

e?(log 3)/2*
z—2
Nest= caso, efetuamos um corte ao longo do semi-eixo real regativo (in-
cluir o a origem), de sorte que o dominio da fungio seja dado por |arg z| <

o

Singularidades essenciais

Alén das possibilidades j4 analisadas, a série (5.1) pode corter uma in-
finidzde de termos com poténcias negativas de z — zg. Dizemos entdo que z
é umz singularidade essencial da fungdo f. Exemplo disso é o ponto z =0
no cz:0 da fungio e'/*. pois

1 1A% H\.;_
1/2 M M
m\ EAMV =1 il +L QA_
n=

n+0

2

[iz-se que o ponto z = oo é um pdle ou uma singularidede essencial
da fingdo f(z) se o ponto ¢ = 0 for um pélo ou singularidade essencial da
funcéo f(1/¢), respectivamente.

Crualquer polindmio de gran n,

P(2) =anz" + an-12""1 +...+ay, a.#0,

tem zolo de ordem n no infinito, pois

0=P(z) =2+t
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tem pilo ce cxdem n na origem.
Jé a fungés e” tem singularidade essencial no infinit:. visto ¢ze. pondo
z=1 ]. obrenos:

y
¢ _ v Unl L
0 que mostra sue esta fungio de { tem singulazidace esseneizl ne origem.
Alds, ests situag8o é tipica das fungdes ir-eiras: a “nica sinc:laridade
delas ¢ 0 ponid z = o0; e esta singularidade ¢ essenciz’. a nao ser gue a
fun¢éo inteira se reduza a um polinémio de g3u ri. em ujo casc z = o é
um pco de oriem n. De fato, dada uma fur:3o icteire f. comc 3 regular
em toco o plazo, temos, para todo =.

donde

e daqy’ segue - resultado enunciado.

Urz resultzdo interessante sobre singularZades ess:zciais é Zado pelo
teorerta que c:nsideramos a seguir.

5.3, Teorsma (de Casorati-Weierstrass). Sejo * uma fuigdo com
singularidade <3sencial num ponto zo. Entdo, = qualgu:~ vizinhe ca de zg.
[ se aorozime arbitrariamente de quilquer numerc que e prescr=va. Dito
de outrn mansira, qualquer gue sejc 6 nume™ o Que i prescrena, dados
£>0 ¢8>0 wziste z € Vi(z) tal cue [F(2) —n| < =

Demnonstre;do. Raclocinando por absurc:. supont:mos qu: existam
£> 0¢8> 01ais que |f(2) — af > ¢ para tod: = € V{(z . Entéc a funcdo
1
Z)=—7+—
=y a
¢ limitada em - € V{(20); e pelo Teorema 5.1. =; é singwaridade r=movivel
de g(z . Defir'da convenientemente. g(z) é ar:litica e 2. Se ¢ zp) = 0,
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sua inversa g~ (z) = f(z)—a seria analitica em 2, contradizendo a hipStese
do teorema. Se g(z0) = 0, 2y seria zero de certa ordem m da funcio g, sig-
nificando isto que zy seria pélo de ordem m da funcéo f (z) — . Mas isto
também contradiz a hipdtese do teorema e completa a demonstracéo.

EXERCICIOS

Mostre que z = 0 é singularidade removivel de cada uma das funcdes dadas nos Exeres. 1

a 5. Determine o valor que se deve atribuir & funcio em z = 0 para que ela fique regular

nesse ponto.

i 10 |N| 2. m;.llp._ 3. Ew. A.F.IM. m.WI 1 .
e’ —1 sen2z sen?z et —1 =z z  senz

Determine os pdles, com suas respectivas ordens, no caso de cada uma das fungoes
dadas nos Exercs. 6 a 13.

6 2+ 4 7 sen z 8 1 9 1—¢*
Tz + 1) "2 (z—-w) " zsenlmz’ T oztsen({l +z2)’
e’ 1 cosh z senh z
10, ———. 11, —m——. 2, — 13—
0 z(l—e % (el —1)2" = : z(1 — cos z) . zsen?(z 4 m/2)

14. Seja zo um zero das fungdes f e g. Supondo ainda que g'(z) # 0, mostre que zp é
singularidade removivel de f/g e
. e L
; i 1) _ ()
:—x g(2)  g'(z0)
15. Demonstre que uma singularidade isolada z; de uma fungio f é um pélo de ordem
m se e somente se (z — 2)™ f(z) tiver limite finito e diferente de zero com z — 2.

16. Demonstre que zy € pélo de ordem m de uma funcéo f se e somente se zp for zero de
ordem m de 1/f.

17. Demonstre que uma singularidade isolada 25 de uma funcio f ¢ pélo se e somente se
|f(2)| tende a infinito com z — z.

18. Determine a parte principal da funcao

relativa ao pélo z = 1.

19. Determine a parte principal da funcio

relativa ao pélo 2z = nr (n inteiro).
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RESPOSTAS

6. z=0,1e —i, deordens 1,2 e 2, respectivamente.
8. z=0,deordem 3; : = £1, £2,£3,... de ordens 2.
10. z =0, de ordem 2; : = 2kmi (k inteiro 5 0), de ordens 1.
12. z =0, de ordem 3; z = 2kx (k inteiro # 0), de ordens 2.

18:

TEOREMA DO RESIDUO

Seja f uma fungio regular e univalente numa regido R, exceto numa singu-
laridade isolada zp € R. Entdo, numa vizinhanga de zp vale o desenvolvi-
mento de Laurent,

x

=Y, 2t Y anle =20,

n=1 AN i NOV n=0

os coeficientes @, sendo dados por

H 20
ap = MM\Q%&O (5.3)

onde ' é um contorno fechado de R, envolvendo z; uma vez no sentido
positivo.

O coeficiente a_1 acima é chamado o residuo de fno ponto zy. e deno-
tado res. f)(z). Sua importancia reside no teorema que daremos a seguir.

5:4, Teorema (do residuo). Se f € regular e univalente numa regido
simplesmente conera R, exceto em um numero finito de singularidades iso-
ladas. z,..., 2, entdo

k
\qx@% —2miS " (res. £)(z)). (5.4)

J=1

onde C é um contorno fechado de R, envolvendo z1, ..., 2, uma vez no sen-
tido positivo.
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Demonstragdo. No caso em que C' encerra uma dnica sinzularidade z,
a férmula (5.4) se reduz a

\M. f(z)dz = 2mi(res. f)(zg), (5.5)

que é equivalente & expressdo de a_j=(res. f)(z) dada em (3.3).
No caso de vérias singularidades zy, ..., 2. utilizamos o Teorema 3.10
= s 2
(p. 95), segundo o qual a integral sobre ' é igual & soma de ¢ integrais

I = flzydz,  J=lua iy
O._

onde C; é um contorno fechado que envolve apenas a singularidade -.. uma
vez no sentido positivo (Fig. 5.1). Basta observar agora cue cada uma
destas integrais é dada por uma expressao anéloga a (5.5). doade a formula
(5.4).

Fig. 5.1

Nas se¢Oes seguintes, vamos considerar varias aplicagdes io teorema do
residuo no célculo de certas integrais. Isto é feito, como suzere a férmula
(5.4). reduzindo a integragdo a uma soma de residuos: estes devem. entao,
ser obtidos dos desenvolvimentos de Laurent apropriados ou por processos
que deles decorrem. No caso de um pélo simples zj, por exeziplo, temos

=
.2.&“|N _. +ag+a(z—z)+.
-2

numa vizinhanga de zp, donde

(z = 20)f(2) = a_1 + ao(z — 20) + a1z — 20)" + ...
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Logo, neste caso o rssiduo a_; é dado pela férmula
(res. f)(z0) = lim [(2 - z0) f(2)]. 3.6)

r—zp

Seja agora zg un: pélo duplo da funcéo 7. de forma que

fla) = —Zx5 + =

3 1—z)? z-—2z

+Do,,|QHAN|Ncu+...

numa vizinhanca de z5. Daqui obtemos:

2 s

(:=20)°f 2) =a-2+a-1(z —20) + ag(z — )2 +...;

logo,

d. o .
m, 2= Ncuﬂ‘mwv. =g.1F NQOAN — nov ..TWQHAN lNovm -+ ...

Vemos. entZo. que s¢ 2 é pélo duplo de f, o residuo correspondente é czdo
pela seguinte férmula:

(z35. f)(20) = lim . (z = 20)%f(2)). (%

2=z dz

o
.

5.5. Exemplo. Consideremos a funcio

1
.2&“5|%|u.

or
que tem péloduplo n: ponto z = 1. (Estamos considerando o ramo principal
do logaritmo. deterr‘nado pela condicao logl = 0: ou ainda, |argz| < 7.)

-

De acordo com (5.7). seu residuo neste ponto é

. .
i LG A= Dlog? 2 -2z - 1) log 2/
z—1z COM; =y z—1 —Om.n 2
_ i 2= . logz-1+1/
=~ —OWN =1 HOWMN

Calculando estes lim'zes pela regra de 1'Hépital, encontramos (res. f)(1 =
s




160 Capitulo 5: Singularidades e residuos

A férmula (5.7) se generaliza para o caso de um pélo de ordem m qual-
quer. Deixamos ao leitor a tarefa de estabelecer o seguinte resultado geral;

Se zy € pélo de ordem m de uma fungdo f, entdo

1 RSEH
A m 2
(res. f)(z0) = =1 Jim =z = 20)™ f12)). (5.8)
EXERCICIOS
1. Seja f(z) uma fungdo analitica e diferente de zero no ponto = = 2. Mostre que a

funcéo g(2) = f(2)/(z - z0) tem pélo simples nesse ponto, com r:siduo igual a f(z).
2. Sejam p(z) e g(z) fungdes regulares no ponto =, p(z0) #0, ¢ ) =0e ¢'(z2) #
0. Mostre que z é pélo simples «da-funcio f(2) = p(2)/q(2). om residuo igual a
p(z0)'q (z0).
3. Use aregra (5.8) para determinar o residuo de

fom g

no seu pélo z = 7. Obtenha o mesmo resultado desenvolvenda =% = P L CE

em série de poténcias de z — 7.

Determine os pélos, as ordens e os residuos correspondentes de cada uma das fungdes
dadas nos Exercs. 4 a 11.

4. NiMmuw. 5. nlm%;u. 6. cothz. 7 5 ﬂmg 5
z z = 47
3z 5
: log 2
B sl . - i =t 1. o8l+3)
z(z—1)2 zsen z zsenz 2?senz

Neste ultimo exercicio, considere o plano cortado ao longo do semi-eixo (—oc. —1].

12. Calcule a integral

mh
m o

tomando para C, sucessivamente, os seguintes circulos, todos oriez:ados positivamen-
te:

a) de raio 3, centrado na origem;

b) de raio 3, centrado em z = -3

¢) de raio 1/3. centrado em z = 2i;

d) de raio 2, centrado no ponto z = 1.
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Calcule as integrais dadas nos Exercs. 13 a 15.

3 & cot =
i il 14. ﬁ tg 3z dz. 15. 4&, ——dz.
’ 2|=1 senz lz—=1|=1 si=2 =

RESPOSTAS E SUGESTOES

k7i. k inteiro.

I

6. Pdlos simples em z

7. Pélos simples em z = +£i7/2.

INTEGRAIS IMPROPRIAS DE FUNCOES RACIONAIS

Veremos agora como o teorema do residuo pode ser utilizado para calcular
certas integrais impréprias de fungdes racionais. Comegamos com um ex-
emplo concreto.

5.6. Exemplo. Seja calcular

= lim

x  dx R dz
\‘xam.l Rooof_p 2241

1 1
T2+l G-i)(z+1) .
pontos z = =+i. Seja C'g o semicirculo do semiplano Imz > 0. de raio R
e centro na origem. Supondo R > 1. o contorno formado pelo mmmﬁmbmo
[-R, R], seguido de Cr (Fig. 5.2), contém o pdlo z = 4, onde o residuo de
f é 1/2i. Pelo teorema do residuo,

z 1 " )
\.m i +.\ o2 i — =T : (5.9)
C

—r2°+1 mwm._.pn 2i

O integrando, f(z) , possui pdlos simples nos

Por outro lado. |f(z)| < 1/(]z|* — 1), donde

dz 1 TR
_\Qx%+leth 9_ | BT

Isto mostra que

I Bl
m_rﬁo\m.m 2241
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logo, passando ao limite com R — o¢ em (3.9). obzemos:

S .
3 =,
e T-+1

que é o resultado procurado.

Cr

Fig. 5.2

Embora esse exemplo seja dos mais simples ¢uie se possa Eu.m%mmﬁ ele
apresenta um procedimento que é aplicdvel ao caculo de toda .:;mmHmL de
—¢ a + de fungdes racionais f(z = P(:)/Q(z . onde @(z) nao se anula
para z real e ]

grau@ —grau P=m > 2

De fato. como z™P(z) e Q(z) sdo polindémios de mesmo grau, 27 f(z) tem
limite finito e diferente de zero corn z — oc: portanto. existem N e K
positivos tais que -

|| =R3% N= [fl2)| £ ==

Em conseqgiiéncia,
K i Kr

| s < [ e < g [ el = g

como m > 2, a integral sobre Cr terde a zero cor: R — 0.
Por outro lado, para R bastante grande,

mﬁ?v .% Hm.:. _Hm.;ﬂ.v“
L@t fey 3™ T2 e
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onde a soma se estende a trdos os polos z; da funcao P 2)/Q(z) cue jezem
no semiplaro Im = > 0. Fazendo entdo R — oc. obtem:s:

; \M ‘MUMMW dz = wﬂMMH (res. )

5.7. Observacdo. Devemos notar que o contorno C'p pode s&r tormado
no semiplars inferior Im = < 0. Neste caso, o caminho 1e —R a R. seguido
do semicirculo Cg. constivii um contorno fechado e tom orientagio nieg-
ativa, como ilustra a Fig. 5.3. Logo, na férmula antzrior. o membro da
direita leva um sinal negati~o e a soma se estende aos pilos z; do semiplano
Im:z < 0.

Fig. 5.3

5.8. Observagdo. O procedimento usado acims. que consistiu em
incluiy o caminho de integracio Cp ao intervalo [-E. R], costuma ser
chamado de “dobrar o caninho de integragdo”. Assim. o que fizemos foi
dobrar o camzinho de integre:do [—R, R] no semiplano szperior, incluindo o
contorno Cg. Pela observacio anterior, podemos tambér dobrar o camirho
de integracac no semiplano ‘nferior.

EXERcICIOS

H.n.m::tm \ F
.\H ,Hiu_un.

2. Sendo a. b. ¢ nime-os reais, rom b’ < dae, caleule .\.

-x

= -
oz

ar? “ir+ ¢’

3. Mostre que

> dz _ -
s (P +a?)(2?4+8) 7 2abla+b)’
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onde a > b > 0. Considere as duas possibilidades: ¢ # b e a = b.

Calcule cada uma das integrais dadas nos Exercs. 4 a 9.

1 * rldz 5 = dz 6 * dx
Sy B " ey BB e 4L

_ o zdz * Pz *® 2241
& \gi m.\o Erap 270 @.\c o

RESPOSTAS E SUGESTOES

27

1. 7/V2. 2. —.

/ Vdac — b?
3. O integrando fiz) é fungdo par, logo a integral de —oo a zero € igual a integral de

ZEro a 20.

/2
i —=. 7. —-m/27. 8. w/4da.

43 / f

LEMA DE JORDAN

Muitas vezes temos necessidade de calcular integrais impréprias do tipo
b far =
\ e'™ f(2)dz.
=0

Somos entdo levacos a dobrar o caminho de integragao e considerar a integral

: Iy= \q ()

onde Cr é um semicirculo de centro na origem e raio R. O lema de Jordan,
que consideramos a seguir, estabelece condi¢des suficientes para que esta
integral tenda a zsro com R — 0.

5.9. Lema de Jordan. Sejam r >, R > 0 e Cr o semicirculo
Ref. 0 < 6 < . Suponhamos que f seja uma fungdo regular no
»mS&EES Imz > 0. a excecao, eventualmente, de um nimero finito de sin-
gularidades isolacas; e que o mdzimo G(R) de |f(2)| para z € Cg tenda a
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zero com R — co. Entdo Ig — 0 com R — oo.
Demonstracio. Comegamos observando que

I = ,\mm.‘,mﬂnomm+~.mmnmv.\.ﬁmm&vm&wm%&@
0

Il

iR \s. ml?m.mmuQ%Ammmmvm".wmngm.‘.&&m
0

donde

n 7/2
:m_m mmﬁc\ mimmmi%n mmﬁ.ﬁwv\ mlm%i%.
o o

Como sen § > 28/ no intervalo 0 < 8 < 7/2!, temos:

/2 . .
Ixl < 2RG(R) \ 2RO/ 4

0
= ﬁ@ﬁlmi%vlo com R — 0.

Isto completa a demonstragao.

O leitor nao tera dificuldade em verificar resultado andlogo para r < 0
e Cr no semiplano inferior Im z < 0.

5.10. Exemplo. Como aplicagao do lema de Jordan. seja calcular

Sammae
\y jQH DVO.
0 a°—TX

Observando que o integrando é uma fungio par e que senz = Ime™, tere-
mos:

uo amm:a SR%SH H HNmn
,|| A”IH |. ..
\c pw+aw m.\. a? + 12 2 E\lxgu._.%am {510

1Para provar isso, consideramos a fungio f(f) = sen 6 — wm\n no referido intervalo. Sua
derivada. f'(#) = cos@ — 2/, se anula para um certo valor a. é positiva para 0 < § < a
€ negativa para a < 8 < w/2. A funcéo f é entdo crescente no intervalo 0 < # < a e
decrescente em a < 8 < 7/2. Como f(0) = f(7,2) = 0. concluimos que f(6) > 0 em todo
0 Intervalo 0 < 8 < n/2: logo, senf > 26w nesse intervalo
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O integrando g(z) = ze'* (a® + z%) ter pdlo simples no ponto z = iq,
que é sua unica singularidade no semiplanc superior. Considerando. entao,
a integral de —R a R (R > a). seguida da integral sobre Cg no semiplano
superior, obtemos:

i iz —a
.\m FKQH.T«\. F&mﬂwi.m!
_pa®+z? Cp @2+ = 2

onde /2 é residuo de g no ponto z = ja. Passando ao limite e usando o
lema de Jordan, vem:

ur. :
Nm ‘I
v\ j&_NHI~m aw
e B

substituindo em (5.10) obtemos, finalmente.

X rsenx T
= maﬁn
o g+ 2

a

5.11. Exemplo. Vamos agora calcular a integral da fun¢do sena/x de
—o0 a +o00. Gostarfamos de escrever:

< e )
,\8 mmBHAH = T \ m|&N, Am.us

—00 & J-x Z

mas observe que enquanto z = 0 ¢ singular‘dade removivel de sen z/z. esse
ponto é um podlo simples de e'?/z, de forma que a integral do segundo
membro nio existe. Isto acontece porque esta integral incorpora a integral
de cos z/z, que ndo aparece no primeiro membro. Mas. embora as integrais

0 qiz = ol

€ e

.\ —dz e \ —dz
a < Jo =

nio existam separadamente (estamos supcndo, € claro, que a < 0 < b),
existe o wvalor principal segundo Cauchy, assim definido:

b =i b itz
cosz . Ccos z
v.p. \. z=lim \ +\ dz.
a z 6—0 a 3 z

Existe igualmente

b iz =5 b mﬁr.
v.p. \ m|&u = lim \ +\ —dz,
a 2 6—0 i § 2

=
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qual a :xisténcia da integral no sentido de vzor principal é evidente, Isso
justifica a identidade (5.11), pelo menos co— limizes nu integracdo finitos
a e b, dzsde que se interprete a integral do s2zundo membro Mo sentido de
“valor principal”. Adotamos esse procedimer:-. tomanco primeiro @ = — R
e b= R para, em seguida passar ao limite co= R — +x:

&g mw@.u . —b R (£
\ —dz = lim lim \ . mluu
-0 < R—o0 6—0 -R & i Z )

Parz fechar o caminho de integragao, alé= do semicireulo Cr no semi-

plano superior, introduzimos também o semici==1lo C'¢ no semiplano inferior
. - . ?

H. - -~ o=
de raio ¢ w&omnﬁo Na origem, como se vé na Fg. 5.4. O contorno fechado
assim ob g 5 = a: ef*/z. e i [ é

m obtido contém o pélo z = 0 da funga: %, =. crio residulo af é 1.
Entao,

-6 R i iz .
\ +\ & doae ] g
“® S5 ) z c. z L~

R

De fato. tanto cos z/z como e?/z tém parte zrincipal 1 z em 2 =0, para a

m“n
—d: =2mi. (5.12)

Como

onde f T.. é regular, portanto, limitada, nums 7izinhanca de z = 0, existe
K > 0 ta que |f(2)| < K para |z] < ¢ Portan::.

Il

\Q mlM.HANH\D m.ri..L dz = ._.\: Fi)dz
F Tl

M&w. c _AN_”.WW.HAMIU cGm m'vO“
[}

logo.
s.r

lim —dz = 1.
§—~0Jgy; z
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Cr
) 5
LN/
Cs
Fig. 5.4

Entéo, passando ao limite em (5.12) com & — 0 e R — o, e tendo
também em conta que, pelo lema de Jordan. a integral sobre Cg tende a
zero, obtemos:

Substituindo em (5.11), chegamos ao resultado final:

o0
senr
\ dx = «.

= &

EXERCICIOS

Calcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4.

o x
cosax ol e B
1. ! : : — " ds.
\o P Pl . \yu P e
. *  senax * cosz
s Tz a?) o 224

j=1}

Seja f(2) uma fungio regular no semiplano Rez > 0, tal que o méximo G(R) de
|f(z)] sobre o arco Cr: 2= Re™, |0] < 7/2, tende 2 zero com R — oc. Mostre que

lim f(z)e"dz=0. r<o.
R—x
Cr

6. Prove que %3_. e~*" dz — 0 com R — 0o, onde Cp éoarco z=Re?, 0<0 < /4.

Calcule as chamadas integrais de Fresnel,

QH\ cosz’dz e mﬂ\ senz’dz.
0 0

_ onde consideramos a determinacdo real de x
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mostrando que ambas sdo iguais a /27 /4.

RESPOSTAS E SUGESTOES

1. we 2 /4. 2. mwe *(2 cos2 +sen2)/2.

2

3. wmL—e""Va 4. 7w/4e.

n 2 = —_fm 4 ’ .
7. Lembre-s2 de que b_uo e T dr= /2. Usex = e '"'*: e o exercicio anterior para

_ﬂn.uxg 2

‘... |‘ t. ,. x\”.
Eoﬁﬂmamsm;u %am mla&.}“mﬁt __ m,AuH .CI;.}\E%Q mﬁ.n:..fmm.

onde ep — 0 com R — oc. »

INTEGRANDOS MULTIVALENTES

Vamos calcular a integral

20 .H.__,.lu.
\ de. 0<k<1.
0

r—1
k-1

Seja C' = C), UCR U Cy UC, o contorno fechado formado do segmento
= B, agr=0U,
do circulo C'g de centro na origem e raio R, do segmento
Ol == [r, R, argz=2n

e do circulo C; de centro na origem e raio r, onde r < 1 < R (Fig. 5.5).
Entao, a tinica singularidade da funcio

k-1
z
2=
f(2) z+1
o interior de C é o ponto z = —1, que é pdlo simples, no qual o residuo de

fé

h.l:.r.lp - m?lﬂiomhl: - m?f.&ﬂ..
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Portanto,
i Vdz = Drielt=1, (5.13)

A integral de f ao Hozmo de Cp tende a zero com R — co. Com efeito,
27 m:..I:SOW R+i8)

zh=l i - P
\Qm NsTH&N \o, .mwmmm.+u—

elk—1)log R
df
m\ "Ret® +1

k=1 2 om Rk
RR L
R-1 R—1

expressao esta que tende a zero com R — oo, pois k < 1. _ oo
De modo inteiramente andlogo, verifica-se que a integral ao Am des
' tende a zero com © — 0. Entdo, fazendo r — 0 e R — oo em (2.
-

k-1
z . (k—1)7i (5.14)
. . . dz = 2mie .
o 2% Qq 4\mv z+1

ue
O argumento de z é zero ao longo de C) e 27 ao longo de (5, de forma q

: —1)(log z+27i)
R olk=1)logx ,\ﬂmﬁ 0 i
L dr+
A\\ \M‘wv z+1 o \ﬁ R

I

IN

IA

obtemos:

z+1 r+1

(-v2my [© LA
HH —e i C 1

T
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Substituindo estz expressio em (5.14) vem

logo.

% pi=a 215
\. dr = 7 Ty )
0 maed cll=kymi _ —e—{l=k 7i

ou ainda, em forma mais camiliar,

st H.»!H T
\_. I+ Hma - sen[(1— k)m]’

O método que acabar-os de utilizar é aplicdvel a toda integral do tipo

.\08 a*1R(z)d

onde k néo ¢ inteiro. B> é uma funcdo racional sem pélos no ir-ervalo
(0, =0) e 2*R(r - Domz — 0 e x — oo, Nestas condices. a integral
acima converge e as intec-ais de z .Lm?v ao longo de ) & Cp randem
azero com r — (e A — . respectivamente (o leitor deve verificar isso

em detalhé). Em conseqii:acia, procedendo como no caso paricular acima.
obtemos:

08 e 2ri i
\o i 'R(z)dr = Him:,f:miMN% H?mm.mxnb.
- 'M

(1]
et
U

-

onde z; s80 os péles nao-rilos de R(z).

O método acira falhs se & for Eﬁmﬁoy pois entéo o denominador em
(5.15) se anula. Neste cas-. o integrando z LN?& € uma funcdo racional:
s¢ ela for par, a irtegral c=sejada é metade da integral de —x a - do
mesmo integrando. e j& safemos como calculd-la.

No caso em que o integrando nao é par, a situagéo pode ser contornada.
Seja, por exemplo. calcula- a integral

\8 dz
0o z?+4z+3°
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Comecamos integrando a funcio

_ logz log =
T 22+4z4+3  (2+1)(z2+3)

9(z)

ao longo do mesmo contorno C' = C; UCg UCy U C, da Fig. 5.5. As
singularidades de g no interior de C sdo os pélos simples z = —1 e z = —3
onde os residuos de g sio, respectivamente,

il

log(-1) _ mi > log(—3) _  log3+mi
2 2 -2 g
Entéo,
S log 2 Jlog 3
Jo vt ate = g ikt

Fig. 5.6

Como no exemplo anterior, as integrais ao longo de C, e Cr_tendem a
zero com r — 0 e R — oo, respectivamente. De fato, z = re'? sobre Oyl
tomando r < 1/4, obtemos:

lo 7| logr+i
\ ﬂ.w[mlam < \ ogr +if
c, 2> +4243 Jo
df < 2mr(|logr|+27) =0 com r — 0.

s i
—_—— dé
22 44z 4 wﬁ.m

(2w —logr) [
3—4r—-r2 Jp

IA

De modo andlogo, prova-se que a integral sobre C'z tende a zero com R — o0.
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Por outro lado,

E ] log = R logz HOMH+m3.v
. L o8z . B d
Q9+ Qv Nn+gm|w% \,, Aew+§+w 22+4z+3) %

- mﬁ.\m o
T 242+ 3

Substituindo esta expressdo em (5.16), e passando ao limite com r — 0 e
R — o0, obtemos o resuitado desejado:

\x dx _ log3
0o r24+4z+3° 2

EXERCICIOS

1. Calcule as seguintes intezrais:

' % 2
VT . z Hq+w de.
gy Tr+1 o @t 4 brt 44

2. Mostre que, sendo Ima = 0.

¥ dr wilma
__z(x—a)  allmal

x

Sugestao: Integre ao longo do contorno usado no célculo da integral de senz/z (p.

106).
\x _ 8 %
, mrE—1 2

3. Mostre que
onde tomamos o valor positivo da raiz quadrada. Sugestdo: Use o contorno da Fig.
5.6,facar - 0e R — x.

INTEGRAIS ENVOLVENDO
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Um outro tipo de integrais que podem ser calculadas por resfduos s@o inte-
grais da forma
2=
f(senf. cosf)dd.
0
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= __ b ;
Usando a transformaciao z = e'”. obtemos

> — 21 z ¥z}

mmﬁ%ﬂ‘@.' : 2

logo, a integral acima assume a forma:

=zl g4\ de
L A%

1z

2% df
Como exemplo, seja calcular .\a eosf — 2

2@ df h 1 )
\H.u cosf—2 \“n;N+NwJ\wlm
2 dz
i z|=1 22 —dz+1

cosh = . de = ie?df = izdd:

. Temos:

dz

iz

9 dz
- w\,“_uu Tlml,\wXN

2)
— = B :
= : 4T |m/\w
portanto. 5 do o
,\ﬁw cosf—2 /3
EXERCICIOS

— 24 /3)

b > B 2 tome al < 1, e na nwm nuImere
O S ntegr segulr e numeros e 3, _ | .
NHA..—.._.—Q as i grais dadas a guIr: nas d U

4. tome a > b > 0.

o4 2w 5 \ df e
L o 2—zen’d V6 , ltacos

: : T de

oode _ o " \ _
8 .\o 1—asenf +1—a? , a-+bcosd
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RESIDUOS LOGARITMICOS
E PRINCIPIO DO ARGUMENTO

G.

Entende-se por residuo logaritmico de uma ungao f num certo ponto
residuo de f'/f nesse ponto, isto €, ao residuc da derivada logaritmica de
E claro que para isso estamos supondo que f

Vamos supor que f tenha um zero de or
que

seja regular no referido pontc
cem r num ponto zj. de sort-

f(z) = (2 = 20)"gl2),

onde g é regular e diferente de zero em zp. Pertanto,

f'(z) (2 —20) "'g(2) + 2 — 2)7g/(2)

f(2) (2 — 20)"9(2)
= —T 4 h(2),
zZ—2

onde h = ¢'/g é regular no ponto zy. Vemos
de uma fun¢do f num ponto que seja zero
ordem v desse zero.

assim que o residuo logaritmic:
de ordem r da fungdo é igual ¢

O raciocinio anterior pode ser repetido nc caso
ordem s, bastando substituir r por s (Exerc.
afirmar que o residuo logaritmico de uma fung
de ordem s da fungdo é igual @ —s.

Juntando esses dois resultados, demonstra-se facilmente o teor
enunciamos a seguir.

em que zy seja pélo de
1 adiante), o que permite
0 [ num ponto que seja polc

ema que

5.12. Teorema. Seja f uma fungdo que
numa regido simplesmente conera R. Sej
simples, orientado positivamente,
de zeros e pélos de f. Entao,

» ¢ excecdo de pélos, € analitice
a C C R um contorno fechado
e cujo intericr contenha um nimero finito

1 f(z)
21 c f(z)

dz2=Z- P,

onde Z e P denotam, respectivamente. os nim

tros de zeros e pdlos de f no
interior de C, contadas as multiplicidades.
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A demonstracao desse teorema é simples e fica a cargo do leitor. Basta
substituir o contorno C por contornos envolvendo cada zero e cada pdlo
isoladamente (Exerc. 2 adiante).

Observe que f/(z)/f(z) = (log f(z)1". onde tomamos qualquer ramo do
logaritmo. (Lembramos que diferentes ramos tém a mesma derivada, ji
que eles diferem entre si por valores constantes.) Em vista disso, pedemos
escrever:

E TP ke
3t o = Teiles fCle

s

ou seja. a integral é igual & variagao d= log fiz) ao longo do contorno C.
Acontece que essa variacdo so afeta a parte imagindria do logaritmo, pois
a parte real log f(z)| volta ao valor inicial uma vez completado o percurso
C. Em conseqiléncia, denotando com Ac arg f(z) a variagio sofrida pelo
argumento de f z) ao longo do contorro C, obtemos o chamado principio
do argumnento:
1
27
O principic do argumento tem uma interessante interpretagio
geométrica. Suponhamos que (' sé contenha em seu interior um zero z
de ordem r e nenhum pélo. Entdo, quando = percorre o contorno C' no
sentido positivo. o ponto w = f(z) percorrerd um contorno €’ envolvendo
r vezes a origem no plano w (Fig. 5.7). E se zy for um péle de ordem s em
vez de zero, w = f(z) percorrerd o conterno C' envolvendo r vezes a origem
do plano w no sentido negativo.

Z—-P=-—A-argf z).

O teorema s=guinte é uma aplicacas interessante do principio do argu-
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mento.

5.13. Teorema (de Rouché.) Sejam f e g funcdes analiticas numa
regiGo simplesmente conera R. Seja C C R um contorno fechado simples,
orientado positivamente e tal que |f(z)] > [g(2)| nos pontos de C. Entdo
f(2) € f(z) + g(z) tém o mesmo nimero de zeros no interior de C.

Demonstragdo. Por causa da hipétese |f(z)| > [g(z)|, f(2) ndo se anula
sobre . Em conseqiiéncia, podemos escrever:

Acarg[f(z) +9(z)] = Acarg TL ?Wﬁu

= Acarg f(z) + Acarg AH 4+ ,ﬂmvvv ;

Observe agora que o ponto w = 1+ f(z)/g z) néo pode circundar a origem
no plano w, pois |w — 1| = |f(z)/g(z)| < 1. Portanto,

Ag arg T & WWV =0,

donde segue-se que.
A arg[f(2) + 9(2)] = Ac arg f(2).

Daqui e do principio do argumento segue o resultado desejado.

O teorema de Rouché permite fazer uma demonstragio muito elegante
do Teorema Fundamental da Algebra, do qual consideramos uma versao na

p- 107.

5.14. Teorema Fundamental da Algebra. Todo polinémio de grau
n > 0 tem exatamente n raizes, contadas as multiplicidades.

Demonstracdo. Seja

=1 i
&UANVHQ:.NzuTQ:IHN: — ... T a12+ao

um polinémio qualquer de grau n > 0, de sorte que ap = 0. Pondo

Flal = 2™, glz) = an—12" 1+, . +a1z+ag
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e |z| = R, teremos:

TA&

> lim la | K"
~ R—x _D:IL.NSIH e o _@H_m.lf Eo_

= 0O,

lim o

R—o

donde se vé que existe R tal que |7 z)| > |g(z)]| para |z| = R. Daqui e do
teorema de Rouché concluimos que 7(z) e f(2) +g(z) = P(z) tém o mesmo
nimero de zeros, isto é, exataments n, que é o nimero de zeros de f(z),
como queriamos demonstrar.

EXERCICIOS

1. Prove que o residuo logaritmico de urza fungdo f num ponto que seja pélo de ordem
r da funcdo é igual a ordem s desse pilo.

2. Demonstre o Teorema 5.12.

Capitulo 6

CONTINUACAO ANALITICA

Sabemos que a série

e}

=( :
E

tem raio de convergéncia 1, e, portar-o, defin: uma func&o analftica no
disco |z| < 1. Sabemos também que =ssa sériz tem por soma a funcio
g9(z) =1 (1-2), a qual, por sua vez. est: definida em todo o plano complexo,
exceto em z = 1. Entao. a fungho g € ma exteasdo da fungiio f; mais do
que isso. é uma “extensdo analitica”™. Lo é impartante. pois, embora uma
fungdo possa ter muitas extensdes diferzntes. essa extensio é tinica quando
preserva a analiticidade. como nos gareate o teczema seguinte.

6.1. Teorema (de unicidade da extensao analitica). Sejam f e g
fungées ancliticas numa mesma regiée R, que coinciden numa vizinhanca
de um ponto 2o € R, ou apenas num -onjunto de pontos tendo ponto de

acumulagdo zy € R. Enido [ e g sdo icinticas, isto é. co'ncidem em toda a
regido R.

Para a demonstragao deste teorem:. necessizamos do seguinte lema de
topologia métrica.

6.2. Lema. A distdncia entre dois conjuntos fechados e disjuntos, um
dos quais limitado, € positiva.

Demonstragdo. Sejam X e Y conjiatos fechados e disjuntos, sendo X
limitado. A distdncia entre eles, d(X. ), é definida como sendo o infimo
das distancias d(x, y) = |z—y|, z varianio em X ¢ y variando em Y. E claro
que d(X.Y) > 0. Vamos provar que d X, ¥) > 0. Se fosse d(X, Y)=0,




