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C
apitulo 4 

, 
SE

R
IE

S D
E

 PO
T

E
N

C
IA
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, 
-

SE
R

IE
S D

E
 FU

N
C

;;O
ES C

O
M

PL
E

X
A

S 

Estudarem
os, neste capitulo. 

0 desenvolvim
ento de fun<;oes analiticas em

 
series de potencias. Verem

o::: ser este urn m
odo natural de construir 

analfticas e urn dos instrum
entos m

ais im
portantes no tratam

ento dessas 
IniciaIllos este esh:do com

 algum
as 

gerais relativas as 
series de fun<;oe;;. 

Com
e<;am

05 obserm
ndo que as defini<;oes de lim

ite e convergencia de 
seqii€m

cias e series de num
eros com

plexos sao exatam
er..t€ as m

esm
as que ja 

conhecem
os do caso real. D

C5ses conceitos seguem
 as n:esm

as propriedades 
ja conhecidas no caso real sobre lim

ites de som
a, produco, quociente etc., e 

cujas dem
onstra<;oes sao feitas segundo as m

esm
as linhas de raciocfnio. 

U
m

a sbie de lun,;;es e urna serie 

0
0

 

L 
I" z) = lo(z) + /!(z) + ... 

n=O
 

cujos term
os j" sao, em

 gera!, fungoes de um
a variavel .com

plexa) z, todas 
com

 urn dom
inio com

um
 de defini<;ii.o. A

s expressoes 

oc 

L
ln(:)' 

L
ln(z, 

e 
lo(z)+

/!(z)+
.··+

ln(z)+
 ... 

n=
O

 

sao m
eros sfm

bolos com
 que denotam

os um
a serie. 

K
o caso de um

a serie 
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convergente, eles assum
ern 0 5ignificad·) de som

a da seri€'o isto e. 
oc 

, 
L In(z) = f:(z) + 11") + ... = lim

 s"{:), 
Tl=D

 

onde sn(z) e a som
a parcial ou reduziCa de ordem

 n: 

,,(z) = L 
h(z). 

( 4.1) 
)

=
.1 

E
m

 se tratando de um
a sirie conw

rgente, e claro que sua som
a s(z) = 

L: Inl z) e, em
 geral, um

a fun\iio de z. "e51e caso a expressiio 

0
0

 

Tn(Z) = s(z) -
sn(i) = L 

r
'z) = In+1(z)+

 1,.-2(=) + ... 
j=

n
+

l 

e cham
ada 0 Testo da serie a partir do 'erm

o In+
 1 (z). 

C
onvergi!m

cia sim
ples ou pontual 

Seja 
,(z) = L fn

{z) 
(4.2) 

. 
, 

um
a serie convergente, para :odo z 

certo conjunto D
. 

E
ntao, dado 

qualquer E > 0, para cada zE
D

 existf .V tal que 

n > S 
=

} Is(z) -
sn(z)1 < E

, 
( 4.3) 

onde sn(z) e a reduzida de ordem
 n dada em

 (4.1). 
, E im

port ante observar g'oe, em
 gc:al, N

 
depende nao 5<lm

ente de " 
m

as tam
bem

 do valor z con;-'derado. 
P

O
l' exem

plo, considerem
os a serie 

geom
etrica 

para a qual 

, 
sn(z) = 1 +

z+
:· + ... +

:n = 
, 

1
-z
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t d
aro que para Izl < 1 a serie acim

a cm
\'erge e

sc, som
a e (1 -

z)-L 

1
, 

s(z) = 
= 1 + z + :-+ ... , 

: < 1. 
1

-
z 

P
ar outro lado, 

Izl,,+1 
Is(z) -

s,,(z)1 = I 
I 

1
-

z 

e n:enor do que e se e som
ente se (esta111<:'; supond" :1 < 1) 

log(el1 -
: ) 

n
>

 
loglzl 

-
1. 

E
sta ultim

a expresao, par sU
a'vez, ere,ce acim

a :7 qualquer \'alor it m
e-

did a que
: aproxim

a 0 valor 1; logo, nao i possiw
l :7terrninar .V de form

a 
a s2.tisfazer (4.3) para todo z de m

odulo :Ilenor do ::"e 1: 
0 yalor de N

 de-
p ende de cada z particular que se conside:e. por iss" :11eS1110 a convergencia 
COSIunla SE'r cham

ada de convergencia sin:ples ou co"', :'ergencia pontual, que 
e 0 tinico tipo de convergencia que tem

o; de 
quando estudam

os 
seqjencias e series num

ericas. N
o entantc·, ao trata.-::lOS sequencias e series 

de fun<;oes. sejam
 elas reais ou com

plex&
. ha um

 c
rro tipo m

uito im
p or-

tante de convergencia, cham
ada converge ncia unif: -ne, que \'am

os consi-
d erar ern seguida. E

sse tipo de convergencia e um
 :05 topicos centrais de 

qualquer curso de A
nalise ([A

2], C
apitulo 9). 

C
onvergi'm

cia uniform
e 

4.1. 
1) D

iz-se que una seqUen::.l de fun9i5es U
,,(z)), 

defi·,ido.s num
 m

esm
o dom

inio D
, converg; unifoTm

i'-.ente po.ra um
a

fun9ao 
f(:

' se for sem
pre possivel determ

inar 11
"1, Indice S ,m

 correspondencia a 
coda E > O. tal que 'Vz E

D
 e

n
>

 N
 '* If" :) -

f(z 
< e. 

• 

l) D
iz-.le que a· serie (4.2) converge w::!01m

em
f··.:e em

 D
 se for sem

pre 
posd,.el de term

inal' um
 indice N

 
em

 
a cada E > 0, tal que 

a co·,di9QO (4.3) fique satisfeita pam
 todo : E D

. 
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4.2. 
E

x
em

plos. 
1) A

 sequencia fn(z) = m
e

n
, converge para zero, 

qualquer 
seja : = re" no setor circular 

l' > 0 e 101 < 
IT /2. m

as nao 
uniform

erneu
€. Para vennos iS50, observan10s que 

I 
-lIzl 

. 
I -nr(cos8+isen

8
)1

_
 n

re-n
rcos8 

nze 
= nr e 

-
. 

O
ra. est a ul:im

a expressao tende a zero em
 todo ponto z fixo. 

11as nao 
Por exem

plo, basta im
aginar 0 fixo e r = l/n

: au, ainda. r 
fixo e 0 aprczim

ando-se de IT 12 de tal m
odo que cos 0 = 1/nr. 

2) A
 ser:e geom

etrica. considerada anteriorm
ente, e um

 exem
plo tipico 

de serie que converge no disco Izl < 1, m
as n:'10 uniform

em
ente. A

 m
esm

a 
serie conY

er,e uniform
em

ente em
 qualquer disco fechado Izl < f < 1. C

om
 

efeito, tem
o-: 

1:1>1+1 < 
8,,+1 

11 -
zl -

1 -
Izl 

que e m
ellO

: do que E, desde que tom
em

os 

10g
o(1 -

8) _ 1 
n > 

log 8 
. 

. A
ssim

, a cw
di<;ao (4.3) fica satisfeita para todo z no disco fechado 121 < 8. 

, 
. 

4.3. 
T

eorem
a. 

U
m

a condi9ao necessaria e suficiente para que a sene 
(4-1) 

un;fo1m
em

ente em
 D

 e que, dado, > 0, seja passive/. deter-
m

inar N
 te.: que, para tad a inteiro positivo p, tenham

os: 

zE
D

 e
n

>
 N

,*
 ISn+p(z) -

s"lz)1 < E, 
(4.4) 

• 

01J, se)a, zE
D

 e 
11 > N

 =-
Ifn+

' (z) + f,,+
2(Z) + ... + fn+

p(z)1 < c. 

D
em

on"'ra,iio. Supondo que a serie convirja uniform
em

ente em
 D

, seja 
s(z) sua so::na. 

E
ntao, dado € > 0, existe N

 tal que, para todo n > N
 e 

zE
D

, 
o 

ISn(z) -
s(z)1 < 2; . 
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e claro que vale tam
bem

 a desigualdade 

Is,,+,.(z) 
s(z)1 < ; 

E
ntao. us an do a desigualdade do triangulo, 

18n +p (z) -
sn(z)1 

I[sn+p(z) -
s(z . + :8(:\ -

8n (: )11 
< 

ISn+p(z) -
s(z) + 1st: -

s,,(:11 
€ 

E 
< 

-
+ -

= 
E

. 
2 

2 

Isto prova que a condi<;ao e necessaria. 
Pa::a pro\'ar que ela e suficiente, partim

os ca rupolese de que 
es-

teja sadsfeita; logo, para cada z fixo, sn(z) e 
s€G

liencia nurnerica de 
C

aud1\'. portanto, convergente. Seja s(z) seu lillite. que e tam
bem

 0 lim
ite 

de 8,,-o,(Z) com
 p -

0
0

. Entao. 

lim
 [8,,+p(Z

I-
sn(z)1 = s(z

l-
8"(: 

p-oo 

€, em
 conseqiiencia. tem

os tam
bem

 que 

Finalm
ente, passando ao lim

ite em
 (4.4) com

 p -
xc. w

m
: 

2 E D
e
n

>
 N 

=? 18(z) -
8-

:) < c. 

prov8c:do que a condi,iio e suficiente. 
L 1118 conseqiiencia im

portante do teorem
a ::.cim

a e 0 cham
ado teste de 

'VVeier-::trass, que consider am
os a seguir. 

E
le Eo rreqiiem

em
em

e usado para 
testar :38 um

a serie e au nao uniforrnem
ente 

" 
.[ 

, . 
4.4, 

T
eorem

a (teste M
 

de W
eierstra..':,). 

Se)"m
 L

-
'"

 um
a sene 

num
i:-ica convergente e J,,(z) um

a seqiiencia d, /"'(7).(;8,-, definldas num
 con-

junto D, satislazendo a condi,rio I/n(z)1 < M
,. pam

 todo n 
£ todo z ::: D

. 
Entao. a seTie I: J,,(z) converge uniJorm

em
ente em

 D
. 
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D
en, .'nst,-a,Q

o. O
bserve que 

In-l(Z) + ... + /n+p(z)1 
< 

+ ... + 1/+p(z)1 
< 

fiJ._
1 + ... + M

n+c· 

C
O

lllO
 == .11rl e cO

llvergente, dado qualque.:-
> O. existe 1\' tal que 

z ::: D
e
n

>
 N =? M

n+1 -
... + .1J,,+p < " 

teL
):S

 tam
bem

: 

o
E

D
 e

n
>

 N 
=? IJn+I(Z) -

... + .'n+p(z)1 < c. 

, 

D
aqui e :,) T

earem
a 4.3 segue a converger.:cia uni:'orm

e de 
ill (z) em

 D
. 

. 
. 

4.5. E
xem

plo. Para verm
os que a 

gec,:netrica 1 
z + z2 + . '" 

coteriorm
ente, converge 

em
 qua:quer disco 12 I .( 

.. < 1, 
aplicar 0 teste de W

eierstras,. 
que a teferida serie e 

':om
i_nad:-. pela serie num

erica 1 + {; + 0
2 -

.... a qual e cO:-.\"ergente, \'isto 
6 < 

o tel: :-em
a seguinte revel a a im

portanria da c')IlVergEm
c:a uniform

e das 
!eries de 

analfticas; seu alcance se:-a 
bern con-.preendido logo 

:.diante. 
tratarm

os das series de pCotencia:::_ 

4.6. T
eorem

a. Seja 

0
0

 

J(z) = L I, :) 
(4.5 ) 

n=O
 

sen': de /unfoes cont(nuas, uniform
em

ente convergentt num
 conjunto 

.J. E ntao. 
i) I" continua em

 D
; 

'2) no caso de a convergencia ser um
jorm

e 
00 Longo de urn contorno 

c
.' 

I 
a Int'-""Q 

de J sabre C pode ser obtida pOT int'9Ta,ao d, (4.5) term
 a a 

T.:rm
o; 

3) se .: convergencia e uniform
e num

a reg-iiio -3implesm
tnte conexa R, 

as f ... nr;oes if! 
sao analiticas, 

entaD f tam
b-im

 e anaH
tica em

 R, e 
,"as deTil·Aas podem

 ser obtidas deTivando a seri, (4.5) term
 a a term

o um
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. n'lim
ero conre.niente de vezes. 

1) Seja c > 0 arbitnirio e Zo urn ponto qualqu'r de D
. 

C
om

 a nota,iio 

n 
s,,(z) = L lj(z), 

j=O
 

resulta que 1 z) = s, (z) + r,,(z); logo, 

YO 

rn(z) = L 
li(z), 

j=
n+

l 

111:) -
1(:0)1 < 

18,,(z) -
8,,(zo)1 + Ir,,(z) -

r,,(:o)1 
< 

18,,(z) -
8n (zo)1 + Ir,,(z)1 + Ir" 20)1 

(4.6) 

D
a conw

rgencia uniform
e da serie (4.5), segue-se que e:.jste U

:::1 indice 
N tal que 

zE
D

. 
n > N

 '* Ir,,(z)1 < c. 
Fixado n = S

. usam
os a continuidade de SN(Z) para deteroinar t > 0 tal 

que 
zE

D
. 

Iz -
zol < 6,* ISN(z) -

s.,,(zo)1 < c 
PO

l·tanto, com
 n = JY e Iz -

=01 < 6, a desigualdade (4.6) no; da 

II(z) -
l(zo)1 < c + c + c = 3[. 

dande a cantinuidade de 1 em
 D

. 

2) Q
uanto it integra<;ao ao longo de C

, 
-
l.f

1z)dz 
= fc sn(z)dz + fc r,,(z)dz 

" L ( Ij(z)dz + r r,,(z)dz. 
j=

O
 lc 

lc 

Tom
ando n > .V e observando que 1,·,,(z)1 < [, obtem

os: 

! r,,(z)dz < r Irn(z)lldzl < [L, 
. c 

Jc 

(4.7) 

, 

C
apitulo 4: Series de Potencias 

125 

onde L
e
o

 com
prim

ento do contorno C. 
Portanto. fazendo n 

--> 
2\: em

 
(4.7), obtem

os 0 resultado desejado: 

:>0 

1 I(z)dz = L 1 Ij(z)dz 
c 

j=O
 

C
 

\ -l.8) 

3) V
am

os sup or agora que as fun<;6es In sejam
 analiticas em

 R. E::tao 

fc I)(:)dz = 0, 
j = 0, 1, ... 

para to do contorno fechado C em
 R

. D
aqui e de (4.8) segue-se que a 

de 1 sabre C e nula. C
om

o 1 e continua e C e arbitrario. concluim
05. pelo 

teorem
a de M

orera (p. 106). que 1 e analitica em
 R. 

Finalm
ente, devem

os m
ostrar que l' = L I:,· 

D
ado: E R. seja C

 um
 

contorno fechado sim
ples em

 R, envolvendo 2 positi,·am
ente; par exe=lplo, 

C pode ser um
 circulo I( -

z: = 6. C
om

o a serie 

k' 
f(() 

0
0

 
k! 

1" (() 
2"i (( -

:)k+
l = 

2,,( (( -
z)k+

l 

converge uniform
em

ente em
 (, para ( E C

, ela pode ser integrada T'rm
o 

a term
o ao longo de C

; us.ando a f6rm
ula da derivada k-.esim

a (p. 
qq), 

obtem
os, por integra,ao tenuo a term

o: 

:>0 

1
<}(z) = L I! =0 

Isto com
pleta a dem

ollstra<;ao do teorem
a. 

E
X

E
R

C
icIO

S 

1. 
Supondo que a seqiie:GCia de num

eros com
plexos (an) seja conyergente, proYE que a 

serie L
a

n
 zn converg.: uniform

em
ente em

 qualquer disco jzi < r < 1. 
que 

isso e yerdade m
esm

o que a seqiiencia (an
) seja apenas Iim

itada. nao necessaric..:nente 
convergente. 

> 
> 

2. 
Prove que a sequencia 1n(z) = Hze-"-;-

tende a zero para todo z no setor 
r > 0 e 181 < irj4, 

!laO uniform
em

ente. P
roye que a conw

rgencia e unifor':l€ em
 

qualquer dom
lnio do i:PO r > c > 0 e 181 < -rr/4 -o. onde 0 < I < TLl-L 

• 
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3. 

4. 

D
erh'ando e integrando a serie 

• 
,--'1,-

= " 
:' • 

l
-

z 
L n

. ( 

(:,cenha os seguintes desenvolvim
entos. 

:!Il1 Izi < 1: 
x 

1 
)
,=

"
(n+

1)Z" 
e 

(l-
z 

L "",0
 

o
.de log{l -

.:) eo ram
o do logaritm

o que cor:-!'sponcie a log 1 = O. 
O

otenha os segl.lintcs desenvoh-im
entos: 

1 
l

+
z 

oc 

x 

=
L

(-
l)"z"

; 
_

1.,." L
'" . 

• 
= 

z
. 

1 -
2: 2 

'1 '" 0 

• 
1 

= "
(
-
1

)"(n
+

1
)z";' 

(l-z)' 
L 

(_
1)"-] 

_. 
10,ll+

z)
=

" 
z

: 
. 

L 
n 

,,=0 
" .. \ 

: :dos d.lidos em
 Izi < 1-

'.-:sando 0 tesle de W
eierstrass, m

ostre que 8.f :eries daclas nos Exercs. 
verg';::l uniform

em
ente nos dom

inios indic-ados em
 :ada caso. 

5. 

6. 7. 

8. 9. 10. 

11. 

12. 

, '"
 .. ".::.co:::,:;3",n , 

1 
d' 

I I < 
< 1 

" 
-: 

_ 
z .. em

 qua quer 
15('0 

Z 
_ 

T 
. 

1 + on 
. ,. ; 

:-.; 
3 

"\"""' n-
-

CO:Tl /,,-
1, em

 qualquer disco Izi < 
< l. 

-
-
..J

 
IO

n-+ , 
. , 11 + 7.jn 

1 if! -1
 , em

 qua\quer disco Izi < r < .;2. 
(n + 1)2-' 

. , , 
( 

1)" 
-

n (= _ 1)", em
 qualquer disco Iz -

1 <
r < l. 

-
.
J
 

11+
1 

.]
 

, 
I 

"R
n 

z", em
 qualquer disco Izl < T < R. 

, 
. "': 

em
 qualquer disco 121 < R

, Q
ualQ

ue: que seja a constante Q
. 

--, 
em

 qualquer disco 121 < R
. 

, <
"""nco,n_

,_ 
1 

d-
II 

R 
' 

:c..,;=-;-e·' ... em
 qua quer 

ISCO z < 
. 

-
-
J
 n

3 + 1 
-

_
1 

.j a 16 con-

• 
• 

Capitulo 4: 
de PoteDciaE 

1 .,-_. 

x 

13_ 
1 

em
 qualquer conjunto 

que €:xclua os c:ladrados p-,:rfeit05. 
n

2 -
z' 

x 
:/n

 

14. 
em

 qualquer conjunto cO
I:.9aC

W
 que :ulo cO

Ui.:,nha num
e:·)s d2. fOrlL

', 
+

z· 
"= ] 
2 = ±in com

 n natural. 
x 

15. 
!( 1 

). em
 qualquer conjunto c(·::J.pact.o quo; exclua 

num
eros taturai.;;. 

n. z -n
 

. 
,,= , 
x 

L v'n+
 1 

16. 
, 

' 
n 

-
22 

em
 qualquer conjuuto COIT.;>8CtO que t;.;:c!ua 0

5 :.um
eros in:eiros. 

n
=

1 

, 
17. P

rove que a serie «(z) = L
. n-

define ·.:..:na bnr;ao a.nalitica tm
 R

e z > 'J. con.lJ.ecic:, 
. 

com
o funr;ao zeta de R

iem
ann. 

18 
'1 

--"
,en,,: d fi 

f
'
 

I' . 
'. 

II 
· 

1\ ostre que a sene 0 
2" 

e 
ne urt.:. 

UD.;.:aO
 aL.!:. itlca DC. :alxa 

m
:: < log 2. 

] 

oc 
19 

'1 
-. L

sen
ll:: 

·t-
. 

I
' 

· 1\ ostre que a serle
, 

converge t.:.:.; O
f D

e m
e:. :e no ('IX

'':' :ea , m
as f::n nec..hU

lL:' 
n-

] 

regiao do plano com
plexo. 

SU
G

E
ST

O
E

S 

17. Q
ualquer ponto z tal que R€':: > 0 esta c

uticlo 
n

U
T!, sem

iplar,(j aberto R
::: > ':. > O. 

18. 
U

se 0 teste de W
eierstrass. notando que 

2 
I

? 
1/ 

_
', 

1
· 

, 
Isennzl = _Ie,n 

+
e

' 
')

+ .,(se::nx
-

co:'nx). 
4 

_ 

19. 
U

se a 
ganha com

 0 exercfcio .:.:lter:or. 

· 
-

SE
R

IE
S D

E
 PO

T
E

N
C

IA
S 

D
entre as series de fun<;6es. sao de intE,esse espEcial as dries de potencias. 

au series do tipo 
0

0
 

J(z) = L D·h -
zo)'". 

(4.9) 
n=O 
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onde as coeficientes 
Q

" e a ponto Zo sao eonstantes com
plexas. 

C
om

o "e-
rem

os brevem
ente, toda serie de potencias convergente define um

a fun,ao 
analitica, e toda fun,ao analitica nU

ill ponto 2 = 
Zo pode ser desenvohcda 

em
 serie de potenci3S 11'lm

3 vizinhan,a de Zo
. 

Ja vim
os alguns excm

plos dessas series no caso das fun,oes (1 -
e 

(l+
z)-L

 
. 

1 
1 -

z 

x 
= '\' Z'" 

L..., 
, 

r,=
O

 
Izl < 1. 

1 
1 + 2 = 2:)-I)"z". 

n=O
 

A
lias: estas series sao n:.uito uteis na obtenc;ao de autros desenvolvim

em
os, 

com
o ja tivem

os oportlO
.tlidade de ver nos Exercs. 3 e 4 anteriores. A

 sepir 
dam

os m
ais quatro eW

:::lplos. 

4.7. E
xernplo. 

desenvoh'er a fun,iio 1/ z em
 serie de potenc'as 

de z -
3. V

eja: 

1 _ 
1 

_ 
1/3 

"" 
(_1)" 

. 
z -. (z -

3) -
3 -

1 + (z _ 3)/3 = L 
3,,+1 (z -

3)", 
n=O 

desenvolvim
ento este q'"e e valida em

 Iz -
31 < 3. 

4.8 .. E)(.ernplo. Vejam
os agora com

o desenvolver a m
eSilla fun,ao 1 z, 

porem
 em

 series de pot"ncias de z + 4 = z -
(-4): 

1 
1 

-
1/4 

0
0

_
1 

z = (z
+

4
)-4

 = 1
-(z-4

)/4
 = L 

4n+l(z
+

4)". 
Il=O

 

A
qui 0 desenvolvim

entc, e vaJido em
z + 41 < 4. 

• 

:'-iesses dais ultim
o; exem

p!os, tem
os a m

esm
a fun,iio j(z) = 

l/z de-
senyolvida em

 duas ser:eS de potE!Dcias distintas, um
a en1 

ao PO!-TO
 

Zo = 3, a outra em
 

ao ponto 20 = -4
. 

4.9. 
E

xernplo. 
potencias de z -

3: 

1 
1 

"am
os desenvo!ver a fun,ao j(z) 

(2z -
9)-1 em

 

22 -
9 

2(z
-

3
)-

3 
-3 1 . 

= 
3 1 "to [2(23 -

3)J" 
1

-2
(z

-
3)/3 
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logo, 
1 

0
0

 
_2" 

.,_ -9
 = L 

3,,+1 (z-3)", 
--

71=0 

desenvolvim
ento este que e valida em

 Iz -
31 < 3/2. 

4.10. 
E

xem
plo. 

A
 m

esm
a fun<;ao do exem

p!o anterior sen! agora 
desenvolvida em

 porencias de z -
4: 

1 
1 

2z -
9 

2( z + 41 -
1 

portanto, 
-?

"
 

-
'"

 
-

(z + 4)" 
22 -

9 -
L 

17,,+1 
. 

1 
• 

• 

Este desenvoh'im
ento e "alido em

 Iz + 41 < 17/2. 
C

ada um
a das series consideradas nesses quatro ultim

os exem
plos con-

verge nos pont as 2 de um
 disco de centro Zo· E e faeil ,'er que elas di"ergem

 
nos pontos z fora desses discos. E

sta situa,iio e de carater ge,al e segue do 
teorem

a que consideram
os a segllir. 

4.11. 
T

eorem
a. 

A 
toda 

serie de potEncias (4·9) uta asoociado 
um

 num
ero niio-llegati!'O

 r, 
tal que a serie converge Qbsoiutam

ente em
 

Iz -
zol < r e ullijorm

ffnente em
 qua/quer disco Iz -

zol < ,.' <
,.. 

Ela 
diverge em

 Iz -
zo! > r. 

0 num
ero r; que pode assum

ir os r,llores 
T' = 0 e 

r = 
0

0
, e cha:m

ado 0 'i7Y1io de convergencia" da serie; e 0 
de raio r e 

centro zo, a seu lidiseQ de convergencia ", 

D
em

onstrar;ao. 
Pode acontecer que a serie s6 cO

llyirja em
 z = ':0, caso 

em
 que, e claro

1 r = O. D
o contrario, a serie CO

llyerge eln U
ln ('erta z = 

Z1 =I-
zo; entao, 0 term

o geral all (ZI -
.:o)n tende a zero: dande segue-5e que existe 

M
 tal que la" (Z

I -
20)". < M

 para todo n. Portanto, 
n 

_ 
-: 

la,,(z -
zon = laj

zl -
20)"1 z -

Zo 
< A

I 
" -

20 
, 

Z
I -

20 
Z

l -
Zo 

Isto m
ostra que a serie 

Ian (z -
zo)" I e m

ajorada pe!a serie 

" 
z -

zo 
M

'" 
L 

ZI -
Zo 

, 

(4.10) 



I 
130 

C
apitulo 4: Series de PotCncias 

a qual converge no disco Iz -
zol < IZ1 -

zol; logo. a serie (4.9) com
'erge 

abso lutam
ente em

 todo z desse disco. 
Seja r 

0 suprem
o do conjunto dos num

eros IZ1 -
zol, onde Z

l varia no 
conjunto dos pont os on de a serie (4.9) converge. D

ado qualquer z' no disco 
10 -

zol < r (Fig. 4.1), pela definic;ao de r existe Z
l onde a serie cO

ll':erge, 
e tal que Iz' -

zol < IZ1 -
zol. D

aqui e do que vim
os no paragrafo anterior, 

concluim
os que a serie converge absolutam

ente em
 :. :::: z' 

€, portam
o: no 

• 
disco Iz -

zol < " 

Fig. 4.1 

Pela sua propria definic;ii.o, vii-se tam
 bern que, se r 

for finito, 
diverge em

 Iz -
lO

! > r. 

• , . 
a sene 

R
esta provar a cOI1Yergencia uniform

e em
 qualquer disco Iz-zol < 1" < r. 

Fixem
os Z

l tal que r' < IZI -
zol < r (Fig. 4.2). Entao, 

z -
Zo 

Z1 
-

ZO 

r' 
<

 
=

q
<

1. 
IZ1 -

zol 

D
aqui e de (4.10). obtem

os: 
lan(z -

zo)"1 < M
q": aplicando 

0 teste de 
\\'eierstrass (T

eorem
a 4.4), conelufm

os que a serie (4.9) converge uniform
e-

m
ente no disco Iz -

lol < r' < r, 0 que com
pleta a dem

onstrac;ii.o. (O
bserve 

que 0 teorem
a nada esdarece sobre os pontos da fronteira do disco de con-

Y
ergiincia. ) 

• 
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" 
• 

Fig. 4.2 

4.12, T
eorem

a. 0 raia :> can verger. cia r do serie (4.9) e dado par 
, 

-
= 

lim
 

n-
x
 

qucndo este lim
itE EIiste. 

E
n. :eral. r e dedo par 

1 

CO
i"';, a 

dl; se 
'" :::: 0 au T = 

00. confarm
e 0 denom

inador 
de,;:a expressao seja infinito 

(.ow
 :ero. respu:tiva'm

enie. 

D
em

onstra,iia. 
que exis12. p prim

eiro lim
ite referido. En-

tao. pelo teste da re.zao, a seri, 
la,.. (z -

z,: ,n I conY
erge (portanto, converge 

tapcbem
 a serie (4.91) se ( 

, )" 
I " 

an 
Z -

-: 
1m 

( 
. 

ll--->
X

 
Q

n+
l 

Z _ 
:.: )n+

. 
1 

. 
an 

bm
 

I: -
zol r.-

x
 a,,+

l 

for J1aior do que 1. vale dizer. 
: -

:.01 < Ii:::! lan/a'n+
11 = r. 

Para com
pletar a 

da prineira parte. resta provar que a 
serie (4.9) diverge 'e Iz -

zol > r. O
ra, se ela conyergisse em

 urn certo Z
l, 

corr. IZI -
zol > T

, entao, pelo .. ::orerna am
erior, convergiria absolutam

ente 
em

 qualquer z' com
 IZ1 -

zol > :' -:.01>
 r. contradizendo 0 teste da razao. 

dem
onstra,ao da segund; parre e analoga, utilizando 0 teste da raiz, 

segcndo 0 qual a serie L la
n

(: -
zo)"1 com

'erge ou diw
rge conform

e seja 

lim
 Vlan (z -

:0)" f = Iz -
zoilim

 yfa:I 
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m
enor au m

aior do que I, 

E
X

E
R

ciC
IO

S
 

X
os Exercs. 1 a 5, obtenha os desenvol\"im

e: .. 
ern serif:! de potencias, conform

e especi-
fica«;ao em

 cada caso. 
D

eterm
ine os resper:'-:os discos de convergencia e represem

e-os 
graficam

ente. 
I. 

}(z) = l/z em
 potencias de z + i. 

2. 
j{z) = liz em

 potencias de z -
i. 

3. 
}(z) = i/(z + i) em

 potencias de z -
I. 

•. 
}(.) = 1/(2. -

3) em
 potencias de z. 

O. 
f(.) = 1/(2. -

3) em
 potencias de z +

: 
6. 

f{z) = l!z'l.em
 potencias de z -

l. 
7. 

j(z) = 1/z3 em
 potencias de z + 2. 

D
eterm

ine as raios de cO
llvergencia daE 

dadas :105 E
xercs. 8 a 16. 

9. 
L

n
!

:" 
11 =

0 

10. t
(

·-i)" 
n' 

u=D 

x 

13. 2)v'2/" z· 
,.0

 

x 

11. L !og(3,.' + 5)(. + i)". 
x 

12. 
L

(".:.in)z". 
, .0

 
n=O

 
• 

• 
x 

16 L 
11. 

,,2 
3" Z 

.. 
'1=

1 

x 

1 •. 
L

h
ln

)"z". 
'"1=

0 

x 

.:" 
15. 

.
.
 

r. 
n

=
! 

x 

Ii. 
L

anzo, 
onde 

a2
1l =

21
11 

e 
a

2
n

_
! 
=

:
,,'-1

 
=

0
 

x 

I'. "
'a

"
z", 

d 
' 

.
.
 

0 
-

. 
u
L

a
n

 e 
an = n

-
se n 

e prnneo: 
Q

'I = 
S

f n nao e prim
o. 

r, = 0 

R
E

S
P

O
ST

A
S E SU

G
E

ST
O

E
S 

• 
1. 

1 
. + ( 

.) = etc. 0 disco de 
e i': + il < l. 

-1
. 

Z + 1. 
1 

3. 
1

'
1 . 

• 
-

. 
= etc. 

=
+

i 
l+

i+
(Z

-
I) 

l+
i 

1
+

(:-L
)/(l+

i) 
Ii I. -

11 < J2'. 
o disco de conyergencia 
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6. 
O

btenha prim
eiro a serie de 1/ z, depois derive. 

8. 
r = I. 

11. 
r = 1. 

12. 
r = l/e. 

1 -
Trata-se de um

a serie de potencias de tv = z2. 
O. 

16. O
bserve que a,,2 = n/3n. 

17. 
r = 1/5. 

18. 
r = 1. 

, 
. 

, 
SE

R
IE

S D
E

 PO
T

E
N

C
IA

S, SE
R

lE
 D

E
 T

A
Y

L
O

R
 

1 •. 
r = O. 

V
am

os estabelecer agora um
a 

das 
analiticas com

o 
aquelas que podem

 ser desenvolvidas em
 series de potencias. 

4.13. T
eorem

a. Toda serie de potencias 
00 

I(z) = L a,,(z -
zo)" 

(4.11 ) 
11=0 

representa um
a IU1l9iio analitica no seu disco de convergencia 12 -zol < ". 

Ela pode ser derivada tam
o a term

o urn num
ero arbitrario de vezes; e as 

series assim
 obtidas pOSSHem 

0 m
esm

o raio de convergencia r da sene ori-
ginal, e rep1'esentam

 as derivadas da fun9iio I. 

D
em

onstra9iio. D
ado z qualquer no disco Iz -

Zo 1 < 1', e claro que existe 
rl < r tal que Iz -

201 < rl (F
ig. 4.3a). N

este disco a serie (4.11) converge 
uniform

em
ente (Teorem

a 4.11) e pode, entao, ser derivada term
o a term

o 
(Teorem

a 4.6). A
 serie de derivadas 

, 
:x: 

1'(:) = L
(n

 + I)an+
l(z -

zo)" 
(4.12) 

71=0 

converge pelo m
enos no disco Iz -

zol < r, de form
a que seu raio de con-

vergencia 'r' e pelo m
enos T . 

Suponham
os que r' pudesse ser m

aior do que r. 
Seja entao ,./1 tal que 

l' < 1'/1 < 1" 
e seja z tal que r < Iz -

201 < 1'/1 [Fig. 4.3(b)]. A
 serie (4.12) 

converge uniform
em

ente em
 Iz -

zol < ,." (Teorem
a 4.11); logo, pode ser in-

tegrada tenllO
 a term

o ao longo de um
 cam

inho C
, ligando Zo a z (Teorem

a 
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4.6), resultando em
 (4.11). E

sta serie deve ent;'., conY
er,,! ;>elo m

enos Jara 
Iz -.:.( < r", 0 que e um

a 
Fica 

p:-:.vado que as 
(4.11) e (4.12) possuem

 0 m
esm

o raio de com
r-,encia. 0 resto do teo!O

m
a 

segue £acilm
ente par induc;ao. 

• 

• z 
.. r 

r 
z, 

, 
. . , 

C 

(a) 
( ;, I 

F
ig. 4.3 

4.14. 
T

eorem
a (da serie d

e T
aylor). 

jeja I ""Ia lunl;(l0 ana:(tica 
num

a regiiio R, 
:0 um

 ponto qualquer de R
, , ro > 0 cal que 0 disco 

z
-

Zo I < "0 esteja todD contido em
 R

. EntaD
, 1U.-·;e di.se" a fun,ao I pod; ser 

desen'.'olvida em serie de potencias de z -.:.( 
C

-:m
h:'[:'id.o com

o a -:e1'ie 
de Taylor" da Iwu;iio J relativa aD ponto zoo '.;se de"'Iw

lvim
w

to e ·iado 
univocam

ente par 

x 
JI")( 

) 
J(z) = L 

,zo (2 -
:o

t· 
O

n. 

o 
20 = 0 e conhecido aom

o serie de 
d., Junt;ao J. 

D
£ntonstra,iio. 

Sejam
 z um

 ponto 
do ii"co Iz -

zol < ro, 
r = 1= -

zo I, e r, tal que r < rl < ro (Fig. 4.4 . Pela f.:cm
ula de C

auc'y, 

I(z) = 
1 

J(().l(, 
2", fe, (

--

C
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onde C
1 €' ,

eire-ulo (
-

zol = rl. O
bserve agora que 

1 
1 

1 
1 

" 
(2'-

=( • 
=L 

(
-

z 
( 

-
zo) -

(z -
zo) 

(
-

Zo 
1

-
Z -

20 
<; -

::or-I' 
(-

zo 
n=

' 

de forn1a (o-le a expressao anterior de f fica sendo: 

J(2'= 
l.i [t 

J(O 
(z-zO

)n]dC 
2m

 le, 
( -

Zo 
(
-

zo 
( 4.13) 

. , 
• 

• 
r, 

C
, 

Fig. 4.4 

C
om

o .-' () 
coLtinua, portanto. lim

itada por um
a 

J: 50b:-e 
o drculo C-. te=lO

S: 

e d: tes-::·e dE \V
eierstrass segue-se que a serie em

 
.. L

l:3 J cc:serge 
um

foflllerr!7J.te .o?m ; 
E C}_ 

Podernos, entao, inteolTni-la 
! . .;-rm

o a :2rm
o. 

obtendo: 
, 

:xc 
[ 

1 i 
J(O

d( 1 
}(z)=

 L 
? 

((
_ 

),,+1 
(Z-zo)"' 

-----t\ 
_ 

•• L 
C

I 
Zo 

E
ste e :' des-=nyolvim

ento procurado, pais a expressao .:utre 
que ai apa>

ce e iguai a f1n)(:Q
)/n!, com

o vim
os na p. qq .. "sirrr.. p,,:em

os 
€scre\-er: 

'X> JI")( 
) 

J(z) = '\' 
Zo (z _ Z In. 

n! 
0 

11=
0 

U
4

) 

• 
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R
esta provar que 0 desenvolvim

ento acim
a e unico. Isto e cO

llseqiiencia 
, :nediata do teorem

a que consider am
os a seguir. 

4.15. T
eo

rem
a 

(da identidade d
e series de p

otencias). Sejam
 

0
0

 

I: a,,(z -
zo)" 

e 
11=0 

0
0

 

I: b,,(: -
zo)n 

(4
15) 

n
=O

 

cuas series de potencias, conve1'gentes num
a v;:inhan9a I: -

zol < r de zoo 
o--eja Zn um

a seqiiencia de pont as distintos, que converge para zo. e tal que 
,.:., duas series coincidem

 nos pontos dessa seq;iencia. 
E

lltao, a" referidas 
:bies sao identicas, ista e, an = bn para todo H

. 
E

m
 particular. esta con-

o 
• 

:lusao e valida se as series coincidem
 num

a ri::i.nhan{:a de 20
, au Tnesm

o 
':um

 segm
ento ou pequeno arco com

 extrem
idade em

 Zo. 

D
em

onstm
9ao. 

A
s series represent am

 func;oes f 
e g. respectiY

am
ente, 

b 
quais sao continuas em

 z = zoe e com
o fez,,) = g(z,,), passando ao lim

ite, 
(btem

os f(zo) = g(zo), ou seja. ao = boo 
Supondo que a

j 
= bj , 

j 
= 0, ... , k -

1, Yarnos m
ostrar que ak = bk. 

C
om

 efeito, cancelando os prim
eiros k term

os das series (4.15) e di\'idindo-as 
;'or (z -

zo)k, obtem
os as series 

c;.ue convergem
 em

 Iz -
zol < r e coincidem

 para z = 
Z11< E

ntao. pelo I11€sm
O

 

E.rgum
ento anterior, ak = bk, 0 que com

pleta a dem
onstrac;ao. 

E
xem

plos de series de potencias 

4.16. 
A

 
ex

p
on

en
cial. 

C
om

o prim
eiro exom

plo, vam
os cO

llsiderar a 
T.lllc;aO exponencial fez) = e'. Ternos aqui f(" (z) = e'; logo. f"'I(O) = 1 
Portanto, neste caso 0 desenvoh'im

ento (4.14) com
 Zo = 0 nos da a serie de 

'.[acL
aurin da exponencial: 

, 
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valido para todo z. A
 constante de E

uler e entao dada por 

o 
oc 

1 _ 
1 

1 
1 

e = e 
= I: -, -

1 + 1 + ?i + -3' + 5' + ... 
O

n. 
_.
.
 . 

. 

4.17. Serie binom
ial. C

onsiderem
os a func;ao fez) = (1 + 0)0, on.:ie a 

e um
 num

ero com
plexo qualquer. A

 nao ser que a seja inteiro. essa fun,;.o e 
m

ultivalente, com
 ram

ifica,iio no ponto 2 = -1
. V

am
os con>iderar 0 rc.m

o 
da func;ao fixado pela condic;iio f(O

) = 1. C
om

o 

e, em
 geral 

obtem
os 

Portanto, 

1'(z) = aO
 + :)"-1 

!"(2) = o
(a -

1)z(0-2 . 

f(n)(z) = Q(O -
1) ... (Q

-
n+

 11(1 + :)a-n
. 

Q(O -
1) ... (Q -

n + 1) 
n! 

o 
a(o -

1) 
2 

(a) " 
(1 + z) 

= 1 + a2 + 
')1 

2 + ... = L 
z , 

_. 
.

• 
0 

n 
. 

n= 
12 < 1. 

(.U
6) 

onde 0 sfm
bolo do eoeficiente binom

ial que af apareee est'; definido para 
todo a com

plexo pela expressiio 

( Q) =
a

(a
-l) ... (a

-1
1

+
1

) 
n 

o desenvolvim
ento acim

a da func;ao (1 + :)0 e conhecido com
o "de-

senvolvim
ento binom

iar' ou "serie binonliaP'. :\0 caso de 0 ser u
n

l inteiro 
Positiva, a serie term

ina com
 0 term

o em
 

20:, pais, neste caso. 
0 coeficiente 

binom
ial se anula para n > O

. 

o desenvolvim
ento de qu<!lquer outro ram

o g(z) da 
(l+

z)O
 5egue 

de (4.16); basta notar que g\z) = e 2hO
if(2), onde 0 inteiro k caracteriza 0 

ram
o particular g(z) que se considere. P

ortanto. 0 desenvoh'im
ento de 9(2) 

e obtido m
ultiplicando cada term

o de (4.16) por e 2k;coi. 
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4.18. 
0 

caleulo direto das derivadas de um
a fun,ao 

nem
 sem

pre e 0 m
odo m

ais pnitico de construir sua serie de T
aylor .. Urn 

procedim
ento 

util consiste em
 utilizar desenvolvim

entos conhec;dos, 
com

o ja tivem
os oportunidade de ver por m

elO de exem
plos e exerClClOS. 

A
s w

zes e m
ais facil obter 0 desenvolvim

ento da derlvada ou da m
tegr,al 

da fun,ao original; 0 desenvolvim
ento desta e entao Obtldo 

llltegra,ao 
au deriva\ao, respecti\'am

ente. C
onsiderem

os, com
o exem

plo llustratl'vo, a 
func;iia J(z) = arc sen z, ou m

elhor, a 
dada po: J(O) = O. Sua 

deri\'ada pode 5er desenvolvida usanda 0 desenvolvim
ento bm

om
lal. V

eJa: 

/,(z) 

• C
om

o 
(2n)! 

_ 
(2n)! 

1·3 ... (2n
-1

)
=

 (2.1
)(2.2) .. (2n) -

2"(n!)' 

, 
(2n)1 

2" 
J (z) = 1 + ;':-; 22"(nl)2z 

. 
• 

• 

Integrando de ; = 0 a z, encontram
os 0 result ado procurado: 

(2n)! 
_,,,+1 

Izl < 1. 
J(z) = arc

senz = z+
 f;;; 22"(2n+

1
)(n!)2' 

, 

P
roduto e quociente de series de potencias 

C
onsiderem

os duas' fun,oes, J e g, regulares num
 ponto ZO

, dadas por suBS 
series de potencias relativam

ente a esse ponto: 

x 

f(:) = L a,,(z -
zo)" 

0
0

 

e 
g(z) = L b,.{z -

zo)", 
(4.17) " 

11=0 
n=O 
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am
bas convergem

es Dum
 iisco I: -

zol < r. 0 
p,oduto

;, = fg :2.m
b<2rn e 

regular em
 zo e t::"m

 serie je pote::cias 

h(z) = f(z)g :) = L c,,(z -
:0)", 

(:.18) 
" 

que converge pelc, m
enos:.o m

esn:.o disco 1= -
Zo 

< r. 
Para determ

inar os c(,-:-ficientf::': en em
 

-dos 
n 

b 
lem

bram
os que 

A
ssim

, 

h<" zo) 
e 

c_, --
--;-,-"-'-. 

n. 

C
l = j'(zol.' zo) + .'(zo)g'(zo) = aJ ") + aob:: 

;! f'(o )g(zo) -
21'(zo)g'(zo) -

f(zo)g'(20
)1 

Q,bo+
c:b

1 +
0.1>,; 

1 
OJ 

3! [!"'(:.))g(zo) -
:31"(Z(, g'(zo) + 31'(zo 9"(zo) -

f(zo)g . zoJ: 
a3 bo + c,b, + Q

: '., + aO&3: 
e assim

 por diante. 
E

m
 g-:::al, utL

izando 8 regra de 
df Leib!liz 

(Exerc. 2, p. 52). 

-
C n = Qob. + "b

,,-l -
... + a"bo = L ajb,,_:. 

)=
) 

(4.19) 

D
e m

odo analogo. 
se cieduz Lm

a regra para a divisao de 
de 

potencias. Sejam
 dadas as ,!ries de (

z) e h(z), indicadas em
 (4.17) 

(4.18), 
respectivam

ente. "am
os di'cerm

ina: a serie do quociente g(z) = h(: ,j 
D

e\'em
os SUp or, entao. qU

i' f{zo) = ao I> O. 
E

m
 conseqiiencia, a fun.;ao 

f nao se anula em
 toda UL

a vizinian,a de zo, or:de g e regular , possui 
desenvolvim

ento indicado e::! (4.17). A
 

dos coeficienteo bn ern 
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term
os dos coeficientes an e en se faz usando novam

ente a 
J 9 = h, 

donde as 
(4.19). A

ssim
, 

aobo = CO 
=

}
 bo = colao, 

aob, + a,bo = c, 
=

}
 b, = (e, -

a,bo)/ao; 
e, em

 gera!. para n = 0, 1, 2, ... , 

aob" + ... + a"bo = 
COl 

=
}

 b" = (en -
a,b

n
_

, -
... -

anbo)/ao. 

o caJculo dos coeficientes de um
a serie de potencias pelo produto ou 

quociente de duas outras e, em
 geral, com

plicado. 
e sem

pre possivel 
calcular os prim

eiros coeficientes da serie, 
0 que l11uitas yezes contem

 as 
desejadas. V

ejam
os alguns exem

plos. 

4.19
. 

E
xem

p
lo. C

onsider em
 os 0 produto e'/1 + Z

, on de tom
am

os a 
determ

ina<;ao principal da raiz quadrada. E
ntao, 

4.20
. E

xem
plo

. Seja agora a 

z 
z 

J(z) = 
z 

1 = 
00 

n 
e 

-
z 

L
;I 

n
=

l 
. 

1 
0

0
 

_ Tl 

L (n :'1)! 
Tl=

O
 

E
m

bora z/te' -
1) nao tenha senti do para z = 0, a liltim

a expressiio est'; 
definida m

esm
o para z = ° e coincide com

 J (z) no seu dom
inio de defini<;iio 

(que excllli as pontos onde e' = 1, isto e, z = 2k7ri, 
k = 0, =1, ... ). Logo. 

e natural definir J(O) = l. P
ara expandir J(z) em

 potencias de z, pom
os 

1 
J(z) = 

oc 
,n

 

0
0

 

= L cnzll. 
11 =

0 

" 
., 
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donde 

D
aqui segue-se que 

Co = 1, 
DC 

'\' 
Cr 

= 0, 
n = l. 2 .... 

(n -
r + I)! 

Estas rela<;6es determ
inam

 os coeficientes en sllcessivam
ente: 

CO = l. c, = -1/2, 
C2 = 1/12, ... 

Entiio, 
• 

• 
2 

Z 
Z 

Z 
J(z) = -

-
= 1 -

2 + -12 + .. 
e' -

1 
e esta serie tem

 raio de convergencia r = 21f, pois a fun<;ao J e regular no 
disco Izl < 21f, m

as nao em
 z = ±21fi, onde e' -

1 = O. 

4.21. T
eorem

a (da serie dupla de W
eierstrass) Seja 

oc 

J(z) = L In(z) 
»=

0 

um
a serie uniJorm

em
ente convergente num

 disco Iz -zol < r. Suponliam
os 

que as Jun,oes In sejam
 regulares no m

esm
o disco, de Jorm

a que 
X

l 

In (z) = L ank(z -
zo)\ 

Iz -
zol < T. 

Entao as serie, 2::; 0 ank conveTgem
 para todo k e 

D
em

onstrat;iio. J e analitica no disco Iz -
zol < r (T

eorem
a 4.6), logo, 

passui desenvolvim
ento em

 serie de potencias de z -
Zo, cujos coeficientes 

Ak sao dados por Ak = J(k)(zo)/k!. A
inda de acordo com

 0 teorem
a citado, 

0
0

 
J(k)( 

) 
Ak = 

"'" 
n 

ZO 
L 

kl 
n=O

 
. 

0
0

 

= 
L

an
k. 

n=O
 

• 
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Isto com
pleta a 

4.22. E
xem

plo. Seja desenvolw
r em

 serie de poteneias de z a 
inteira f(z) = e sen'. U

sando a regra de 
e 0 Teorem

a de "
'eier-

strass, obtenlos: 

, 

1
+

 

ou seJa, 

sen
2.: 

sen 3 z 
e sen z -

1 + sen z .!. --:0;
-+ 

+ ... 
-

'
0

' 
3' 

z2 (1 
1) 

3 (1 
1), 

=
l+

z+
-+

 --+
-

z + --
+

-, 
z + ... , 

2! 
3! 

3' 
3! 

4. 

? 
4 

z-
z 

=
l+

z
+

-
-
-

+
 .. 

2 
8 

• 

I 
f 

-
sell -

e e' CO
l' nei, 

E
sta expressao nos m

ostra, em
 particu aL que as 

um
;oes e' 

-
dem

 ate segunda ordem
 com

 z ----+ 0 : 

e sen'_
e
'=

0
(z3), 

z
-

O. 

E
X

E
R

ciclO
S

 

O
btenha os desenvolvim

entos em
 series de potencias de z dadas nos Exercs. 

1 a 4, e 
veritique que eles sao validos para todD

 z. 

(-1
)" 

211+1 
1. 

5enz = L.t (2n+
 l)!z 

. 
'1=

0 

x 
ZZ

f1-1 

3. 
senhz = L (2" 

I)!' 
11=1 

x 
(-lr 

2n 
COS Z = L 

(2 
)' z 

. 
n.. 

'I =0 

'-," 
-I. 

cosh
z
=

L
(2

n
)!' 

,t = 0 
. 

D
esenvolva em

 series de potencias de z as 
dadas nos Exercs. 

ram
os sao fixados peias condic;oes arc cos a = 1, arc cg 0 = 0 e 

= 1. 

5. 
arccos z. 

6. 
1 + z 

7. 
V

I _ z2 . 
arc tg z. 

5 a i. cujos 

8. 
D

esenvolva em
 serie de potEm

cias de z -
1 a 

principal (log 1 = 0) de 
I(z) = zlogz -

z. 

9. 10. 

, 

C
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D
esenvolva em

 serie de potencias .:.-::: z e (z -
2). respectivam

ente. as 

1
(,)=

"1
,)3

 
e 

1 
, z) = z, 

e represente graficam
ente seus di.-.:":.-: de 

D
esenvolva em

 series de potencia.:. 
z a.5 

1 
J ( z) = -"z ';--;;3-:-, --:;.} 

e 
z 

g(z) = (z + i)'(z _ 1)' 
OC 

"l+
j 

11 
11 

'"
 (-1) 

( 
';" 

d 
' 

.
.
 

I 
. 

I' ostre que senz = L 
( . 

)1 
:. -

n" J 
,0

:', e
n

 e urn lIltelro qua quer. 
2J . 1 . 

j=
O

 

12. 
O

btenha 0 desenvolvim
ento de co: = em

 potenci:..5 de (z -
n" -

onde n e urn 
inteiro. 

13. 
D

iz,se que um
a 

I e par U
rr.;,u

) se J(z) = I( -z) (/(,) = -
I( -z)) para todo 

z. 
D

em
ons,tre que 0 

de um
a fur:..;a.o par (irnpar) em

 potencias de z 
so contem

 potencias pares 
. 

14. A
o fazer 

0 produto de duas serie: :e patencia:: 
-1.17), em

 gerai elas tem
 raios de 

convergencia distintos . ..\lostre qU-i-
) raia de cor.·:ergencia da serie produto 1-1.18) e 

no m
inim

a 0 m
enor dos raios de 

da5 :eries (4.17). D
e exem

plos de series 
de potencias ClljO prodllto seja 

U
r!..1:. serie com

 re..:o de convergencia igual ao m
enor 

dos raios de cOllvergencia das 
dadas: e 

em
 que 0 produto seja um

a 
serie com

 raio de convergencia 
que 0 m

enor lO
S raios de com

'ergellcia das series 
dadas, ou m

esm
o tenha raio de co:.···o-rgencia infi:":to. 

15. 
O

btenha os prim
eiros quatm

 
do desen\'oh-.m

ento de z/(e= -
1) em

 pot€!flcias 
de z. rvlostre que 

16. 

-
, 

1(' 
e fun<;ao par, significalldo que a fu::;:io dada poci-:. ser escrita na form

a 
x 

-----;-
= '"

 B
" " 

-, 
1 

I
"
' 

e; 
n. 

o 
onde B

o = 1. B
I = -1

/2. 
B

" = 1," 
B3 = o. 

= -
1/30 e B

2rt ':"1 = 0 para It > 1. 
E

sses Bn sao os cham
ados m

im
ero.' 

B
ernoulli 

Jacques B
ernoulli (1654-170.5)). 

x 
'1 

' 
z 

z 
h ' 

I 
: 

h z 
L 

B"n 
2n 

1V ostre que 
+ -

= 
-

cot 
-
:
 cone ua q

U
E 

-
cot. 

-
= 

" ) z 
. 

e; -
1 

2 
2 

2 
2 

2 
(2n ! 

o 
Substi-

x 
')211 B 

. d 
2 

b
' 

h 
'"

 -
,,,

', 
tu

m
 

0 z por 
z,o tem

-se zcot 
z = L 

(2n)! 
:." 

o 
17. M

ostre que, para Izl < 1, 
x 

exp ( 
1 

) = e + ez _ ) 
.!.., 

1 
Z 

--.I
n

. 
l
:
2

 

(;'+
2) ... (k+

n)] 
" 

k! 
z . 

"
0
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18. 
D

eterm
ine os tres prim

eiros term
os do desenvolvim

ento 

tom
ando log 1 = O. 

]og cos z = L ell z". 
11 = 1 

19. 
Sejam

 f um
a func;ao analitica num

a regiiio R
, Zo E

R
e r 0 raio de urn disco (entrado 

em
 Zo e todD

 canticlo em
 R. 

!>.Iostre que os coeficiem
es all 

....:. 
1a serie 

de Taylor da func;ao f ::-elativa ao ponto Zo sao tais Que lan' < Al/r" .. one.;-
J1 e 0 

m
axim

o de If(z)1 em
 

: -
zol = r. 

SU
G

E
ST

O
E

S 

9. 
O

bserve que fez) 
= 

l' .. t3)/(l -
Z/4)3 

e apJique 
0 desenvo]yim

ellto binor::.ial; 
OU 

desenvolva 1/(4 -
z) em

 potencias de z e derive duas vezes. Q
uanta a g(.:). ;>roceda 

de m
odo an610go, eserE-yenda z = 2 + (z -

2). 

10. 
U

se 
em

 ':"ac;6es sim
ples. 

ox 
(_1),,+1 

18. O
bserve que log(1 +

: = '"
 

z" 
e cosz = 1 + (cosz -

I). 
L 

n 
n

=
1 

• 
SE

R
lE

 D
E

 L
A

U
R

E
:"n

 

V
im

os, no caso da serie de Taylor, que e sem
pre possivel desenvoj-;er em

 
serie de potencias de z -

Zo um
a 

que seja ·regular em
 Zo. 

"€fem
os 

agora que 0 desenvolvim
ento pode ainda ser possi\·el, m

esm
o que a 

nao seja regular em
 

z;,. desde que se adm
itam

 potencias com
 expoentes 

negativos. U
rn exem

plo dessa 
e dado por 

e
Z 

1 
zn 

x 
1 

l
I

z 
z2 

z2 

z3 -
z3 L 

n! -:--0 
n! 

-
z3 

z2 
2!z

' 3! 
4! 

.o! 
... 

Esse tipo de serie , conhecido 
CO

IllO
 serie de Laurent, e um

a 
da sorie de Taylor. 0 resultado geral e dado pelo teorem

a seguinte. 

4.23. T
eorerna. Seja J um

aJun,ao 1t1l'ivalente e analH
ica num

a regiao 
• 

anular· G
: r < Iz -

Zo I < R. 
E

ntaa, para todo z nesta regiao, 
DC 

J(z) = L 
a_" 

" 
( Z

-Z
O

I
' 

n=
! 

0
0

 

+ L a,,(z -
zo)" = 

n=O 

oc 
L 

an(z -
zo)"

. 
n

=
-

X
' 

U
O

) 

C
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onde as coeficientes a", n = 0, ±
l. ±2, .. " sao dados por 

a 
= 

1 r 
f(O

. de 
" 

211"i Jc «( -
Zo)" , 1 

(4.21) 

sendo C 
positivo. 

um
 contom

o Jechado em
 G

, envolvendo zo um
a ['ez no sentido 

D
em

onstra,aa. D
ado z E C. sejam

 rl e ,', tais que,. < r1 < Iz -
:01 

R (P ' 
4 5) 

D
esi<rnem

os por C1 e C2 os cireulo, de centro 20 e 
< r2 < 

Ig.
.
.
 

'" 
.
.
 . 

. 
d 

C
 

raias Tl e T2, respectivam
ente, orientados no sentlcio POSltlYO

. LIgan 0 
1 

C 
por urn arca L. abtem

os um
 contorno fechado " = C, + L -

C
1 -

L, 
regiao de regularidade da 

I; logo. pela form
ula de C

auchy. 

J (z) = . 1. r ! (0 d( . 
211"1. 

-
z 

As inte<rrais ao lango de L e -
L 5e cancelam

 m
utuam

ente: partanto, 
'" 

z 
= 

1
. r 

1(0 d( _ 
1

. r 
J('). d(. 

(4.22) 
I () 

211"' J c, ( -
z 

2m
 J c, (-

-

R 

c. 

Pig. U
 

A
 prim

eira destas integrais e tratada 
serie 

de T
aylor (Teorem

a 4.14) e resulta na sene de porenC
la, posltl\aS que • 
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aparece ern (4.20), a qual, substituida em
 (4.22), nos da: 

x 
f(z) = t

a
,,(z-

ao)" -
-2 1

. ( 
O

 
'ITZ Je, 

' 
T

l=
 

(423) 

Q
uanta a esta ultim

a integral: notam
os prim

eiro que 

1 
1 

-1
 

1 
x 

(;-zo
)'· 

= 
-L (: -

zo)" 
I· 

(-z
 

(( -
zo) -

(z -
zo) 

z -
20 

1 -
.:.----" 

n = 'J 
Z -

Zo 

E
sta serie cOI1yerge uniform

em
ente em

 ( E C
1 ; logo, 

f(O
 de; 

(-z
 

x 
1 

1 r 
L 

(z -
zO),,+1 . 27fi Jc 

Il =0 
1 

E
screvendo n + 1 com

o novo indice fl. obtem
os: 

1
·
 

f(O
, 

x 
1 

1 r 
I(C; I 

-2;;I.1e, (
-

zdc, = 
(z-

20)n . -2rr-ilc, 
de· 

Sub5tituindo em
 (4.23), obtem

os 0 desenvolvim
ento dado por (.120) e (4.21), 

ja que a integral que aparece em
 (4.21) tem

 0 m
esm

a yaIoL
 q"Jalquer que 

seja 0 cantorno C descrito no teorem
a, em

 particular l
! au C:. 

Isto C
O

Ill-

pleta a dem
onstra,ao. 

C
om

o dis5em
os anteriorm

ente, a serie de Laurent e um
a gfneralizac;ao 

da serie de Taylor. Se a fun,ao f e regular m
esm

o p
a
ra

: -
20 < T

, entaD
, 

para n = 
-

1, -2, ... e tarnbem
 regular em

 to do 0 disco I: -
< R a fUu<;iio 

de ( dada por 
f(O

 
f(')(' 

)-n-l 
(( _ zO),,+1 = 

, 
,
-

Zo 
, 

E
m

 consequ€ncia) Q
-n = 0 para n = 1) 2, ... ) e a serie de L

aurtut se reduz 
a serie de Taylor. 

, 

C
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R
egularidade no infinito 

, E interessante ::..otar que. enquam
o a prim

eira das integrais em
 (..;.22) e Ulna 

fun,ao regular:lO
 di,co I: -

zol < R (na w
rdade, regular em

 I: -
zO

f < r2: 
m

as, dado 
0 tal que I: -

:·)1 < R. sem
pre existe "2 < R tal que 

Iz -
.:<,1 < r2). a segunda 

e regular para Iz -
zol > T

l i::.clusiye no 
ponto z = 

00. :e acordo com
 a defini<;iio que dam

os a seguir. 
U

m
a fun,£.:' g(z I se diz analirica. regular ou holom

or}a no pc,:no 0 = 
0

0
 

se g(l '() for ["gular no ponto ( = O. 
N

este caso, 

num
a \·izinhar.;a de -: = o. 0 que equivale a 

Dl 
/}, 

g ,,) -
c. -'-

_ + -=. + 
' 

-
().I 

, 
,)
'
 .

. 

• 

7 
-
,
 

7 
_ 

num
a \·izinhar.;a de .: = 

ex: _ Pode::noE. entao. dizer que 9 e regular :10 infinito 
se ela for desE-::.\'ohiyel em

 serie de potencias de 1/ z num
a 

do 
infinito, Izl > ,:. 

C
om

 essa ,':efini<;iio fica claro 
0 significado da serie de Lau:ent: 

ela e 
a som

a de du(-..:: series: 
nm

a em
 potencias de z -

zo, que caraceriza um
a 

fun<;ao regular :::l0 di.3cO I.: -zol < R
. 0 prim

eiro term
o de (4.22 : outra em

 
potencias de \: -

Zo 
que defbe um

a fun<;ao regular em
 Iz -

-=01 > r. 0 
segundo term

c ie (4.22) .. \ 50m
3 dessas dU3S fun<;oes coincide em

l a fun,ao 
f na regiao aL

Jar r < 12 -
ZO 1 < R. 

Z
eros de func;oes analiticas 

Seja f Ull1a 
regular num

 ponto Zo-
E

ntao, 

x 
liz) = L· an(z -

zo)" 
(4.24) 

n=
O

 

num
a vizinhaL;a 

1 z -
Zo 1 < r. 

Pode acon>:cer que Q
(l seja z.ero. em

 cujo caso f se anula nco ponto zoo 
pois f ( zo) = a

. D
izernos entao que 20 e um

 zero da funt;ao f. 
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Se todos os coeficientes an se anulam
. entao / se anula em

 toda a vizi-
Iz -

zol < r. Excluido este caso. deve existir m
 > 0 tal que am seja 

o prim
eiro coeficiente nae-nulo em

 (4.241, isto e. 
aD = ... = 0

"
,-

1 = 0 
e 

am i' O. 
D

izem
os, entao, que Zo e urn zero de ordem

 rn da 
/. 

Fatorando 
(z -

zo)m
 no desenvolvim

ento anterior, obtem
os: 

x 
1(z) = (z -

Z,))m
 L <1m+n(z -

zo)". 
n=O 

Pondo 
x 

g(z) = L am+
n(Z -

zo)n, • 
• 

(4.25) 
n:O

 

concluim
os que se Zo e urn zero de ordem

 m
 da fun,ao /, entao, num

a 
de Zo, 

/(z) = (z -
zo)m

 g(z) 
e 

g(:o) " O. 
(4.26) 

R
eciprocam

ente, suponham
o, que exista um

a fun,'.o g satisfazendo a 
(4.26) num

a 
I: -zol < r de ZOo A

 funC;ao 9 possui, nessa 
vizinhanc;a, desenvolvim

elllo de Taylor do tipo (4.2.5), que, substituido em
 

(4.26), nos da 0 desenvolvim
ento (4.24) com

 aD = ... = am
-
l = 0, am i' O. 

Fica assim
 dem

onstrado 0 seguinte teorem
a. 

4.24. 
T

eorem
a. 

Urna condi,iio nEcessaria e sl1,ficiente para que Zo 
seja um

 zero de ordem
 m

 da jun9ao / e rue exista 9 sacis/azendo a rela,iio 
(4.26); au ainda, que (z -

20)-m
 f(2) tenha lim

ite finito e di/erente de zero 
C071I z ---+ zo. 

Se um
a 

/ e regular no ponto: = 
0

0
, este ponto e cham

ado urn 
zero de ordem

 m
 de /(z) se ( = 0 e urn zero de ordem

 m
 de /(1

/(). It facil 
ver que is to e equivalente a dizer que / 

possui desen\'olyim
ento 

(
)
 

0/11 
Q

-m
+ 1 

/ 
Z 

= -
+ 

+1 + ... , 
, III 

_m
 

am
 r 

O. 
-

va lido num
a \'izinhanc;a Izl > J( do infiniro. 

, 

, 

-, • 

C
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, 
E

X
E

R
C

IC
IO

S 

A
 serie de Laurent costum

a ser escrita na fOTI:!a 
I. 

J(') = L 
a,(z -

zo)". 
T <:)2 -

zol < R. 
l-l·27) 

l D
e\"e-se entender entao que tem

os aqui duas 
separadam

ente cO
llvergentes. um

a 
, 

d 
-

0 
-

00 e a outra a 50:na de n = -1
 a n = 

-00.) D
em

onstre 
que e a som

a 
e n -

a n -
. 

. 
. 

. 
que, se essa serie conyerge na regi.ao indicada. entao a convergencla e um

form
e para 

a < \z -
40\ < b. quaisquer que seJam

 a e b, ('(·m
 r < a < b < R. 

2. 
D

em
onstre que a. serie de Laurent e unica, d.;sde que fixados 0 

.zo e a reglao 
onde ela e com

iderada. Sugestao: M
uitipliqUE (4.27) por (z-

zo) 
e m

tegre term
o 

a term
o ao longo de um

 contorno C convenie:.te. 

Exercs. 
3 a 8, obt.enha as series de Lacrent das func;6es dadas, nas situac;oes 

iudicadas. 
1 

3. 
J(,) = (z _ I

l' _ 2)' 
1 

4. 
J(,) = (: _ 1 (: 

2)' 

Zo = 1, 
0 < \z -

11 < 1. 

Zo = 1, 
):-

11
>

1
 

1 
'0

 = 2, 
0 < Iz -

2! < J5. 
5. 

J(,) 
lz _ iH

: -
2)' 

" 
6. 

J(2) = , 
l' 

7. 
J(,) = ,'ell'. 

sen: 
B. 

J(,) = 
(z _ 

Zo = O. 
)21 > I. 

, 

Zo = 0, 
121 > O. 

20 = 
11', 

Z 'f:. 'it. 

9. 
Seja f um

a 
regular no ponto ':0· 

IvI05U
€ que Zo e urn zero de ordem

 
In

 de f 
se e som

eute 5e J(zo) = I'(zo) = ... = Jlm
-I)I:,I) = 0 

e 
/"

'(zO) '" o. 
D

eterm
ine a ordem

 do zero z = 0 da.:; func;6t::-
dadas nos Exercs. 10 a 15. 

, 
(1

-
cos2)se,' z 

11 
10. 

(cos: -
l

)'senz. 
1 -

e= 

14. 
(e" 

-1
)(se":' -

z2). 
5 

sen t 
e

tg
z 

1 . 
e 

-
. 

D
eterm

ine 05-zeros e as respectivas ordens cC'.s func;oes dadas nos E
xercs. 16 a 18. 

, 
16. 

17. 
(cosz-1)1c';ll+

z
). 

lB. 
(22 -

4)'(e' -
1). 

• 
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19. 
Se z = Zo e zero das func;oes j e g, de ardeos T e s, rcspecti\,am

entc, prow
 quo:' ele e 

zero de ordem
 r + s de /g. D

E" que ardent e esse zero para a funG
ao f + g? 

20. 
D

em
onstre que 0 inYerso de um

 polinc'5m
io de grau m

, 

1 
f(z

) = 
"1

_ 
m

-:+
 

+ 
+ 

a
",Z

 
,

Q
m

_1Z
 

... 
a

lz 
ao 

a", f 
0, 

e lim
a func;ao regular no infini:o e este punta e um

 zero de ordem
 m

 dessa fuct;8.o. 
21. 

M
ostre que 11m

a fU
l1

t;ao radonal • '" 
.m

-
I 

!(z)=
Q

m
-

+
a m

-:_ 
+ ... 

b_.:;11 + bl! _
:;'1

 
I + ... + b

l Z + r"j 
onde alii f. O. bn 

fO
e 

m
 < n, e regular no infinito, e 

ponto e urn zo?ro de 
ordem

 11 -
In

 da func;ao, caso seja 11 > m
. 

22. 
D

em
onstl'c que um

a fUllc;ao analftica no ?lano .estendido (islV
 e, incluindo z == :0) e 

Ilecessariam
ente constante. 

(Este e outro m
odo de form

ula, 0 teorem
a de Li0uville 

• 
da p. 106) 

• 

• 

C
apitulo 5 

, 
SIN

G
U

L
A

R
ID

A
D

E
S E R

E
SID

U
O

S 
• 

SIN
G

U
L

A
R

ID
A

D
E

S ISO
L

A
D

A
S 

D
iz-se que urn ponto Zo e singularida

,;., isolada de urna fUIl<;ao f se existe 
um

a 
de zo na qual f e un'·;ale::lte e regular. exceto no proprio 

ponto zoo P
or exem

plo, a 

_2 
....L... 1 

f(z) = ---'-: 

possui singularidades isoladas nos zer(,; do deno:ninador, que sa, os pontoS 
z = 0, ±7T, ±2rr, ... Ja a 

1 
g(z) = ;'3(1/ :) 

tern singularidades isoladas em
 cada ·lID

 d
os zeros do denorn'.:lador, que 

sao os pontos z = 
Zn = linT!. n = 

=1. =
2 .... O

bsen'e que E::=3eS pOntOS 
form

am
 um

a sequencia convergente. 
0 li.:uite : = 0 €) entao. urn ponto 

de acurnula<;iio de singularidades isola.:as. 
C

O
L

O
 verem

os m
ais tarde. um

 
ponto com

o esse tam
bem

 recebe 0 n,::ne de "5ingularidade" 1 :nas e um
a 

singularidade niio-isolada. 
Seja 

Zo urna singularidade isolada de um
a fun<;iio f. 

de form
a que 0 

desenvolvim
ento de Laurent 

oc 

) 
'"

 
a_ n 

f(z 
= 

(z -
z )' 

n
=

l 
0 

ox 

-'-'"
 a ,,-

zo)" 
, 

1)
'

-

7l.=o 
(5.1) 
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e vaJido num
a certa vizinhanca perfurada 0 < Iz 

' I < 
d 

, 
-

-0 
r 

e :'). 

Singularidades rem
oviveis 

. 
acontecer que todos os coeficientes da parte principal sejam

 nulos 
15to e, 

Q
-

n == 0 para n == 1,2, ... : neste raso 
) 

'" 
J(z) = L an (: -

zo)". 
0 < Iz -

:01 < r. 
'1=

0 

C
om

o 
t· 

.. 
d 

'
. 

es a sene 
e 

define um
a 

analftica em
 

I. 
_

_
 I < 

com
 0 yalar 0

0 no pon-o 
_ 

_ 
' 

. 
. 

-0 
r, 

J( 
) _ 

. 
z -

-oj. e natural definu' J no ponto 20
. pondo 

zo 
-

0
0· 

\ em
os as" m

 que um
a t I .' 

I
'd

 d 
. 

d 
.
.
.
.
 

a 
,m

gu an a e e apenas aparente e 
. e ser rem

o, Ida, bas:ando dennir J de m
aneira apropriada no ponto ZOo 

al 0 nom
e srngular!da..ie rem

oduel que se da a ta', 
t 

J' 
. 

L pon os. 
a vlm

os um
 exem

plo de singularidade rem
oviw

l no Exem
plo .,t.?0 ( 

140) .. no caso da 
:( eO -1

) -1
 A

s 
(cos: -

1) / z e z-I lorr(-I
-
;' 

tam
bem

 tem
 sm

gularidc.des rem
oviveis em

 z == 0, pais 
0

)
 

cosz
-
l
 

1 
X 

(_1)n 
] 

x 
n 

Z 
-

-
L ) 

I z2" -
1 

= L (-I) 
z,n-I 

Z 
,,=0 I_n). 

(2n)! 
71=1 

para todo 
z: 

e 
10g(I+

:) _ 
1 LX (_1)"-1 

x 
(_I)" 

_ -
zn. _ 

n 
z 

..., 
Z 71=! 

n 
n=O

 n + 1 
para 

Izl < 1. 

5.1. T
eorem

a. 
Urr,a singularidade isolada Zo de J(z) Ii rem

ovil'e/ 8e e 
sam

ente se J(2) Jar hm
'tada nurna.vizinhan9a de zOo au tiver rm

ite fi 
't 

C
01n z ---;. Zo

. 
! 

n
l 0 

D
em

anstra9iio. 
Suponham

os que J seja lim
itada, digam

os. par um
a 

constante .\1, num
a 

de 
Z00 

Entao 
de acordo COl 

r· 
I 

(4
2

1) (
145) 
'
.
 

' 
n a !orm

u a 
. 

p. 
que da 0, coeficlentes da serie de Laurent relati"a ao 

t 
Zo 1 terem

os. para l' sufic:entelnem
e pequeno, 

pon 0 

• , 
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C
om

o r e arbitrariam
ente pequeno, concluim

os que a" = 0 para n < O. IslO 
m

ostra que a serie de Laurent se reduz a um
a serie de Taylor, provando, 

portanto, que a singularidade e rem
ovivei. 

0 restante da 
e 

rnais facil e fica a cargo do lei tor. 

Singularidades do tipo polo 

V
am

os considerar, em
 se01ida, 0 caso em

 que no desenvolyim
ento (5.1) 50 

aparece um
 nllm

ero finite de potencias negativas, isto e, e"iste In
 > 0 cal 

que a-m
 '" 0 e a-n = 0 para n > m

. E
ntao (5.1) se reduz a 

0
0

 

J( ) 
O

-m
 

,
a_

I 
L 

( 
)n 

Z 
= 

( 
) 

+ ..... ( 
) + 

a" z -
Zo 

, 
= -

Zo 
m

 
•
.
 

Z -
20 

n=O
 

a-on '" O. 
(5.2) 

N
este casO

. :0
 e cham

ado ."010 d, ordem
 m

 da fun<;ao J. U
m

 polo de prim
eira 

ordem
 e talU

bem
 cham

aco polo sim
ples. N

o caso de urn p610 de ordem
 m

, 
o poJinom

io em
 (z -

zor l que precede a serie 2::;.' 0 a,.(z -
zo)" em

 (5.2) 
e cham

ado a parte singv.:ar ou parte principal de J no ponto zo° 
O

bsen'e 
o 

que. se subtiain:!!os de J sua parte principal no ponto zo, 0 resul-
tado sera um

a func:;ao CO
:!l singularidade rem

ovivel, portanto, regular Besse 
ponto. 

D
ei."am

os ao leitor a tarefa de dem
onstrar que um

a singulal-idade 
isolada zo de J e um

 p6i9 de ordem
 m

 se e som
ente se (z -

zo)"' J(z) til'er 
lim

ite finito e diferente de zero com
 z ...... Z00 (C

om
pare com

 0 Teorem
a 4.24 

da p. 148, que e a proposi<;ao anaJoga no caso de zeros.) 

5.2. E
xem

p
lo. V

am
os considerar a 

J(z) = e' 10g(1 + z), 
z-l(z -

2) 

prim
eiro num

a vizinhan<;a de z = 0, digam
os Izl < 1. 

Escolhem
os a deter-

principal do logaritm
o. caracterizada por log 1 = O. 

Para vennos 
que z = 

0 e polo de oh:elU
 3. basta notar que z3 J(z) tem

 lim
ite finito e 

diferente de zero com
 z -

O. Para achar a parte principal da serie de L
au· 

rent na origem
, procede:nos da seguinte m

aneira, usando 
de 

• 
• 

senes: 
1 

. 
10g(l-

z
) 

-
1/2 

-
. e' . 

. 
,3

 
: 

1 -
z/2 

J(z) 

• 
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• 
O

s poim
eiras tres term

os ai explicit ados form
am

 a parte principal da serie 
de L

ourent. 
.'. m

esm
a 

tern polo sim
ples em

 z 
correopondente tern parte principal dada par 

e 2 (log 3)/2' 
z
-2

 

2, eUJa serie de L
aurent 

:--Jest·.;. caso, efetuam
os urn corte ao longo do sem

i-eixo real l:egativQ
 (in-

cluir.io a origem
), de sorte que a dom

inio da 
scja dado par 

1 arg zl < 
iT. 

S
ingularidades essenciais 

A
Iel" das possibilidades jli analisadas, a serie (5.1) pode com

er um
a in-

de term
os com

 potencias negativas de z -
Zoo D

izem
os entaD

 que Zo 
e U

lL
' singularidade ,sseneial da 

f. 
E

xem
plo ciisso e a ponto z = 0 

no ('-"a da 
ell,. pais 

e ll, __ 
1 (_1)" __ 

l/n
l + 1, 

z 
L

-
zn 

0 < 
1 z!. 

n..;..O 
n

=
l 

L':z-se que 0 ponto z = 
00 e urn polo ou um

a sir;g'ularidade essencial 
da L.::t<;ao f (z) se a ponto ( = 0 for urn polo au singuhridade essencial da 
fUJ]!;i.,) f(l/C

), respectivam
ente. 

Q
<.talquer polin6m

io de grau n, 

P
(z) = anz n + an_1z,,-1 + ... + ao, 

a,·. i: 0, 
tern ;·610 de ordem

 n no infinito, pais 

an 
a

n
-i 

= 
(n + (n-1 + ... + "0 

• tern p·:!lo 6e cdern n na origem
. 

Ji a 
e= tem

 singularidadf essen cia: '0 ir::.finit.:. 
p .. :m

do 
z = 1. :. 00tE

:""lQ
S: 

e1/( = 
l/n! -i-

:. 
L 

,e, 
n=

. 
" 

o que :nO
Str3

 
esta fun<;ao de ( tf:n singulc...:-idac.e 

11e. origem
, 

A
Eas: estc, situa<;ao e tipica das 

a '':'''"1ica 
llaridade 

delas 
0 

z = 
00; e esta sing-,Jaridadf 

essenci'::':', a 
D

aD
 :er Q

ue a 
fun<;3'(; inteira '=8 reduza a um

 polinc,:nio de g: .'.u n. em
 :ujo case : = 

::0
 e 

urn pc.:o 
n, 

D
e fatal dada :...tma fUL;'?o ir:..teirc. f, (':011K

 
regular 

em
 taco 0 pla.:.o, ternos, para todD

 :, 

dande 

x 

JCz) = I>
oz" 

x 
_

"
a

"
,

. 
\ 

-
-

.' 
-

I 
(" 

. 
" 

:=
 1 

e d
aq

c segue
) resultado enunciado. 

U
 L:' 

interessante sabre .::ingular: 
e55: :'C

la
:s

 e :c:.do pelo 
teore11.3 qu.e e::·nsideram

os a seguir. 
• 

• 
5.3. T

eorem
a (de C

asorati-"·eierstrass). Seja.-" urr;a fo-,r,ao com
 

singul,:.rida.df :3sencial num
 ponto 20· E

ntao
, :-r1 qu .. 

d.e z00 
f se Q.'Jrorimc. arbitrariam

ente de qt. .. .zlquer TI':., '"'1,e-ro 
qU

E
 

ca. 
D

U
o 

de 
rn.arl.:'ira .. 

qualquer que sejc. 
0 

0: 
t;ue 

Y 
prc.SCTt·'.fl. d.{J..dos 

E > 0 ,15 > O. ,xiste z E Vj(zo) tal 
If(z) -al < ,. 

D
cnonestrc.:'do. 

R
aciocinando p': r absurc 

SU
?O

nLilll0:3 qu: eX
Isam

 
E > 0 , 15 > 0 ,.,is que If(z) -al > E ?ara tod

: 
0 E '1

(0: . E
ntae, a 

1 
g(z) = 

.-"(z) _ a 

e lim
itc.da em

 : E V;(zo); e pelo Teo:em
a 5.1. :,) e 

:'?ID
o".ivel 

de g(z . D
-efir:'da convenientem

ente. g(z) e ar..clitica en: :0. 
Se 

:0) " 
0, 
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sua inversa g-l (z) = J(z) -0
: seria analitica em

 zo, contradizendo a hipotese 
do teorem

a. Se g(zo) = 0, Zo seria zero de certa ordem
 m

 da 
g, sig-

nificando iSIO que Zo seria polo de ordem
 m

 da 
J(z) -

0:. M
as isto 

tam
bem

 conlradiz a hipotese do teorem
a e com

pleta a dem
onstra<;iio. 

E
X

E
R

C
IC

IO
S 

M
ostre que z = 0 e singularidade rem

oY
l\,el de cada um

a das 
dadas nos Exercs. 1 

a 5. D
eterm

ine 0 valor que se deve atribuir it func;a.o em
 z = 0 para que ela fique regular 

nesse ponto. 

I. 
z 

e: -
1 

2. 
sen2z 

sen
2z 

cosh 2z -
1 

3. 
4. 

I 
1 z 

I 
5. 

z 
I 

sen z 

D
eterm

ine as polos, com
 suas respectivas ordens, no caso de cada um

a das func;oes 
dadas nos E

xercs. 6 a 13. 
6 

z+
4 

7. 
senz 

. 
Z

(Z
2 + IF 

2
3

(Z
 -

0) 

e' 
10. 

z l
-e

 ") 
I 

11. 
. 

(e;' -
1)' 

1 
8. 

2
'
 

Z sen 
1fZ

 

zll
-c

o
s,)' 

cosh z 
12. 

1 -
e

Z 

9 . 
+ z) 

senh z 
13. 

zsen
2(z + rr/2)' 

14. 
Seja Zo um

 zero das func;oes f e g. 
Supondo ainda que 9'(zo) :f 0, m

ostre que Zo e 
singularidade rem

oY
lvel de f / 9 e 

• 
• 

I(z) 
lim

 
,-

'" g(z) 
f' (zo) 
9'(zo) 

15. 
D

em
onstre que um

a singularidade isolada Zo de um
a fungao 1 e urn polo de ordem

 
m

 se e so m
ente se (z -

zo)n! I(z) tiw
r lim

ite finito e diferente de zero com
 z -+

 Zoo 
16. 

D
em

onstre que Zo e polo de ordern Tn de um
a fungao 1 se e sorneute se Zo for zero de 

ordem
 m

 de 1/ f. 
17. D

em
onstre que um

a singularidade isolada Zo de um
a fun<;ao f e polo se e som

ente se 
If (z) I tende a infinito com

 z -+
 Zo. 

18. 
D

eterm
ine a parte principal da 

1 
f(,) = 

(
)
'
 

z 
Z 

-
l 

relativa ao polo z = i. 
19. 

D
eterm

ine a par(e principal da 
1 

1 (z) = 
'( zC---Cn -'" ;-']2-se-n-, 

relati,·a ao polo z = 
I1IT (n inteiro). 

• 
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R
E

SPO
ST

A
S 

6. 
Z = 0, i e -i, de ordens I, 2 e 2, respectivam

ente. 
8. 

z = 0, de ardem
 3; :: = ±1, ±2, ±3, ... de ardens 2. 

10. 
z = 0, de ordem

 2; , = 2k7ri (k inteiro f 
0), de ordens I. 

12. 
Z = 0, de ordem

 3; :: = 2k7r (k inteiro =j:. 0), de ordens 2. 
-

i 
1 

18. 
( 

')2 + 
.' 

Z
-
l 

Z
-
2

 

, 
T

E
O

R
E

M
A

 D
O

 R
E

SID
U

O
 

Seja J um
a fun<;iio regular e univalente num

a regiiio R, exceto num
a singu-

laridade isolada Zo E R. Entao, num
a 

de Zo vale 0 desenvolvi-
m

ento de Laurent, 
00 

x 
"
a

-
n 

"
(
 

)n 
J(z) = 

(7 _ Z )n + 
an z -

Zo 
, 

71=1 
-

0 
71=0 

os coencientes an sendo dados por 

-
1 1 

J(O 
d 

an -
2

' 
(( 

)n+l 
(, 

C 
-Z

o 
(5.3) 

onde C e urn contorno fechado de R, em
'olvendo Zo um

a vez no sentido 
positi\·o. 

o coeficiente a
-I acim

a e cham
ado 0 residua de Jno ponto zoo e deno-

tado 'res. f)(zo). Sua im
portancia reside no teorem

a que darem
os a seguir. 

5:4. T
eorem

a (do residuo). Se J e regular e univalente num
a regiiia 

sim
plesrnente conexQ. R

, exceto em
 urn num

ero finito de singularidades iso-
Ladas. 

Zl, ... ,Z
k, entaD

 
k 

1 J(z)dz = 211:i L (res. f)(ZJ). 
C 

j=1 
(5.4) 

onde C
 e um

 contorno Jechado de R
, envolvendo Z

I, ... ,zkum
a vez no sen-

tido positivo. 

• 
• 
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D
em

onstrar;ao. 
?-Jo caso em

 que C
 encerra um

a unica sin;ularidade zo, 
a form

ula 
se reduz a 

1: J(z)dz = 21Ti(res. f)(zo), 
( 5.5) 

que e equh'alente it expressao de a-I=
(res.f)(zo) dada em

 (E.:3). 
'Xo casa de varias singularidades Zl:' .. 1 Z

k. utilizam
os 0 TeOrelllf'. 3.10 

(p. 9.J), segundo 0 qual a integral sobre C
 e igual it som

a de ;: integrais 

Ij = r I(z)dz, 
j = 1, ... ,k, 

lej 
onde C

j e um
 cantorno fechado que envoh"e apenas a singula:-:dade =:. um

a 
Yez no sentido positivo (Fig. 

5.1). 
B

asta observar agora ,u
e cad a um

a 
de"as integrais e dada por um

a expressiio am
U

oga a (5.5). do::rde a form
ula 

(5 . .!). 

c 

• z, 
• 

• 
• 

• 
• 

Fig. 5.1 

:\'"as se\oes seguintes: vam
os considerar varias 

:io tearerna do 
no calculo de certas im

egrais. 
15to e feito, eonio sU

fere a form
ula 

(5.-1). reduzindo a integrac;ii.o a um
a som

a de residuos: este, devem
. entao, 

ser obtido> dos desenvolvim
entos de Laurent apropriados ou por processos 

que deles decorrem
. N

o caso de um
 polo sim

ples Zo, por exe::lplo, tem
OS 

I(z)=
 

a_I 
+

ao+
al(z-zo)+

." 
z -

Zo 

num
a vizinhan«;a de zo) donde 

(z -
zo)/(z) = a-I + ao(z -

20) + al(z -
:0)2 + ... 

C
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Logo, neste caso 0 E:;id U
D

 a_I e dado pela form
ula 

(res. 1)(:0) = }i.",',[(z -
20)/(z)). 

56) 
• 

Seja agora :0
 un: polo duplo da func;ao .f. de form

a que 

1(:) = 
• nurna vizinhan,a de :0. D

aqui obtem
os: 

(: -
zoff :) = a-2 + a_l(z -

zo) + ao(z -zof + ... : 
logo, 

Vem
os. entaD. que Sf :0 e polo duplo de J, a residua correspondente e c.,do 

pela seguinte f6rm
ulf.: 

. 

(:es. J )(zo) = 
lim

 
-

zo)2/(z)). 
Z

-Z
o

 dz 

5.5. E
xem

p
lo. C

onsiderem
os a func;ao 

1 
I(z) = 

2
' 

log 
z 

IS.7) 

que tem
 polo duplo n·:· ponto z = 1. (E

stam
o, considerando a ram

o prine'::>aJ 
do logaritm

o. detem
'nado pela condic;ao log 1 = 0; au ainda, 1 arg:1 < :'.) 

D
e acordo rom

 (.5.7i. seu residua neste ponto e 

I . 
d (z -

: 
2 

1m
 -

-';;-.....,,-,-
,
-

I dz (log' ,) 
lim

 2(z -
1) log' z -

2(z -
1)2 log z/ z 

:-1
 

log-i Z 

I · 
2

(z-
1) 

I' 
log:-

l+
l/z 

un 
. 1m

 --'0
'-:--,-,..--'--

,-
I 

logz 
,
-

I 
log2

z 

C
alcu lando estes Iini:es pela regra de 1 'H

opital, encontram
os (res. f)(1 

1. 
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A
 form

ula (5,7) se generaliza para 0 caso de urn polo de ordem
 m

 qual-
queL D

eixam
os ao lei tor a tarefa de estabelecer 0 seguinte result ado geral: 

Se :0 e polo de ordem
 m

 de um
a Jun9ao J, entaD

 

1 
d

m
-

I 
. 

( 
)1 lim

 d 
I [(z -

zo)"'f' z)], 
m

 -
1 . 2

--+
2

0
 

zm 
(res, f)(zo) = 

(5,8) 

E
X

E
R

C
icIO

S
 

1. 
Seja fez) um

a fun<;ao analitica e diferente de zero no ponto: = Zo-
t-.lostre que a 

funr;ao 9{z) = f(z)/(z -
':0) tem

 polo sim
ples nesse ponto, com

 
iguaJ a l(zo}. 

2, 
Sejaru p(z) e q(z) fum

;6es regulares no ponto Zo, p(zo) fc 0, q "J) = 
0 e q'(zo) fc 

0, 
que Zo e polo sim

ples·da,fum
;;;'o J(z) = p(z)jq(z), :'2m

 residuo iguaJ a 
p(zo)'q'(zo). 

3. 
U

se a regra (5.8) para det.erm
inar 0 residua de 

e" I = 
J(z) = (z _ ")' 

no seu polo z = 
iT. 

O
btenha 0 

m
esm

o resultado desenvolvendo -='''' = 
e'·" 

em
 serie de potencias de z -

11". 

D
eterm

ine os poJos, as ordens e os residuos correspondentes de cc.da um
a das funr;oes 

dadas nos Exercs. 4 a 11. 
. 

4. 
z -

senz 
5, 

z' 

8. 
e

3
, 

9, 
z(z-I)" 

z -
senz 

,6
 

1 
zsen z 

6. 
coth z. 

10, 
e' 

zsenz 
11. 

Jo
g

(l+
z)

, 
z2sen :: 

N
este ultim

o exercfcio, considere 0 plano cortado ao longo do sem
i-e:.xo (-00. -1]. 

12. 
C

alcule a integral 

fa (z -
+ 4) dz, 

tom
ando para C

, sucessivam
ente, os seguintes circulos, todos oriE':tados posirivam

en-
le: 
a) dE' raio 3, centrado na origem

; 
b) de raio 3, centrado em

 z = -3i; 
c) de raio 1/3, centrado em

 z = 2i; 
d) de raio 2, centrado no ponto z = 1. 

-

C
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C
alcule as integrais dadas nos E

xercs. 13 a 15. 

13, l,=J 
14, £-11.1 tg3zdz, 

R
E

SPO
ST

A
S E SU

G
E

ST
O

E
S 

6. 
Polos sim

ples em
 z = k;:i. 

k inteiro. 
7. 

Polos sim
ples em

 z = ±i:;-/2. 

i 
CO_.I :. dz. 

15. 
I: ... 2 

IN
T

E
G

R
A

lS
 IM

P
R

O
P

R
IA

S
 D

E
 FU

N
<;O

E
S R

A
C

IO
N

A
IS 

Verem
os agora com

o 0 teorem
a do residuo pode ser utilizado para calcular 

certas integrais im
proprias de 

racionais, 
com

 um
 ex-

em
plo concreto, 

5,6. E
xem

plo. Seja calcular 

j
A 

dx 
. jR dz 

""",,--,-
= 

h m
 

2
'
 

-
00 x

2 + 1 
R

-
e<o 

-
R Z + 1 

1 
1 

, 
'I 

' 
I 

os 
o integrando, J(z) = z2 + 1 

(z _ i)(z + i)' PO
SSU

I po os SIm
p es n 

pontos z = ±
i, Seja C

R 
0 sem

icirculo do sem
iplano 1m

 z > 0, de ralO R
 

e centro na origem
, 

Supondo R > L 
0 contorno form

ado pelo 
[-R

, R], seguido de CR (Fig, 5,2), contem
 0 polo z = i, onde 0 reslduo de 

f e 1/2i, Pelo teorem
a do residuo, 

j
R 

dz 
r 

-
R 22 + 1 + le

R
 

dz 
" + 1 

2
-

, 
1 

= 
27rZ . -

= 7r. 
2i 

Por outro lado, IJ(z)1 < 1/(lzI 2 -
1), donde 

r 
"dz 

< 
1 

r Idzl = 
: R 

. 
JCR z-+ 1 

R
2 -

1 ic
R 

R 
-

1 

Isto m
o stra que 

1 
dz 

lim
 

-0
--:-

= 0; 
R 

C
 

_,2 + 1 
R

 

• 
(5,9) 
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logo, passando ao lim
ite com

 R
 ---> 0

: em
 (.).9). ob:em

os: 

j
x 

ex 
=1f, 

. , , 1 
-
x
 x-

-, 
• 

que e 0 resultado procurado. 

I I 

-
R 

R 
, 

• Fig. 5.2 

E
m

bora esse exem
plo seja' dos IT.ais sim

ples q"le 5e possa im
aginar, ele 

apresenta um
 procedim

ento que e a;>licaw
l ao c£culo de toda :!ltegral de 

-:x
; a +Xl de fun,6es racionais f(2' = P

(:)/Q
(: . onde Q

(z) naD se anula 
para z real e 

grau Q
 -

grf,U
 P = m

 > 2 
Q

( ) 
I · . 

. 
d 

au 
2"'f(z) tern 

D
e fato, com

o :m
 P

(z) e 
z 

sao po m
om

lO
S 

e :nesm
o gr 

, 
lim

ite finito e diferente de zero 
CO

D
 

Z 
-

oc: p)rtam
o. existem

 N
 e K 

positiV
Q

S tais que 

E
m

 consequencia) 

r.-
Izl = R

 > N
 = If(:)1 < w

' 

Ij 
I j 

}( { 
}(rr 

I 
, 

I(z)dzi < 
I/(z)l,d21 < R'" Jc, Idzl = R'" 

1: 
I e

R 
I 

C
R 

.' 

com
o m

 > 2, a integral sobre CR ter:de a zero con R
 

X
l. 

P
or outro lade, para R

 bast ante grande, 

j
R P

(z)dz+
 ( 

P
(:ldz

=
2

rriL
(res.!I(zi), 

-
R Q

(z) 
ic

R Q
(:) 

i 

C
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onde a 50m
2. se estende a D

dos as polos Zi da fUllf;ao P
i ::.)/Q

(z) que j2...zem
 

110 sem
iplaLo 1m

.: > O. Fa:endo entao R
 

---jo
 0::. obtem

(6: 

(X
 

P
(z) 

. 
L

x Q
(z) dz = 2,,, L (res. 1) . 

I 

5.7. O
bserva<;ao. D

e-:em
os notar que 0 contorno CR pode Sf:' 

no 
infer:or 1m

:: < O. N
este caso, a cam

inho Je -R
 a R. segu

ido 
do sem

icfrcllo CR
· consth".li urn cantorno fechado e (.)m

 orient8c;ao neg-
atil"a, com

G
 ilustrc. a Fig. 

-5.3. 
Logo, na form

ula anETior, 0 mE-m
bru da 

direita le\'a ·.1111 sin
d

 negaC
':o e a som

a 5e estende aos p·:,los Zi do .5em
ipkano 

1m
: < O. 

-
.=: 

R 

\ 

Fig. 5.3 

5.8. 
0 

procedim
ento usado aeirne.. que cOll.5:stiu em

 
0 ca:::1inho de intee=a<;ao CR 

ao inten'alo [-R
. RJ, 

CostlJrna ser 
cl12:nado de "dobre.! 0 

carrcnho de integra,ao'·. 
A

ssin:. 0 que fizem
os foi 

dobrar 0 
de integrc.:;ao [-R

, RJ no sem
i plano 

inciuindo 0 
com

orno C
R· Pela 

anterior, podem
o.5 tam

ber:::::. dobrar 0 cam
inho 

de integrac;a.c. no senliplano :11ferio1'. 

E
X

IR
C

icIO
S

 

j
oe 

d 
1. 

Calcule 
_ '" 

: 
1· 

'x
 

2. 
Sendo Q

. b. c num
e::-os reais, :om

 b 2 < 4ac, calcule j -x
 

3. 
que 

. c.::: 

1 x 
;--;-=

 _ 
(=' + a

2)(x' + b 2
) 

"'2a'b7':(a-+:-b"')' 

• 
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cude a > b > O. C
onsidere as duas possibilidades: a =1= b e a = b. 

C
alcule cada 

das integrais dadas nos E
xercs . .4 a 9. 

1
00 

x'dx . 
o 

+ 9 
dx 

5. 
x2 _ 

X + 1· 

J
O

O
 

xdx 
i. 

-
0

0
 (x' + 4x + :3)' . 

R
E

SPO
ST

A
S E S

U
G

E
S

T
O

E
S

 

I. 1f/V2. 
2" 

2 
.....",,:":==ff 
v'4ac 

b' 

a>
 O. 

9. 
[00,' + 1 dx. 
lo 

r' + 1 

3. 
0 

integrando /!=) e fun\ao par, logo a integral de 
-0

0
 a zero e igual a integral de 

zero a 0
0

. 

7. -1f /27. 
8. 

1f/4a. 

L
E

M
A

 D
E

 JO
R

D
A

N
 

M
uitas yezes tem

os necessidade de calcular integrais im
proprias do tipo 

Som
os entao levaC

os a dobrar 0 cam
inho de 

e considerar a integral 

• 
IR = 

( 
e''' f(z)d

z, 
leR 

onde C
R e nm

 seoicirculo de centro na origem
 e raio R. 0 lem

a de Jordan, 
que consideram

o; a seguir, estabelece condic;6es suficientes para que esta 
integral tenda a Z

d
O

 com
 R -; 00. 

5.9. 
L

em
a de 

Jordan. 
$eja17l 

T >, 
R > 

0 e CR 
0 

sem
icirculo 

: 
= 

0 < 6 < 
7r. 

Suponham
os que f 

seja um
a jun,iio regular no 

sem
iplallo 1m

 z > O. a exce,ao, eventvalm
ente, de um

 num
ero fin ito de sin-

gularidades isola cas; e que a m
axim

o G
(R

) de If(z)1 para z E CR tenda a 

C
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zero com
 R -; 00

. Entao IR -; 0 com
 R -; 0

0
. 

D
em

onstra,iio. Com
ec;am

os observando que 

IR 
·1orr eirR(cosO+isen 0) f(R

e'9)iR
e iO dB 

iR
 10rr e-rR

sen 0 f(R
eiO)eifrRcosO+9)dB

, 

donde 

IJR
I < R

G
(R) 10rr e-rRseoOdB = 2R

G
(R

) !a',/2 e-rR,enodB. 
senB

 > 28/7r no intervalo 0 <
B

<
 n:/2

1, tem
os: 

I sto com
pleta a 

o lei tor nao tera dificuldade em
 verificar result ado analQgo para T < 0 

• 
e C R no sem

i plano inferior 1m
 z < O. 

5.10. E
xem

plo. C
om

o aplicac;ao do lem
a de Jordan. seja calcular 

(00 xsenx d 
lo 

a2 + x2 
x. 

a > O. 

O
bserm

ndo que 0 integrando e um
a func;ao par e que sen x = 1m

 e ix
, tere-

m
os: 

""",,--;cdx = -
dx = -

1m
 

dz. 
1

::0 x sen x 
1 JOO 

x sen x 
1 

jX 
ze!: 

o 
a

2 + x' 
2 

-0
0

 a
2 + x

2 
2 

-:x
; a

2 + z2 
(5.10) 

-
1 P

ara provar isso, consider am
os a fun,3.o f((J

) = sen (j -
2(J / ii no referido intervalo. Sua 

deriyada. f'((J
) = cos(J -

2/71", se anula para urn certo w
lor a. e posit:iva para 0 < (J < a 

e negath'a para a < a < 
7f /2

. A
 func;ao 1 e entao crE'3Cente no im

ervalo 0 < a < a e 
decrescente em

 a < a < 
C

om
o 1(0) = 1(,,:'2) = O. conciuim

os que f((J) > 0 em
 todo 

o interyalo 0 <
a<

 7T/2: logo, sena > 28
';r nesse illterya!o. 
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o integrando g(z) = ze;' 
(a 2 + z2) tene polo sim

ples no ponto z = 
que e sua unica singularidade no sem

iplano superIor. Conslciel ando
1 :ntao, 

a integral de -
R a R (R > a

). seguida da 'ntegral sobre CR no sem
i plano 

superior, obtem
os: 

. 
-

a 
R

 
it 

1 
ze': 

e 
1 

ze 
d: + 

. 
,dz = 2rri·--c:-

_R
a 2

+
z 2 

c"
a 2

+
:-

2 

. 
Fassando ao lim

ite e usando 0 
onde 1'-

012 e residuo de g no ponto z = to
. 

lem
a de Jordan. vem

: 1
:>.: 

zelZ 
. 

-
0 

2 
2 dz

= 
-le 

; 
-x

 a +
z 

substituindo em
 (5.10) obtem

os, finalm
entE. 

r;x x sen x dx = 
T
e
-

a 

)0 
a 2 + x

2 
2 

5.11. E
xem

p
lo. V

am
os agora calcula: a integral cia fun<;ao sen

l"lx de 
-
0

0
 a +00. G

ostariam
os de €'screver: 

. x 
e1: 

1
0

0
 senx dx = 1m

 I 
-
d

z, 
.,. 

.
-x

; 
z 

-0
0

 
" 

(5.11) 

m
as observe que enquanto z = 0 e singular:dade rem

o\,-ivel de sen z /::.. esse 
, 

'I 
s· 

pIes de e"lz 
de fo:m

a que a llltegral do segundo 
ponto e urn po 0 

1m
 

, 
.

' 
I 

m
em

bra nao existe. Ista acontece porque 
integral m

corpora a. 
de cosz/z, que nao aparece no prim

eiro ID
E-:nbro. M

as. em
bora as llltegr8.lS 

[0 ,," dz 
e r e" dz 

ia 
Z 

./(1 
Z 

nao exist am
 separadam

ente (estam
os supendo, e claro, que a < 0 < b), 

existe 0 valor principal segundo C
auchy, "-,;im

 defim
do: 

v.p. 
[b COSZ dz = lim

 ( r' + [b) 
C

O
SZ dz. 

la 
z 

6-0
 Ja 

)f; 
Z 

E
xiste igualm

ente v.p. [b ej'dz = lim
 ( r' + [b) ej'dz, 

)a 
z 

6-0
)a 

)6 
z 

-
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D
e fato. tanto cos z/ z com

o e jz / z tem
 parte :':lllcipal 1 : em

 z = 0, para a 
qual a 

da integral no senticjo de \'':or 
e evidente. 

Isso 
justific> a identidade (5.11), pelo m

enos cor::. 
integra,ao finitos 

a e b, desde que se interprete a integral do 
m

f:nbro no senti do de 
;""alor p!'incipal". A

dotam
o5 esse 

to:nanc.o prim
eiro a = -

R 
I' b = R

 para, em
 seguida passar ao lim

ite co= R
 -

+
x: 

-
d

z
 = 

lim
 

lim
 

-
-

fz. 
1

0
0

 ejz 
(1- / lR) e;' 

-
0

0
 z 

R
-.oo 

-
R 

c 
.z 

F
ar> fechar 0 cam

inho de integra,iio, ale=
 do :;em

ic:rculo C
R no sem

i-
plano su;>eriol', introduzim

o5 tam
bem

 a sem
ici:'::llo C

t no sem
i plano inferior, 

de raio i e centro na or.igem
, com

o >e ve na r 'g. 5.4. 0 contorno fechado 
a$Sim

 obtido contem
 

0 polo z = 
0 da fun<;a: e" I =. ct:Jo residulo ai e 1. 

E
ntao, 

(1 - 0 + [R) e:' dz + [
_

 
e" dz -;-

_ 
d: = 2"i. 

-R 
)6 

-
)C: 

Z 
.. R 

_ 
(5.12) 

C
om

o 

e
tz 

1 
-

= -
+ I(z), 

z 
: 

onde I{: 
e regular, portanto, lim

itada, num
G

 ·:izin.ban<;,-
de z = 0, existe 

K > 0 te.: que I/(z)1 < K para Izl < t. F
ortan;:. 

1 e" 
1 

-d
z
=

 
Co 

Z 
C

i 
+ I(:)j dz = 

.• + l/ I' :)dz 
e 

[ 
IC

z)dz 
<

}.' r Idzl = J(7rO -
}

 com
 t 

0: 
iC6 

lC6 l
e

i: 
lim

 
-
d

z
 = n

i. 
0-0

 c, 
z 

, 

• 
• 
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-, 
, 

-R
 

R 

c, 
Fig. 5.4 

Entao, passando ao lim
ite em

 (5.P
) com

 .' 
---> ° e R

 
---> 

D
C, e tendo 

tam
bem

 em
 conta que, pelo lem

a de Jordan, 
Co integral sobre C R tende a 

zero, obtelnos: 

J
C

C
 e" do = c:i. 

-x
 

z 
Substituindo em

 (5.11), chegam
os ao result ado final: 

• 
E

X
E

R
C

IC
IO

S 
• 

j
x 

sen
x

dx
= 

tr. 
-oc 

x 

C
alcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4. 

1
00 cos ax d 

1. 
:r'l + 4 

X
, 

o 
a>

 O. 

roo 
senx 

d 
3. i-oc 

l'(X
2 + a

2
) 

x, 
a
>

 O. 

2. jX -
x

 

j
x 

4. 
o 

X S".::l X 
d 

, 
x. 

x- + 
+ 20 

C
O

S:: 
d 

(=2 + n
1 x. 

• 

. ), 
Seja /(::) um

a func;ao regular no sem
iplano R

e z > 0, tal que 0 
m

axim
o G

(R
) de 

1/(2)1 sabre 0 area C
R

: 2 = Re
i@

, 101 < 
c>. zero com

 R _____ 00. 
que 

lim
 1 J{z)e" dz = O. 

"<
 O. 

R
-

x: 
C

R
 

6. 
ProY

e que feR e-
z2 dz --+ 0 com

 R --+ 0
0

, ande CR eo areo z = Reir;, 0 <
B

<
 11"/4. 

(. 
C

alcule as cham
adas integra is de Fresnel: 

C
 = jX cosx'dx 

e 
5 = j' senx'd.I. 

C
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m
ostrando que am

bas sao iguais a ..;2n /4.. 

R
E

SPO
ST

A
S E SU

G
E

ST
O

E
S 

-'0/4 
1. 

lo
t

' 
. 

2. 
,re-" {2 cos 2 + sen 2)/2. 

, , o
. 

4. ,,/4e. 

7. 
Lem

bre·se de qUE' foX! e 
r1

 dx = 
j1i /2. C'se x = e-

1::-14
: e 0 E'xerckio anterior para 

(
R 

,.'d 
-'"" 

(R
'"

'' 
--'d 

.( 
')/ 0) 

(R
 

-.'d 
m

ostrar que IR
 = Jo 

e-
x = e 

'
Jo 

e
' 

z = . 1
-1

 
V L: Jo 

e 
. .t"+

E
R

, 
onde ER 

-
0 com

 R
 -

0
0

. 
• 

• 

IN
T

E
G

R
A

N
D

 O
S M

U
L

T
IV

A
L

E
N

T
E

S 

V
am

os cakular a integral 1
00 

X
k
-l 

-=
--,-dx. 

o 
x
-

I 
O

<
k

<
l. 

onde consideram
os a 

real de x
k-

I . 

Seja C = C
I U

 CR U
 C

2 U
 C

, 0 contorno fechado form
ado do segm

ento 

C
I = [I', RI. 

argz = 0, 

do circulo CR de centro na origem
 e raio R, do segm

ento 

C
2 = [r, R

J, 
arg z = 2 .. 

e do circulo C
, de centro na origem

 e raio T
, onde r < 1 < R (Fig. 

5.5). 
Entao, a unica singularidade da 

zk-l 
J(z) = 

Z + 1 
no interior de C

eo
 ponto z = -1

, que e polo sim
ples, no qual 0 residuo de 

Ie
 

(_
I)k

-
1 = e(k-1

llog(-1) = e
(k-'I.,i. 

• 
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• 

-
1 

c, 

c,. 
c, 

• 
Fig. 5.5 

Portanto, 
fc J(z)dz = 27rielk-Ilo" 

( 5.13) 

A ill! egral de J ao longo de C
 R tende a zero com

 R
 

0
0

. C
om

 efeito, 

k-I 
1!o2rr e 1k-

I)(logR
+

18). 
18 

i 
Z 

dz
' 

IR
e 

de 
z + 1 

0 
Re

le + 1 
c

R 
, !o 2i7 

< 
R

 
'

. 
de 

o 
'

Re,8 + 1 
• 

• 
R

R
k- 1 !o2rr 

2rr Rk 
< 

de = -;;--:; 
R

-
1 

0 
R

-1
 

d
o com

 R
 

0
0

 
pois k < 1. 

expressiio est a que ten e a zer 
'
.
 t 

al ao longo de 
. 

. 
'1 

ifka-se que a 
III ear 

D
e m

odo intelram
ente ana ogo, ver 

"
(
5

 13) 
E 

-
f 

do r -" 0 e R
 -" 0

0
 em

 
. 

, 
C

r tende a zero com
 r 

---')0 O. 
ntaa, 

azen 
obtem

oo: 
lim

 
lim

 (r 
+ r ) zk-I dz = 27rie 1k-

l)rrl 
r-O

 R
--oo lei 

Jc,> 
Z + 1 

-
C

 
2 

1 
go de C

2 
de form

a que 
o arcrum

ento de z e zero ao longo de 
1 e 

'IT ao 
on 

, 
. 

,. 
o 

R
 e(k

-ljlogx 
(r e(k

-
l)(logx+2701) dx 

'r 
( r + r ) zk-

I a
z 

= 
r 

'
1 

d.r + J J 
X + 1 

'I 
k. 

z+
l 

h 
X

T
 

R 

(5.14) 

R 
k-I 

[1 -
elk-I)2rrI11 

: + 1 dx. 

C
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Substituindo est" expres;"o em
 (5.14) vern 

logo. 

(X
 :: -I dx = 

-;-C
-.--,-c 

10 
:: + 1 

c(l 
k )-;ri _ e 

(1 
k 

. i 
1 

ou ainda, em
 forn

a 
:'am

iliar, 

[ 
dx = -se-n'[(;-:l- 7r-'-k')rr'l 

o m
eta do qU

f acabar::.os de utilizar e aplicavel a toda im
egral 00 tipo 

(00 Xk-I R
(x)dx, 

fo 

onde k 
e intfiro. R

I:: I e um
a 

racional sem
 palos no icervalo 

(0, -(0) e .,"'H
(.r 

-
0 em

 .r -" 0 e x -" 0
0

. l'iestas condi,·,5es. a i:ltegral 
acim

a conyerge e as intf';:-ais de zl.:-IR
(z) ao longo de C

r e C
R t:ondem

 
a zero Com

 r 
-+

 
(, e R

 -
x

. respectivam
ente (0 leitor deye \'erific2.r i550 

em
 detalhe). Em

 
procedendo com

o no casa 
2.cim

a. 
obtem

os: 

27ii 
/.;-1 

1 _ elk 
112rrl L

-
Zj 

(res R) ( :) ). 
'5.15) 

J 

onde Zj sao os poles niio-ulos de R
(z). 

o m
etoda acir:.la falh.:. 5e k for inteiro, pois entao 0 denom

inad.)[ em
 

(5.1.5j se anula. ?\cste cas:. 0 integrando x
k-

I R
(x) e um

a fUl"
ao rariona!: 

se ela for par, a iuegral c.-:-sejada e m
etade da integral de -

x
 a 

-.-:xJ do 
m

esm
a integrando. e ja sa.:-em

os com
o calcula-la. 

K
o casa em

 qU
E

 0 intef:"ando nao e par, a situa<;ao pade ser contor-nada. 
Seja, par exem

plo. calcula: a integral 
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integrando a 

log z 
log z 

g(z) = z2 + 4z + 3 = (z + l)(z + 3) 

ao longo do m
esm

o contorno C = C
1 U

 CR U
 C2 U

 C
r 

da Fig. 
5.5. 

As 
singularidades de 9 no interior de C sao os polos sim

ples z = -
1 e z = -3, 

onde os residuos de 9 sao, respectivam
ente, 

E
ntao, 

• 
• 

10g(-
1) 

2 
2 

e 
log(-3) 

-2 
log 3 + 7fi 

2 

r 
log z 

dz = _27filog 3. 
lc z2 + 4z + 3 

2 

Fig. 5.6 

(5.16) 

• 
• 

C
om

o no exem
plo anterior, as integrais ao longo de C

r e CR tendem
 a 

zero com
 r ---; 0 e R ->

 D
O

, respectivam
ente. D

e fato, z = re iO 
C

" e 
tom

ando r < 1/4, obtem
os: 

1 
log z 

10 1" 
., 

dz < 
c, z-+ 4z + 3 

-
0 

log r -'-i
e
n

 
-'.-

ire" de 
z2 + 4: + 3 

r(2" -
log r) j'2T. 

< 
3 

., 
de < 27fr(llogrl + 2") ---; 0 

-
4r -

r-
0 

com
 ,. 

O. 

D
e m

odo anaJogo, prova-se que a integral sabre CR tende a zero com
 R

 ---; DO
. 

C
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Par ouiro lado, 

(fc, + 1,) 
log Z 

dz 
z2 + 4z -

3 
l

R ( 
logx 

_ 
log x + 2"i) dx 

r 
x

2 + 4x + 3 
x

2 + 4x + 3 
-
h

i lR 
dx 

. 
r 

x
2 + 4x + 3 

Substituindo esta expre;sao em
 (5.16), e passando ao lim

ite com
 r ---; 0 e 

R ---; D
O

, obtem
os 0 result ado desejado: 

E
X

E
R

C
icIO

S 

1. 
Calcule as seguintes 

2. 
M

ostre que, sendo 1m
 a 

I O. 

log 3 
2 

j
x 

dx 
?firm

a 
-x x(x -

0) -
alIm

al' 

Sugesta.o: Integre ao JO::lgo do contorno usado no calculo da integral de sen x/x (p. 
106). 

3. 
I\'lostre que 

onde tom
am

os 0 valor positivQ
 da raiz quadr.a.da. 

Sugestao: U
se 0 contorno da Fig. 

5.6) fac;a r _ 
0 e R

 
-
-
t
 

:X
. 

IN
T

E
G

R
A

lS
 E

N
V

O
LV

E
N

D
O

 
-

. 
FU

N
Q

O
E

S T
R

IG
O

N
O

M
E

T
R

IC
A

S 

Urn outro ripo de integrais que podem
 ser calculadas por residuos sao inte-

grais da form
a 

fa20 f(sen e. cos e) de. 
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U
sando a transform

a<;ao z = eie. obtem
os: 

-
I 

2: -
Z 

sen e = --:2,'--' -
cose = 

+ ,-
I 

z 
_ 

• 
dz = ie i9 de = izdB: 

, 
2 

logo! a integral acim
a assunle a form

a: 

J 
(

_-
Z-I 

z+
z

-I) d
z 

, 
j 

-
2; 

, 
2 

IZ 

C
om

o exem
plo, seja caleular fo2c cos _ 2 

Tem
os: 

. 
1 

dz 
(z+

z.')j?
-2

· iz 
dz 

OJ 
i 

1 z2 -
4z + 1 

.) J 
dz 

(z -
2 -

/3)(z -
2 +

)3
) 

. ) 
1 

. 2rri· -2
/3

' 

pO
l·tanto. 

.)-
de 

10-' case -
2 

-27r 
/3 

E
X

E
R

C
icro

s 

• 

I I < 1 e ua de nl:,er() 
C

alcule as im
egrais dadas a seguir: nas de nlllueros 2 e 3, tom

e a 
, 

4, tom
e a > b > O. 

.-
2 

1 _·· 
dB 

1f 

1. 
? _ -en'B 

'6' 
o 

-
-

y
u

 
• 

3.{ 
b' 

dB 
2c 

.' 

CapituJo 5: 5inguJaridades e residuos 
1 _, 

, . 

R
E

SiD
U

O
S L

O
G

A
R

iT
M

IC
O

S 
• 

E PR
IN

C
IPIO

 D
O

 A
R

G
U

M
E

N
T

O
 

E
ntende-se por residuo logaritm

ico de um
a :im

c;ao j 
num

 certo ponto s.: 
residua de 1'/ j nesse ponto, is to e, ao residuo da derivada logaritm

ica de .f 
• 

E claro que para isso est am
os sup all do que j seja regular no referido ponk 

V
am

os supor que f tenha um
 zero de orcem

 r num
 ponto Zoo de 

que 

j(z) = (= -
zo)'gl=), 

onde g e regular e diferente de zero em
 Zo. Pc.rtanto, 

1'(0) 
j(z) 

r(z -
zO)"-lg(z) + z -

zo),g'(z) 
(z -

zo),g(z) 
r 

-
-

+ h(z), 
z -

Zo 

onde h = g' /g e regular no ponto zoo V
em

os lL<.;im que a residuo logaritm
ic( 

de um
a jun9Q

o f 
n um

 ponto que se)a zero d, ordem
 l' da jun9ao e igual c 

ordem
 l' desse zero . 

o raciocfnio anterior pode ser repetido no caso em
 que Zo seja polo d, 

ordem
 s, 

bastando substituir r par s (Exerc. 
1 adiante), 

0 que perm
it, 

afirm
ar que a residua logaritm

ico de um
a jun(,:o j num

 ponto que seja pole 
de ordem

 s da jum;.cio e igual a -s
o 

Juntando esses dois resultados, dem
onstra-s€ facilm

ente 0 teorem
a q

U
E-

. 
. 

enunCIam
os a segulT. 

5.12. T
eorem

a. Sfja f "m
a fun,iio que, c exce9ao de polos, e analfticc 

num
a "egiao sim

plesm
ente conexa R

. 
Seja C c 

R um
 contom

o fechado 
sim

ples, orien.tado posiiil'arnente, e cujo interiC'r contenha urn num
tro finito 

de zeros e polos de J. E ntao, 

1 1 1'(z) dz = Z _ P. 
2rri Ie 

j(z) 

onde Z e P denotam
, re<pectivam

entf. as num
fros de zeros e polos de j no 

interior de C, contadas as m
ultiplicidodes. 
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A
 dem

onstrac;iio desse teorellla e sim
ples e fica a cargo do lei tor. B

asta 
substituir 

0 
com

om
o C por contom

os envoh-endo cada zero e cada polo 
isoladam

ente (Exerc. 2 adiante). 
O

bserve que I'(z)/ J(z) = (log J(z) I'. onde tom
 am

os qualquer ram
o do 

logaritlllo. 
(L

elllbram
os que diferentes ram

os tem
 a m

esm
a derivada, jli 

que eles diferem
 entre 5i por valores cO

llstantes.) E
m

 vista disso, podem
os 

escrever: 
1 i 

I'(z) 
1 

2
· 

J(,) dz =
,_.[log/(z)]C 

7fZ 
C

 
_

, 
_

ill 

au seja. a integral e igual it varia<;iio de log I, 0) ao longo do contorno C. 
.-\contece que 

variac;ao s6 afeta a parte im
aginaria do logaritm

o, pais 
a parte real log f (z) I volta ao valor inicial um

a vez com
pletado 0 percurso 

C. 
E

m
 conseqiiencia, dellotando com

 :o.c argf(z) a variac;ii.o sO
frlda pelo 

argum
€!1to de J 0) ao longo do contorLO

 C
, obtem

os 0 cham
ado principio 

do argu m
ento: 

1 
Z -

P = 2
-L:._. arg f' : ). 
" 

o 
principia 

do 
argum

ento 
tem

 
um

a 
interessante 

interpretac;ii.o 
geo1l1€trica. 

Suponham
os que C

 s6 cO:ltenha em
 seu interior lun zero Zo 

de ordem
 r e nenhum

 polo. 
E

ntao, q-Jando 
0 percorre 0 contom

o C
 no 

sentido positivo. 0 ponto w = l(z) percorreni um
 cO

lltom
o C

' envolvendo 
r vezes a origem

 no plano w (Fig. 5.7). E 5e zv for um
 polo de ordem

 5 em
 

\'ez de zero, w = J (z) percorrera 0 contom
o C

' em
'olw

ndo r vezes a origem
 

do plano w no senticio negativo. 

. -" c 
z 

Fig .. , I 

w
=

/(z
) 

'0 
C' 

o t!?orem
a s'?guinte e U1l1a 

intere5sante do principia -do argu-
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m
ento. 

5.13. T
eorem

a (de R
oucho.) Sejam

 J e 9 Jun,oes analiticas num
a 

regiao sim
plesm

ente conexa R. Seja C c R um
 contom

o Jechado sim
ples, 

M
ientado positivam

ente e tal que IJ(z)1 > Ig(z)1 nos POlltos de C
. 

Entao 
J(z) e J(z) + g(z) tem

 0 m
esm

o num
ero de zeros no interior de C. 

D
em

onstra,ao. Por causa da hipatese If(z)1 > Ig(z)l, I(z) nao se anula 
sabre C

. E
m

 conseqiiencia, podem
os escreyer: 

6.c arg[f(z) + g(:)1 
[ 

( 
g(z)

)-
6.c arg l' 0) 

1 + l(z) 
_ 

( 
g(z)) 

6.c
arg

J
(o)+

L:.c
arg 

1
+ J(z) 

. 

O
bserve agora que 0 ponto w

 = 1 + l(z)/gl z) nao pode circundar a origem
 

no plano w, pois Iu: -
11 = IJ(z)/g(z)1 < 1. Portanto, 

( 
g(z)) 

L:.carg 
1 + J(z) 

= O. 

donde segue-se que. L:.c arg[f(z) + g(,)1 =:o.c arg J(z) . 
• 

D
aqui e do principio do argum

ento segue 0 result ado desejado. 

o teorem
a de R

oucM
 perm

ite fazer U
illa dem

onstra,ao m
uito elegante 

• 
do Teorem

a Fundam
ental da A

lgebra, do qual consideram
os um

a ve,siio na 
p. 107. 

• 
5.14. T

eorem
a F

undam
ental d

a A
lgebra. Todo polinom

io de grau 
n > 0 tem

 exatam
ente 11 ra{zes, c011tadas as m

ultiplicidades . 

D
em

onstra,ao. Seja • 
P( ) 

n + 
,,-

1 
-L

 
+ 

z 
= anz 

an-lZ
 

-
... 

I 
alZ

 
ao 

um
 polinom

io qualquer de gran n > 0, de sorte que an : o. Pando 
J(z) = a"z" , 

g(z)=
a,,_lz·-l+

 ... +
a

lo+
ao 
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e Izl = R, terem
as: 

lim
 

R
-o

o
 /(z) 

9(Z) 
l a 

IR
" 

1 . 
n 

> 
1m 

I 
. I I 

-
R

-x
 lan _1IR

n-) + ... + la) R
, ao 

= 
CXJ , 

donde se vo que existe R tal que If,z)1 > 19(z)1 para 101 = R. 
D

aqui e do 
teorem

a de R
ouchO

 cancluim
os que /(2) e /(z) + 9(Z) = P(z) tern 0 m

esm
o 

nlllnero de zeros, isto El, exatam
em

-? n, 
e 0 ntlm

ero de zeros de J{z), 
com

o queriam
os dem

onstrar. 

E
X

E
R

C
icIO

S
 

1. 
Prove que 0 residua }ogar{tm

ico de ur..:.a funr;ao f num
 ponto que seja polo de ordem

 
r da func;ao e igual a ordem

 5 desse 

2. 
D

em
onstre 0 Teorerna 5.12. 

• 

C
apitulo 6 

-
, 

C
O

N
T

IN
U

A
Q

A
O

 A
K

A
L

IT
IC

A
 

Sabem
05 que a serie 

/(z) = '\' zn 
• 

• 
tern raio de convergencia I, e, 

defilE llm
a fUll<;ao analftica no 

disco 121 < 
1. 

Sabem
os tam

bem
 

q
U

f essa ser:.:: tem
 por som

a a func;ao 
g(z) = 1 (l-z), a qual, por sua vez. eSE definid2 em

 todo 0 plano com
plexo, 

exceto em
 z = 1. 

Entao. a func;ao 9 e 
exteJ.sao da fungao j; m

ais do 
que isso. e llm

a "extensao analitica·:. l:;to e im
p·}[tante. pois

1 em
bora nilla 

func;:ao possa tel' m
uitas extensoes dife:.;.ntes. 

e (m
ica quando 

preserva a analiticidade. com
o nos gar':'..::lte 0 te0::-em

a seguinte. 

6.1. T
eorem

a (de unicidade da extensiio analitica). Sejam
 / 

e 9 
funr;oes analiticas num

a m
esm

a regiao R) que ciincidem
 num

a vizinhanr;a 
de um

 ponto 20 
E R, 

ou apenas num
 .'onjunto de pontos tendo ponto de 

acum
ula9 do Zo E R

. E
ntao f 

e 9 sao ic'inticas: 
E. co:ncidem

 
toda a 

Tegiiio R. 

Para a dem
onstra<;ao deste teorem

::.. 
do seguinte lem

a de 
topologia m

et rica. 

6.2. L
em

a. A distiincia entre do" ,;onjunto.; fechados e disjuntos, 1L1n 
dos quais lim

itado, e positiva. 

D
em

onstra,iio. 
Sejam

 X e Y conj'.:.::nos fechados e disjuntos, sendo X 
lim

it ado. A
 distancia entte eles, d(X

. :'), e defi:rida com
o sendo 0 infim

o 
, 

das distancias d(x, y) = Ix-yl, x varian·co em
 X 

E Y m
riando em

 Y
. E claro 

que d(X
. Y

) > 0. V
am

os provar que d X, Y
) > O. 

Se losse d(X
, Y

) = 0, 

• 
• 


