2.1 A Fungao Détenhina;ité_ :
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2.1 AFUNCAO DETER.MINANTE

Como observamos na infrodugdo a este capitulo, um * defermi-
nante” & um certo tipo de funcdo que associa um niimero real a
uma matriz quadrada. Nesta segdo nds iremos definir esta fungdo
e aplicd-la a matrizes 2 x 2 e 3 % 3.

Lembre do Teorema 1.4.5 que diz que a matriz 2 X 2

a b
=2l
¢é invertivel se ad - be # 0. A expressdo ad ~ be ocorre com tanta
freqiiéncia em Matemadtica que recebeu um nome: € o defermi-

nante da matriz. A e € denotado pelo simbolo det (A). Com esta
notagio, a férmula para A~! dada no Teorema 1.4.5 €

a1 d —&
AT = det(A) [—c a]

Um dos objetivos deste capitulo € o de obter andlogos desta for-
mula para matrizes guadradas de ordens maiores. Isto vai reque--
rer que nds estendamos o conceito de um determinante para
matrizes quadradas de qualquer tamanho. Para fazer isto nds pre-
cisamos de alguns resultados preliminares sobre permutacoes..

| Uma permutacio do conjunto de inteiros {1, 2, ..., n} é um
| rearranjo destes inteiros em alguma ordem sem omissdes ou
| repeticdes. i

Existem seis permutaces distintas do conjunio de inteiros
{1, 2,3}, a saber, :
(1,2,3)
(1,3,2)

L3
.31

3.1,2)°
3.2.1 +

Um método conveniente de listar sistematicamente as permu-
tacOes € usar uma drvore de permutagbes. Este método € ilustra-
do no nosso préximo exemplo.

Figura 2.1.1

Solugdo.

Considere a Figura 2.1.1. Os quatro pontos marcados 1, 2, 3, 4
no alto da figura, representam as possiveis escolhas para o
primeiro mimero da permutagio. Os trés ramos saindo destes
pontos representam as possiveis escolhas para a segunda
posicio na permutagiio. Assim, se a permutacdo comega com
(2, —, —, -), as trés possibilidades para a segunda posig8o séo 1,
3 e 4. Os dois ramos saindo de cada ponto na segunda posigio
representam as possiveis escolhas para a terceira posigio.
Assim, se a permutacio comega com (2, 3, —, -), as duas pos-
siveis escothas para a terceira posigfio sfo 1 e 4. Finalmente, o
ramo simples saindo de cada ponte da terceira posigdo repre-
senta a dinica escolha possivel para a quarta posigio. Assim, sg
a permutagio comega com (2, 3, 4, -), a tinica escolha possivel
para a quarta posigio € 1. As diferentes permutagbes podem
agora ser listadas tragando todos os possiveis caminhos pela
arvore desde a primeira posicio até a ltima posigiio. Nds obte-
mos a seguinte lista neste processo.

(1,2,3,4) 2,134 3,1,2,4) 4,1,2,3)

(1,2,4,3) (2,1,4,3) G,1,4.2) 4.1,3,2)

(1,3,2,4) 2,3, 14) 3,2,1,4) 4,2,1,3)

(1,3,4,2) (2,3.4,1) (3,2,4,1) (4,2,3,1)

(1,4,2,3) (2,4,13) 3.4, 1,2) 4,3,1,2) :
(1,4,3,2) 2,4,3, 1) 4,3,2,1) L

3.4,2,1)

Deste exemplo vemos que existem 24 permutagdes de {1, 2,
3, 4}. Este resultado poderia ter sido antecipado sem listar todas
as permutacGes com o seguinte argumente. Como a primeira
posicao pode ser preenchida de quatro maneiras e entfio a segun-
da posicio de trés maneiras, existem 4 - 3 maneiras de preencher
as duas primeiras posicies. Como a terceira posigio pode ser
preenchida de duas maneiras, existem 4 - 3 - 2 maneiras de
preencher as ttés primeiras posicGes. Finalmente, como a iiltima
posiglo agora s6 pode ser preenchida de uma tinica maneira,

_existem 4 - 3 - 2 - 1 = 24 maneiras de preencher todas as quatro

posigdes. Em geral, existemn (n— 1) (n—2) - -- 2.1 =n! per-
mutagdes distintas do conjunto {1, 2, ..., n}.

N6s vamos denotar por (j,, f;, ..., J,) Una permutacio arbi-
traria do conjunto {1, 2, ..., n}. Aqui, j; € o primeiro inteiro na
permutagio, j, 0 segundo, e assim por diante. Ocorre uma inver-
sdo numa permutacio sempre que um inteiro maior precede um
menor. O niimero total de inverstes que pode ocorrer numa per-
mutacdo pode ser obtido como segue: (1) encontre o nimero de
inteiros que sfio menores que j; ¢ que estiio depois de f, na per-
mutacio; (2) encontre o niimero de inteiros que siio menores que
Ja © que estiio depois de j, na permutagfo. Continue este proces-
S0 para jj, .., J, ;- A soma destes ndmeros serd o nimero total
de inversSes na permutacio.



Determine o niimero de inversdes nas seguintes permutacGes.
(@ 6,1,3,4,5, 2) (b) 2413 (00,234

Solugao

(a) O ndmero de inversdes § 5+0+1+1+1=8.
(b) O ntmero de inversGes ¢ 1 + 2 + 0 =3.
{c) Néo h4 inversSes nesta permutagio. - +

{ Uma permutacao ¢ chamada par se o niimero total de inver--
| sOes € um inteiro par e € chamada fmpar se o nimero total
| de inversdes € impar.

A tabela a 'seguir classifica as pcrmutaf;ﬁes de {1, 2,.3} como
pares e impares.

(1,2, 3) 0 - par

{1,3.2) - 1 fmpar

2,1, 3) 10 fmpar

2,3, 1) 2 . par

(3,1,2) "2 par

(3,2, 1) 3 fmpar e

Definicdo de um Determinante Sc A ¢ uma matriz
de tamanho »n X #, dizemos que um produto de 7 entradas de A,
tais que néio hd duas de mesma linha ou mesma coluna de 4, €
um produto elementar da matriz A.

Liste todos. os produtos elementares das matrizes
e
a
@ [on
Solucdo (a). Como cada produto elementar deve ter dois fatores
e como cada fator vem de uma linha distinta, um produto ele-
mentar pode ser escrito na forma
a,.a;_
onde as lacunas designam niimeros de colunas. Como nio hé
dois fatores no produto vindo da mesma coluna, os mimeros de

-coluna devem ser 1 2 ou 2 1. Assim, 08 dnicos produtos ele-
mentares sS40 4,84, € d12d44-

U an ap g
] ) |an an o

a3 a3 d33

a12
an

Solugde (b). Como cada produto elementar deve ter trés fatores
e como cada fator vem de uma linha distinta, um produto ele-
mentar pode ser escrito na forma

@ty G5
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-Como nfc hi dois fatores no produto vindo da mesma coluna,

os nuimeros de coluna nfo tm repeticGes; consegiientemente,
eles devem constituir uma permutagfio do conjunto {1, 2, 3}.
Estas 3! = 6 permuta¢Ges ddo a lista de produtos elementares.

ay1a22a33 Q12471433 aj3anasz

aj1a3dsz 2124823031 Q138224a3] PY

Como este exemplo mostra, uma matriz A de tamanho n x
n tem n! produtos elementares. Esses sdo os produtos da forma
Ay, onde (jy, j, - J,) € DMA permutacio do conjun-

alflazfz o
, n}. Um produto elementar a,; a,, -- a,; multipli-
P 1782, P

o (1,2

iy

cado por + l ou — 1 € chamado um pmduto elementar com sinal

de A. NGs usamos o + se (j, jos -
0—se(j,fa -

, J,) € uma permutago par e

. J.) € uma permutacio fmpar.

Liste todos os produtes elementares com sinal das matrizes

@ ["“

2y

an
azy
23]

ap
a22
a

aia
azy
as3

"”] ®)

ass,

Selucdo.

(a)

(1.2)
@1

par
fmpar

anan
—a12871

d1d2
312821

i Seja A uma matriz quadrada. A funcdo determinante &
| denotada por det e nés definimos det (A) como a soma de
| todos os produtos elementares com sinal de A. O nidmero
{ det (A) é chamado determinante de A.

<

b
a),a39033 (1,2,3) par a,;877033
a1182303) 1.3,2) {mpar —ay:a3832
ay5371033 2,1,3) fmpar - (12071633
@1262303] 2,3, 1) par Q12373031
@13831433 3.1,2) par 413321932
13873031 (3.2, 1) mpar —apands)
+
Nés estamos, agora, em condlgoes de definir a fungao_
determinante
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EX

Usando as matrizes do Exermplo 6, obtemos

an a2

(a) det [

= anda; — dl1zdz;
dz1 G2z

an  an a3
(b) det a1
T |an e ax

@z an | = ananas + aanas; + ajzdyay

Taudnan —apandss — a)anay ¢

Para evitar memorizar estas expressdes desajeitadas, nés

Sugerimos usar os recursos mnemonicos dados na Figura 2.1.2.

A férmula da parte (a) do Exemplo 7 € obtida da Figura 2.1.2a
somando as entradas da flecha direcionada para a direita e sub-
traindo as entradas da flecha direcionada para a esquerda. A f6r-
mula da parte (b) do Exemplo 7 € obtida acrescentando & matriz
uma c6pia da primeira e da segunda colunas, como mostra a
Figura 2.1.2b. O determinante ¢, entdo, calcnlado somando as
entradas das flechas direcionadas para a direita e subtraindo as
entradas das flechas direcionadas para a esquerda.

(b} Determinante de uma matriz 3 x 3
Figura 2.1.2

Solucdo.
Usando o método da Figura 2.1.24, obtemos
o det (4) = (3) (-2) - () () =-10
Usando o método da Figura 2.1.2b, obtemos R
det(B)} = (45} + (84) + (96) — (105) — (—48) — (—72) = 240

Adverténcia. N6s enfatizamos que 0s métodos mostrados na
Figura 2.1.2 ndo funcionam para determinantes de matrizes
4 % 4 on maiores.

Notacdo e Terminologia Nés conciuimos esta secio
com alguns comentdrios sobre terminologia e notacio. Primeiro
observamos que o simbolo-|A| € uma notacdio alternativa para
det (A). Por exemplo, o determinante de uma matriz 3 x 3 pode
ser escrito como '

a4z a4 an  an aps).
det |az1 am axn| ou |ay an ay
a3 az;  axn d31 a3 a4

Na iltima notagdo, o determinante da matriz A do Ezemplo 8§ &
escrito como
|3 t

i

‘Estritamente falando, o determinante de uma matriz € um
nimero. Contudo, € prética comum “abusar” um pouco da ter-
minclogia e nsar o termo “determinante” para nos referirmos 4
matriz cujo determinante estd sendo calculado. Assim, nés
poderemos nos referir a ’ : a

3 1

i =l
como um determinante 2 X 2 ¢ chamar 3 a entrada na primeira
linha e primeira coluna do determinante.

Finalmente, observamos que, muitas vezes, o determinante
de A € escrito simbolicamente como

(1)

onde X indica que os termos devem ser somados sobre todas as
permutacdes (7, j,, ..., j,) € ¢ + ou — & selecionade em cada
parcela de acordo com a permutagfio sendo par ou fmpar. Esta
notagdo € Vitil quando queremos enfatizar a definicio de um
determinante, ' ' S

OBSERVACAO. Calcular determinantes diretamente da definiciio
leva a dificuldades computacionais, De fato, calcular um deter-
minante 4 X 4 diretamente envolveria calcular 4! = 24 produtos
elementares com sinal e um determinante 10 x 10 envolveria
caicular 10! = 3.628.800 produtos elementares com sinal.
Mesmo os mais rdpidos computadores digitais nfio conseguem
dar conta em um tempo razodvel dos célculos de um determi-
nante 25 x 25 por este método. Muito do que segue neste capi-
tulo serd dedicado, portanto, a desenvolver propriedades dos
determinantes que viio simplificar o seu cdlculo.




Conjunto de Exer(i(iog

1. Encontre o nimero de inversdes em cada uma das seguintes permutages de {1, 2, 3, 4, 5)
(a) 41352 (b) (53421 (c) 32541) (@ (G4321) (e) (12345) (f) (14235)

2. Classifique cada uma das permutages do Exercicio 1 como par ou impar.

Nos Exercictos 3—12, calcule o determinante.

NI 41 -5 6l V2 Bl L |a-3 s 8_212
2 4 § 2 -7 -2 ™| 4 & 3 a-2 y 5 1
2 1 4 11 2 3 0 0 ¢ -4
0.1 3 5 7| 10.| 3 o0 -s| ilz -1 5 12]2 1 &

16 2 17 2 11 9 -4 4 c—1 2

13. Encontre todos os valores de A para os quais det (4) = 0.

A—4 0 0

(a)[}“‘2 1} ® | 0 i 2
5 A4

+ 0 3 A—1

14. Classifique cada permutagZo de {1, 2, 3, 4} como par ou fmpar. o
15, Use as respostas do Exercicio 14 para construir uma f6rmula para o determinante de uma matriz 4 x 4.
16. Use a férmula obtida no Exercicio 15 para calcular
' 4 9 9 2
-2 5 6 4
1 2 -5 -3
1 -2 0 -2

17. Use a defini¢fio de determinante para calcular

0 0 0 0 -3 5 0 0 o 0
0 o0 0 -4 0 0 0 0 0 —4
(a) O 0 -1 0 0 b [0 0 3 o 0
0 2 ¢ 0 0 0 0 0 1.0
5 0 0. 0 0 0 =2 0.0 0
18. Resolvaem x.
-1 1 0 =3
31—z =2 -6
1 3 x-5
19. Mostre que o valor do determinante’ _
' ' send. cosf - 0
—cos@ send 0
senf —cos® send +cosd 1

nﬁb depende de 6.
20. Prove que as matrizes

comutam Se, € somente se,

b a—c

=0
e d—f

Discussdo e Descoberta

21. Expligue por que o determinante de uma matriz n X n com entradas inteiras deve ser um inteiro.
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22. O que vocé pods dizer sobre o determinante de uma matriz n X 1 cujas entradas sio todas 17 Explique seu raciocinio.

23. (a) Explique por que o determinante de uma matriz # X r com uma linha de zeros deve ser zero.
(b) Explique por que o determinante de wima matriz 7 X n com uma coluna de zeros deve ser zero, )

24. Use a Férmula (1) para descobrir uma férmula para o determinante de uma matriz » X 7 diagonal. Expresse sua formula em palavras.

25. Use a Formula (1) para descobrir uma férmula para o determinante de uma matriz r X # triangular superior. Expresse sua f6rmula em
palavras. Faga 0 mesmo para uma matriz triangular inferior.

2.2 CALCULANDO DETERMINANTES
ATRAVES DE REDUCAO POR
LINHAS

Nesta secdo nds vamos mostrar que o deferminante de uma
matriz qguadrada pode ser calculado através da reducdo da matriz
d forma escalonada reduzida por linhas. Este método é impor-
tante pois evita os longos cdlculos envolvidos na apl:cagao dire-
ta da definicdo de determinante.

Um Teorema Basico Como discutimos no final da secio
anterior, a defini¢éio de determinante & util Ppara provar teoremnas
sobre determinantes, mas nio fornece meios préticos para cal-
culé-los, especialmente determinante de matrizes maiores do
que 3 X 3. Por causa disto, comegamos com um teorema funda-
mental que nos levard a um procedimento eficiente para calcu-
lar o determinanie de uma matriz de qualquer tamanho .

| Seja A uma matriz quadrada.

(a) Se A tem uma linha ou uma coluna de zeros, entdo
det (A) =10,
(b) det (A =det (A7),

Prova (a). Como cada produto elementar com sinal de 4 tem um
fator de cada linha e um fator de cada coluna, segue-se que cada
produto elementar com sinal necessariamente tem um fator de
uma linha de zeros ou de uma coluna de zeros. Nestes casos,
cada produto clementar com sinal € zero e portanto det (A), que
€ uma soma de produtos elementares com sinal, € zero. m

N6s omitimos a prova da parte (b), mas lembramos que ym
produto elementar tem um fator de cada linha e de cada coluna,
de modo que & evidente que A e AT t&m precisamente o mesmo
conjunto de produtos elementares. Com a ajuda de alguns teo-
remas sobre permutagdes, que nos levariam para muito longe
dos nossos propdsitos, pode ser mostrado que na realidade A e
A 18m o mesmo conjunto de produtos elementares com sinal.
Isto implica que det (A) = det (AT).

OBSERVACAO. Por causa do Teorema 2.2.15b, quase cada teorema
sobre determinantes que contém a palavra “linha” em seu enun-
ciado, também €& verdadeiro se substitnirmos a palavra “linha™
por “coluna”. Para provar uma afirmagfio sobre colunas, basta
transpor a matriz em questdo para converter a afirmacfo sobre

colunas numa afirmagio sobre linhas € em seguida aplicar o
resultado conhecido para as linhas.

Matrizes Triangulares O préximo teorema torna facil
calcular o determinante de uma matriz triangular, independente-
mente de seu famanho.

i Se A é uma matriz triangular (triangular superior, triangu-
¢ lar inferior ou diagonal) de tamanho n X n, entdo det (A) é
! o produto das entradas na diagonal principal da matriz; ou
| seja, det (A) = a,,ay, - a,, '

Para simplificar a notagéo, nds vamos provar este resultado para
matrizes triangulares inferiores .

ay v} O 0
A= | ez 0 ¢
as asp dzz 0

Q41 432 Q43 Qu

de tamanho 4 X 4. O argumento no caso # X n € similar. Uma -
prova para matrizes triangulares superiores pode ser obtido apli-
cando o Teorema 2.2.1% ¢ observando que a transposta de uma
matriz triangular superior  uma matriz triangular inferior com
as mesmas entradas na diagonal.

Prova do Teorema 2.2.2 (caso triangular inferior 4 x 4). 0
Unico produto elementar de A que pode ser nfo-nule &
@,0,,0430,,. Para ver isto, considere um produto elementar
@15, 8,03,84;, tipico. Como a;, = a3 = a,; = 0, precisamos ter
J1 = 1 para obter um produto elementar ndo-nulo. Se j. = L,
devemos ter j, # 1, pois dois fatores nfo podem vir da mesma _
coluna. Além dlSSO COMIO 4,3 = 4,4 = 0, precisamos ter j, =2
para obter um produto elementar ndc-nulo. Continuando deste
modo, obtemos j, = 3 e j, = 4. Como a,,4,,a3:4,, ¢ multiplica-
do por + 1 para formar o produto elementar com sinal, resulta
det (A) = a),0003300, 1

3
-3 1
6| = (2)(=3)O) (9N (4) = —1296 - +
8

O o~ th oo

2
0
0
0
0

oo o




Operacdes Elementares sobre Linhas O préximo
teorema mostra como uma operacdo elementar sobre linhas de
uma matriz afeta o valor de seu determinante.

Seja A wma mairiz n X n.

(a) Se B ¢ a matriz que resulta quando uma vinica linha ou
uma vinica coluna de A é multiplicada por um escalar
k, entdo det (B) = k det (A).

(b) Se B é amatriz gue resulta quando duas linhas ou duas
colunas de A sdo permutadas, entdo det (B) =
— det (A). .

{c). Se B é a matriz que resulta quando um multzplo de uma
dinha de A € somado a uma outra linha ou quando um
miiltiplo de wma coluna de A é somado a uma outra
coluna, entdo det (B)'= det (A). :

Uma prova deste teorema pode ser obnda usando a Férmula (1)
da Segdo 2.1 para calcular os determinantes erivolvidos e depois
verificar sua igualdade. N6s omitimos a prova mas damos o

seguinte exemplo que Jlustra 0 teorema para determinantes

Ix3.

kay kay, ‘k_al3 ay gy O3
Ay Ay Ay |=k|ay @y ay _
Gy Oy Oy Gy Oy Gy

A primeira linhade A €. .
multiplicada por k.

det(B) = kdet{4)

Gy Oy Oy @y 8 dps. A primeirz e a segunda linhas
ay G G| =_|8y Gp Gpn de A so permutadas.
d3 3y Ay a3 Oy A3

det (B) =—det(4)

ay + ke, ap +kay, a4+ kay, .“11 a12 al3 Um miltiplo da segunda linha

S - (RS B ! :de A'¢ somada 2 primeira linha.
ay - Ay, a4y - |=]82 “22 a13 : :
Iy ty, a5, 31 Gy 33

det (B) = det{A)

Nés vamos verificar a equacio da iltima linha da tabela e deixar
as duas primeiras para o leitor. Com a ajuda do Exemplo 7 da
Se¢do 2.1, nGs obtemos

det(B) = (a1 + kay)anaz + (a2 + kamdanes + (a3 + kayday azn
— ea1a2 (@13 + kazn) — anag (a2 + kan) — apanian + kaz)
= det(A) + klazanas; + ananas + azpayan
: — @31a2a23 — Ana214)5 — Andndy))
= det(A) + 0 = det(4) : ¢

OBSERVACAO. Como estd sendo ilustrado pela primeira equacio
1no Exemplo 2, a parte (&) do Teorema 2.2.3 permite-nos tirar um

Capitulo 2 - Determinantes » » » §3

“fator comum” de qualquer linha {on coluna) para fora do sinal
de determinante. '

Matrizes Elementares Lembre que uma matriz elemen-
tar € o resultado de efetuar uma iinica operagio elementar sobre
as linhas de uma matriz identidade; assim, se nds tomarmos
A =1, 10 Teorema 2.2.3 [de modo que det (4) = det (7)) = 1],
entdo a matriz B serd uma matriz elementar ¢ o teorema
fornecerd o seguinte resultado sobre determinantes de matrizes
elementares.

Seja E uma matriz elementar n X n.

(@) Se E resulta de multiplicar wma linha de I, por k, entao

det (F)=k.
(b) Se E resulta de permutar duas linhas de-I,, entio
det (E) = -1.

(¢) Se E resulta de somar um miiltiplo de wma linha de I,
a uma outra linha, entdo det (E) = 1.

Os seguintes determinantes de matrizes elementares, que sfo
calculados por inspegio, ilustram o Teorema 2.2.4.

1 000 00 01 1007
0300:3 0100=_1 010()=1
0010 ’ 0010 ! co10
0001 1 000 00 01
A primeira e dltima
A segunda linha de I, Tinhas de I, foram 7 vezes a idltima linha de

foi multiplicada por 3. permutadas, I, foi somada & primeira.
+

Matrizes com Linhas ou Colunas Proporcdonais

~ Se uma matriz quadrada A tem duas linhas proporcionais, entdio

pode ser introduzida uma linha de zeros somando um mailtiplo
conveniente de uma das duas linhas 3 outra. Simdlarmente para
colunas. Mas somando um miiltiple de uma linha ou coluna a
uma outra nfio muda o determinante, de modo que, pelo
Teorema 2.2.1a, nés devemos ter det (4) = 0. Isto prova o
seguinte teorema.

¢ Se A € uma matriz quadrada com duas linhas proporcionais
| ou duas colunas proporcionais, entdo det (A) = 0.

O préximo céleulo ilustra a dntrodugio de uma linha de zeros
quando hi duas linhas proporcionais: :
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. A segunda linha é 2
vezes a primeira,
1 3 -2 4 1 3 -2 4 portantc somamos —2
2 6 -4 8 O ¢ 0o 0 vezes a primeira
3 9 1 35/Tl3.9 1 5|7 U linha  segunda para
1 1 4 g | 1 4 3 introduzir uma linha

de zeros.

Cada uma das segumtes matrizes tem duas hnhas ou colunas
proporcionais; assim, cada uma tem deternunante ZET10.

3 -1 4 =5

[-4 4:| - 6 -2 5 2

. -4 8 s
-2 8 s 4 3 5 8 1 4
-8 3 -2 15

s

Calculando Determinantes através de Redu-
¢ao por Linhas N6s vamos dar agora um método para cal-

cular determinantes que envolve substancialmente menos contas
gue aplicando a definigdo diretamente. A idéia do método &
primeiro reduzir a matriz dada a0 formato triangular superior
por operagdes clementares, depois calcular o determinante da
matriz triangular superior (uma conta fécil) ¢ finalmente rela-
cionar aquele determinante com o da matriz original. Vejamos
um exemplo.

0 1 5
A=|3 -6 9
2 6 1

Solugdo.

Nés vamos reduzir A a uma forma escalonada (que & triangular
superior) e aplicar o Teorema 2.2.3:

o v s |3 =6 9
_la _ ) A primeira e segun-
det(4) =3 6 9|=-10 1 3 o da linhas de A foram
2 6 1 2 6 1 permutadas.
1 -2 3 ~ Um fator comum de
— _ _ ¢ 3 da primeira linha
3 g (li ? fol retirado através

I do determinante.

1 -2 3 5
_ —2 VeIes a primeira
30 1 5| € g foi somado
0 10 -5 terceira linha.
P2 10 d
_ -10 vezes a segunda
=-3|0 1 3 ~€—— rinha foi somado &
0 0 -—55 terceira linha.
1 -2 3 Um fator comum de
= {=3)(=55) |0 1 5 ~f—— -55 dadltima linha
0 0 1 foi retirado através

do determinanie.

= (=3){(—55)(1) = 165 R

0BSERVACAO. O método de redugdio por linhas, por ser sisteméti-
co e facilmetne programdvel, € muito conveniente para calcular
determinantes -usando computadores. No entanto, em secdes

-subseqlentes nds iremos desenvolver métodos que, em geral,

sdo mais faceis para célculos & mio.

Calcule o determinante de

- >N
W~

Solucdo.

Este determinante poderia ser calculado como o anterior usando
operacbes elementares sobre linhas para reduzir A a forma
escatonada, mas nds podemos colocar A em forma triangular
inferior em um passo, somando —3 vezes a primeira 4 quarta co-
lunas para obter

det{A) = det —546

0
0
ol = DMGH-26) =

-~ 2R -
W -2
—_— OO

—26

Este exemplo ressalta a utilidade de manter a ateng#o voltada as
operagdes sobre colunas que podem encurtar nossas contas. +

1. Verifique que det (A) = det (AT) para

PR | 3
~2 3
(@) A=[ :l b A=|1 2 4
1 4
: 5 -3 6
2. Calcule os seguintes determinantes por inspecio.
2 0
3 17 4): J; ﬁ g g
@ 5 1 oY e
0 0. -2 .
9 5 6 1

1 3 1 -2 3
-7 4 @ |2 —4
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3. Calcule os determinantes das seguintes matrizes por inspegfo,

1 0 0 0 1 06 ¢ 0 i 0 0 0
0 1 0 0 0 01 0 0 1 0 -9
b
@l o5 of @ loroe] @lo o 1 o
0o 0 ¢ 1 0 0 0 1 0 ¢ 0 1
Nos Exercicios 4-11, calcule o determinante da matriz dada reduzindo a matriz & forma escalonada por linhas.
F 3.6 -9 0 3 1 I =3 0 3 -6 9
4. 0 0 -2 511 1 2 6. -2 4 | 7.2 7 =2
-2 1 5 3 2 4 5 -2 2 0 1 5
( 1 -2 3 2.1 3 1 o0 1 1 1 ; 3 é i ;
s.| > 2 loa b o, %%1%-117001_01
-1 2 -6 2 0210 B : o o 2 1 1
2 8 6 1 01 2 3 -1l 2 :
- ) 303 000 0 0 0 1 i
a b ¢
d
12, Sabendo que ¢ f = —0, encontre
g h i :
d e f : 3a 3% 3¢ a+g b+h c+i —3a —3b —3c
(@ |g A i b ~d —e —-f| (| d e F (@ d 2 f
a b ¢ | 4g 4h . 4 g k i g—4d h—4e i-—4f
13. Use redugfo por linhas _paré mostrar que '
P11 :
a b cl|l=b—-ac—a)c—5)
al B

" 14. Useum argumento como o que foi dado na prova do Teorema 2.2.2 para mostrar que
0 0 0 a4

0 0 a13 0
23 4z
() det |0 an an | =—apanes (b) det = Q14
- : 0 au an ay
a3 dy  am
Qg1 G4z Q43 Oy

15. Prove os seguintes casos especiais do Teorema 2.2.3,

kayy kan  kap Q- Gy a3 an ap  an an  apz ap
@ | an i an o an|=klay ax an ® |mi ap an|=-—|a an an
Clen s am s (@i am ds| 0 |am an am a3 a; a3

Discuss3o e Descoberta’

16. Em cada parte, encontre det (A) por inspecie, explicando seu raciocinio.

0 0 1 0 00 1
O I “lo 100
' L 0.0 0
17. Por inspecio, resolva a equagio
x 5 7
0 x+1 6 =0

0 0 2x—1

Explique seu raciocinio.
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18. (=) Por inspegiio, encontre duas solugfes da equagio

1 x x2
1 1 1(=0
1 -3 9

(b) B possivel haver outras solucdes? Justifique sua TESposta,

2.3 PROPRIEDADES DA FUNCAO
DETERMINANTE

Nesta secdo nés vamos desenvolver algumas das propriedades
fundamentais da fungdo determinante. Nosso trabalho aqui nos
dard uma compreensdo mais profunda da relacdo entre uma
mattiz quadrada e seu determinante. Uma das conseqiiéncias
imediotas deste material serd um teste de determinante para a
invertibilidade de uma matriz.

Propriedades Basicas dos Determinantes

Suponha que A e B sfio matrizes n X n e que & € um escalar qual-

quer. Comecamos considerando as possiveis relagBes entre

det(4), det (B) e '
det (kA), det (A + B) e det (4 B)

Como um fator comuin de qualquer linha de uma matriz pode
ser carregado para fora do sinal det ¢ como cada uma das » li-
nhas de A tem o fator £ em comum, cbtemos

1

Por exemplo,

kay kap kap ajy ap as
‘ 3

ketzy  kazn ke | = k7 |ag 1 a2 433

kayn  kas  kan a3l dyz g3

Infelizmente, em geral ndo existem relacBes simples entre
det (A}, det (B) e det (A + B). Em particular, enfatizamos que
det (A + B) geralmenie nde € igual a det (4) + det (B). O
seguinte exemplo ilustra este fato. )

Considere

B e-R Y

coref

Nos temos det (A) = 1, det (B) = 8 e det (A + B) = 23; assim,
det (A + B) = det (A) + det (B) +*

Nio obstante o aspecto negative do exemplo precedente,
existe uma relacfio importante que trata de somas de determi-

nantes € que € muitas vezes Util. Para obté-la, considere duas

matrizes 2 X 2 que sé diferem na segunda linha:

a 12]
[255]

A_

I:ﬂll
a1

an an
B =
|:b21- bzz]

Ndés temos
det{A) + det(B) = (anaxn ~ anan) + (@nbn — anb)
= ay{tnn + bn) — a1z{an; + by)

aj
= det
. [021 + by
a11

ap an  ape ar
+ det ] == det [ ]
1122] [bZI baz a2 + by an+ by

Este € um caso especial do seguinte resultado geral.

a5y ]
azy + baz
. Assim,

a
det [ i
@1

Sejam A, B e C matrizes v X n que diferem somente em uma
tinica linha, digamos a v-ésima, e suponha que a r-ésima
linha de C pode ser obtida somando as entradas correspon-
dentes nas r-ésimas linhas de A ¢ B. Entdo

det (C) = det (A) + det (B)

O mesmo resultado vale para colunas.

EXI_E'_ .. :

Calculando os determinantes, ¢ leitor pode verificar que

1 7 5 1 7 5 1 7 5 .
det| 2 0 3 =det|{2 0 3|+det|{2 O 3| ¢
1+0 441 7+(=D 1 4 7 0 1 -1

Determinante de um Produto Matricial Quando
nés consideramos a complexidade das definigdes de multipli- |
cacio matricial e de determinantes, parece-nos ser improvivel
poder haver alguma relagio simples entre estes conceitos. Isto &
o que faz tfio surpreendente a elegante simplicidade do seguinte
resultado: Nos vamos mostrar que se A e B sio matrizes
quadradas de mesmo tamanho, entio

det (A B) = det (A) det (B) 2):
A prova deste teorema € razoavelmente complexa, de modo que
vamos precisar desenvolver primeiro alguns resultados preli-
minares. Nés comegamos com o caso especial de (2) em que A
€ uma matriz elementar. Como este caso especial € s6 um preli-
dio para (2), vamos chama-lo de lema.

Se B ¢ uma matriz n X n e E € uma matriz elementar n X n,
i entdo
; det (E B) = det (E) det (B)




Prova. Nés vamos considerar tr8s casos, umn para cada uma das
operagOes sobre linhas que produz a matriz E.

Caso 1. Se E € o resultado da multiplicagdo de uma lmha de f,
por k, entdo, pelo Teorema 1.5.1, o resultado da multlphcagao de
uma linha de B por k £ E B; logo, pelo Teorema 2.2.34 nds temos
det (E B) = k det (B)
Mas pelo Teorema 2.2 44 sabemos que det (E) =k, logo
det (E B = det (E) det (B) - '

Casos2e3. As provas dos casos e que E é o resultado da troca
de duas linhas de /, entre si ou da soma de um muiktiplo de uma
linha 2 uma outra linha de 7 », Seguem o mesmo padriio do Caso
1 e sdo deixadas como exercicios. ]

OBSERVACAQ. Da aplicacdo repetida do Lema 2.3.2 segue qﬁe se
BéumamatriznxXne se El, E,, ..., E_sfio matrizes elementares
n X r, entdo

det(E | E; --- E,. B) = det(E;) det(&5)--

Por exemplo,
det (B, E, B) = det (E,) det (EzB) det (E,) det (E,) det (B)

Teste de Determinante paraa Invertibilidade 0

¢

proximo ¢ um dos mais fundamentais tcoremas de Algebra

Linear; ele fornece um critério importante para a invertibilidade
em termos de determinantes e serd usado para provar (2).

Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se,

| det (4) 0.

Prova. Seja R a forma escalonada redurida por linhas de A.
Como um passo preliminar vamos mostrar que det (A) e det (R)
sd0 ambos nulos ou ambos ndo-nulos. Sejam E,, E,, ..., E, as
matrizes clementares que correspondem as operagbes ele-
mentares sobre linhas que produzem R a partir de A. Assim,
R=E - EEA

e por (3) o o _
' det(E;) det(Eq) det(A) @

det(R) = det(E,)-- -

Mas pelo Teorema 2.2.4, os determinantes das matrizes ele-
mentares sdo todos nio-nulos. (Nao esquega que multiplicar por
zero ndo € uma operagio elementar permitida, de modo que k #
0 nesta aplicagdo do Teorema 2.2.4.) Assim, segue de (4) que
det (A) e det (R) sdo ambos nulos ou ambos nio-nulos. Agora
passamos i parte principal da prova.

Se A € invertivel, entdo pelo Teorema 1.6.4 nés temos R =1,
de modo que det (R) = | = 0 ¢ conseqlientemente det (4) « 0.
Reciprocamente, se det (4) = 0, entdo det (R) # 0 ¢ portanto R
nio pode ter uma linha de zeros. Segue do Teorema 1.4.3 que
R =1, de modo que A & invertivel pelo Teorema 1.6.4. u

Segue dos Teoremas 2.3.3 e 2.2.5 que uma matriz quadrada
com duas linhas ou duas colunas proporcionats € ndo-invertivel.

«det(E,) det(B) 3 '
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Como a primeira e terceira linhas de

A=

B = e
oW
[=. v

sdo proporcionais, det (A) = 0. Assim, A € nfo-invertivel, o

Nés estamos agora prontos para o principal resultado desta
segho.

i Se A e B sdo matrizes quadradas de mesmo tamanho, entio
' det (A B) = det (A) det (B)

Prova. Nés dividimos a prova em dois casos, considerando A
invertivel on nfo. Se a matriz A é ndo-invertivel, entfio pelo
Teorema 1.6.5 tampouco o produto A B o €. Assim, pelo
Teorema 2.3.3, nés temos det {4 B) = 0 e det (A) = 0, de modo
que det (A B) = det (A) det (B).

Suponha agora, que A € invertivel. Pelo Teorema 1.6.4, a
matriz. A pode ser expressa como um produto de matrizes ele-
mentares, digamos

A=E\Ey---E, (5)
e portanto
AB=F\F,---E.B

Aplicando (3) a esta equagio, obtemos

det(AB) = dei(E)) det(Ey) - - - det(E, ) det(B)
¢ aplicando novamente (3), resulta
det(AB) = det(E+ E; - - - E.) det(B)

que, por (5), pode ser reescrito como det (A B) = det (A) det (B).
]

EXEI

Considere as matrizes
31 -1 3 2 17
Al L
Nos deixamos para o leitor verificar que

det (A) = 1, det (B) =-23 e det (A B) =23

Assim, det (AB) = det (A) det (B), como garanle o Teorema
2.3.4, +

O préximo teorema d4 uma relagfo itil entre o determi-
nante de uma matriz invertivel e o determinante da sua inversa.
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i Se A ¢ invertivel, entdo

Prova. Como A~' A =1, segue que det (A~ A) = det (I ). Logo,
devemos ter det (A™!) det (4) = 1. Como det (A) # 0, a prova
pode ser completada dividindo ambos os lados desta equacfio
por det (A). . [ |

Sistemas Lineares da Forma Ax = Ax Muitas apli-
cacles da Algebra Linear envolvem sistemas de r equagdes li-
neares em # incognitas que aparecem no formato

Ax=2Ax (6)

onde A € um escalar. Tais sistemas sdo, realmente, sistemas
homogéneos disfargados, pois (6) pode ser reescrito como Ax —
Ax = 0 ou, inserindo uma matriz identidade e fatorando, como
AI-A)x=0 )]
Aqui temos um exemplo. : -

O sistema linear

X1+ 3x2 = Axy
4x) + 2% = Axy

pode ser escrito em formato matricial como

1 3]{x L
L]+ []
que é do formato (6) com
M
=
X3

A=l 7]

Este sistema pode ser reescrito como

*[i;]f[l 2’_] [2]= ]
RRERREY
[N

que € do formato (7), com

=1 -3
M—A=
-4 a-2

O problema primordial que nos interessa em relacfo aos sis-
temas no formato {7) é determinar para quais valores de A o sis-
tema tem uma solugdo ndo-irivial; um tal valor de A € chamado
autovalor de A, ou valor préprio ou, is vezes, valor caracteris-

ou

ou ainda

+

v

tico de A. Se ) é um autovalor de A, entdo cada solugfo nFo-tri-
vial de (7) € chamada um autovetor de A assomado a0 autova-
lor A.

Segue do Teorema 2.3.3 que o sistema (AJ - A)x = 0 tem
uma solugéio nfo-trivial se, e somente se, :

®

Esta equagio é chamada equagdo caracteristica de A; os auto-
valores de A podem ser encontrados resolvendo esta equagfio em
A

Qs autovalores e autovetores serfio estudados novamente

“nos capitulos subsegiientes, onde nés iremos discutir sua inter-

pretagio geométrica e desenvolver suas propriedades mais pro-
fundamente. '

Encontre os autovalores e correspondentes autovetores da
matriz A do Exemplo 5.

Solugdo.
A equacio caracteristica de A €

det(A] — A) = ‘)‘_1 -3

= - 10=
—4 Afz‘ 0 ou A" -3A 0

A forma fatorada desta equacio é (A + 2) (K - 5) =0, de modo

que os autovalores de A sfo A=—2e A =35.
Por definigio, '
M
X =
x2

& um autovetor de A se, ¢ somente se, X € uma solugfio ndo-tri-
vial de (A — A) x = 0; ou sgja,

r—1 =3 X1 0] -
v [ N o
Se A =—2, entfio (9) & dada por
e [EH
[—4 ~4||x| {0
Resolvendo este sistema obtemos (verifique) x, =- ¢, x, =t de
modo que os autovetores associados a A = — 2 s80 as solugdes

nde-nolas da forma
=[]
X = =
X3 i

Novamente, por (9), os autovetores correspondendo a A = 5 sio
as solucgdes ndo-triviais de

[ G- [

Nés deixamos ao leitor resolver esle sistema e mostrar que 0s

“autovetores de A correspondentes a A = 5 sfio as solugbes ndo-
-nulas da forma

z] | .

]
I
1
Bl




Resumo No Teorema 1.6.4 nés listamos cinco resuliados
que sdo equivalentes 2 invertibilidade da matriz A. Nés conclui-
mos esta se¢fio juntando o Teorema 2.3.3 2 lista para obter o
seguinte teorema que relaciona todos os principais t6picos que
estudamos até aqui.

Afirmacdes Equivalentes

| Se A é uma matriz n X n, entdo as seguintes afirmagdes s@o |
i equivalentes. f

(@) A éinvertivel.
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(&) Ax = 0 56 tem a solugdo trivial,

(¢} A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,

(d) A pode ser expressa como um produio de matrizes
elementares.

{e} AX =Db € consistente para cada matriz b de tamarho
nxl1.

() Ax = b tem exatamente uma solucéio para cada matriz

~ bax1.

(g} det(A)=#0.

1. Verifique que det (kA4) = k" det (A) para

Lo 2 -1 3
(a)A=[_ ]-k=2 Gy A=[3 2 1|;k=-2

3 4}
1 4 5
2. Verifique que det (A B) = det (4) det (B) para
2 1 0 1 -1 3
A=1{3 4 0 e B=|7 1 2
|0 0 2 5 0 1

3. Por inspecho, explique por que det (4) = 0.

-2 8 1 4
3 2 5 1
1 10 6 5
4 -6 4 -3

4. Use o Teorema 2.3.3 para determinar quais das seguintes matrizes sio invertiveis.

1 0 -1 4 2 8 NG
@9 -1 4 ® [-2 1 —4 (©) |32
g8 9 -1 3 1 6 5
5. Seja
a b ¢
A=|d e f
g h i

Supondo que det (4) = — 7, obtenha

(2) det(3A)  (b) det(A™))  (c) det(24~)

6. Sem calcular diretamente, mostre que x = 0 ¢ x = 2 satisfazem
*  x 2

2 I 1|=0
0 ¢ -5

(d) det((2A)™"

-7 0 -3 0 1
347 0 | 5 0 6
-9 07 g8 0 3
a g d
(e det|b h e
e
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7.

Sem calcular diretamente, mostre que

[(b+c c+a bta
det| a b c
i 1.1

Nos Exercicios 8-11, prove a identidade sem calcular os determinantes.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.
17.

18.
19.

a b a+bh+a a b o

@G by ;tbhtal=ia b o

a by as+bi+o a by o

a+hb a-b o a b oo

a + by by o|=-2la b

az+ b —bh o a b oo

ay+ bt ay+ byt az+ bt a a, as

at + b ‘azf +b a+b|=(0-— fz) b b b
1 2 C3 €l €2 C3

a bh+ta c+rb+sa a a a

@ bhttay co+rhtsa|=|b b b

a3 bittas c3+rby+sas 1 €z €3

Encontre o(s) valor(es) de &k que faz(em) A nio-invertivel..

—3 5 12 4
(a)A:[ 5 & 2] k) A=|3 1 6
k3 2
Use o Teorema 2.3.3 para mostrar que
Tsen’a sen’B  sen’y
cos’a  cos?B costy
1 1 1

¢ ndo-invertivel para quaisquer valores de o, Be ¥

Expresse 0s seguintes sistemas lineares no formato (L 7-4)x=0.

(a) X1 + 2%y = Axy () 2x; + 3x = (c
2x1 4+ xz = Ax; 4x) + 3x, =

Para cada um dos sistemas do Exercicio 14, encontre

(i) a equagso caracteristica;

(ii) os autovalores;

(iii) os autoveteres associados a cada autovalor.

lxl
)\.xZ

Sejam A e B matrizes » X n. Mostre gue se A € invertivel, entéo det (B) det (A IBA).

(a) Expresse

a3 +b1
az + by

5] +d1
[#] —|'~d2

como uma soma de quatro determinantes cujas entradas nio contém somas.

(b) Expresse

a+b at+d e+ fi
a;+bhb atd et fa
ay+by o-+ds ext+ fa

como uma soma de oito determinantes cujas entradas nfio contém somas.
Prove que uma matriz quadrada A € invertivel se, e somente se, A7 A € invertivel.

Prove os Casos 2 e 3 do Lema 2.3.2.

3x1 4+ xp=2Ax
—5.761 - 3JC2 = KJCZ
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20. Sejam A ¢ B matrlzcs nx. n. Voce jéa sabe pelo que foi visto antes, que A B e B A nfio precisam coincidir.. Vale ¢ mesmo para

det (A B) e det (B A)? Explique seu raciocinio.

21. SejamAeB matrizes 1 X n. Vocé j4 sabe; pelo que foi visto antes, que 4 B € invertivel se A ¢ B sdo invertiveis. o que vocé sabe dlzer sobre
2 invertibilidade de A B se um ou ambos fatores s80 singulares? Explique seu raciocinio. .
22. Decida se a afirma¢fo dada € sempre verdadeira ou &s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento lognco ou um contra-gxemplo,

(a) dei(24)=2det(4)
(b) |A% = (AP
(¢} det{f +A)=1 +det (4)

(d) Se det{A) =0, entdo o sisterna homogéneo A x = 0 tem infinitas solugGes.
23. 'Decida se a afirmacgo dada ¢ sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento Iéglco ou um contra- -exemplo,
(a) Sedet (4) =0, entfio A pode ou pode nio ser expressa como um produto de matrizes elementares.
(b) Se a forma escalonada reduzida por linhas de 4 tiver uma linha de zeros, entdo det (4) = 0.
() O determinante de uma matriz permanece inalterado se escrevemos as colunas em ordem inversa,

(d) Nio existe matriz quadrada A para a qual det (AA 7y =— 1.

2. 4 EXPANSAO Em co -FATORES;
REGRA DE CRAMER

Nesta secdo nds vamos considerar um-método para - calcular
determinantes que € iitil para cdlculos manais e também é
importante para a feoria. Como uma conseqiidheia do nosso tra-

balho, nds vamos obter uma formula para a inversa de uma

maleiz invertivel, bem como umag formula para a solucdo de cer-
tos sisternas: de equagdes lineares em fermos de determinantes.

Menores e (o-fatores No Exemplo 7 da Seglio 2.1 nés

vimos que o determinante de uma matriz 333
a4z 4
A=|a an an
a3 d3 a3
€ o nfimero
det(A) = apanaa + auanas) + apanan
| TOnfnds —dponds - anenon (1)
Rearranjando 08 tcrmos e fatorando, (1) pode ser reescrito como.

det (A) = a1, (a3053 — Axsttsy) — 815(0, 853 — dy383,) + Ay3(@g 837 — agrty)) (2)

As expresses destacadas em cor em (2) sdo0, elas mesmo, deter-
minantes: :

@x a3
ap as|

a3 ax
a3 an

az1  az3
M, = Mp = My =

’
da3;  d3z

As submatrizes de A que aparecem nestes determinantes t#&m um
nome especial.

Se A € uma matriz quadrada, entfio o deferminante menor
da entrada a ;, ou simplesmente o menor de a,, é denota-
do por M; e definido como o determinante da sulgmatnz que
sobra quando suprimirmos a i-ésima linha e a j-ésima coluna
«de A. O nmimero (= )”J’ M é denotado por C e € chama-
do o co-fator de a;;.

Seja
3 1 -4
A=l2 5 &
1 4 8
Omenordea,, €
15 B
My = 5 = ‘ 6} =16
4 gl 14 8 .
O cofatorde o, &
C=(-1)""'"M, =M, =16
Similarmente, ¢ menor de a,, &
3 —4
3 4
Mz =12 6= ‘ ‘ =26
O co-fator de a,, €
+2M32=—M32“_-'._26 B . ’

. Cup=D?

Note que a diferenga entre o co-fator e 0 menor de um ele-
mento a; € somente de sinal, ou seja, C;;= + M. Uma maneira
ripida de determinar se deve ser usado + ou — € observar que o
sinal relacionando C; e M;é o que estd na i-€sima linha e
Jj-€sima coluna do arranjo em forma de tabuleiro de xadrez .

+ -+ - +
+ -+ - +

Por exemplo, C, =M, Cy =-M,,, C,=~-M;, Cp,= My e
assim por diante. ’
Expansdo em Co-fatores Tendo em vista a definigio
acima, a expressic em (2) pode ser escrita em termos de
menores & co-fatores como
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det(A) = a M + app(—Mi2) + a1 M3
=aCn +anCp +anCn . 3
As equactes em (3) mostram que o determinante de A pode ser

calculado multiplicando as entradas da primeira linha de A pelos
co-fatores correspondentes ¢ somando 08 produtos que resul-

tam. Este método de calcular det (4) € chamado expansao em.

co-fatores ao longo da primeira linha de A.

3 1 0
SejaAd=|-2 —4 3|, Caicule det (A) por expansio em
5 4 =2
co-fatores ao longo da primeira linha de A.
Solucdo,
Por (3},
3 i 0
-4 3 -2 3 -2 -4
det(A) =|—2 —4 3 :3| _ '—1‘ |+(}‘ ‘
5 4 _2 4 =2 5 =2 5 4

=3(—4) — (}=1D +0 = —1 A

Rearranjando os termos em (1) de outras maneiras, € pos-
sivel obter outras férmulas como (3), Ndo deveria haver dificul-
dades em conferir que todas as seguintes férmulas sdo ver-
dadeiras (ver Exercicio 28):

det(A) = a1;Cn + @12Ci2 +a13Cia
=a; 1Ty +anCa +anCs
= a31Cy +anCn +anty
= azC12 +anCn +antn
= a351Cy +a3Canz +anCn
= aiCi3 + enCn +anln )

Note que em cada equagfo as entradas e os co-fatores siio todos
da mesma linha ou coluna. Estas equagbes sdo chamadas
expansdes em co-fatores de det (A).
Os resultados que acabamos de ver para matrizes 3 X 3 for-
mam um caso especial do segmnte teorema geral que enunci-
. amos sem prova.

Expansdo em Co-fatores

O determinante de itma matriz A de tamanho n X n pode ser
calculado multiplicando as entradas de qualquer linha (ou
coluna) pelos seus co-fatores e somando os produtos resul-
tantes, ou seja, para quaisquer 1 <i<nel <j<n,

Seja A a matriz do Exemplo 2. Calcule det (A) expandmdo em
co-fatores ao longo da primeira coluna de A.

.' Solucdo.

Por (4),
3 1
]-4 3 1 0 10
det(Ay = |-2 —4 3 =3‘ B |~(—2)| _ |+5|_ l
s 4 o 4 -2 4 -2 4 3
' = 3(—4) — (=2)(=2) + 53) = ~I
Isto confere com o resultado obtido no Exemplo 2. +

OBSERVACAQ, Neste exemplo, nés precisamos calcular trés co-
fatores, mas no Exemplo 2 nds sé precisamos calcular dois
deles, pois o terceire foi multipticado por zero. Em geral, a me-
lhor estratégia para calcular 0 determinante pela expansio em
co-fatores € expandindo ao longo da linha ou coluna gue tem o
maior nimero de zeros.

A expansio em co-fatores e as operagdes elementares com
linhas e colunas podem, s vezes, ser usadas em conjunto para
fornecer um meio efetivo de calcular determinantes. O exemplo
seguinte ilustra esta idéia.

Calcule det (A), onde
3 5 =2 6
aclt 21t
12 4 1 5
3 7 5 3
Solugdo.

Somando muiltiplos convenientes da segunda linha as demais
linhas, nés obtemos

0 -1 1 3
-1 1
0 1 8 0
-1 1 3
=—i 0 3 3 —— Expansio em co-fatores ao
longo da primeira coluna,
1 8 0
-1 1 3 .
=— 3 3 —~—— Nos somamos a primeira
0 g 1 iinha 3 terceira linha.
3
=—(-1) 9 ~— Expansio em co-fatores ao .
) longo da primeira coluna.
=-—18 ] o+

Adjunta de uma Matriz Na expansio em co-fatores nés
calculamos det (A) multiplicando as entradas de uma linha ou




coluna pelos seus co-fatores e somando os produtos resultantes.
Ocorre que se nés multiplicamos as entradas de uma linha qual-
guer pelos co-fatores de uma outra linha diferente, a soma dos
produtos resultantes & sempre zero. (Este resultado também vale
para colunas.) Mesmo omitindo a prova geral, o préximo exem-
plo ilusira a idéia da prova nurn caso especial.

Seja

ap. 42 13

a3 ax a3z

Considere a expressio
anCu +anCp+aily -

que ¢ formada multiplicando as entradas da primeira linha pelos
co-fatores das entradas correspondentes da terceira linha e
somando.os produtos resultantes. Usando, o artificio a seguir,
nés vamos mostrar que esta quantidade € zero. Construa uma
nova matriz A “substituindo a terceira linha de A com uma cépia
da primeira linha, Assim, :

lan app an
,
A'=an an an
al] ap ﬂla

Sejam. C;, C32 ¢ C3; o8 co- fatores das entradas da terceira
linha de A". Como-as duas primeiras linhas de A e A" 540 as mes-
mas & como os cdlculos para obter Cy,, Cyp, Cg, C3y.Chy e Cly
envolvem somente as entradas das duas primeiras lmhas de A e
A’, segue que =

Cy =CY,

G =Ch Cy=Cj

Como A’ tem duas linhas idénticas, _ :
det (A)=0 T &)

Por outro lado, calculando det (A') por expansao em co-fatores
ao longo da primeira linha dd

det{A’) = a,,Cy, +a1zcgz +ﬂ13c33 =ay; 31 +a2Caz + 013033 (6)
De(S)e (6) 165 obtemos ) '
'-’111C31 + alzcsz +a|36'33 =0

Se A é uma mairiz n X i e Cy € o co-fator de a_,, entdo a

matriz

l] ’

Cn Cr Cia
Ca Cn Con
Cnl an "t Cnn

¢ chamada matriz de co-fatores de A. A transposta desta
matriz € chamada adjunta de A e denotada por adj (4).
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EXE

Seja

4.0

Os co-fatores de A sao

C[] = 12 CIZ =6 Cu =.—16
Cyy=4". + Cp=12 Cy =16
Cy =12 .- +Cyp==10.. " Cy3=16

de modo que a matriz dos co-fatores &
' 2 ¢ -16

4 2 16

12 -10 16

daadjuntade A & |

_ 12 4 12
adi(Ay=| 6 2 -10 .
~16 16 16

Agora nés estamos em condicdes de obter uma formula
para a inversa de uma matriz invertivel.

- Inversa de uma Matriz Usal_'ld_o a
Adjunta '

Se A é uma matriz invertivel, entdo

7

vaa Em pnmeiro lugar, mostramos que
A ad] (A) det (4) I

Considere o produlo

Cu Gy

Aadj(4) = Ciz Cn

Cin Copy

A entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna do produto A adj (A)
é s
a1Cii+anpCip +++ -+ @inCin - . (8)

(ver as linhas sombreadas acima). -

Se i =, entdo (B) é a expansdo em co-fatores de det (A) a0
longo da i-ésima linha de A (Teorema 2.4.1) e se { # j, entfo as
entradas da matriz A ¢ os co-fatores provém de linhas dlferentes
de A, de modo que o valor.de (8) € zero. Portanto,

det(4) 0 oo
0 det(aA B
Aadj(Ay =1} . et.( ) = det(A)] )]
0 0 det(A)
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Como A é mvemvei det (A) ;t 0. Portanto a equagio pode ser
reescrita como

—[Aadj{A)] =7 or A [ adJ(A)} =

1
det(A4) det(A)
Muttiplicando ambos os lados & esquerda por A7, resulta

1
- _
AT = Gercay @A) - o=

Use (7) para encontrar a inversa da matnz A do Exémplo 6. |

Solucdo. _
O leitor pode conferir que det (A) = 64. Assim,
24 12
124 2 & & &
A= ——aditd)=—| 6 2 -10{=| & 2 -L
de t(A) 64 -6 16 16 _18 18 16
: e &4 o4 64

+

Apllca(oes da Formula [1] 0 mctodo do exemplo
precedente € razodvel para inverter uma matriz 3 x 3, mas para
matrizes maiores € mais eficiente usar o algoritmo de inversio
discutido na Se¢Hol.5. Entretanto, nfo deve ser esquecido que o
método da Seclio 1.5 € s6 um.procedimento para orientar os cél-
culos, enguanto que (7) € uma auténtica férmula para a inversa.

Na Segiio 1.7 nés enunciamos dois resuitados’ sobre inver-
sas sem prova.

s Teorema 1.7.1¢c: Uma matriz triangular € invertivel se, e
somente se, suas entradas na diagonal principal sdo todas
ndo-nulas. _ L . _

o Teorema 1.7.1d: A inversa de uma matriz triangular inferi-
or € triangular inferior e a inversa de uma matriz triangular
superior € triangular superior. ' '

Nés iremos provar estes resultados usando a férmula da adjunta

para a inversa, :

Prova do Teorema 1.7.1c. Seja A = [a,; ] uma matriz trlanguiar
as entradas na diagonal principal de A'sio

G layp by
Pelos Teoremas-2.2.2- e 2.3:3, a matriz ‘A €
somente se,

nvertivel se, e

det(A) = gy -+ oy 0

que vale se, e somente se, as entradas na dlagonal sfo todas néo-
nulas BEIREE R o |

' —Del_xamos como exercicio para o leitor-usar a'férmuta da

adjunta para A ! para mostrar que se A = [@;; ] € uma matriz tri-
angular invertivel, entfio as entradas sucesswas da diagonal de
A‘ sdo o .

11 1

R
@) az Cnn

{Veja Exemplo 3 da Segdo 1.7.)

Prova do Teorema 1.7.1d. N6s vamos provar o resultado para
matrizes triangnlares superiores e deixar o caso de triangulares
inferiores como exercicio. Suponha que A é tnangular supenor
e invertivel. Como-
-1
4 df;t(A)adj 4

nds podemos provar que A~ € triangular superior mostrando
que adj (A) ¢ triangular. superior ou, equivalentemente, que a
matriz de co-fatores & triangular inferior. Isto pode ser feito
mostrando que cada co-fator C; com i < j (ou seja, acima da
diagonal principal) € zero. Como

Cy=(=1)7+M,
€ suficiente provar que cada menor M; com i < j & zero. Para
Verlﬁcar isto, seja B;; a matriz obtida suprimindo a i-€sima linha
¢ a j-ésima coluna de A, isto é,

M =det (B (10)
Da hipétese i < j segue que B;; € triangular superior (Exercicio
32). Como A ¢ triangular superior, sna (i + 1)-ésima linha co-
mega com pelo menos i zeros. Mas a i-€sima linha de B; é a
(i + 1)-¢sima linha de A com a entrada na j-ésima coluna re-
movida. Como i < j, nenhum dos pnmelros i zeros foi removido
quando omitmos a j-€sima coluna; assim, a i-ésima linha de B;
comeca com pelo menos /i zeros, o que implica que esta linha
tem um zero na diagonal principal. Segue agora, pelo Teorema
2.2.2, que det (B;} =0 e, por (10), que M; = 0. a

A Regra de Cramer O préximo teorema fornece uma fér-
mula para a solugio de certos sistemas de » equagBes em n
incégnitas. Esta férmula, conhecida como regra de Cramer, é
de interesse marginal para fins computacionais, mas é iitil para
estudar as propriedades matemdticas de uma solucio sem pre-
cisar resolver o sistema.

Regra de (ramer

Se Ax = b é um sistema de n equacdes lineares em n incog-
nitas tal que det (A) # 0, entdo o sistema tem uma linica
solucdo. Esta solugdo é

det(A;)
det(4) ’

det(Az)
det(A)’

_ det(4y)
 det(A)

X = Xz =

onde A; € a mairiz obtida substituindo as entradas da j-
ésima coluna de A pelas entradas da matriz

by

Prova. Se det (4) # 0, entdo A € invertivel g, pelo Teorema 1.6.2,
x = A™! b € a iinica solugfio de Ax = b. Portanto, pelo Teorema
2.4.2, temos

Ch Cu - G| Th

1 Cz Cz - Cal|ih

=4"'b= . .
X Fet(A) t(A) adi(Ab = 2@ : I
* Ci Can -+ Cug by




Multiplicando as matrizes, resulta

1

X= dena)

b1Ci + 520 +- - -
b1Cra+ b2l +- - -

5y Cr, + 52C0 + -+

€ portanto a entrada na j-€sima linha de x €

. = b1C|j+b2C2j+---+b,,C,,_,'

j=

Seja, agora,

1. Seja

{a) Encontre todos os menores de A.

+ bncnl
+5,Cp2

+ 8a.Cn

(7]
@22

2]

det(A)
oy B
e mye b
Qpj-1 bu

1 =2
=t 6 7
-3 1

(b) Encontre todos os co-fatores,

Q541
a25+1

Qpjt1

3
-1
4
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Como 4; difere de A somente na j-ésima coluna, segue que 0s
co-fatores das entradas &,, b,, ..., b, de A, coincidem com os co-
fatores das correspondentes entradas da j-ésima coluna de A. A
expansdo em co-fatores de det (4;) ao longo da j-ésima coluna
€, portanto,

de.t(Aj) =b1Cy; +5Coyp + -+ 5,Cp

-Substituindo esta expressao em (11), resulta

_ det(A))

1= JaA)

Use a regra de Cramer para resolver
' ot +2x6=6
—3x, + 4x + 6x3 = 30
—X; —2x 4+ 3x3, =8

Solugdo.
1o 2 6 0 2
A=]-3 4 6|, A=|3 4 &,
-1 -2 3 g -2 3
1 6 2 1 0 6
Ay=|—-3 30 6|, A3=[-3 4 30
-1 8 3 -1 -2 8
Portanto,
L _det4n -0 10 _det(A) T2 _ 13
YT det(a) | 44 110 TPT Gad) @1
o detdy) 152 38
T @ T M .

OBSERVACAO. Para resolver um sistema de n equagBes lincares
em #n incognitas pela regra de Cramer, € necessdrio calcular
n + 1 determinantes de matrizes r X n. Para sistemas com mais
de trés equagdes, a eliminagfio gaussiana é muito mais eficiente,
pois somente requer a redugio de uma matriz aumentada
n X (n + 1). No entanto, a regra de Cramer d4 uma férmula para
a solugdo se o determinante da matriz de coeficientes: € ndo-
nulo.




96 o ¢ ¢ Algebra Linear com Aplicagdes

2.-Seja -

Encontre
(a) M;eCyy

(a) primeira linha
(d) segunda coluna

@) adj (4)

Nos Exercicios 5-10, calcule det (4) usando uma expansdo em co-fatores ao longo de alguma linha ou coluna de soa preferéncia.

[—3 0 7
5.A=| 2 5 1
-1 0 5
[E+1 k—1 7
8.A=| 2 k-3 4
5 k41 k

TR R O R

6;A=

(b) My e Cy;

16
-3 3
0 14
3 2

©) MpeCy

(b) primeira coluna
(e) terceira linha
4. Para a matriz do Exercicio 1, encontre

9.4

() A™', usando o Teorema 2.4.2

33 1
0 —4

1 -3 5

3 3 0o 5

2 2 0 -2

4 1 -3 0

2 10 3 2

Nos Exercicios 11-14, encontre A~ usando o Teorema 2.4.2,

2 5 5
1L, A=1-1 +1 0
| 2 3
2 -3
13.A=10 1
0.0
15. Seja
A=

1.

B S

12. A=

4. A=

W W

3

1
2
8

2

.\OM'—

2 0 3
o 3 2
-2 0 —4
F'2 0 0
8 1 0
l~5 3 6
2

() Calcule A~ usando o Teorema 2.4.2, -
* (b) Calcule'A~' usando o método do Exemplo 4 da ch:ao 1.5.
(c) Qual metodo envolve menos contas”

Nos Exercfcios 16—21, resolva pela regra de Cramer, onde aplicével.

16. 7x1 —_ Q.XZ =3
3X| + X3 = 5
19. . :
X, — 3}.’2 + x3= 4
2x; — X2 = =2
41] il 3I3 = 0

22. Mostre que a matriz

A=

17. 4x + 5y =2

lx+ y+2z=3

x+5y+2z=1
20._—I|;4XZ+ZX3+ )C4=—32
2X|'— x2+7x3-[—9x4= 14
~x1 4+ x+3Int+ u= 1
Xp— 2%+ x3—dxy= —4

cost

0

—send

send O
cosf 0

0 1

A My e Cyy

3. Calcule o determinante da matriz do Exercicio 1 usando uma expansio de co-fatores ao longo da’
(c) segunda linha ~ -

{f) terceira coluna

B!
LA=|1
|1

(4
3.

10, A=11
.

2

kR
kR
kB
0 0 1
33 -1
2 4 2
46 2
24

18. x—4y+ z= 6

4x —

y+2z= -1

2x + 2y — 3z = —20

2L 3x|— xz-{— Ig=4

-X1 +712—'213=1
2x1+6x3— xa=35

Wow WSO




23.

24,

25.
26.

27.

30.

31.

€ invertivel para todos os valores de €; em seguida, encontre A~' usando o Teorema 2.4.2.
Use a regra de Cramer para resolver em y sem resolver em x, z & w.

I+ y+ z+ w=
3x+Ty— z4+ w=

Tx+3y—5z+8w=

x+ y+ z+2w=
Seja Ax = b o sistema do Exercicio 23.

(a) Resolva o sistema pela regra de Cramer.
(b) Resclva o sistema por eliminagio de Gauss-Jordan,
(c) Qual método envolve menos contas?

6
1

-3

3
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Prove que se det (A} = 1 ¢ todas as entradas de A sdc niimeros inteiros, entiio todas as entradas de A~! também sdo inteiros,
Seja Ax = b um sistema de » equagdes lineares em » incégnitas com coeficientes e constantes niimeros inteiros. Prove que se det (4) = 1,
entfio as eniradas da solugdio x sdo inteiros.

Prove que se A € uma matriz triangular inferior invertivel, entio A~! ¢ triangular inferior.
28. Obtenha a expansio em co-fatores listada na dGltima linha da Férmula (4).
29. Prove: A equagfo da reta que passa pelos pontos distintos (a,, &,) € (a,, b,) pode ser escrita como

x
ay
az

Prove: Os pontos (x;, ¥,), (x., ¥,) € (x5, ¥;) sdo colineares se, ¢ somente se,

¥
&
by

X n
ES T )
T3 3
Ap f A
{(a) Se A = I: 7 | Ap

det (A,,) det (4,,). Use este resultado para calcular det {A) para a matriz

1
1
1

1
1
1

=0

(b) Verifique sua resposta na parte (a) usando uma expansio em co-fatores para calcular det (A).

2 1] 2 5 6
4 3‘—1 3 4
0o o] 1 3 s
0 0|2 6 2
0 0| 3 5 2

:I ¢ uma matriz em blocos “wriangular superior,” onde A,, e A,, sdo matrizes quadradas, entfio det (4) =

32. Prove que se A € uma matriz triangular superior e B, ¢ a matriz que resulta quando suprimimos a i-ésima linha e a j-€sima coluna de A, entfio
B, € triangular superior s¢ { < J., :

Discussao e Descoberta

33. Qual € o niiméro méximo de zeros que uma mairiz 4 x 4 pode ter sem ter determinante nulo? Exphque seu raciocinio.
34. Seja A uma matriz com o seguinte formato:

* * * * *

LI 2

0

0
0
%
*

o

= ox O O

¥ ¥ ©O O O

Quantos valores distintos vocé consegue obter para det (A) substituindo os asteriscos por valores numéricos (ndo necessariamente todos

iguais)? Explique sen raciocinio.

35. Decida se a afirmacfio dada € sempre verdadeira ou bs vezes faisa. Justifique sua resposta dando um argnmento 16gico ou um contra-exemplo.

(a) A adj (A) € uma matriz diagonal para cada matriz quadrada A.
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10.

{b) Em teoria, a regra de Cramer pode ser usada para resolver qualquer sistema de equagBes lineares, embora a quantidade de contas possa

SeT enorme.
(c) Se A é invertivel, entdo adj (A) também deve ser invertivel.
{d) Se A tem uma linha de zercs, entfo adj (A) também deve ter.

Exercicios Suplementares do Capital

. Use a regra de Cramer para resolver x” ¢ y” em termos de x ¢ y.

= 3y Ay
=35 —35)

y=gx'+ 3y

X

. Use aregra de Cramer para resolver x” e y” em termos. de x e y.

x=x'cosd — y'send

y=1x"send + y' cos@

Examinando o determinante da matriz dos coeficientes, mostre que o seguninte sistema tem uma solug@o ndo-trivial se, e somente se, or=f.

x4+ y+az=0
x4+ y+8z=0
ax+B8y+ z=0

Seja A uma matriz 3 X 3 tal que todas suas entradas sdo 0 ou 1, Qual € o maior valor possivel para det (4)?
(a2) Para o tridingulo da figura dada, use trigonomeiria para mosirar que '

becosy + cecosff=a
ccose +acosy =4
acosB + beosae = ¢
e em seguida aplique a regra de Cramer para mostrar que
B gt ~a?
—
{b) Use a regra de Cramer para obter férmulas similares para cos fe cosy

cosa =

Figura Ex-5

Use determinantes para mostrar que, para qualquer valor de A, a tnica solugio de

x — 2y = Ax
x— y=Ay
éx=0,y=0.
Provc: Se A ¢ invertivel, entfio adj (A) € invertivel e -
dj(A)~! = A =adj(A™"
[adj{A)}] der(A) adj(A™")

Prove: Se A é uma matriz a X n, entdo det [adj (A)] = [det (4)]"~ .
(Para leitores que estudaram Cdlculo.) Mostre que se f,(x), £,(x), g,(x) e g,(x) sfo fungBes diferencidveis e se

AW A&
5nlx) g0

A®) )
g(x)  gix)

A0 i
g21{x)  ga(x)

dw

. i

dx

(a) Nafigura dada, a 4rea do tridngulo A B C pode ser expressa como
dgreaABC=4reaADEC+4dreaCEFB-dreaADFB

Use isto e o fato conhecido que a drea de um trapézio é % da altura vezes a soma dos lados paralelos para mostrar que
.x 1 ¥ 1
drea ABC = 5 k1 ) 1
¥ ¥ 1
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[Observacdo. Na dedugho desta formula, os vértices foram denotados de tal modo que quando passamos de (x;, y,} para (¥;, »,) para
(x3, ¥5), 0 tridngulo € percorrido no sentido anti-horédrio. Para uma onentagao hordria, 0 determinante acima da o negatwo da area]
(b)y Use [¢] resultado da parte (a) para ‘encontrar-a 4rea do tnangulo de vémces (3 3), (4, 0), (— - 1)

C(Ifiv y3)

B(x23y2)

Alxy, yz)

FiguraEx-10 = =0 e

11. Prove: Se a soma das entradas em cada linha de uma matriz A de tamanho » X n € sempre zero, entfio o determinante de A '€ zero.
" [Sugestdo. Considere o produto ; mamc:lalA X, onde X é a matriz # x 1 com todas entradas iguais a 1.]
12. SejaA umamatrizz xneBa matriz qua resulta quando as linhas de A sfo escritas em ordem inversa (a dltima linha passa a ser a primeira,
e assim por diante). Qual € a relag:ao entre det (A) e det (B)?
13. Como € afetada a matriz inversa A~ se
(a) permutamos em A a i-ésima com a j-ésima linha;
(b) ai-ésima linha de A € multiplicada por um escalar nio-nulo ¢;
. (©) ¢ vezes a i~ésima linha de A € somada 3 j-ésima linha?
14. Seja A uma matriz n X n. Suponha que B, ¢ obtida somando o mesmo nimero ¢ a cada entrada da /-ésima linha ded e B, é obnda subtram-

Cdo 1 de cada’ enrrada da i-€sima hnha de A. Mostre que det(A) 2[det(31) + det(Bs)].
15. SeJa :
) ail - dp. - ap
A= |day anoan
3] a3z 433

{a) Expresse det (A — A) como um polindmio p(A) = A* + A2 + A + d.
(b) Expresse os coeficientes b e 4 em termos de determinantes e tragos.
16. Sem calcular diretamente o determinante, mostre que

sene cosa  sen{w + &)

senB cosfB sen(B+8)i=0

seny cosy sen(y + &)

17. Sabendo que 21.375, 38.798, 34.162, 40.223 e 79.154 sfio todos divisiveis por 19 mostre, sem calculd-lo diretamente, que o determinante

1 7

2 3 5
3 7 8
3 1 2
4 2 3
7 1 4

oo A
LV T R R =

¢ divisivel por 19.
18. Encontre os autovalores e correspondesites autovetores para cada um dos sistemas seguintes.

(a) X2 + 9x3 = Ay (b) X2+ x3=Ax
x| 4 dxp ~ Txy = Axp X — X3 = AXy
X1 —3.7C3=}\.X3 X1 +5JC2 +3x3=Ax3

Recurso Computacional

ercicios Computacionais do Caj

Os seguintes exercicios foram elaborados para serem resolvidos utilizando um recurso computacional. Em geral, este recurso € o MATLAB,
Mathematica, Maple, Derive ou Mathcad, mas também pode ser um outro tipo de software de Algebra Linear ou uma calculadora cientifica com
funcionalidade de Algebra Linear. Para cada exercicio vocé devers Ier a documentagio pertinente do recurso que estiver utilizando. O objetivo
destes exercicios & fornecer uma competéncia bésica na utilizagfio do seu recurso computacional. Uma vez dominadas as técnicas nestes exerci-
cios, vocé deverd ser capaz de usar seu recurso computacional para resolver também muitos dos problemas nos conjuntos de exercicios regulares.




100 « . Algebra Linear com Aplicag@es
Secdo 2.1

T1. (Determinantes) Leia em seu manual sobre como calcular deter-
minantes e entdo use seu recurso para calcular os determinantes do
Exemplo 8.

T2. (Formulas para determinantes) Se vocé estd trabalhando com um
sistema algébrico computacional, use-o para confirmar as formu-
las no Exemplo 7. Também use-o para obter a férmuta pedida no
Exercicio 15 da Segfio 2.1.

T3. (Simplificagie) Se vocé estd trabalhando com um sistema algébri-
co computacional, leia a documentacdo sobre como simplificar
expressdes algébricas e entfio use os comandos de determinante e
simplificagfio juntos para mostrar que

a b ¢ d

—b a d —c -

= b2 2 2y2
—c —d a b {@*+b"+c*+d%)
—d c —b

T4. Use 0 método do Exercicio T3 para encontrar uma férmuly simples
para o determinante

(a + b)? et ot
' a2 (b + 0)2 aZ
» b (c+a)y

Secdo 2.2

T1. (Determinante de uma transposta) Confirme a parte (b} do
Teorema 2.2.1 usando algumas matrizes de sua escolha.

Secdo 2.3

T1. (Determinante de um produte) Confirme o Teorema 2.3.4 para
algumas matrizes de sua escolha.

T2. (Determinante de uma inversa) Confirme o Teorema 2.3.5 para

algumas matrizes de sua escolha,

T3. (Equacdo caracteristica) Se vocé estd trabalhando com um sis-
tema algébrico computacional, use-o para encontrar a equagio
caracteristica da matriz A do Exemplo 6. Também leia a docu-
mentagio sobre cormo resolver equactes e entfo resolva aequagio
det (I — A) dos autovalores de A. '

Secdo 2.4

T1. (Menores, co-fatores e adjuntas) Os recursos computacionais vari-
am amplamente em seu tratamento de menores, co-fatores ¢ adjun-
tas. Por exemplo, alguns recursos iém comandos para calcular
menores mas ndo co-fatores, alguns t8m comandos diretos para
encontrar adjuntas enquanto outros.niio os t8m. Assim, dependen-
do de seu recurso, vocé devers juntar comandos ou fazer ajustes & -
mdo para encontrar co-fatores e adjuntas. Leia seu manual e .
depois encontre a adjunta da matriz do Exemplo 6.




