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2° SEMESTRE DE 2017 LISTA 3

1) Para cada t € R, |t| < 1, faca a mudanca de variavel z = ¢’ e transforme cada integral definida

em uma integral de contorno.
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2) Use a férmula integral de Cauchy para calcular as integrais do Problema 1.

3) Para cada R > 0, seja Cr o caminho fechado positivamente orientado que consiste da uniao do

segmento [—R, ] com o semicirculo Hg = {Re; 0 < 6 < r}.
Seja f a funcao definida por f(z) = %, z#iez# —i.
z

(a) Para cada R > 1, use a férmula integral de Cauchy para calcular / f(z)d=.

Cr
R
(b) Mostre que, para cada R > 1, f(z)dz| < ;T
Hp R2 -1
T cosx
(c) Calcule /Oo mdm.

. 2
4) (a) Mostre que sinf > ;9, se 0 <0< 3.

/2 , 1—
(b) Mostre que / e~ Bsinb gp < 7T(2RG), para todo R > 0.
0

™
(c) Mostre que lim e~ BsinG gg — o,
R—o0 0
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5) Para cada R > 0 considere Cr e Hg como definidos no Problema 3 e f(z) =

22 # 1.

(a) Para cada R > 1, use a férmula integral de Cauchy para calcular f(z)dz.
Cr
1
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(b) Mostre que, para cada R > 1, (2)dz
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(c) Caucue/_Oo 1
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6) Para cada a > 0, considere H, como definido no Problema 3 e f(z) = —, z # 0. Dados
z
0 < r < R, seja Cy g o contorno fechado positivamente orientado que consiste dos intervalos [—R, —r]

e [r, R] unidos aos semicirculos de raio 7 e R e centro em 0 contidos no semiplano superior.

(a) Mostre que (z)dz = 0, para todos r, R tais que 0 < r < R.
CT‘,R

(b) Mostre que Rlim f(z)dz=0.

— 00 Hp

(c) Mostre que lin(l) f(z)dz = mi. Sugest&o: use a Proposi¢ao no comego da proxima péagina.
r—
H,

* senx

(d) Calcule /

0 X

dx. Sugest8o: use o 4c.

az

ez+1,z#(2k—|—1)7ri,/~ceZ. Para R > 0, seja Cg o

retangulo positivamente orientado com vértices em R, R+ 27wi, —R+27mi e —R. Sejam L1 e L3 os dois

7) Para 0 < a < 1, considere f(z)=

segmentos horizontais e Ly e Ly os dois segmentos verticais do caminho Cr. Defina Ir = / f(z)dz.
Cr

(a) Mostre que I é independente de R > 0.

) R azx
(b) Mostre que f(z)dz+ f(z)dz = (1 —&*™%) / . dx.
I Ls R 1+ e®

(¢) Mostre que lim f(z)dz = lim f(z)dz =0.
R—o0 Lo R—o0 La
(d) Calcule Ig. Atengdo: ainda nao vimos a teoria necesséaria para resolver este item.

o) ax

(e) Calcule /OO e

8) (a) Encontre os 3 primeiros termos nao-nulos da série de Taylor de f(z) = z — Ln (1 + z) em

torno de z = 0.

1
(b) Encontre os 3 primeiros termos nao-nulos da série de Laurent de g(z) = —————— em torno

z—Ln(1+2)
de z = 0.

(c) Qual é a ordem do polo de g em z = 07
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(d) Qual é o residuo de g em z = 07

22

le lim ———7
(e) Quanto vale lim ——— 057

9) Mostre que f(z) = ———— tem um polo triplo em z = 0 e calcule o residuo de f nesse ponto.
zZ —senz

10) Considere f(z) = 5 e seja Cr, R > 0, o contorno do Problema 7.

1
(e*+1)

(a) Determine o residuo de f em z = mi.

(b) Calcule f(z)dz.
Cr
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Proposigao. Seja f uma fungao analitica definida em um aberto contendo 0. Para r > 0, seja C.. o

. z
semicirculo orientado no sentido antihordrio, C, = {re’; 0 <t < 7}. Entao lin% / /) dz = mif(0).
r— C, z

1 . .
Demonstracgio: Usando que / —dz = i, vemos que, para todo r suficientemente pequeno,
c ?

mif(0) - f(z)dz:f(o)/ Lo [ 1@, _ [ JO=JE)
Cr < Cr ? c. % C z
e, portanto,

Tif(0) — f(z)dz‘ < / 1f(z) = F(0)] |dz|.
c, < - r
Dado € > 0, seja 6 > 0 tal que, para todo |z| < d, |f(2) — f(0)] < £ (existe tal § porque f, sendo

analitica, é continua em 0. Dai, para todo r < J, temos

1 le €
<3 L1 - sonias < 1£ [ st = Sar=c

T r

mif(0) — ) 4,

c. Z

Isto prova o que queriamos.
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