64 / VARIAVEIS COMPLEXAS E APLICAGOES

U i i+z
Mostre que sen™! z = — iln (iz + /1 ~ z?), tan~? z_=‘5— In = | e obtenha as deri-

vadas D sen~! z =

Mostre que senh™* z =1In (z + </ 2* + 1), cosh™! z=1In (z + /22 —~ 1) etanh™! z =

. Calcule as derivadas dessas fungdes.

Teoria da Integral

3.1. Arcos e Contornos
Definimos arco continuo como sendo um conjunto C de pontos do tipa
C={zO=x®O+iy@), a<t<b}, 3.1)

onde z (¢) é uma fungdo continua de ¢ — ou, 0 que ¢ equivalente, x (¢) e y (¢) sdo fungBes
continuas de £, para ¢ no intervalo [a, b].

A representacdo paramétrica z = z (t) ordena os pontos de C de acordo com os valo-
res crescentes de #, de forma que C é um conjunto ordenado ou orientado. O mesmo con-
junto com orientagdo oposta é o arco que designamos por — C e que possui representagio
paramétrica '

z7()=z(—1t), -b<t<-a

Chama-se arco de Jordan ou arco simples aquele em que cada ponto z (¢) correspon-
de a um (nico valor de ¢. Intuitivamente isto significa que, 4 medida que ¢ varia de a até b,
o ponto z (¢) percorre a curva C, passando uma s6 vez por cada um de seus pontos. Quan-
do o arco ndo é simples,ele contém ao menos um ponto multiplo, assim designado todo
ponto proveniente de dois ou mais valores distintos do parametro #: z (¢,) =z (¢,) com
t; # t,. Chama-se curva fechada a todo arco cujes extremidades z (a) e z (b) coincidem;
e curva fechada simples ou curva de Jordan a toda curva fechada cujos pontos, a excegdo
das extremidades, sejam todos simples (Fig. 3.1).

A equagio z = 1 —it, para 0 <t <2, por exemplo, representa um arco simples, que
é o segmento [1, 1 — 2/], orientado de 1 para 1 — 2/, como mostra a Fig. 3.2.

A equagdo z = 1* + jf, — oo <t < oo representa a pardbola

x=t, y=t

ou seja, x = y2 orientada como indica a Fig. 3.3.
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z(a)
z(b)
z(@) =z(b)

Ponto multiplo: Curva fechada
z(t1 )= z(tz), t %Rz

z{a) = z(b)
Curva de Jordan

Fig. 3.1.

Fig. 3.2.

Fig. 3.3.

De acordo com um famoso teorema, devido a Jordan, toda curva fechada simples C
divide o plano em duas regides, tendo C como fronteira comum, uma das quais, chamada
o interior de C, ¢ limitada. O teorema afirma também que o interior de C possui uma pro-
priedade adicional, chamada conectividade simples. Intuitivamente isto significa que é
possivel deformar a curva C até reduzi-la a um ponto sem sair dessa regido interior. A
Fig. 3.4 ilustra duas regides conexas A e B, das quais 4 ¢ simplesmente conexa, mas nio
B. Esta possui um “buraco” que destrdi a conectividade simples.
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Fig. 3.4.

O Teorema de Jordan é de ficil compreensio, mas seu tratamento rigoroso é delica-
do e estd fora de nosso objetivo.

O conceito de arco continuo é muito geral e inclui objetos complicados, que em
nada se parecem com figuras geométricas simples, como um arco de circulo, uma pardbo-
la, uma sendide etc. Em nossas considera¢Bes ndo necessitamos sendo da idéia de arco
regular, assim entendido o arco cuja representacdo (3.1) é tal que a derivada z' (¢) =
= x'(f) + iy’ () existe, é continua e ndo se anula. Tal arco possui tangente em cada pon-
to, cujo angulo com o eixo dos x é dado por arg z' (£), o qual varia continuamente com .
Mesmo um arco regular pode exibir comportamento surpreendente; consideremos, como
exemplo, o arco regular dado por

1
z(0)=0; z@=t+iPsen —, 0<tr<]1.
t

Este arco intercepta o eixo dos x numa infinidade de pontos tendo x = 0 como ponto de
acumulagfo (Fig. 3.5).

<
o
Rm

Y= xa
Fig. 3.5
Chamaremos contorno ou caminho a todo arco continuo que consiste de um niime-

ro finito de arcos regulares. Um contorno C tem entdo representa¢do paramétrica do tipo
z=2z(f),a <t<b onde z (¢) é uma funco continua no intervalo [a, b]. Este, por sua
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vez, consiste num nimero finito de subintervalos [a;, b;], em cada um dos quais a deriva-

da z’ (¢) é continua e diferente de zero e tais que b; = az, b, = a5 etc. (Fig. 3.6).

z(a)
z(b)

Fig. 3.6.

Exercicios

Identifique as curvas ou arcos de equagdes dadas a seguir, faga os graficos e indique as orienta-

¢Oes em cada caso.
a) z=3t+ i, — oo Lt < oo
b) z=r(cost+isent) -—

<t<m r>0;

1
c) Z=T+it, 1 <t <o

d) z=t+-2;i, —~ o0 <t <0;

e z=t+iJ1-¢£, —-1<t<1;
N z=tr—iJ1=¢, —1<t<1;
g z=+J1-1*+it -1<r<l].

3.2. Integral de Contorno

Seja F (t) = U(t) + iV () uma fungdo continua da varidvel real ¢ num intervalo
{a, b]. Sua integral é definida facilmente em termos das integrais das fungbes reais Ue V,
mediante a expressio

fb F(t)dtsz U(r)dr+ifb v (f)dt (3.2)

Desta defini¢do seguem imediatamente as seguintes propriedades:

-.Refb F(t)dt:fb Re F (f)dt, Imfb F(t)dt=fb ImF (f)dt. (3.3)
a a a a
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As propriedades de linearidade,

f‘b [F(t)+G(r)]dr=fb F(H)dt +f'b G (H)ar (3.4)

b b
[ eFwar=c[” F@ar, (3.5)

~onde ¢ é uma constante, sio também de ficil verificacdo. Para provar esta ultlma por

exemplo, seja ¢ = ¢; + ic,, logo

f'b cF(t)dt=fb [t U@) = ¢, V(£))dt + ifb [e, V(©) + ¢y U ()] dt

=(c, + icy) [f: U (t)dt + ifb Vv (t)dt ] =cfb F(t)dt.

A demonstragdo de (3.4) é mais simples e fica a cargo do leitor.
A integral (3.2) goza também da propriedade (onde 2 < b)

]fb F()dt | <fb | F (o) | de, (3.6)

que ¢é imediata se a integral que aparece no primeiro membro for nula. Caso contrdrio,
seja

b ,
f F(H)dt =rei® (r>0)

sua representacgdo polar. Daqui e de (3.5), obtemos

. b b .
r=eit [T F@ydr=[" =10 F s
a a

ou ainda, usando (3.3),

r=Refb e 10 F(t)dt=fb Re [e~ 0 F (£)]dt.

Portanto, tendo em conta que | e~ | =1,
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b b , b ,
[° F@yar] =r=[" Re[e"i F@ldt< [ |Re e F®)]ldr <
a a a

b . b
< - i6 —_
fa | e~ 10 F ()| dt fa |F®)ldt,

donde a desigualdade (3.6). -
Estamos agora em condi¢Bes de definir a integral curvilinea ou integral de contorno

f . f(z)dz,

onde C é um contorno qualquer e f = u + jv é uma fun¢fo continua em C. Usando a re-
presentagdo do contorno C, z =z (¢); ¢ <t < b, definimos

. b ,
[ f@d= [ e o, 3.7)
C a

onde o segundo membro é uma integral do tipo (3.2) com
U@y =ulx(®), yOIXO—-vlx@), y®OY'Q@),
V) =ulx@®, y@O'@©)+vlx@), y®)]xQ@).

O integrando em (3.7), f (z(1)z'(¢) = U (¢t) + iV (¢), pode ndo ser uma funcdo continua
em todo o intervalo [a, b] devido ao fator z'(¢). Mas como vimos na se¢do anterior, esse
intervalo consiste num numero finito de subintervalos I] = [a]-, b]-], em cada um dos
quais z'(¢) é continua; e a integral (3.7) deve ser interpretada como a soma das integrais
nesses subintervalos /;.

A integral (3.7) ¢ invariante com uma mudanca de parametro dada por uma fungfo
crescente ¢ = ¢ (1), que transforme um intervalo a << 7 < no intervaloa <t < b e cuja
derivada ' (7) seja seccionalmente continua. De fato, ponto z, (1) = z (£ (7)), e usando a
regra de mudanca de varidvel de integraco nas integrais reais, obtemos

b ' g ' '
[ remzwar= [ fee@nz o) )dr

= [" reenz i@, (3.8)

E devido a essa invaridncia que se torna desnecessario explicitar a representacio paramé-
trica do contorno C: a nota¢io do primeiro membro de (3.7) tem significado tinico e
preciso.

Convém observar também que as integrais curvilineas tratadas na teoria das fun¢Ges
reais das varidveis reais x e y podem ser definidas de modo andlogo a (3.8). Assim temos
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f P(x, y)dx = f * pxo), y (O)x' (t)de,
C a

— b '
S ey = [ 0w,y @)y,

¢, em geral,
b ! !
[, Paxtody= [ [P@) y )X O+ Qx®, » )y ©)]a
a
Vemos entdo que a integral definida em (3.7) pode ser escrita na forma

fC f(z)dZZfC udx —vdy+i fC vdx + udy.

E conveniente introduzir também a integral curvilinea em relagdo a z, o que pode
ser feito de vdrias maneiras equivalentes. Uma delas consiste em dar a seguinte definicdo,

. em termos da integral de contorno definida em (3.7):

f(@)dz = z)dz.
fC () fcf()
E facil verificar que
z)dz = udx+uvdy +i dx — udy,
f @) f x + vdy zf vdx —udy

onde f=u + iv.

3.3. Propriedades da Integral

A linearidade da integral, expressa por
+ dz = +
[ @ h@lz= [ f@dt [ hEd

fC ¢f (2)dz =¢ fC f(@)dz,

onde ¢ é uma constante, ¢ de verificagdo quase imediata e fica a cargo do leitor. A segun-
da propriedade, por exemplo, segue facilmente da propriedade (3.5).

E ficil verificar também que se um contorno C consiste em um contorno C; segui-
do de um contorno C, — escrevemos C = C; U C, — entdo a integral sobre C ¢ a soma
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das integrais sobre C; e C,. Esta propriedade se generaliza facilmente para um nimero
finito de contornos:

f f@)dz = fC f@dz+... + fC f(z)dz

C,U...UG

Daqui segue-se que a integral ao longo de um contorno fechado ¢ invariante com
uma translagio do parametro. De fato, uma tal translacgo apenas muda o ponto inicial
e final de uma posi¢fo z, para uma posi¢do z,, como mostra a Fig. 3.7; designando por
C, o trecho de C que vai de z; a z, e por C, o trecho restante, teremos

J

que prova a invariancia da integral.

f(z)dz:fcf(z)dz=f  f@)dz,

cuC, cuc,

A propriedade

| f_cf(z)dz=— fcf(z)dz
¢ demonstrada do seguinte modo como:
~C={z=z;®)=z(-1t): —b<t<-a},
-obtemos
HZ(@y=-2(-1);

portanto,

-a
[ f@a=["" remdoa

= _f:‘; f (=)' (- pde.
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Pondo 7 = — ¢, resulta em

[ t@d=[" ez == " reanzmar

= f oL

que € o resultado desejado.
Outra propriedade de importéincia fundamental é dada por

[ f@a1 < [ 17@1az), (39

onde a integral do segundo membro significa
b !
[ rreonzoa
a

(Note que @ <b). Essa propriedade segue de (3.6), pois

. b
;fc f@)dz | |fa fe@®)z nde] < fj |f @ @)2' ()1dt

[lireon o= [ ir@)i a1

Pode-se demonstrar que se f é uma fungdo continua sobre um arco C, entdo existe
uma constante M tal que |f(z) | < M para todo z em C Daqui ¢ de (3.9) obtemos a
importante desigualdade

'fc f@dz| <M fldz! =ML,

onde L ¢ o comprimento do contorno C:

L= f ldz | = fb 12 (6)|dt = f‘b V@ F Y ) de. (3.10)
C a a

Exemplo 1. Vamos calcular a integral de f(z) = z ao longo dos trés contornos in-
dicados na Fig. 3.8:
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Fig. 3.8.

- OC, OAC e OBC, onde O =(0,0),4 =(1,0),B=(0, m) e C = (1, m), e m é um ntmero
real qualquer, digamos m > 0. O contorno OC' ¢ dado por z (¢¥) =t + imt, 0<r <1, de
forma que

fac 2dz = f (t—imt)(Q + im)dt =

0

2

O contorno OAC pode ser representado por z(f) = t pua 0 <t < lez(t) =
=1+ im (¢t — 1) para 1 <t < 2; ou ainda, podemos considerar OAC como consistindo
em dois contornos: OA dado por z(tf) =t e ACdadoporz () =1+ imt, 0 <t < 1.
Num caso ou no outro a integral tem 0 mesmo valor, dado por

J

De maneira andloga, temos

1 1

zdz=f tdt+f (1 — imt) imdt =

0 ]

1+ m? + 2im
0AC

1 1 2 .
1+ m* —2im

fOBC za’zzf0 (—imt)imdt + fo (t — im)dt = D

Nesse exemplo obtemos um valor diferente para cada um dos trés casos considera-
dos; a integral depende nfo somente das extremidades do contorno, mas também do
contorno que se considera em cada caso.

Exemplo 2. Em contraste com esse fendmeno, vamos mostrar agora que a integral
curvilinea da fung¢fo f(z) = z s6 depende das extremidades do contorno e ndo do contor-
no particular que se considere. Para isso seja C um contorno qualquer, ligando o ponto
z, ao ponto z,, de forma que em qualquer representagio paramétrica de C: z = z (1),
a <t <b, valem as relagBes z (@) =z, e z (b) = z, (Fig. 3.9).
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z, = mw)

Fig. 3.9.

Temos, entdo,

2
b_ 22-2%

——————

a 2 ’

b , _ b 1 d ) _1 )
fc zdz=fa z(t)z(t)dz‘-—fa S o EOrd= 20

e esta expressdo mostra claramente que a integral considerada s6 depende mesmo dos
pontos extremos z; € z, ¢ ndo do contorno particular que se considere. Em particular

- 2
sendo C' um contorno fechado, teremos z, = z,, portanto

f zdz=0 (Cum contorno fechado).
C

Esta propriedade é verdadeira ndo somente para a fun¢do f(z) = z, mas para toda
fungfo analitica; conhecido como o Teorema de Cauchy esse resultado é, como veremos,
a chave de toda a teoria das fun¢Ges analiticas.

Exemplo 3. Como no exemplo anterior, é fdcil verificar que a integral de £ (z) = 1
s6 depende dos pontos inicial e final e ndo do contorno particular empregado. Deixamos
ao leitor a tarefa de verificar este resultado, donde segue, como no caso acima,

‘ f dz =0, (Cum contorno fechado).
C

Exemplo 4. Vamos calcular a integral de | z | ao longo do segmento de reta que
une a origem ao ponto — 2 + 3i Temos, entfo,

C={Z=-t+izi t o<r<2};

logo,

dz = VX2 4 y? @x + idy) =
[, 1z1a fc X 32 (dx + idy)

-2 _2
/9 3 ~JV13(2-3i
=f [ x| l+—(a’x~~2—dx):I—~(~—l~)f xdx =
: 2
0

o 4

_ —=V13(2-3)

2
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Exercicios

1. Calcule a integral de.| z | nos seguintes casos:

@) Ao longo do semicirculo z = re’e, 0<6<m;

PO 4 3
b) Ao longo do semicirculo z = re’e, 7 <6< -5 .

Resps. a) —2r?; by -2ir?.

o

. / Calcule a integral f V/ 2 dz nos seguintes casos:
/ - C

a2) Ao longo do semicirculo z = re, —

>

”
<9<5;

Y

b) Ao longo do circulo z = eie, 0 <6 <2m;

¢) Ao longo do circulo z = eie, 7<0 <37,

2r/ 2ri .
Resps.  a) 3 ; b) —4/3; c) 4i/3.
3. Calcule a integral de x* — y? + i (x — y?) ao longo do segmento que une a origem ao pon-

to3 + 20

Resp. (28 + 23i)/6.
' 24+

4.  Calcule a integral f - x¥)dz:
0
a) Aolongodoeixoy=0edaretax =2;
b) Ao longo do eixox =0 e daretay =1 (veja Fig. 3.10).

Resps. a) — (16 + 21i)/6; b) (-4 + 3p/6.

/@ Calcule a integral
f In z dz, /,? e
¢ T gqnten

ondeC:{z=rei0, 0<6<2r}.

Resp. 2nir.

2+

Fig. 3.10.
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/ .

// 6. ’/,)Sem calcular a integral, mostre que

L 14
d.
|f 2 <y,
1

onde a integragdo € ao longo do segmento [1, 1 + i].

Sugestdo. Use (3.9).

7 )
(/ 7. ./ Mesma questdo para

1+

i z+ 2
dz | <3,
V4

1
onde a integragdo € ao longo do segmento [1, 1 + i].

N .
ﬁ. 3 Demonstre quef (In z)€ dz —» 0 com € = 0, onde C, ¢ocontornoz = ee’? 0<o<2ne
Ce

¢ é um numero real qualquer.

Sugestdo. Use (3.9) e lembre-se de que e(In )€ — 0 com e = 0.

9. Sejaz, =re’ ¢ Co contorno z = re’?, 0, <0 <8, + 2w Mostre que

f 2€dz = 53;; [elc+ D2m_y
C c

10. Prove que se f (z) é continua na origem z = 0, entdo

) 2w .
Jm, fo f(ee'ydo = 2n £ (0).

,//11. \)Demostre que f z2"dz =0, onde n é um inteiro positivo e C ¢ qualquer contorno fecha-

do.

‘,-""”12."‘-;Seja Cocirculoz=re! r>0, 0 <6 <2n.
Ty

i

3

dz X dz
Mostre que f — =2 e f —57 =0, onde n € um inteiro > 2.
C z C z

3.4. Teorema de Green

Vamos lembrar aqui o Teorema da Divergéncia no Plano, também conhecido como
Teorema de Green, relativo a certas integrais sobre contornos fechados. Para a demons-
tragdo desse teorema, remetemos o leitor a Seg. 6.5 do nosso livro “Calculo 3” [2]

Na consideragdo de integrais sobre contornos fechados, é preciso distinguir entre as
duas orientagdes possiveis de um contorno fechado, uma das quais é escothida como a
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orientagdo positiva. Ndo vamos nos ocupar de como a nogdo de orientagdo positiva pode
ser introduzida rigorosamente, sem apelo i intui¢do geométrica. O importante aqui é
acentuar que isto pode ser feito, e que, em conseqiiéncia, dado um contorno fechado
simples C, de representa¢do paramétrica z = z (1), a <t < b, a idéia de que C estd orien-
tado positivamente corresponde exatamente ao fato intuitivo de que, para z, interior a
C, o argumento de z (f) — z, cresce de 27 com ¢ variando de ¢ =g a £ = b. Em linguagem
sugestiva, um observador localizado em z (¢) percorrerd o contorno C de maneira a deixar
o interior de C sempre 4 sua esquerda (Fig. 3.11).

2(1) Z(ﬂ)=z(b)

Fig. 3.11.

O Teorema de Green, no caso de uma regido simplesmente conexa R, assim se
enuncia:

Sejam P(x, y) e Q(x, y) funcdes definidas em R, com derivadas primeiras conti-
nuas. Entdo para qualquer contorno fechado simples C em R,

ffR(% - E)dxdy= y{y Pdx + Qdy,

ay

onde R’ é a regido interior a C.

O simbolo de integragdo no segundo membro indica, como se v&, o sentido positivo
de percurso sobre C.

Designando por t = (t,, z‘y) o vetor unitédrio tangente a C num ponto (x, y), porn =
= (n,, ny) o vetor unitdrio normal exterior e por ds o elemento de arco, entdo, como
explicamos em [ ], Se¢. 6.5, (dx, dy) = tds e (dy, — dx) = nds (Fig. 3.12). Pondo entdo
F = (Q, — P), a férmula anterior se escreve

ffR, didexdy=fC F -nds,

que é uma forma familiar do Teorema da Divergéncia.
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s

Fig. 3.12.

3.5. Teorema de Cauchy

Como vimos nos exemplos da Se¢. 3.3, a integral de uma fungdo complexa entre
dois pontos z, e z pode ou ndo depender do contorno usado na integragdo. Se ¢ inte-
grando é uma fungdo analitica, a integral ndo depende do contorno, mas apenas dos pon-
tos inicial e final z, e z. Este é o Teorema de Cauchy, que apresentamos sob as seguintes
formulages equivalentes: '

Teorema 1. Seja f uma fungdo analitica numa regido simplesmente conexa R.
Entao

¢ f@)dz=0
C
para todo contorno fechado C contido em R.
Teorema 2. Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente conexa R.
Entio a integral de f ao longo de um contorno ligando z, a z s6 depende destes pontos

e ndo do contorno de integracio.

E facil verificar a equivaléncia destes dois teoremas. Suponhamos que o Teorema 1
seja verdadeiro e sejam C; ¢ C, dois contornos arbitrdrios em R, ligandozy a z (Fig. 3.13).
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Entdo €, + (— C;) é um contorno fechado em R, logo

o= f f@)dz = fc f(@)dz — fc f(2)dz,

C,u(-C,)

ou seja,

fC, f@)dz = sz f@az

Isto prova o Teorema 2.

Suponhamos agora que o Teorema 2 seja verdadeiro e seja C um contorno fechado
em R (Fig. 3.14). Tomando dois pontos z, e z; em C, obtemos os contornos C; de z, a
zye(Cydezy azg. Pelo Teorema 2, temos

fc, f@dz =— fC, f(z)dz,
donde
fC f(2)dz = fcl F(2)dz + fc, f(2)dz =0.

Isto prova o Teorema 1.

Fig. 3.14.

O Teorema de Cauchy, na primeira formulagfo, pode ser facilmente demonstrado
com a ajuda do Teorema de Green, supondo que a derivada f* seja continua em R. De fa-
to, com a nota¢do z = x + iy, f=u + iv, obtemos

% f{)dz = ~%ua’x—udy—kij{ vdx + udy =
C C C

= ffR (v, + uy)dxdy +i fle (u, - vy)dxdy.

Masv, + u, =u, - v, = 0 pelas EquagGes de Cauchy-Riemann, donde o Teorema 1.
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Foi Goursat quem descobriu que o teorema acima pode ser demonstrado sem a
hip6tese de que f seja continua. Neste caso a demonstragdo é bem mais delicada e ndo
serd tratada aqui, (veja [1] ou [5].

3.6. Integrais de Contorno e Primitivas

Como jd tivemos oportunidade de assinalar, o Teorema de Cauchy-Goursat ¢ o teo-
rema fundamental da teoria das fungGes analiticas. Os resultados mais relevantes que
obteremos daqui por diante sdo conseqiiéncia direta ou indireta desse teorema. Como
primeiro passo nessa dire¢do, vamos estudar agora a forma geral da primitiva de uma
fungdo analitica.

Dizemos que F () é uma primitiva de f (z) se F'(z) = f (2).

Teorema 1. Seja f uma fungdo analitica numa regido simplesmente conexa R.
Entdo a forma geral da primitiva de f é dada por

F(Z)=f fEdg+ C (3.11)
Zo

onde zy é um ponto qualquer de R, porém fixo, C é uma constante arbitrdria e a integra-
¢ao é feita ao longo de qualquer contorno de R, ligando 24 a z.

Demonstracdo. Observamos, de inicio, que a.integral em (3.11) estd bem definida,
pois, de fato, ela ndo depende do caminho de integragdo.

Vamos demonstrar que F é analitica em R e que F'(z) = f (). Temos (Fig. 3.15)

z+ h z

— )f(é)d£= [

zZ +

h
F(z+h)—F(z)=(f f(®)ds.

¥4 4
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Pondo f(§) = f (z) + 7 (z, £), obtemos

z+ h

F(z+hZ—F(Z) _ % [ F@+neola

V4

z+ h

1
= — dg.
@+ f n(z £)d

z

Como f é continua, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

In@B1=1fE-f@I|<e paa [§-2]<5.

Fazendo entdo | # | <§ e integrando ao longo do segmento [z, z + A} teremos

F@+ h) —F(2) 1 Zth .
_ - £)d
1 - f@ﬂ W) G
1 z+ h € z+ h
< - dil =e.
< n fz (n(z 8)l1dE| < T fz ldgl =e¢

Isto prova que F'(2) = f (2), logo F é uma primitiva de f.
Resta mostrar que toda primitiva é da forma (3.11). Para isto seja G uma primitiva
qualquer; teremos

z

d C e —ow- L [ rea
d_ G(2)— fzo f(g)dg (Z)—E fzo

f@-r®=0,

logo, a fung¢do H, dada por

H@=G@%—f f)ds,

tem derivada-nula, portanto é constante (basta por H = u + iv e notar que de H(@ =0
segue u, + v, =0eu, + v, =0, donde u,, = v, = u, = v, = 0; daqui se conclui que
u e v sdo constantes, logo H & constante). Sendo H constante, concluimos que (3.11)é a
forma de qualquer primitiva G de f.
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Deste teorema segue imediatamente que a integral de f ao longo de um caminho
ligando z, a z, é dada por

Z1 .
f f@)dz=F(z,) - F (z0),
Zo

onde F ¢ uma primitiva qualquer de £ Vemos assim que o cdlculo de uma integral curvi-
linea de uma fungdo analitica é equivalente ao cdlculo de uma primitiva da funcfo. Este
resultado e o teorema seguinte sdo de importancia fundamental no cilculo das integrais
de contorno.

Teorema 2. Seja f uma funcdo analitica numa regido R, a qual contém os contor-
nos-fechados simples Co, Cy, ..., C, tais que C,, ... , C_ jazem no interior de C,; Ce
Cj sdo exteriores um ao outro para i #j, i, j = 1; a regido R contém o interior de C,,
exceto eventualmente regices Ry, R,, ..., R interiores a Cy, ... , C respectivamente.
Entao :

fCo f@)dz = fcl F@)dz+ ... + an F(2)dz,

assumindo que os contornos tenham todos a mesma orientagdo.

Justificagdo. Um tratamento completo deste téorema requer o uso de conceitos
topoldgicos que nio estdo & nossa disposi¢io. Em casos simples, como mostra a Fig. 3.16,
justifica-se o teorema introduzindo certos cortes Ly ¢ — Ly, L, e — L,, ... ,Lye—L,,
ligando Cy a Cy, (5, ..., C,, respectivamente, todos contidos em R.

Fig. 3.16.

O contorno que assim obtemos, Co U L U (- C;) U (= L) U... UL, U(=C)U(-L,),
envolve uma regido simplesniente conexa, de forma que a integral de f ao longo dele deve
ser nula. Observando que as integrais ao longo de L; e — Ly, Ly e —L,,..., L,e—L,
cancelam aos pares, obtemos
-y - f - [ r@dz=o,
Co Cy C, C

n
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ou

fco f(2)dz = fcl f(z)dz + f02 f@)dz+ ...+ an f @)z

Exemplo 1. A fungio f(z) = z", onde n é um inteiro ndo-negativo, é analitica em
todo o plano e tem por primitiva a fungdo F (z) =z" * ! /(n + 1). Temos, entdo,

1 1 n+1 n+1
f Z"dz = (zi —Zy ),
n+1

Z0

quaisquer que sejam os niimeros complexos z, € z; e qualquer que seja 0 contorno de in-
“tegracdo ligando z, a z;. »

Exemplo 2. A fungdo f(2) = (z — a)™! € analitica em todo o plano, excetuando o
ponto z =g, € tem por primitiva a fun¢do F (z) = In (z — a). Temos entdo que

fl dz =1n(z; — a) —In(zo ~ a), (3.12)
z—a

Z9

desde que a integragdo seja feita ao longo de qualquer contorno Cligando z4 a z; e todo
contido numa regido simplesmente conexa que exclua o ponto z = a. Em particular, é
ficil ver que se o contorno voltar ao ponto inicial sem circundar o ponto z = g, entdo
zo — a e z; — a coincidem em mddulo e argumento e o valor da integral acima € zero
(Fig. 3.17).

Fig. 3.17.

' Suponhamos que C envolva o ponto z = a uma vez no sentido positivo, como mos-
traa Fig. 3.18.
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Entdo, qualquer regido simplesmente conexa que contenha C conterd o ponto z = a, onde
Jf ndo ¢ analitica e nfo podemos concluir que a integral se anula. Mas mesmo neste caso g
Férmula (3.12) se aplica, desde que propriamente interpretada. Um modo de justific-1a
consiste em considerar primeiro a integragdo ao longo de um contorno parcial C', unindo
Zo a um ponto z', como mostra a figura. Tal contorno estd todo contido numa regido
simplesmente conexa R que ndo contém o ponto z =g, de forma que

f

“c zZ—a

=In(z' —a)~1n(z ~ a).

Passando ao limite com (z' — a) = (z, — @) = (zo ~ @) €*™, obtemos 2m como o valor da
integral (3.12). Este raciocinio ¢ equivalente a considerar z, e z; como pontos distintos
da superficie de Riemann de In (z — 4), da qual z = 4 ¢ ponto de ramifica¢do (Fig. 3.19).

Fig. 3.19.

A integral (3.12)'tem 0 mesmo valor 27, qualquer que seja o contorno C que envolva
= ¢ uma vez no sentido positivo, isto &,

f dz o
= 2mi, (3.13)
c Z—4a

Exercicios
1. Calcule a integral (3.13) diretamente, pondo z — g = reig, dondedz =d (z - a) = rt'eiedo.

% dz
(z_a)n+1 =0,

C

2.  Mostre que

onde n € um inteiro positivo e C é qualquer contorno fechado envolvendo o ponto z = g uma vez no
sentido positivo.

3. Calcule a integral

-1
f dz
.z

~i
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a0 longo de qualquer contorno C, que ndo passe pelo terceiro quadrante. Calcule a mesma integral
usando um contorno C, todo contldo no terceiro quadrante (Fig. 3.20).

Resp. 3mif2 e —in/2. -

O

i
N

Fig. 3.20.

4. Como no exercicio anterior, calcule

f Inzdz e f In z dz,
C .

¢

2

tomando para o ponto inicial — i 0 argumento — m/2. [Observe que (z In z — z) =lnz]

Resp. 1+—72r——i(1+11) e 1+% +im 1)

5. Calcule as integrais seguintes, ao longo de contornos quaisquer ligando os pontos limites
indicados:

ifm in

f cos nz dz, f ze?? dz.
3
™
z , . ~in/a elmla
6. Calcule a integral f EYo dz, onde C ¢ qualquer contorno ligando e a ’
z
C

e todo contido no semiplano Re z > 0.

3.7. Formula Integral de Cauchy, Derivadas de Ordem Superior e Teorema de Morera

Teorema 1. Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente conexa R.

Entao
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onde z ¢ R e C é qualquer contorno fechado simples de R, que envolve z uma vez no sen-
tido positivo e cujo interior estd todo contido em R.

Demonstragdo.  Seja § > 0 tal que o disco £: | £ — z| <§ ndo contenha pontos
de C, como indica a Fig. 3.21.

Fig. 3.21.

Designando por Ca‘ o contorno deste disco, do Teorema 2 da Seg. 3.6 segue-se que

f (Z) f (E)

Vamos decompor esta Gitima integral em duas outras, de acordo com a decomposi¢io

fFeO=r@+1fe-r@1

obtemos, assim,

10 asepey [ IM

c ¢ §-z -z
Cs Cs ¢

A primeira integral do segundo membro é 2m, como vimos no final da Se¢. 3.6;
portanto,

;’(E) f r®-re | (3.14)

_z _
¢ Cs

Quanto a esta Gltima integral, ela tende a zero com & - 0. De fato, dado € > 0 arbitrdrio,
da continuidade de f segue-se que podemos tomar § tdo pequeno que |f(§) — f(z)| <e,
desde que | £ — z| < §. Nestas condigGes,

F® -1 1f &) —F(@)] ¢
f - d| _ T ldE < — | dg | = 2me.
¢, £ fgﬁ [£- 2] 5 f% ¢

Portanto, fazendo § 0 em (3.14) obtemos o resultado desejado.
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A Formula Integral de Cauchy ¢ instrumento bdsico no estudo das fung¢Ses analiti-
cas. Ela revela, quase de imediato, alguns resultados verdadeiramente surpreendentes e de
importancia fundamental. Por exemplo, uma simples inspe¢ao dessa férmula nos mostra
que basta o conhecimento de f nos pontos ¢ do contorno C para que possamos calcular f
em qualquer ponto z do interior de C. Isto j& nos revela que a condicio de analiticidade
é muito restritiva: os valores da fun¢io f estdo todos ligados uns aos outros como mostra
a Formula de Cauchy e nio podem ser alterados — seja numa regido, ao longo de arcos
ou mesmo em pontos isolados — sem que isto viole a condi¢do de analiticidade. Veremos
mais tarde que a interdependéncia dos valores de uma funcdo analitica é ainda mais forte
do que a que nos mostra no momento a Formula de Cauchy.

Da Férmula de Cauchy segue-se que uma fungfo analitica possui derivadas de todas
as ordens. E este o objetivo do teorema seguinte.

Teorema 2. Uma func¢do analitica numa regido R possui derivadas de todas as or-
dens, as quais por sua vez sio também analiticas em R e sdo obtidas da Formula de
Cauchy por derivagdo sob o sinal de integracdo.

Demonstracdo. Seja z um ponto qualquer de R e C um contorno fechado simples,
todo contido em R, cujo interior contenha o ponto z e esteja todo contido em R. Vale

entdo a Formula de Cauchy
1 &)
= dg.
7@ 2mi f -z ¢

Admitindo, por um momento, a derivagio sob o sinal de integracdo, teremos

S S 1)
r@= o E-2)?

e derivando sucessivamente, obtemos

v

4 _ __1“ r f(s) 111 _ i r f(é)
re= 2mi { & -2)° “ 16 2mi ¢ t-2* at,

e, em geral,

n) .y — _n!_ *ﬁé)_
me= - jf(sﬁz)nﬂ dt,

onde 7 é um inteiro positivo qualquer.

As férmulas acima nfo s6 estabelecem o resultado desejado, como nos ddo ainda
expressGes para as derivadas de f em termos de seus valores sobre C. Resta-nos justificar
as derivacgOes sob os sinais de integracio, o que é objeto do teorema seguinte.
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Teorema 3. Sejam Cum contorno qualquer (aberto ou fechado), g (z) uma fungio
definida e continua para z em C, e n um inteiro positivo. Entio a Sfungdo

f@)= fc —(Sg_(?)n at

é regular em todo ponto z ¢ C e possui derivada dada por

o g®)
f'@=n fC Ty 4
Demonstracdo *. Devemos mostrar que
+h)—
potEtmotre [0
h “c (E"Z)n+1

tende a zero com k& > 0. Usando a férmula que define a funcdo f obtemos
F= f Gg dt, ’ (3.15)
C

onde

_ }_[ 1 1 n
hlGE-z-mn (s—z)"] CEGE

Vamos primeiro mostrar que esta fungdo G pode ser feita arbitrariamente pequena,
desde que 4 tenha modulo suficientemente pequeno. Por conveniéncia pomosa=§ —z— h
e b =% — z Temos entao (pressupomos n > 2, deixando a cargo do leitor o cason = 1,
que é bem mais simples)

bt — gt n

C = 1(1 1) n
r\gn  pn)  pn+1 (b — a)a"b" -~ opnt

a""1b+a""2b 4. +ab" "1 + b — pgt
) anbn+1

At i b —a)+ a2 b2 ——az)+-...+a(b”'1 —a"" Y+ (B" - o)
a pnt 1 ’

* 1- -~ I . . .
Esta demonstracdo pode ser omitida numa primeira leitura.
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Como z ¢ C e Cé fechado, existe uma vizinhanga de z, de raio d, que no contém pontos
de C (Fig. 3.22). Em outras palavras, | £ — z | = d paratodo £ ¢ C, e tomando | k| <d/2

|
Oy
z+h c
Fig. 3.22.
teremos também | § — z— k| = | £~z | — | 2| >d/2. Daqui e da expressdo acima obte-
mos
n
|G| < 2 [la"~t (B —-a)l+a"-2@d* —a®>)| +...+ | (" —a™)]]. (3.16)
dgn+1 .

Como | 1| <d/2, pode-se provar que existe uma constante M tal que [a | <Me | b | <M.
Portanto, usando a identidade!

bl —al=®—-a)(/-1+ b/ "2a+ .. +ada 1)

obtemos

b —d | <|b—a|jM~'=jlh|M~*.

Daqui e de (3.16) segue-se, entdo, que

2n

|G| < [h] (M- +2M" -2+ +aM* 1)

d2n+1

-Tpm+ M- |k
Jm+1

Esta expressdo nos mostra que dado e > 0 arbitrdrio e pondo

d d2n+1 ]
6:m1n{»2~, P T nmt MO >
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teremos | h] <8 =|G| <e. Daquie de (3.15) obtemos

IFI< [ 1G1iglldt|<edL
C

onde A é mdximo de [g| em Ce L o comprimento de C. Isto mostra que F — 0 com
h — 0, como queriamos demonstrar.
Estamos agora em condicdes de estabelecer a reciproca do Teorema de Cauchy.
Teorema 4 (Morera). Seja f uma funcio continua numa regido R, tal que

j[f(z)dz =0
c

para todo contorno fechado C em R. Entdo f é analitica em R.

Demonstragdo. Seja z, um ponto qualquer de R, porém fixo. A expressdo
z
Foy= [ f@at
290

independe do caminho de integra¢do. Como na demonstra¢do do Teorema 1 da Seg. 3.6,

- £ € uma fungdo analitica em R e sua derivada é a fungdo f: F'(z) =f (z). Pelo Teorema

2 acima, F'(z) também ¢ analitica em R, isto &, f(z) é analitica em R, o que completa a
demonstracdo.
E interessante observar que esta demonstracdo baseia-se inteiramente no Teorema

de Cauchy. Em outras palavras, a reciproca do Teorema de Cauchy ¢ conseqiiéncia dele
mesmo!

3.8. Teorema de Liouville

Uma funcdo inteira (analitica em todo o plano) e limitada f é necessariamente
constante.

Demonstragdo. Seja M uma constante tal que |f(2) | <M para todo z De acordo
com a férmula integral da derivada (p. 88),

1@

r@= 2m L (& - z)?

dg,

onde z € um ponto qualquer e C um contorno arbitrdrio envolvendo z uma vez no sentido
positivo. Em particular, tomando para C o circulo | £:18—-2z|=r};obtemos
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: R
i< o f

lg-zl=7r

Ol o M

M
- - ldgl= — .
|§—z| 2mr ¥

lg-zl=r
Como 7 é arbitrario, fazendo r — o, obtemos f'(z) = 0; isto sendo verdade para todo z,

concluimos que f ¢ constante.
Com o Teorema de Liouville demonstra-se facilmente o Teorema Fundamental da

Algebra: fodo polindomio de grau n =1 possui ao menos uma raiz. De fato, seja

P@y=a,z" ta,_ 2" 1+ .. +azta,
onde n > 1 e a,, # 0. Suponhamos, por absurdo, que P ndo se anule, de forma que

1 1

P(2) a2+ a, 2"+ taztag

f@=

¢ uma fungdo inteira. Como f(z) > 0 e com z > ¢ f¢é continua, portanto limitada em
qualquer parte finita do plano, concluimos que f é limitada em todo o plano. Pelo Teo-
rema de Liouville segue-se, entdo, que f é constante, logo P (z) = ¢ também € constante.
Daqui segue-se que P (z) — ¢ se anula identicamente, o que exige, em particular, que @, se
anule. Isto contraria a hipétese inicial, logo o Teorema estd demonstrado.

Exercicios

1. Usea Férmula de Cauchy para calcular as seguintes integrais:

2 ' z In(z+35
a)f Zr N 4 @t S

; T iz 4
lzl=3 z+ 2 lzl=1 2z + i z]=2 2 — 2z + 3

Nesta Gltima considere o ramo do algoritmo que corresponde a In x > 0 para x > 1.

(@)
Sugestdo. Ponha os integrandos na forma ;f S
— “o

2. Calcule as seguintes integrais:

2 _ 2 :
o meaEob o, 2,
zl=3 2z + 3)

In (2% + 2)
) }[ e L (7,
(21— Gz-20

Observe que o valor desta Gltima integral independe do ramo particular de In (z* + 2) usado na inte-
gracao.
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3. Calcule as seguintes integrais:

Vvt +4 2
a) }é‘ N E dz: b % 2 + 4 4
C

4z + 423 c 4z — 4iz— 1 Z;

o ‘(ﬁ 2 + 4 d
o3 -0+ Dzr3d+D Z

onde C é o quadrado de vértices + 1 tfea funcdo f(z) =/ 2% + 4 é determinada pela condigdo

f0)y=-2.

3.9. Fungdes Harmonicas

Seja f(z) = u (x, ¥) + iv (x, ¥) uma fungdo analitica numa regido R. Pelo Teorema
2 da Seg. 3.7 f possui derivadas de todas as ordens em R. Essas derivadas, por sua vez
s80 também analiticas em R e podem ser calculadas derivando frepetidamente em relagic;
axouem felagﬁo aly;ou ainda, em relagdo a x e em relagdo a iy, um namero conveniente
de vezes. E ficil ver entdo que as fungSes u (x, y) e v (x, ¥) possuem derivadas parciais de

todas as ordens, as quais s30 todas continuas em R. Podemos entdo derivar as Equacgdes
de Cauchy-Riemann ’ '

Uy =0, € u,=—u,

qualquer nimero de vezes. Em particular, derivando a primeira destas em relagio ax e a
segunda em relagdo a y e somando os resultados membro a membro, obtemos

Upx Ty, =0. 3.17)
Analogamente,
Ugy F Uy, = 0. ' (3.18)

U’ma funcgdo g (x, y) é dita harménica numa regido R se ela possui derivadas conti-
nuas até a segunda ordem e satisfaz a Equagdo de Laplace em R:

Ag =gy, + g, =0.

Pelo que vimos acima, as partes real e imagindria de uma Jungdo analitica numa regido R
sdo fungbes harmonicas nessa mesma regido. Alids, é facil ver, por deriva¢Ges sucessivas

‘am + hn

de (3.17) e (3.18), que quaisquer derivadas parciais de u e v — digamos i—u ,
ax™m gy

oP tay

W ~ s80 também harmonicas em R.
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A questdo que se pde naturalmente ¢ se qualquer fung¢do harménica pode ser consi-
derada como parte real ou parte imagindria de uma fungdo analitica. A resposta a esta
questdo é afirmativa, como veremos a seguir. Existe entdo uma ligagdo intima entre a
teoria das funcdes analiticas e a teoria das fun¢Ges harmonicas.

A titulo de ilustragdo, seja

ulx,y)=x> -y, (3.19)

que é harmodnica em todo o plano, como ¢ fécil verificar. Vamos determinar a funcdo v
usando as EquagGes de Cauchy-Riemann. Temos

ux=—uy=2y;

integrando em relago a x obtemos
v="12xy + 8,

onde g é uma fungdo arbitréria de y — @ “constante” (em relagdo a x) da integragdo pre-
cedente. Derivando esta Gltima equag@o em relagdo a y e usando v, = u, = 2x, obtemos
g (») = 0, logo g é uma constante arbitraria e v = 2xy + g Daqui e de (3.19) segue-se
que

F(2)=ux y)+ iv(x y)=x> + 2ixy - »? + const. = (x + iy)* + const,,
ou seja,
f(z) =z* + const.

Vamos agora considerar o problema na sua generalidade. Seja u (x, y) uma fung@o
harmdnica numa regido R, que supomos, por enquanto, ser simplesmente conexa. Vamos
determinar v (x, ¥) de forma que f = u + iv s¢ja analiticaem R. A funcfo v assim determi-
nada é chamada a fungdo harménica conjugada da fungdo u. Como no exemplo acima, v
¢ determinada pelas EquagOes Cauchy-Riemann. Devemos ter entdo

dv=v.dx + vydy = — uydx + u,dy.
Isto nos leva a procurar a fun¢io v na forma

x,7)
v(x, y)=vo + — uydx + udy, (3.20)

(XO’yO)

onde vy = U (Xq, Yo ) € (X0, Yo) ¢ um ponto de R fixado arbitrariamente.
Se a integral acima for independente do caminho de integragdo, a funcio v que ela
define possui derivadas continuas em R, satisfazendo, juntamente com u, as EquagBes de
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Cauchy-Riemann, logo f = u + iv ¢ analitica em R. O problema se reduz, entdo, a provar
que a expressio

- uydx + u,dy

é uma diferencial exata; mas isto equivale a verificar que a integral desta express3o ao lon-
go de qualquer contorno fechado C em R é nula. Designando por R’ o interior de C e
tendo em conta o Teorema de Green (Seg. 3.4), obtemos

% — uydx + udy = ff (tyy + uyy)dxdy =90,
c R’

onde usamos o fato de que u é harmonica. Isto conclui a demonstragdo da existéncia da
fungdo v, a qual é determinada pela fung¢fo u a menos de uma constante aditiva arbitrdria
vy, como mostra a expressio (3.20).

No caso de uma regido multiplamente conexa, a fungio conjugada v pode ser mul-
tivalente. Exemplo tipico desta situagio ¢ Jado por ¥ = In v/ x* + y?, que é harmonica
em todo o plano, excluida a origem. Substituindo em (3.20), obtemos

. ») xdy — ydx

vi(x, ¥)Y=1u, + S
(x, ») o / x2+y2

(x0,¥0)

Escolhendo como caminho de integracdo o contorno formado pelos segmentos retilineos
ligando (xo, ¥o) a (x, ¥o) € (x, 7o) a(x, ¥), a expressdo acima nos dd

' X Xo
v(x,y) = vy —arctan — +arctan — +
Yo Yo

y Yo
+ arctan — —arctan —
X X

Como

X m
arc tan —— + arc tan Zi = __
Yo x 2

obtemos finalmente

Y
v (x, y) = arc tan — + const.,
x

que é uma fun¢do multivalente na regido considerada. Em coordenadas polares r =

=+/x* + y? e6 = arc tan (y/x) obtemos
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f=u+iv=Inr+ if + const.,
ou ainda, com z = re’® = x + iy,
f(z) =1Inz + const.

O leitor deve notar que casos como este reduzem-se a situacdo de uma regido sim-
plesmente conexa, bastando para isto introduzir um corte conveniente no plano.

Exercicios

1. Sendo f = u + iv uma fungdo analitica numa regido R, mostre que u é conjugada harmoni-
cade — v.

2.  Mostre que # = x — 5xy é harmonica em todo o plano. Determine sua conjugada v e ex-
presse f = u + fvem termos de z = x + iy.

Si
Resp. f@=z+ 3 z* + const.

3. Verifique que a (x* — y?) + bxy ¢ a forma mais geral dos polindmios homogéneos e har-
monicos do segundo grau em x e y. Determine sua fungdo harmdnica conjugada e a fungfo f = u + iv.

b
Resp. v=2axy — 5 o -y)+q

f@=@—ib/2)2* + ¢

4. Determine a forma geral dos polindmios homogéneos e harmdnicos de grau 3 em x e y.
Determine também a fun¢do harménica conjugada e a fungdo f=u + fv.

Resp. n = ax® — 3bx*y — 3axy® + by?,

il

v = bx® + 3ax*y — 3bxy® —ay® + ¢,
f@=u+iv=(@+ib)z® + ¢

5. Mostre que as seguintes fun¢Ses u sdo harmdnicas numa certa regido; determine a fungio
harmdnica conjugada e a fun¢do f = u + iv em cada caso:

a) u=x-—4xy; b) wu=senxcoshy; ¢) u=x®-3xy?.
Resps. a) v=2x*-y)+y+g f@) =2z + z + ic;
b)Y v=cosx senhy + ¢,

f(@ =senz+ ic;

) v=3xy -y +g¢  f@ =2 +ic

| |

Séries de Poténcias

4.1. Séries de Func¢des — Convergéncia Uniforme

Vamos estudar neste capitulo o desenvolvimento de fung¢Ges analiticas em séries
de poténcias. Veremos ser este um modo natural de construir fung¢Ges analiticas e um dos
instrumentos mais importantes no tratamento dessas fun¢Ges. Iniciamos esse estudo com
algumas defini¢Ges gerais relativas as séries de funcGes.

Uma série de fungdes é simplesmente uma série

2 L @O=f@ RGO

cujos termos f,, sdo, em geral, fungBes de uma varidvel z, todas com um dominio comum
de definigdo. As expressoes Zf, (z) e fo(2) + f1(z) + ... sG0 meros simbolos com que
designamos uma série. No caso de uma série convergente eles assumem o significado de
soma da série, isto €,

)

2 L@O=h@FAEF . ~lms, (),
onde s, (z) é a soma parcial ou reduzida de nrdem n:
@)= 2 ) @)

Em se tratando de uma série convergente, ¢ claro que sua soma s (z) = Xf,, (2) ¢,
em geral, uma fungo de z. Neste caso a expressdo

o0

rn(z)=s(z)—sn(z):j§l+l j;-(z)=fn+1(z)+fn+‘2(z)+...

é o resto da série a partir do termo f,, , ; (2).




