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xiliados, seja com idéias, com compreensão, com conselhos sinceros ou com o silêncio
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minários, cujas discussões são para mim fundamentais. Agradeço particularmente ao
Laécio que, pela harmonia dos nossos interesses em epidemiologia, colaborou intensa-
mente com parte dos trabalhos aqui apresentados.

Ao Marcelo Burattini e Paulo Silveira da FMUSP, ao Cláudio Struchiner da FI-
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Resumo

Sistemas biológicos, médicos e epidêmicos apresentam vários tipos de incertezas
inerentes aos seus processos. Muitas dessas incertezas têm sido tratadas de forma
eficiente com modelos estat́ısticos e Bayesianos. Todavia, essas áreas ainda carecem de
estruturas matemáticas que possibilitem o tratamento das incertezas não-estat́ısticas
t́ıpicas de alguns desses sistemas. Além disso, a utilização de termos lingǘısticos para
expressar quantitativamente as variáveis é muito comum em algumas dessas áreas.
Assim, devido às suas caracteŕısticas, a lógica fuzzy se apresenta como uma teoria
adequada para tratar alguns desses problemas.

O objetivo dessa tese foi desenvolver aplicações da teoria de conjuntos fuzzy a pro-
blemas da biomedicina. O nosso desafio foi propor caminhos, buscar maneiras, de
realizar uma junção efetiva dessa teoria com as áreas citadas, principalmente a epi-
demiologia. Foram elaborados oito trabalhos, onde vários aspectos dessa teoria foram
abordados, tais como: modelos lingǘısticos fuzzy estáticos e dinâmicos, processos de
decisão fuzzy, probabilidade de eventos fuzzy, relações fuzzy e a utilização do prinćıpio
de extensão na construção de regras fuzzy.

Conclúımos que a teoria de conjuntos fuzzy pode auxiliar no tratamento de mui-
tos problemas de cunho epidemiológico, bem como sistemas diagnóstico. Mostramos
também que ela pode trabalhar de forma efetiva em processos de decisão de Saúde
Pública. Alguns sistemas podem, potencialmente, ajudar os médicos no diagnóstico
e prognóstico de doenças, principalmente na ausência de especialistas. Os modelos
lingǘısticos estáticos funcionaram muito bem, entretanto, dificuldades quanto aos mo-
delos dinâmicos precisam ainda ser superadas. Discutimos também o papel do especi-
alista na elaboração de modelos fuzzy em epidemiologia e propomos um método para
elaboração de modelos menos dependentes. Todos os trabalhos apresentaram bons re-
sultados, esti-mulando a continuidade das pesquisas nessa área.





Abstract

Biological, medical and epidemic systems present several types of inherent uncer-
tainties to its processes. Many of these uncertainties have been treated in an efficient
way with statistical and Bayesian models. Though, these areas still lack of mathe-
matical structures that make possible the treatment of the non-statistical uncertainties
typical of some of these systems. Besides, the use of linguistic terms to express quan-
titatively the variables is very common in these areas. So, due to its features, the fuzzy
logic comes as an appropriate theory to treat some of these problems.

The aim of this thesis was to develop applications of the fuzzy logic theory to
problems of biomedicine. Our challenge was to propose paths, to look for ways, of
accomplishing an effective junction off this theory with the mentioned areas, mainly
with epidemiology. Eight works were elaborated, where several aspects of this theory
were approached, such as: static and dynamic fuzzy linguistic models, fuzzy decision
making, probability of fuzzy events, fuzzy relations and the use of extension principle
in the construction of fuzzy rules.

We conclude that the fuzzy logic theory can aid in the treatment of many epide-
miological problems, as well as diagnostic systems. We also show that it can work
effectively in decision making processes of Public Health. Some systems can, potten-
tially, help the physicians in the diagnosis and prognostic of diseases, mainly in the
specialists’ absence. The static linguistic models worked well, however, difficulties
concerning the dynamic models still need to be overcome. We also discuss the specia-
list’s role in the elaboration of fuzzy models in epidemiology and propose a method for
elaboration of less dependent models. All the works presented good results, stimulating
the continuity of the researches in this area.
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3.6 Modelos fuzzy tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) . . . . . . . . . . . . . 52

II Os trabalhos desenvolvidos 54

4 Uma proposta de estimador de risco fuzzy em epidemiologia 56
4.1 Estimadores de risco fuzzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 Simulação do modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 Discussão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5 Probabilidades de eventos epidemiológicos fuzzy 62
5.1 A primeira questão epidemiológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.2 A segunda questão epidemiológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.3 Discussão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6 Processo de decisão fuzzy para escolher uma estratégia de vacinação
para o sarampo no Estado de São Paulo 67
6.1 Elaborando a estratégia de vacinação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6.2 A epidemia de sarampo em São Paulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.3 O impacto da vacinação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.4 Discussão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7 Modelos lingǘısticos fuzzy estáticos em biomedicina 79
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O problema e a teoria
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Caṕıtulo 1

Introdução

“EPISTEMA 0

PARADOXO FUNDAMENTAL

Enquanto se pergunta sobre a possibilidade
de existir a máquina que compreende,
vai-se construindo uma.

E sua primeira manifestação será dizer:

Please understand me!”

Amélia Império Hamburger, 1990

O desejo de resolver problemas cada vez mais complexos tem produzido o desen-
volvimento dos computadores, e a necessidade de máquinas cada vez mais eficientes
e capazes tem, por sua vez, impulsionado o desenvolvimento da Inteligencia Artifici-
al (Luger & Stubblefield 1997 ). Já podemos presenciar máquinas que aprendem por
meio de exemplos devido a Teoria de Redes Neurais (Kosko 1992 ), que são capazes de
lidar com sentenças contraditórias com o advento da Teoria da Lógica Paraconcistente
(Costa et. al. 1999 ), que podem além de aprender evoluir com a ajuda da Teoria
de Algoritmos Genéticos (Sanchez et. al. 1997 ) e que são capazes de imitar parte
do racioćıcio humano, através da incorporação da habilidade para lidar com situações
imprecisas e incertas, devido aos avanços da Teoria da Lógica Fuzzy (Klir & Yuan
1995 ). Toda a área de Soft Computing (Aminzadeh & Jamshidi 1994 )1 tem se den-
senvolvido rapidamente e o interesse de profissionais e pesquisadores das mais diversas
áreas por seu avanço, e por suas perspectivas de aplicação, cresce vertiginosamente.

1 A área de soft computing abrange diversas teorias e tecnologias inteligentes: Inteligência Arti-
ficial, Redes Neurais, Sistemas Especialistas, Lógica Fuzzy, Algoritmo Genético, etc.
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4 1 Introdução

Não há dúvida, portanto, de que a máquina e o racićıonio humano nunca estiveram
tão próximos quanto no momento atual. A Inteligência Artificial avança evoluindo
as máquinas, tornando-as mais capazes e propondo soluções cada vez mais realistas a
problemas antes somente posśıveis ao cérebro humano. A informática médica acom-
panha esta evolução e o computador auxilia o médico nas mais diferentes atividades.
As contribuições da engenharia médica no desenvolvimento de controladores inteli-
gentes no pré e pós operatórios, na tecnologia de exames laboratoriais, no tratamento
de imagens, na dosagem de anestesias e mesmo em sistemas diagnósticos, são inegá-
veis. A lógica fuzzy muito tem participado desse processo. De fato, esta teoria tem
demonstrado possuir grande capacidade de aplicação em problemas da biomedicina,
dado o tipo de incerteza envolvido nos procedimentos médicos, biológicos e epidemi-
ológicos. No entanto, até então, a maioria dos trabalhos de lógica fuzzy em medicina
se devem a aplicações da área de engenharia médica e desenvolvimento de controle
de equipamentos médicos (Degani & Bortolan 1987, Buckley & Siler 1988, Kerre &
Nachtegael 2000, Kovalerchuk B. et al 1997, Bezdek et al 1997, Lin et al 1996, Ham &
Han 1996 ). O desenvolvimento de modelos fuzzy em sistemas especialistas em medi-
cina (Chen et al 1985, Anderson et al 1987, Willians et al 1989, Torasso 1991, Shono
et al 1992, Kandel 1992, Majumder & Basu 1995 ) e sistemas diagnóstico (Sanchez
1979, Esogbue & Elder 1980, Smets 1981, Vila & Delgado 1983, Esogbue & Elder
1983, Norris et al 1987, Roy & Biswas 1992, Sanchez 1996, Kucheva & Steimann
1999, Adlassnig 2000 ) têm crescido enormemente nas últimas duas décadas, porém
os modelos em epidemiologia são particularmente recentes, consistindo em trabalhos
de grupos isolados. Esta tese teve por objetivo desvendar algumas possibilidades de
aplicação dessa teoria no universo de problemas médicos, dando ênfase aos sistemas
epidemiológicos. Não é necessário se aprofundar muito no universo dos médicos, dos
epidemiologistas e dos profissionais de saúde pública para percebermos o potencial
da lógica fuzzy como ferramenta a ser aplicada nessas áreas. O nosso desafio foi
o de estabelecer alguns caminhos e buscar maneiras de realizar uma junção efetiva
dessa teoria com as áreas citadas, principalmente a epidemiologia. Com este obje-
tivo percorremos partes dessa teoria propondo modelos que abordassem problemas
espećıficos. As perguntas que desejamos responder são: Esta teoria pode realmente
ser útil na solução de problemas da biomedicina? Esta abordagem fornece resultados
efetivamente aplicáveis? De que maneiras podemos aplicar a lógica fuzzy em siste-
mas epidemiológicos? Acreditamos que estas perguntas são respondidas no decorrer
da tese e, principalmente, na discussão dos trabalhos em andamento e perspectivas
futuras.

1.1 O que é a lógica fuzzy

A teoria fuzzy foi apresentada em 1964 por Lotfi A. Zadeh, professor no departamento
de engenharia elétrica e ciências da computação da Universidade da Califórnia, em
Berkeley, quando ele trabalhava com problemas de classificações de conjuntos que não
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possúıam fronteiras bem definidas (ou seja, a transição entre os conjuntos é suave
e não abrupta). É importante, porém, ressaltar que no decurso da ciência outros
pesquisadores demonstraram seu desconforto com relação a lógica binária, relatando
sua fragilidade para lidar com situações mais realistas 2.

Em muitos problemas em f́ısica e em matemática nós não temos dificuldade em
classificar elementos como pertencentes ou não a um dado conjunto clássico. Dessa
forma, dado um conjunto A e um elemento x do conjunto universo U conseguimos
muitas vezes dizer se x ∈ A ou se x /∈ A. Nós, por exemplo, afirmamos sem receio
que o número 5 pertence ao conjunto dos números naturais e que o número −5 não
pertence a este mesmo conjunto. Este é um caso sobre o qual não temos dúvidas, sendo
a lógica booleana devidamente aplicada. No entanto, poderemos discordar quanto ao
fato de o número 4, 5 pertencer ou não ao conjunto dos números aproximadamente
iguais a 5. Neste caso a resposta não é única e objetiva, pertencer ou não poderá
depender do tipo de problema que estamos analisando. Pensemos, por exemplo, que
4, 5 foi a média de provas de um aluno extremamente aplicado que está passando por
sérios problemas de saúde e que, em razão disso, apresentou dificuldades para realizar
as últimas provas. O professor nesta situação poderá ponderar sobre a capacidade do
aluno, sua dedicação durante o curso e sua realidade optando por aprová-lo, ainda que
a média necessária seja 5. Neste caso o número 4, 5 pode ser visto como pertencendo
ao conjunto dos números aproximadamente iguais a 5 3. De fato, mesmo a aplicação
numérica de notas pode não ser um método totalmente objetivo de avaliação (Law
1996 ).

Existem inúmeras situações em que a relação de pertinência não é bem definida e,
nestes casos, não sabemos dizer se o elemento pertence ou não a um dado conjunto.
A intensão de Zadeh foi flexibilizar a pertinência de elementos aos conjuntos criando
a idéia de grau de pertinência. Dessa forma, um elemento poderia pertencer parci-
almente a um dado conjunto. Esta sua idéia foi publicada em 1965 (Zadeh 1965 ),
sendo este artigo considerado o marco do nascimento da teoria de conjuntos fuzzy.

O termo fuzzy significa nebuloso, difuso, e se refere ao fato de, em muitos casos,
não conhecermos completamente os sistemas que estamos analisando. Se desejarmos
construir, por exemplo, o conjunto dos números aproximadamente iguais a 5, citado
acima, como deveŕıamos proceder? Será que os números 2 e 10 pertenceriam a este
conjunto? Claramente, esta resposta dependerá do contexto. O que Zadeh nos propõe
é considerarmos uma função de pertinência que nos forneça o grau de pertinência
dos diversos números ao conjunto considerado. Sendo assim, chamando de F o con-
junto dos números aproximadamente iguais a 5, no universo dos números naturais N,
podemos propor por exemplo, uma função de pertinência onde o 10 ∈ F com grau 0, 0

2 A lógica de três valores proposta por Lukasiewicz, onde 1 é verdadeiro, 0 é falso e 1/2 é posśıvel,
foi um trabalho formal que já sinalizava o desenvolvimento de teorias neste sentido (Reznik 1997).

3A utilização da palavra pertencer neste caso consiste em um abuso de linguagem, pois o elemento
não pertence de fato ao conjunto citado. O mais correto seria dizer que o número 4, 5 é compat́ıvel,
com um certo grau, com a afirmação é aproximadamente igual a 5. Todavia, por simplicidade,
utilizarei a palavra pertencer para designar esta compatibilidade.
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(o que corresponde a não pertinência clássica), o 2 e o 8 ∈ F com grau de pertinência
0, 25, o 3 e o 7 ∈ F com grau 0, 5, os números 4 e 6 ∈ F com o grau 0, 75 e o 5 ∈ F
com grau de pertinência 1, 0 (correspondendo a pertinência total). Esta extensão da
função caracteŕıstica da lógica clássica para o intervalo [0, 1] originou os conjuntos
fuzzy e possibilitou, entre outras coisas, a utilização de variáveis lingǘısticas, permi-
tindo a exploração do conhecimento humano no desenvolvimento de muitos sistemas.
A figura 1.1 apresenta a função de pertinência do conjunto fuzzy que corresponde
aos números aproximadamente iguais a 5 proposta. Note que, neste caso a função
de pertinência é discreta, mas ela também pode ser cont́ınua, como por exemplo a
função de pertinência para exposição à fumaça de cigarro, apresentada na figura 1.2.

Figura 1.1: Função de pertinência do conjunto fuzzy que corresponde aos números aproximada-
mente iguais a 5, no universo dos N.

Figura 1.2: Função de pertinência para exposição à fumaça de cigarro.

Dadas as caracteŕısticas da teoria da lógica fuzzy, é esperado que suas contribuições
para o desenvolvimento da f́ısica teórica e seus prinćıpios fundamentais sejam muito
t́ımidas, como discutirei mais adiante. No entanto, em áreas onde é necessário lidar
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com a imprecisão, como a engenharia (Karwowski & Mital 1986, Yager & Filev 1994,
Kosko 1997, Shaw & Simões 1999, Wen & Lee 1999 ) e a qúımica (Schultz 1999,
Fonseca & Knapp 2000, Russo et al 1998 ), e com a subjetividade e o desconhecimento,
como a biologia ( Luo et al 1995, Sadegh-Zadeh 1999 ), a medicina, a epidemiologia
( Massad et al 1997, Struchiner et al 1997, Ohayon 1999, Ortega et al 2000, Ortega
et al 2001, Massad et al 2001 ), a ecologia (Giering III & Kandel 1983, Salski 1992,
Bassanezi & Barros 1995, Bai-Lian Li 1996, Barros et al 2000 ), a economia (OH
et al 1990, Tarrazo & Gutierrez 2000, Campbell & Kelly 1996, Nurmi et al 1996 ),
a psicologia (Saitta & Torasso 1981, Averkin & Tarasov 1987,Theoto et al 1987,
Anwar & Igor 1997 ), as ciências sociais (Smithson 1988 ), a educação (Law 1996 ) e a
saúde pública (Massad et al 1999 ), esta teoria têm demonstrado grande capacidade
de aplicação, ajudando estes profissionais a produzir modelos mais de acordo com a
suas necessidades e realidades.

A idéia de grau de pertinência da lógica fuzzy nos possibilita agrupar os elementos
de maneira diferente da aplicada na lógica clássica, o que nos permite re-interpretar
antigos conceitos, elaborados segundo esta lógica. Os conceitos de saúde e doença,
por exemplo, são vistos pela comunidade médica como opostos, ou seja, a doença é a
ausência de saúde e vice-e-versa. Dessa forma, a existência de saúde e doença em um
mesmo indiv́ıduo consiste em uma situação contraditória. No entanto, na abordagem
fuzzy os conceitos de doença e saúde são antes complementares do que contraditórios.
Sendo assim, um novo conceito de doença e saúde pode ser estabelecido, o que pode
provocar transformações em outras construções conceituais da medicina como, por
exemplo, a nosologia (Sadegh-Zadeh 1994, Sadegh-Zadeh 1998, Sadegh-Zadeh 1999 ).

1.2 Um breve histórico

A teoria da lógica fuzzy enfrentou forte resistência por parte da comunidade cient́ıfica
no seu ińıcio, principalmente por parte dos estat́ısticos norte americanos. Entretanto,
a despeito de todo preconceito muitos pesquisadores vislumbraram as possibilidades
que esta teoria oferecia e trabalhos surgiram em todo o mundo, particularmente no
Japão onde a lógica fuzzy encontrou um solo fértil para desenvolver-se rapidamente.

Já na primeira década (1965-1975) os pesquisadores se esforçaram por estender
os fundamentos da lógica fuzzy, introduzindo conceitos novos e desenvolvendo outras
abordagens da teoria, bem como as relações fuzzy, as variáveis lingǘısticas, os proces-
sos de decisão fuzzy, a medida fuzzy, sistemas topológicos, álgebra com números fuzzy,
fuzzy clustering, etc.. Em 1972 formou-se no Japão o primeiro grupo de pesquisas em
sistemas fuzzy, coordenado pelo professor Toshiro Terano, e em 1974 iniciou-se um
importante caṕıtulo no desenvolvimento desta teoria com a apresentação do primeiro
controlador fuzzy criado por E. Mamdani, no Reino Unido. A partir de então vários
foram os pesquisadores que buscaram aplicar a teoria de lógica fuzzy para controlar
sistemas em engenharia. Em 1976 temos a primeira aplicação industrial da lógica
fuzzy, desenvolvido pelo Circle Cement e SIRA, na Dinamarca, que consistiu de um
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controlador fuzzy que incorporava o conhecimento e a experiência dos operários para
controlar os fornos das fábricas (Reznik 1997 ). Em 1977, Didie Dubois aplicou os
conjuntos fuzzy em um estudo sobre condições de tráfego e neste mesmo ano surgiu
o primeiro sistema especialista fuzzy (Yen & Langari 1999 ).

Em 1985 foi desenvolvido o primeiro chip fuzzy por Masaki Togai e Hiroyuke Wata-
nabe, no laboratório Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado com sucesso o primeiro trem
controlado com lógica fuzzy, no sistema do metrô de Sendai, no Japão. Foi também
neste ano que a Yamaha desenvolveu seu helicóptero não-tripulado, Yamaha-50, total-
mente controlado por um controlador fuzzy, dando origem a era do desenvolvimento
tecnológico proporcionado por esta teoria. Em 1988 começou a operar no Yamai-
chi Fuzzy Fund o primeiro sistema de comércio financeiro fuzzy. Mas foi em 1990
que esta teoria atingiu a popularidade com o lançamento no mercado da primeira
máquina de lavar roupas fuzzy, da Matsushita Electric Industrial Co., marcando o
ińıcio do desenvolvimento de produtos de consumo (Reznik 1997 ). Hoje é posśıvel
encontrar, principalmente no Japão, toda a sorte de eletrodoméstico cujo sistema é
baseado em controles fuzzy (televisão, câmera fotográfica, panela para cozimento de
arroz, v́ıdeos, etc.) e existem atualmente várias empresas (Siemens, Daimler-Benz,
Klockner-Moeller, SGS-Thomson, General Motors, Motorola, Hewlett-Packard, etc.)
que possuem laboratórios de pesquisa em lógica fuzzy para desenvolvimento de seus
produtos.

O objetivo desse breve histórico é ilustrar quão rápido se deu o desenvolvimento
da teoria fuzzy e quão abrangente tem sido suas aplicações. Esta teoria tem mostrado
possuir um enorme potencial de desenvolvimento na área de Soft Computing. Em
verdade, podemos notar um interesse por esta teoria cada vez mais crescente por
profissionais e pesquisadores das mais diversas áreas dada a sua capacidade de explorar
variáveis lingǘısticas, da possibilidade de desenvolver racioćınios mais próximos do
humano, da sua diversidade de operações e da sua potencialidade em aplicações.
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1.3 Porque aplicar lógica fuzzy em problemas da

biomedicina

Talvez em nenhum outro campo da biociência a necessidade de estruturas matemáticas
e computacionais, que possibilitem lidar com as imprecisões e incertezas de forma mais
cŕıtica e realista, é tão evidente quanto na medicina e na epidemiologia. O diagnóstico
de doenças envolve vários ńıveis de imprecisão e incerteza, particularmente nos estudos
de epidemiologia. Uma única doença pode se manifestar de forma totalmente diferente
em diferentes pacientes e com vários graus de severidade. Além disso, um único
sintoma pode ser indicativo de várias doenças distintas, e a presença de outras doenças
em um mesmo indiv́ıduo pode alterar completamente o padrão sintomático esperado
para qualquer uma delas. Estes efeitos costumam ser geradores de muitas incertezas e
imprecisões afetando as interpretações dos exames e o diagnóstico. Temos ainda, que
as doenças são geralmente descritas com a utilização de termos lingǘısticos, que são
intrinsecamente vagos, e que muitas são as variáveis qualitativas em medicina, o que
apresenta dificuldades na utilização de métodos quantitativos. Um resumo muito bem
documentado sobre os diferentes tipos de incertezas inerentes a área médica pode ser
obtido em Silva (Silva 2001 ).

Em epidemiologia a incerteza não se restringe apenas a variações aleatórias. Nes-
sa área podemos agrupar as incertezas em duas classes: a variabilidade, originada da
heterogeneidade da população ou da estocacidade; e a ignorância parcial, que resulta
de erros sistemáticos de medida ou do desconhecimento de parte do processo consi-
derado (subjetividade). Portanto, variabilidade e ignorância devem ser tratados com
métodos diferentes e mais apropriados (Ferson & Ginzburg 1996 ). No caso da varia-
bilidade a Teoria de Probabilidades (estat́ıstica) é, em geral, o método mais indicado,
porém, ela não consegue na maioria das vezes abordar o problema da ignorância e da
subjetividade. Esses últimos podem ser tratados, entre outros métodos, com a Teoria
da Lógica Fuzzy 4.

A Teoria da Lógica Fuzzy tem sido desenvolvida para lidar com o conceito de
verdade parcial, ou seja, com valores de verdade entre o completamente verdadeiro e
o completamente falso da lógica Booleana. Não é necessário muito esforço para per-
cebermos que poucos são os casos no nosso cotidiano real em que temos total certeza
sobre as coisas e os fatos, e que faz parte da atividade humana tomar decisões consi-
derando a verdade parcial existente. Nesse sentido, dificilmente podemos considerar
um indiv́ıduo completamente doente (algumas funções, ou a maioria delas, permane-
cem perfeitas), da mesma forma poucas vezes podemos nos considerar completamente
saudáveis, principalmente quando moramos em grandes centros como São Paulo, onde
estamos quase sempre resfriados, gripados, estressados ou mal alimentados. Quando
realizamos tarefas “simples” como estacionar um carro estamos utilizando este concei-
to de verdade parcial, pois estacionamos o carro mais ou menos próximo a guia, quase

4 É importante salientar que a palavra imprecisão neste texto não se refere a incerteza estat́ıstica,
mas sim a dificuldade na classificação dos elementos.
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paralelamente a ela, e, digamos, quase corretamente. Na verdade, necessitamos de
muito poucas informações para realizarmos esta tarefa. No entanto, se desejássemos
que um computador Booleano estacionasse o nosso carro, seria necessário um progra-
ma sofisticado de controle e um enorme conjunto de informações que alimentassem o
sistema, o que poderia resultar em uma tarefa muito sofisticada para este tipo de com-
putador. É neste sentido que a lógica fuzzy difere da lógica convencional, pois ela nos
permite considerar afirmações com valores entre Falso e Verdadeiro, nos possibilitan-
do inclusive trabalhar com variáveis lingǘısticas. Ela pode ser considerada como uma
das ferramentas matemáticas mais poderosas para lidar com incertezas, imprecisões
e verdades parciais, permitindo a tratabilidade de problemas do mundo-real muitas
vezes com soluções de baixo custo.

Considerando o que foi exposto acima, vemos que a lógica fuzzy pode ser uma
ferramenta realmente útil na abordagem de problemas em biomedicina. De fato, a
aplicação dessa teoria na área médica tem demonstrado a sua capacidade para apri-
morar e desenvolver tanto equipamentos quanto modelos nas mais diversas atividades
hospitalares e de pesquisa.

1.4 A lógica fuzzy na f́ısica

A Lógica Fuzzy ainda é uma teoria estranha e desconhecida para a grande maioria
dos f́ısicos e são relativamente poucos os trabalhos em f́ısica utilizando essa teoria.
Todavia, a junção das teorias f́ısicas com a lógica fuzzy me parece bastante promis-
sora, principalmente com o advento crescente de pesquisas interdisciplinares, onde a
intensão de se abordar problemas complexos e mais realistas exige a colaboração de
profissionais de diversas áreas e uma mistura de teorias.

Como era de se esperar, a lógica fuzzy adentra o mundo da f́ısica pelo seu lado
menos determińıstico e onde a incerteza é inerente ao processo, qual seja a Mecânica
Quântica. A motivação para estudos desse tipo surge do fato reconhecido de que
as medidas f́ısicas estão sujeitas a erros e que muitas vezes esses erros não são con-
troláveis. Assumir a atitude de que a imprecisão experimental envolvida nos processos
de medida é, em si mesma, um fato da realidade f́ısica impulsionou alguns pesqui-
sadores a buscar a incorporação dessas incertezas as teorias f́ısicas (Twareque Ali &
Doebner 1976 ). Claramente, essa atitude resulta na reformulação de muitas questões
de caráter matemático e f́ısico, dando ensejo ao aparecimento de outros trabalhos
(Prugovecki 1976a, 1976b, 1976c).

Foi com este esṕırito que Prugovecki, em 1974, propõs a utilização de conjuntos
fuzzy na teoria de medidas de observáveis incompat́ıveis (Prugovecki 1974 ), onde ele
introduziu a noção de evento fuzzy na teoria de medida da mecânica quântica, indi-
cando em que sentido as medidas poderiam ser consideradas como conjuntos fuzzy
5. Em 1975 ele propôs as medidas em mecânica quântica como processos estocásticos

5Vale ressaltar que este é o trabalho mais antigo sobre lógica fuzzy em f́ısica que obtive, mas isto
não significa que ele seja o primeiro.
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sobre o espaço de eventos fuzzy (Prugovecki 1975 ), investigando a possibilidade de
formulação da teoria quântica na qual a medida de qualquer número de observáveis
são vistos como processos estocásticos sobre espaços de pontos fuzzy. Em 1976, Twa-
reque Ali & Doebner, estimulados por esses trabalhos, estudaram a mecânica quântica
não relativ́ıstica baseada em espaços de configuração fuzzy (Twareque Ali & Doebner
1976 ) e no ano seguinte Twareque Ali & Prugovecki proposeram representações da
mecânica quântica sobre espaços de fase fuzzy (Twareque Ali & Prugovecki 1977 ).

Outros trabalhos de lógica fuzzy em mecânica quântica foram propostos, entre eles
o de Pykacz onde, apoiado em trabalhos de Giles (Giles 1976 e 1977 ) e Guz (Guz
1984 e 1985 ), ele sugere a possibilidade de substituir a intepretação probabiĺıstica da
mecânica quântica por outra baseada na lógica de valores infinitos e na teoria de con-
juntos fuzzy (Pykacz 1992 ). Pickacz estudou também a interação entre a lógica fuzzy
e a lógica quântica (Pykacz 1987a, 1987b, 1988, 1990 ). A lógica fuzzy na mecânica
quântica também foi explorada por Cattaneo & Laudisa (Cattaneo & Laudisa 1994 )
e Granik & Caulfield (Granik & Caulfield 1996 ). Uma discussão mais geral sobre a
teoria da lógica fuzzy em f́ısica é obtida em Castillo-Mussot & Dias (Castillo-Mussot
& Dias 1993 ).

Talvez a área da f́ısica que mais tenha explorado a teoria de conjuntos fuzzy seja
a área de f́ısica nuclear. Entre os trabalhos mais conhecidos nessa área constam os
de Onisawa e colaboradores, onde eles abordam o acidente de Chernobil considerando
análises de confiança fuzzy em sistemas homem-máquina (Onisawa 1988, Onisawa &
Nishiwaki 1988 ). A influência crescente da lógica fuzzy nas áreas de f́ısica e engenharia
nucleares torna-se evidente quando consultamos uma biblioteca virtual, onde podemos
verificar o registro de algumas centenas de artigos utilizando a logica fuzzy nessas
áreas. Esses trabalhos abordam principalmente proteção radiológica, experimentos
com reatores nucleares, segurança nuclear e controle de reatores nucleares (Cheng et
al 1992, Han & Lee 1994, Holbert et al 1994, Matsuoka 1991 ).

Em 1993 o 5o. congresso mundial do International Fuzzy Systems Association
(IFSA’93, Seul)6 organizou, juntamente com a International Atomic Energy Agency
(IAEA), um workshop internacional sobre aplicações de lógica fuzzy nas áreas de en-
genharia nuclear e segurança (Ruan 1995 ). A criação desse espaço nesse congresso
evidencia a importância e o interesse por parte dos pesquisadores das duas áreas sobre
a potencialidade da teoria da lógica fuzzy na solução de problemas nucleares. Neste
workshop 8 trabalhos, advindos da Áustria, Coréia, Bélgica e EUA, foram apresen-
tados. Em 1994, na 3a. conferência internacional sobre lógica fuzzy, redes neurais e
soft computing (IIZZKA’94, Fukuka) foi organizado outro workshop sobre aplicações
de lógica fuzzy em energia nuclear. Neste ano foram apresentados cerca de 20 tra-
balhos e várias atividades foram propostas visando a ampliação de projetos nessas
áreas. Estes workshops foram a semente embrionária do primeiro encontro interna-
cional sobre lógica fuzzy e tecnologias inteligentes em ciências nucleares, a FLINS,
organizado ainda em 1994 na Bélgica, onde 70 trabalhos, advindos de vários páıses,

6Os congressos organizados pela IFSA estão entre os mais importantes e relevantes da área de
lógica fuzzy, contendo em seu comitê cient́ıfico nomes significativos no desenvolvimento dessa teoria.
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foram submetidos (Ruan 1995 ). Sem dúvida, o sucesso dessas reuniões evidenciam o
crescimento do interesse por aplicações de ferramentas de soft computing em ciencias
nucleares7.

A lógica fuzzy também tem adentrado o mundo da f́ısica estat́ıstica, na medida em
que surgem trabalhos sobre conjuntos fuzzy em termodinâmica (Singer 1992 ), irre-
versibilidade (Bobylev 1990 ), processos estocásticos (Wang & Zhang 1992, Friedman
& Sandler 1997 ), teoria de probabilidades (Boswell & Taylor 1987, Heilpern 1993 ),
autômatos celulares (Ahmed 1996 e 1997, Cattaneo et al 1997, Flocchini et al 2000 ) e
entropia (Meisels et al 1989, Dumitrescu 1995 ). Mais recentemente, Friedman e San-
dler propuseram o uso de sistemas dinâmicos fuzzy como uma alternativa à mecânica
estat́ıstica (Friedman e Sandler 1999 ). Também é posśıvel encontrar trabalhos onde
a lógica fuzzy é utilizada para auxiliar experiências em f́ısica (Battiston et al 1998,
Kasa et al 2000 ). A f́ısica molecular (ou qúımica quântica) é, talvez, a área da f́ısica
na qual as aplicações da lógica fuzzy são mais recentes (Mezey 1998, Sordo 1999 ).

Vale a pena ressaltar que não faz parte do escopo dessa tese o estudo aprofundado
de trabalhos sobre lógica fuzzy em f́ısica, até porque muitos dos trabalhos citados
são extremamente complexos e demandariam um projeto espećıfico de pesquisa. A
minha intenção aqui é apenas a de ilustrar como e de que maneiras essa teoria tem
se desenvolvido junto aos problemas f́ısicos. Dado o desconhecimento por parte dos
f́ısicos a respeito dessa teoria, podemos ser conduzidos ao pensamento de que ela não
seria útil em f́ısica e que não há trabalhos nessa área. No entanto, penso que o esboço
delineado acima nos ilustra uma realidade diferente.

1.5 A teoria de conjuntos fuzzy e a teoria de pro-

babilidade

É muito comum quando somos apresentados à teoria de conjuntos fuzzy confundirmos
esta com a teoria de probabilidades. Freqüentemente trocamos grau de pertinência
por probabilidade e pensamos na função de pertinência como sendo uma função de
distribuição estat́ıstica. Esta confusão surge por haver uma estreita relação entre as
duas teorias e, sob certos aspectos a teoria fuzzy se apresenta muito similar a teoria de
probabilidades. De fato, a teoria de medidas nos indica que a medida de probabilidade
é um caso particular de medida fuzzy, onde esta possui a propriedade de σ-aditividade
(Barros 1992, Klir & Yuan 1995, Pedrycz & Gomide 1998 ). É importante, no entanto,
perceber a diferença entre as duas teorias para melhor compreendermos como elas
podem ser complementares, resultando em uma ferramenta bastante interessante.

A teoria de probabilidades e a teoria de conjuntos fuzzy lidam, em geral, com tipos
de incertezas distintos. Na teoria de probabilidades temos o evento muito bem definido
e a dúvida paira sobre a ocorrência do evento. No entanto, uma vez que o evento
ocorreu não existirá mais dúvida alguma. Podemos calcular qual a probabilidade de,

7Basta uma pesquisa rápida no INSPEC para percebermos o volume de trabalhos que têm sido
produzidos com lógica fuzzy em ciências nucleares.



1.5 A teoria de conjuntos fuzzy e a teoria de probabilidade 13

em uma urna contendo nb bolas brancas e nv bolas vermelhas, sortearmos uma bola
vermelha. Todavia, uma vez sorteada a bola não há nada mais a fazer, a bola será
branca ou vermelha, e a incerteza desaparecerá. No entanto, supomos que haja em
uma urna várias bolas com diversos tons de rosa, variando do vermelho ao branco.
Neste caso não poderemos simplesmente perguntar qual a chance de sortearmos uma
bola branca, pois teŕıamos dificuldades para decidir sobre as bolas rosas. Na verdade,
não poderemos fazer uma pergunta de caráter ‘puramente estat́ıstico’ pois o evento
não está bem definido, existirão bolas quase vermelhas, bolas quase brancas e bolas
com diversos tons de rosa (o que configura uma situação de imprecisão). Precisamos
saber nestes casos qual é a pergunta a ser realizada e como respondê-la.

Um outro aspecto que diferencia as duas teorias é o fato da teoria de probabi-
lidades não considerar subjetividades, como por exemplo caracteŕısticas psicológicas
dos indiv́ıduos. É muito comum as pessoas jogarem na Loto ou na Sena, inclusive
profissionais da área de estat́ıstica. É conhecido também que raramente as pessoas
apostam um conjunto de números seqüenciados como 1, 2, 3, 4, 5 e 6. As pessoas, de
uma forma geral, têm a sensação de que um jogo assim é muito menos provável de
acontecer do que um conjunto de números sortidos. E estranhamente elas têm razão
em sentir-se assim, uma vez que este evento dificilmente é verificado (quase nunca
ocorre um sorteio de números seqüenciados). No entanto, sabemos que a probabi-
lidade de ocorrer qualquer combinação de números é a mesma. E se perguntarmos
a um estat́ıstico que joga na Sena ou na Loto que tipo de jogo ele faz dificilmente
obteremos uma seqüência ordenada de números! Ou seja, mesmo sabendo que a proba-
bilidade deste jogo é a mesma que a de qualquer outro ele não se sente confortável
em jogá-lo, ainda que se jogasse teria grande chance de ganhar sozinho! Desejo com
este exemplo apenas ilustrar que as pessoas não são meramente estat́ısticas, elas são
também estat́ısticas. Sendo assim, a depender do objeto que estamos analisando a
teoria de probabilidades pode não ser suficiente, havendo a necessidade de utilizarmos
outras técnicas para abordar as incertezas envolvidas no processo. Vale ressaltar que
a estat́ıstica Bayesiana costuma lidar bem com os exemplos citados acima, todavia,
a principal diferença consiste na habilidade da lógica fuzzy em tratar incertezas não-
estat́ısticas.

Para citar novamente o sistema diagnóstico, temos que o racioćınio médico parece
estar muito mais baseado em graus de possibilidade do que de probabilidade, uma
vez que seria humanamente imposśıvel para o médico guardar todas as informações
exatas sobre as freqüências dos sintomas nas doenças, tanto quanto a prevalência das
doenças em uma dada população. A probabilidade está associada a chance de um
determinado evento ocorrer, enquanto a possibilidade está relacionada com o quão
razoável é um dado evento (Zadeh 1978 ). Os médicos raramente expressam suas im-
pressões com valores numéricos, utilizando termos lingǘısticos tanto para se expressar
quanto para associar cognitivamente os sintomas/doenças. Além disso, sabemos que
um paciente ao procurar um médico não deseja saber “qual a chance” de que ele tenha
uma determinada doença, ele quer saber “qual” doença ele tem. O médico, a partir
de em exame cĺınico, lista as posśıveis patologias e segue um estudo mais profundo
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(com exames laboratoriais, por exemplo) a partir de graus de possibilidade, ou seja,
do que é mais razoável.

Não obstante a rejeição inicial, as teorias de probabilidade e possibilidade, como
também a lógica fuzzy, têm se demonstrado muito mais complementares do que con-
correntes (Zadeh 1995 ). Muitos são os trabalhos sobre probabilidades fuzzy (Zadeh
1984, Stein 1985, Piasecki 1985, Piasecki 1986, Bordley 1989 ), medidas e métricas
fuzzy e probabilidades (Campos et al 1990, Campos Ibañez & Carmona 1989, Wu
& Ma 1990, Guerra et al 1996 ), possibilidade e probabilidade (Natvig 1983, Delga-
do & Moral 1987, Sudkamp 1992, Gupta 1993, Heilpern 1993, Drakopoulos 1995 ),
bem como o desenvolvimento de testes estat́ısticos utilizando a lógica fuzzy (Casals et
al 1986, Féron & Féron 1988, Watanabe & Imaizumi 1993, Römer & Kandel 1995,
Biswas 1995, Chang & Lee 1996, Ralescu 1997 ).

1.6 Sistemas dinâmicos cont́ınuos fuzzy

Sistemas epidemiológicos são essencialmente dinâmicos (em particular a epidemiolo-
gia das doenças transmisśıveis) e, assim sendo, estudar a aplicação da lógica fuzzy
a estes sistemas consiste em estudarmos os sistemas dinâmicos fuzzy. No entanto,
sistemas dinâmicos fuzzy são uma área relativamente recente de pesquisa, não haven-
do ainda tratamentos matemáticos completamente estabelecidos sobre esses sistemas,
principalmente sistemas não lineares e acoplados, que é o caso dos sistemas epidemi-
ológicos.

Em 1987 Kaleva e Seikalla estudaram o problema da equação diferencial com
condição inicial fuzzy, baseados nos trabalhos de Dubois & Prade e Puri & Ralescu
(Dubois & Prade 1982a, 1982b, 1982c, Puri & Ralescu 1983 ). Em seu trabalho Ka-
leva estudou propriedades de diferenciabilidade e integrabilidade de uma certa classe
de mapeamentos a valores fuzzy e provou o teorema de existência e unicidade pa-
ra a solução da equação diferencial do tipo x′(t) = f(t, x(t)) com a condição inicial
x(0) = x0 fuzzy (Kaleva 1987 ). Seikalla propôs a solução para este tipo de equação
(Seikalla 1987 ). No seu trabalho a abordagem matemática consiste em buscar as so-
luções da equação diferencial fuzzy baseando-se na solução das equações diferenciais
em cada ńıvel α, o que consiste em soluções clássicas. (O ńıvel α de um conjunto
fuzzy é um tipo de projeção de um dado ńıvel (veja o caṕıtulo 2). A união de todos
os α − nı́veis recompõem o conjunto fuzzy). Estes trabalhos impulsionaram muitos
outros, entre eles Pearson que, em 1997, propôs uma estrutura de solução para um
conjunto de equações diferenciais lineares também baseada nos α− nı́veis ( Pearson
1997a, 1997b, 1997c). Todavia, um dos problemas dessa abordagem é que ao resolver
a solução nos ńıveis α, o que significa resolver equações diferenciais classicamente, é
necessário garantir que ao “compor” as soluções no espaço dos conjuntos fuzzy estas
produzam um conjunto fuzzy de fato. Esta exigência sobre as soluções α − nı́veis
implica em que o suporte do conjunto fuzzy solução sempre cresça com o passar do
tempo, tendendo ao infinito. Esta caracteŕıstica desse tipo de abordagem é claramen-
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te indesejável, pois significa que o nosso desconhecimento sobre o sistema aumentará
com o passar do tempo. Uma outra forma de abordar as equações diferenciais fuzzy
seria construir sua solução no próprio espaço dos conjuntos fuzzy, não utilizando o
recurso dos α − nı́veis. No entanto esta abordagem exige uma elevada sofisticação
matemática e ainda não se tem not́ıcias desse tipo de desenvolvimento. Um outro re-
curso, que me parece mais posśıvel, é abordar sistemas dinâmicos fuzzy com inclusão
diferencial (Baidosov 1990, Diamond 1999, Pearson 2000 ). Todavia os estudos nessa
área ainda são muito incipientes. Um outro entrave para o desenvolvimento de siste-
mas epidemiológicos fuzzy dinâmicos cont́ınuos se deve ao fato desses sistemas serem
fortemente não lineares e acoplados, não sendo ainda contemplado matematicamente
esse tipo de sistema.

Uma possibilidade para considerar a subjetividade nos sistemas dinâmicos consiste
na utilização do Valor Esperado Fuzzy (FEV). Barros propôs em sua dissertação de
mestrado a utilização do FEV para tratar equações diferenciais com parâmetros subje-
tivos em modelos ecológicos (Barros 1992, Barros & Bassanezi 1995 ). Recentemente,
Barros e colaboradores têm desenvolvido trabalhos utilizando esse método para o es-
tudo de modelos epidemiológicos do tipo SIS e SIR 8. Os resultados obtidos têm sido
muito interessantes, produzindo interpretações distintas ao valor de reprodutibilidade
da infecção, R0, que é um dos parâmetros mais importantes em epidemiologia (An-
derson & May 1991 ). Esses trabalhos são bastante recentes e revelam, a meu ver,
uma linha próspera de pesquisa. Todavia, ainda se faz necessário compreender o que
de fato ganhamos quando consideramos o FEV e não o valor esperado clássico, da
mesma forma, outras questões interpretativas também precisam ser aprofundadas.

Considerando as dificuldades para tratar os sistemas dinâmicos cont́ınuos, uma
opção para a solução de problemas epidêmicos fuzzy é desenvolver modelos dinâmicos
lingǘısticos fuzzy em tempo discreto. Nessa tese apresentamos três trabalhos onde
este tipo de dinâmica foi analizada.

1.7 O trabalho de tese

Nesta tese apresento oito trabalhos onde aplicamos aspectos da teoria da lógica fuzzy
em sistemas diagnósticos e, principalmente, epidemiologia. A tese está dividida em
duas partes. Na primeira, abordo a motivação do trabalho, com um panorama geral
sobre a teoria, as perguntas que estamos tentando responder e os conceitos básicos da
teoria de conjuntos fuzzy que foram utilizados na tese. Na segunda parte, apresentarei
cada trabalho desenvolvido em detalhe, assim como nossas perspectivas de trabalhos
atuais e futuros, seguido da discussão final.

Os trabalhos desenvolvidos foram: um estimador de risco epidemiológico fuzzy,
onde propomos a fuzificação do conceito de risco epidemiológico clássico; uma pro-

8 Estes modelos consistem de sistemas compartimentalizados, onde o SIS descreve uma dinâmica
do tipo Suscept́ıvel-Infectado-Suscet́ıvel e os modelos do tipo SIR descrevem uma dinâmica do tipo
Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado.
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posta para escolher uma estratégia para a campanha de vacinação contra o sarampo,
proposta que foi acolhida pela Secretaria de Saúde Pública e implementada em todo
o estado de São Paulo; uma aplicação da teoria de probabilidade fuzzy, onde busca-
mos responder a duas perguntas de cunho epidemiológico; o modelo para inferência
da progressão cĺınica para a AIDS de indiv́ıduos HIV-soropositivos e uma estimati-
va do risco de morte neonatal considerando o peso e a idade gestacional do recém
nascido, sendo estes modelos lingǘısticos estáticos (sem evolução temporal); o modelo
lingǘıstico dinâmico para a raiva canina na cidade de São Paulo, onde comparamos
os resultados do modelo com dados experimentais; o modelo lingǘıstico dinâmico pa-
ra uma epidemia tipo SIR, considerando parâmetros t́ıpicos para uma epidemia de
sarampo; e uma aplicação do prinćıpio de extensão na elaboração de regras fuzzy,
onde utilizamos um método para extrair as regras de forma menos dependente do
especialista.

O papel do especialista na elaboração de modelos fuzzy em epidemiologia e sis-
temas diagnósticos será uma discussão que permeará toda a tese, uma vez que ele
assume um papel fundamental nessa nossa abordagem.

Em alguns trabalhos escritos em português o termo fuzzy costuma ser traduzido
por nebuloso ou difuso. Confesso que nenhuma dessas palavras me satisfaz quanto
ao significado do termo fuzzy, quando inserido no universo da teoria da lógica fuzzy.
Sendo assim, optei por não usar essas traduções e manter o termo em inglês, que a
meu ver expressa uma gama de carateŕısticas maior do que as palavras em português.



Caṕıtulo 2

Alguns conceitos da teoria de
conjuntos fuzzy

A teoria de conjuntos fuzzy tem sido estendida a diversas abordagens, sendo o
termo lógica fuzzy usado em dois sentidos distintos: um sentido mais restrito que se
refere a um sistema lógico que generaliza a lógica clássica para uma mais flex́ıvel (teoria
de conjuntos, implicações lógicas, verdades parciais, etc.) e um sentido mais amplo,
que engloba o sentido mais restrito, que se refere a todas as teorias e tecnologias onde
se aplicam conjuntos fuzzy (processos de decisão fuzzy, fuzzy clustering, relações fuzzy,
modelos h́ıbridos, etc.). Todavia, a grande maioria das teorias e técnicas abrangidas
pelo sentido mais amplo da lógica fuzzy estão baseadas em quatro conceitos básicos:
conjuntos fuzzy, variáveis lingǘısticas, distribuição de possibilidades e regras Se-Então
fuzzy. Neste caṕıtulo discutirei esses conceitos, bem como outros que foram utilizados
nos trabalhos desenvolvidos na tese.

2.1 Teoria de medida fuzzy

O conceito de medida fuzzy foi introduzido por Sugeno em 1974 (Sugeno 1974), e con-
siste numa forma natural para se avaliar graus de incertezas, principalmente quando
tais valores dependem da subjetividade de quem está realizando a medida (Barros
1992). Um exemplo de medida subjetiva é a avaliação de uma jóia, do valor de uma
obra de arte, do valor de alguma mercadoria, do valor da remuneração de um trabalho,
da avaliação de pobreza de uma dada região, etc.. Todavia, apesar da subjetividade
envolvida existem certas caracteŕısticas na qual somos unânimes em concordar. Por
exemplo, nós concodaremos que uma jóia A, maior e de melhor qualidade que uma
jóia B, B ⊂ A, deve ter maior avaliação do seu valor do que a jóia B. Assim, é de se
esperar que se B é um subconjunto de A, então µ(B) ≤ µ(A) sendo µ uma medida
subjetiva ou não (Barros 1992).

Antes de apresentarmos a definição de medida fuzzy é necessário introduzirmos o
conceito de espaço mensurável e de medida. O espaço mensurável é descrito pelo par
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(Ω, A) que consiste de um universo Ω e de uma σ− algebra de conjuntos mensuráveis
de Ω (Pedrycz & Gomide 1998 ).

• Definição 2.1 Dizemos que A é uma σ− algebra, com A 6= ∅, se são satisfeitas:

1. A ∈ A ⇒ A ∈ A, onde A é o complemento de A.

2. Ak ∈ A, k ∈ N ⇒
⋃

k∈N Ak ∈ A.

• Definição 2.2 Uma medida µ é uma função definida em um espaço mensurável
(Ω, A) que não assume valores negativos e que satisfaz os seguintes postulados:

1. µ(∅) = 0.

2. µ é σ− aditiva, ou seja, para uma família de pares de conjuntos disjuntos,
Ai ∈ Ω, Ai ∩ Aj = ∅, i = 1, 2, ..., i 6= j, a medida da união dos Ais é dada por:

µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai). (2.1)

3. Se {An}, n = 1, 2, ... é uma seqüência crescente de conjuntos mensuráveis,
então

lim
n→∞

µ(An) = µ
(

lim
n→∞

An

)
. (2.2)

A medida µ descrita acima é chamada de medida clássica (σ− aditiva) e apresenta
algumas propriedades:

1. Se A ⊆ B, então µ(A) ≤ µ(B).
2. µ(A) = 1− µ(A).
3. µ(Ω) = 1.

Uma das medidas σ− aditiva mais comumente usada é a medida de probabilidade,
na qual a σ− aditividade é expressa por:

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai) =
∞∑
i=1

pi, (2.3)

onde os Ais são conjuntos disjuntos e pi = P (Ai).
A medida fuzzy generaliza a medida σ− aditiva definida acima através da substi-

tuição da propriedade de σ−aditividade pela propriedade de monotonicidade (Pedrycz
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& Gomide 1998 ) 1. Embora as medidas σ− aditivas sejam úteis para um grande
número de aplicações, algumas vezes estamos interessados em avaliar objetos onde es-
ta propriedade não se verifica (Barros 1992 ). Nestes casos a aplicação de uma medida
não aditiva, como a medida fuzzy por exemplo, pode ser mais conveniente.

• Definição 2.3 Uma função µ : A → [0, 1] é uma medida fuzzy se ela satisfaz:

1. µ(∅) = 0 e µ(Ω) = 12.

2. µ(A) ≤ µ(B) se A ⊆ B, ∀A, B ∈ A.

3. Para qualquer seqüência crescente de conjuntos mensuráveis {An}, com n =
1, 2, ..., é verificado que:

lim
n→∞

µ(An) = µ
(

lim
n→∞

An

)
. (2.4)

A tripla (Ω, A, µ) é comumente chamada de espaço de medida fuzzy. Dadas as
caracteŕısticas acima não é dif́ıcil perceber que a medida de probabilidade é um caso
particular damedida fuzzy, quando esta apresenta a σ− aditividade. Sendo assim,
temos que todo o espaço de probabilidade (Ω, A, P ) é um espaço de medida fuzzy
(Barros 1992 ). Note que a medida fuzzy atua sobre espaços de conjuntos clássicos e é
importante não confundi-la com os próprios conjuntos fuzzy. É importante ressaltar
também que, além da medida fuzzy, existem outros tipos de medida subjetiva, como
a medida de possibilidade, a medida de plausabilidade, a medida de crença, a medida
de compatibilidade, etc. (Klir & Yuan 1995, Pedrycz & Gomide 1998).

2.2 Conjuntos fuzzy

Os conjuntos fuzzy são conjuntos que não possuem fronteiras bem definidas e que
foram introduzidos devido ao fato de os conjuntos clássicos apresentarem limitações
para lidar com problemas onde as transições de uma classe para outra acontecem de
forma suave. Sua definição, propriedades e operações são obtidas da generalização
da teoria de conjuntos clássicos, recaindo esta em um caso particular da teoria de
conjuntos fuzzy.

A teoria de conjuntos clássicos está baseada na função caracteŕıstica clássica, dada
por

µA(x) =


1 se e somente se x ∈ A

0 se e somente se x /∈ A
1 Vale ressaltar que anteriormente ao surgimento da teoria fuzzy outros pesquisadores já haviam

desenvolvido medidas não σ − aditivas (De Finetti 1939 e 1970).
2De maneira geral, não há necessidade de que µ(Ω) = 1 seja satisfeito, e sim que µ : A → [0,∞).
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onde U é o conjunto Universo, A é um subconjunto de U e x é um elemento de U ,
ou seja, a função caracteŕıstica é um mapeamento do conjunto universo no conjunto
{0, 1} . Essa função caracteŕıstica discrimina entre todos os elementos de U aqueles
que, segundo algum critério, pertencem ou não ao subconjunto A, dividindo o con-
junto universo em duas partes com fronteira bem definida. As operações básicas dos
conjuntos clássicos são a união, a intersecção e o complemento e eles podem ser ex-
pressos através da função caracteŕıstica. Seja A e B subconjuntos de U, então, temos
respectivamente:

µA∪B(x) = max(µA(x), µB(x)), (2.5)

µA∩B(x) = min(µA(x), µB(x)) (2.6)

e

µA(x) = 1− µA(x). (2.7)

Note que a escolha dos operadores união e intersecção é arbitrária. A única pro-
priedade que a a operação intersecção deve satisfazer é retornar 1 quando ambos os
argumentos são 1 e zero quando algum dos argumentos é 0. Da mesma forma, a
operação união exige apenas que o operador retorne 1 se pelo menos um dos argu-
mentos é 1 e zero caso contrário. Para obtermos os conjuntos fuzzy e suas operações
basta generalizarmos a função caracteŕıstica da lógica clássica para o intervalo [0, 1],
ou seja, µA(x) : U → [0, 1], o que implica em considerarmos um cont́ınuo de valores
de pertinência e não apenas pertence e não-pertence. O elemento x pertencerá ao
subconjunto A com um grau de pertinência que é um valor no intervalo [0, 1].

• Definição 2.4 Um conjunto fuzzy A em um conjunto universo U é um conjunto
de pares ordenados de um elemento genérico x e seu grau de pertinência µA(x)
da forma

A = {(x, µA(x) | x ∈ U}.

Em última análise, um conjunto fuzzy é caracterizado por uma função de per-
tinência, e o grau de pertinência pode ser considerado como uma medida que expressa
a possibilidade de que um dado elemento seja membro de um conjunto fuzzy.

Quanto à representação de um conjunto fuzzy temos que, se ele é discreto podemos
simplesmente enumerar os seus elementos juntamente com seus graus de pertinência,
na forma:

A =
∑

i

µA(xi)/xi
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onde a somatória se refere a operação união (disjunção) e a notação µA(xi)/xi se
refere ao elemento xi que pertence ao conjunto fuzzy A com grau µA(xi). Em geral,
por simplicidade, somente é listado no conjunto A aqueles elementos cujo grau de
pertinência é diferente de zero.

• Exemplo 2.1: Considere o conjunto universo de discurso discreto composto pe-
los indiv́ıduos com idade entre 1 e 24 anos, U = {1, 2, ..., 23, 24}, e os conjuntos
fuzzy A e B abaixo que designa, respectivamente, as crianças e os adolescentes:

A = 0, 4/2 + 0, 6/3 + 0, 8/4 + 1, 0/5 + 1, 0/6 + 1, 0/7 + 0, 8/8 + 0, 6/9 + 0, 4/10

B = 0, 1/7 + 0, 2/8 + 0, 4/9 + 0, 6/10 + 0, 8/11 + 0, 9/12 + 1, 0/13 + 1, 0/14.

A figura 2.1 apresenta graficamente estes conjuntos.

Figura 2.1: Conjuntos fuzzy para crianças e adolescentes.

Quando os conjuntos fuzzy são cont́ınuos sua representação é a própria função
de pertinência. As formas para as funções de pertinência são totalmente arbitrárias.
Todavia, as funções mais utilizadas são:

• linear por partes (triangular ou trapezoidal);

• quadrática;

• gaussiana;

• ou alguma outra função especial.
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As funções lineares por partes são as mais populares devido a simplicidade dessas
funções e ao fato de que o custo computacional adicional exigido pelos outros tipos de
função não refletem, em geral, em uma melhoria significativa na qualidade dos valores
de sáıda dos sistemas (Yen & Langari 1999 ). No entanto, o problema da escolha das
funções de pertinência não foi ainda resolvido teoricamente e elas permanecem sendo
escolhidas a depender da aplicação e do contexto do problema abordado (Reznik
1997 ). As figuras 2.2 e 2.3 apresentam alguns exemplos de funções de pertinência
linear por partes e gaussiana, respectivamente.

Figura 2.2: Exemplo de função de pertinência do tipo linear por partes.

Figura 2.3: Exemplos de funções de pertinência do tipo gaussiana.

As três operações básicas (2.5),(2.6) e (2.7) são idênticas para a teoria de con-
juntos fuzzy, a diferença estando na generalização da função caracteŕıstica. Como na
lógica clássica, os operadores de intersecção e união correspondem respectivamente
aos operadores lógicos de conjunção (E) e disjunção (OU ). Aqui também existem
muitas formalizações matemáticas posśıveis para esses operadores e a relação dual
entre eles também se mantem, ou seja, a escolha de um operador conjunção “define”
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qual será o operador disjunção, e vice e versa. O par de operadores mais amplamente
utilizado nas técnicas fuzzy são o operador mim (mı́nimo) para a conjunção e o max
(máximo) para a disjunção fuzzy. As figuras 2.4, 2.5 e 2.6 ilustram exemplos de união,
intersecção e complemento de conjuntos fuzzy.

Figura 2.4: Exemplo de União entre conjuntos fuzzy.

Figura 2.5: Exemplo de Intersecção entre conjuntos fuzzy.

Uma das conseqüências interessantes da definição de conjuntos fuzzy em contraste
com os conjuntos clássicos é a Lei do Meio Exclúıdo e a Lei da Contradição. Clas-
sicamente temos que A ∪ A = U e A ∩ A = ∅. Todavia, devido a flexibilidade da
função caracteŕıstica isso não ocorre com os conjuntos fuzzy. Podemos ver nas figuras
2.7 e 2.8 que A ∪ A 6= U e A ∩ A 6= ∅, isto se deve ao fato de existirem incertezas
não estat́ısticas e imprecisões no processo. Outra conseqüência da definição, é que,
em franco contraste com a teoria de probabilidades, os valores de pertinência de um
mesmo elemento a nos diversos conjuntos fuzzy não precisam somar 1.
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Figura 2.6: Exemplo do complemento de um conjunto fuzzy.

Figura 2.7: Lei do Meio Exclúıdo.

Outro conceito importante na teoria de conjuntos fuzzy é o suporte e o conjunto
α− nı́vel.

• Definição 2.5 O suporte S(A) de um conjunto fuzzy A é o conjunto clássico de
todos os elementos x ∈ U cuja função de pertinência tem valor diferente de zero.

S(A) = {x ∈ U | µA(x) > 0}

• Definição 2.6 O conjunto de elementos que pertencem a um conjunto fuzzy A
pelo menos com um grau α é chamado conjunto α−nı́vel ou conjunto α− cut.

Aα = {x ∈ U | µA(x) > α}
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Figura 2.8: Lei da Contradição.

Esta definição é importante pois fornece uma outra maneira de se considerar um
conjunto fuzzy. Uma vez que a função de pertinência determina completamente um
conjunto fuzzy, e que seus valores pertencem ao intervalo [0, 1], então um conjunto
fuzzy A pode ser descrito pela união de todos os conjuntos α − nı́veis: A = ∪αAα,
α ∈ [0, 1]. A importância dos conjuntos α−nı́veis vem do fato deles serem conjuntos
clássicos e, assim sendo, muito do formalismo matemático da teoria de conjuntos
fuzzy pode ser desenvolvido no espaço dos conjuntos clássicos, aproveitando inclusive
resultados (teoremas, lemas etc.) já desenvolvidos na teoria clássica. Os estudos
de diferenciabilidade e integrabilidade desenvolvidos por Dubois & Prade, Kaleva,
Ralescu, Seikkala e outros se baseam no conceito de conjuntos α − nı́vel (ver seção
1.6). Um exemplo de conjunto α− nı́vel é apresentado na figura 2.9.

Figura 2.9: Exemplo de α− nı́vel.
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Outros conceitos importantes de conjuntos fuzzy diz respeito a cardinalidade e
altura desses conjuntos. A cardinalidade de um conjunto é o número total de elementos
no conjunto. Uma vez que os elementos podem pertencer parcialmente a um conjunto
fuzzy, uma generalização natural da noção clássica de cardinalidade consiste em pesar
cada elemento pelo seu grau de pertinência. Sendo assim, a cardinalidade de um
conjunto fuzzy é definida por:

Card(A) =
∑
xi

µA(xi) (2.8)

onde A é um conjunto fuzzy e os xis são os elementos do conjunto Universo.
Para exemplificar consideremos a cardinalidade dos conjuntos crianças e adoles-

centes da figura 2.1, temos que

Card(crianças) = 0, 4 + 0, 6 + 0, 8 + 1 + 1 + 1 + 0, 8 + 0, 6 + 0, 4 = 6, 6 (2.9)

e

Card(adolescentes) = 0, 1 + 0, 2 + 0, 4 + 0, 6 + 0, 8 + 0, 9 + 1 + 1 = 5, 0. (2.10)

O conceito de cardinalidade torna-se importante quando estamos interessados no
tamanho dos conjuntos, como acontece em sistemas de informação e análise de banco
de dados fuzzy, e quando precisamos definir fatores de normalização para os conjuntos
fuzzy, como acontece em alguns processos de defuzificação (Yen & Langari 1999).

A altura de um conjunto fuzzy é o maior valor de pertinência da sua função de
pertinência:

hgt(A) = max
xi

µA (xi) (2.11)

Os conjuntos fuzzy com altura igual a 1 são chamados normais e aqueles cuja
altura é inferior a 1 são chamados subnormais. Os conjuntos fuzzy da figura 2.1
são conjuntos normais e na figura 2.2 temos um exemplo de função de pertinência
triangular subnormal.

2.3 Variáveis lingǘısticas

Uma variável lingǘıstica fuzzy é uma variável cujo valor é expresso qualitativamente
por um termo lingǘıstico (que fornece um conceito à variável) e quantitativamente
por uma função de pertinência. De fato, uma variável lingǘıstica é caracterizada
por {n, T,X, m(n)} onde n é o nome da variável (por exemplo, temperatura, pressão,
febre, etc.), T é o conjunto de termos lingǘısticos de n (elevado, baixo, pouco, extenso,
etc.), X é o domı́nio (Universo) de valores de n sobre o qual o significado do termo
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lingǘıstico é determinado (a febre pode estar, por exemplo, entre 35 e 40◦ C) e m(t) é
uma função semântica que assinala para cada termo lingǘıstico t ∈ T o seu significado,
que é um conjunto fuzzy em X (ou seja, m : T → (X) onde (X) é o espaço dos
conjuntos fuzzy).

A figura 2.10 mostra um exemplo de variável lingǘıstica. O nome (n) da variável
é Febre. Os termos lingǘısticos t ∈ T que atribuem um significado semi-quantitativo
a Febre são: baixa , média e alta. O domı́nio (X) da variável é o intervalo [36, 40].
Cada termo lingǘıstico tem a ele associado um conjunto fuzzy m(t) que o caracteriza.
Note que, na formulação clássica, os termos lingǘısticos atribúıdos para Febre são:
presente e ausente.

Figura 2.10: Exemplo de variável lingǘıstica.

É importante notar que a variável lingǘıstica é expressa em termos de uma va-
riável básica, que denota a sua medida. No exemplo acima Febre é medida em graus
cent́ıgrados (temperatura). Esta medida pode ser quantitativa, no caso em que é
posśıvel o uso de aparelhos de medida, ou pode ser expressa de forma qualitativa,
como no caso do uso de cruzes em exames cĺınicos.

Os termos lingǘısticos são usados para expressar conceitos e conhecimentos na
comunicação humana, e em muitas áreas eles são a forma mais importante (quando
não a única) de quantificar os dados/informações. O uso de termos lingǘısticos é
freqüênte no nosso cotidiano, dizemos que o “Dia está muito quente”, “O ônibus estava
lotado”, “Tal pessoa é alta, magra”, etc.. Todos estes termos possuem um significado
e transmitem informação. No universo médico o uso de termos lingǘısticos permeia
todas as áreas, inclusive exames laboratoriais. São frenqüentes os termos normalidade,
levemente aumentado/diminúıdo, debilitado, bom estado, etc. A figura 2.11 é um
exemplo de variável lingǘıstica utilizada pelos pneumologistas para expressar graus
de desconforto respiratório.
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Figura 2.11: Exemplo de variável lingǘıstica utilizada por pneumologistas para designar o grau de
desconforto respiratório.

As variáveis lingúısticas são expressas dentro de um certo domı́nio de valores. Em
geral é o especialista que define esse domı́nio e realiza sua partição fuzzy. Nesse contex-
to, o papel do especialista torna-se fundamental na modelagem fuzzy, particularmente
em alguns modelos de epidemiologia e sistemas diagnóstico.

As variáveis numéricas expressam o seu valor e utilidade e são amplamente em-
pregada nas ciências exatas (engenharia, f́ısica, matemática, etc), porém, as variáveis
simbólicas têm conquistado cada vez maior importância devido ao desenvolvimento
das áreas de inteligência artificial e processos de decisão. A capacidade de combinar
variáveis simbólicas (lingǘısticas) e numéricas é uma das principais razões do sucesso
das aplicações da lógica fuzzy em sistemas inteligentes, tanto na engenharia quanto
em muitas outras áreas que lidam com domı́nios cont́ınuos.

2.4 Distribuição de possibilidades

Assim como ocorre com os conjuntos clássicos, quando uma variável lingǘıstica é de-
finida ela é restrita a um conjunto de valores. A diferença entre as duas abordagens é
justamente a noção de valores posśıveis e imposśıveis, que na lógica fuzzy é expressa
por diferentes graus. Suponha, por exemplo, que alguém esteja interessado em conse-
guir um namorado (a) em algum site da internet. Algumas caracteŕısticas desejadas
no suposto candidato costumam ser solicitadas, como por exemplo cor dos olhos, altu-
ra, cor dos cabelos, profissão, idade, etc.. A idade, por exemplo, pode ser expressa em
um intervalo de interesse do tipo, Idade(candidato) = [20, 30]. Este intervalo limita a
idade do candidato, ou seja, candidatos com idade 20, 21, 22,..., ou 30 são posśıveis.
Por outro lado, não será aceitável candidatos com 19 ou 31 anos, assim como qual-
quer outra idade que esteja fora do intervalo [20, 30]. Dessa forma, o intervalo acima
define qual é o conjunto de valores imposśıveis de ocorrer. Os conjuntos fuzzy, porém,
generalizam a distinção binária entre posśıvel e imposśıvel, gerando vários graus de
possibilidade. Assim, no nosso exemplo, poderia ser solicitado apenas que o candidato
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fosse jovem, e uma função de pertinência para a idade forneceria a distribuição de
possibilidades de cada candidato. Dessa forma, a possibilidade de um candidato com
18 anos poderia ser 0.7 e a de um outro candidato com 24 anos poderia ser 1. Vemos,
portanto, que a distribuição de possibilidades é a própria função de pertinência. Neste
caso,

πidade(x) = µjovem(x), hgt(µjovem) = 1 (2.12)

onde π denota a distribuição de possibilidade da idade do candidato, x é uma variável
que representa a idade da pessoa e µjovem é um conjunto fuzzy normal.

Novamente, convêm esclarecer que a distribuição de possibilidades é diferente da
distribuição de probabilidades, elas lidam com diferentes tipos de incertezas. De fato,
a medida de probabilidade é uma forma da medida de possibilidade (Klir 1995, Barros
1992 ). Contudo, embora possibilidade e probabilidade sejam medidas distintas, elas
apresentam uma relação entre elas pois, se é imposśıvel para uma variável x assumir
um certo valor xi é também de se esperar que seja improvável que x apresente o valor
xi, ou seja,

πX(xi) = 0 =⇒ PX(xi) = 0.

De uma forma geral, a possibilidade pode ser vista como um limite superior para
a probabilidade: PX(xi) ≤ πX(xi) (Klir 1995, Yen & Langari 1999 ).

2.5 Regras fuzzy

As regras fuzzy são estruturas vastamente utilizadas em várias abordagens da teoria
fuzzy. Ela pode ser entendida de diversas maneiras. Conceitualmente, as regras fuzzy
descrevem situações espećıficas que podem ser submetidas a análise de um painel de
especialistas, e cuja inferência nos conduz a algum resultado desejado. A inferência
baseada em regras fuzzy pode também ser compreendida como um funcional que
mapeia um conjunto de entradas do sistema para um conjunto de sáıdas (como em
um esquema de interpolação).

A regra fuzzy é uma unidade capaz de capturar algum conhecimento espećıfico, e
um conjunto de regras é capaz de descrever um sistema em suas várias possibilidades.
Cada regra fuzzy, da mesma forma que uma afirmação clássica, é composta por uma
parte antecedente (a parte Se) e uma parte conseqüente (a parte Então), resultando
em uma estrutura do tipo

Se {antecedentes} Então {conseqüentes}.

Os antecedentes descrevem uma condição (premissas), enquanto a parte con-
seqüente descreve uma conclusão ou uma ação que pode ser esboçada quando as pre-
missas se verificam. A diferença entre os antecedentes de uma regra fuzzy e uma regra
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clássica é que os primeiros descrevem uma condição elástica, ou seja, uma condição
que pode ser parcialmente satisfeita, enquanto os últimos descrevem uma condição
ŕıgida (a regra não funciona se os antecedentes não são completamente satisfeitos).

Os antecedentes definem uma região fuzzy no espaço das variáveis de entrada do
sistema. Já os conseqüentes descrevem uma região no espaço das variáveis de sáıda do
sistema, qual seja a sua conclusão/ação. Sendo assim, a construção dos antecedentes
muitas vezes resulta em um trabalho de classificação, enquanto a elaboração dos con-
seqüentes exige um conhecimento, ainda que emṕırico, sobre a dinâmica do sistema.
Podemos esperar, então, que a elaboração dos conseqüentes de uma regra seja mais
complexa do que a dos antecedentes.

Uma vez constrúıdo o conjunto de regras fuzzy necessitaremos de uma “máquina
de inferência”para extrair dela a resposta final. Existem vários métodos de inferência
posśıveis e a escolha por um deles depende do sistema que está sendo analisado. No
entanto, a inferência mais comum, e amplamente utilizada no controle de sistemas, é
o Método de Mamdani.

As regras são processadas em paralelo, ou seja, todas as regras (circunstâncias) são
consideradas ao mesmo tempo, e ao final obtemos uma resposta que pode ser tanto
um valor numérico clássico, quanto um conjunto fuzzy ou um funcional, a depender
do tipo de conseqüente utilizado. Às vezes é necessário que a sáıda do sistema seja
um número, o que é muito comum em controladores fuzzy, pois o sistema precisa ser
re-alimentado. Nestes casos se a sáıda do sistema for um conjunto fuzzy, então se
faz necessário um processo de defuzificação para se obter um número apropriado. No
caṕıtulo 3 são discutidos os métodos de inferência e de defuzificação no contexto dos
modelos fuzzy.

2.6 Relações fuzzy

As relações fuzzy são, assim como os conjuntos fuzzy, uma generalização das relações
clássicas. Uma relação clássica descreve a inter-relação entre dois ou mais objetos.
Uma inter-relação entre dois objetos é uma relação binária, entre três objetos é uma
relação ternária, e assim por diante. A inter-relação entre um pai e seu filho pode ser
representado por uma relação binária: (pai, filho).

Uma relação clássica segue a função caracteŕıstica clássica. Sendo assim, uma re-
lação de amizade entre duas pessoas, por exemplo, designada como “amigos”considera
que nas relações humanas ou alguém é seu amigo ou não o é, o que é uma simplificação
da realidade. Por outro lado, uma relação de “amizade”fuzzy entre duas pessoas pode
considerar o grau de amizade entre elas. Sendo assim, dois ou mais indiv́ıduos podem
se relacionar com diferentes graus de amizade, desde 1 (são certamente amigos) até
0 (não são amigos). Uma relação binária sobre as variáveis x e y, cujos domı́nios
são respectivamente X e Y , pode ser definida como um conjunto de pares ordenados
em X × Y . Por exemplo, a relação “maior que” entre dois números reais pode ser
formalmente definida por
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R = {(x, y) | x > y; x, y ∈ R}. (2.13)

De uma forma geral, temos que uma relação sobre n objetos x1, x2, ..., xn cujos
domı́nios são X1, X2, ..., Xn é um subconjunto do espaço X1 ×X2 × ...×Xn (Yen &
Langari 1999).

Uma relação binária R entre duas variáveis, x ∈ X e y ∈ Y , por exemplo, pode
ser representada como uma função que mapeia um par ordenado (x, y) em X × Y
para 0 (quando a relação não se aplica) ou 1 (quando a relação se aplica), ou seja,
R : X×Y → {0, 1}. Uma relação fuzzy entre duas variáveis x ∈ X e y ∈ Y é definida,
então, como uma função que mapeia os pares ordenados em X × Y para o seu grau
na relação, que é um número no intervalo [0, 1], ou seja, R : X × Y → [0, 1].

Uma relação fuzzy R sobre n objetos x1, x2, ..., xn, cujos domı́nios são X1, X2, ..., Xn

respectivamente, é definida por uma função que mapeia o ponto (x1, x2, ..., xn) em
X1×X2×...×Xn para um número no intervalo [0, 1], ou seja, R : X1×X2×...×Xn× →
[0, 1]. Este mapeamento é equivalente a uma função de pertinência de um conjunto
fuzzy multidimensional.

Se os valores de x e y são discretos, então, podemos expressar uma relação fuzzy em
uma forma matricial. Suponhamos, por exemplo, que desejemos expressar a relação
fuzzy de um sistema diagnóstico em termos dos sintomas e das doenças. Suponha
que o conjunto de sintomas seja {cefaléia, tosse, febre} e o conjunto das doenças
seja {Endocardite, Pneumonia, Coqueluche, Turbeculose, Gripe Comum}. Podemos
solicitar a algum especialista que estabeleça o grau de relação entre cada sintoma
com cada doença, elaborando assim uma matriz de relação fuzzy onde as colunas são
as doenças consideradas, as linhas são os sintomas e os valores são o grau com que os
sintomas se relacionam com as doenças :

End. Pn. Coq. T b. G.C.
cefaléia 0.0 0.0 0.3 0.0 0.8
febre 0.9 1.0 0.3 1.0 0.2
tosse 0.2 0.4 0.7 1.0 0.1

.

Assim, o grau de relação entre cefaléia e Pneumonia é zero , ou seja, segundo a
matriz de relações proposta não existe correlação direta entre cefaléia e Pneumonia.
No entanto, a relação entre febre e Pneumonia é um, segundo esta mesma matriz
relacional. Alguém poderia sugerir que a relação entre sintomas e doenças depende
da idade, o que seria razoável para um grande número de patologias. Para agregarmos
a informação idade precisaŕıamos considerar mais uma dimensão na matriz de relações
e teŕıamos uma relação fuzzy ternária (idade, sintoma, doença).

Consideremos agora o caso de um paciente que apresenta um certo grau de tosse,
febre e cefaléia. Um médico desejará saber qual a possibilidade de que este paciente
possua alguma das doenças consideradas acima. A pergunta consiste em como agregar
as caracteŕısticas desse paciente com as informações contidas na matriz relacional
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sintoma/doença. Para responder ao médico podemos utilizar um dos recursos mais
preciosos das relações fuzzy, qual seja a Composição de Relações Fuzzy.

2.6.1 Composição de Relações Fuzzy

Seja X e Y o universo de discurso para as variáveis x e y, respectivamente, e xi e yi

os elementos de X e Y . Considere R a relação fuzzy que mapeia X × Y em [0, 1] e
a distribuição de possibilidade de X, πx(xi), então a distribuição de possibilidades de
Y é dada por:

πY (yj) = ⊕xi
[πX(xi)⊗ πR(xi, yj)] (2.14)

onde o śımbolo ⊕ denota um operador qualquer de disjunção fuzzy e o ⊗ denota
um operador qualquer de conjunção fuzzy. Considerando a expressão 2.12 podemos
re-escrever a equação 2.14 em termos das funções de pertinência de X e Y , obtendo:

µY (y) = ⊕[µX(x)⊗ µR(x, y)] (2.15)

O procedimento para calcular a regra de composição é semelhante a usada para
multiplicar matrizes. Os operadores de conjunção e disjunção fuzzy acima corres-
pondem, respectivamente, aos passos de multiplicação e soma na multiplicação de
matrizes.

A regra composicional não é única, uma vez que diferentes escolhas podem ser
feitas com respeito aos operadores de conjunção e disjunção. Na prática as duas mais
utilizadas são a composição max-min e a composição max-produto. Considerando
estas duas possibilidades a equação 2.15 fornece:

µY (y) = max
xi

[min(µX(xi), µR(xi, yi))] (2.16)

para a composição max-mim, e

µY (y) = max
xi

[µX(xi).µR(xi, yi)] (2.17)

para a composição max-produto.
Sendo assim, considere A = {cefaléia,febre,tosse} o conjunto de sintomas, s, B =

{Endocardite, Pneumonia, Coqueluche, Tuberculose, Gripe Comum} o conjunto de
doenças, d, e R(s,d) a matriz de relação sintomas/doenças citada anteriormente.
Considere um paciente cuja pertinência em A é dado por [0, 0; 0, 7; 1, 0], ou seja, seu
grau de cefaléia é zero, o de febre é 0, 7 e o de tosse é 1, 0 (o paciente tosse muito).
Então, se desejamos saber qual o grau de pertinência deste paciente no conjunto de
doenças, dado que existe uma relação entre os sintomas e as doenças descrita em R,
precisamos fazer a composição de A com B:

µB(d) = max[min(µA(s), µR(s, d)],
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cujo cálculo nos fornece

[0, 7; 0, 7; 0, 7; 1, 0; 0, 2],

ou seja, a possibilidade de que o paciente tenha Endocardite, Pneumonia ou Coque-
luche é 0, 7; a possibilidade de que ele tenha Tuberculose é 1, 0 e a possibilidade de
que seja uma Gripe Comum é 0, 2.

Note que a resposta da composição é também um conjunto fuzzy, ou seja, ela
não responde qual doença possui o paciente. O que ela fornece é a distribuição de
possibilidades do paciente no conjunto doenças, dado que ele apresenta uma certa
distribuição de possibilidades no conjunto sintomas. No entanto, baseado na resposta
obtida o médico pode tomar decisões, optar por exemplo por exames laboratoriais mais
detalhados, investigando com mais afinco a possibilidade de ser uma Tuberculose e
descartando a possibilidade de uma Gripe Comum.

2.7 Prinćıpio de extensão

O Prinćıpio de Extensão permite mapeiar conjuntos fuzzy de um domı́nio em con-
juntos fuzzy de outro domı́nio a partir de uma função clássica. Este prinćıpio surge
da necessidade de aplicarmos uma função clássica a argumentos imprecisos. Neste
sentido, se temos uma função f e precisamos aplicar esta função a argumentos fuzzy,
então, nós precisamos recorrer ao prinćıpio de extensão.

Um argumento fuzzy descreve a distribuição de possibilidade do argumento da
função f . Assim, para cada posśıvel valor que a variável da função pode assumir, o
funcional produz sua posśıvel imagem fornecendo também a distribuição de possibi-
lidade dessa imagem. Dependendo da função pode ocorrer que diferentes valores de
entrada sejam mapeados no mesmo valor de sáıda, como acontece com funções não-
injetoras. Neste caso, é preciso determinar a possibilidade de cada um dos valores de
sáıda, através da combinação dos graus de pertinência de todos os valores de entrada
que mapeiam o mesmo valor de sáıda, o que pode ser feito usando o operador sup. A
figura 2.12 apresenta um exemplo de mapeamento de uma distribuição de possibilidade
para uma função monotônica, onde A e B são conjuntos fuzzy e o mapeamento é obtido
com o operador:

B(y) = sup
x∈X,y=f(x)

µA(x) (2.18)

As caracteŕısticas descritas acima introduzem os dois conceitos mais importantes
do prinćıpio de extensão:

• A possibilidade de um valor de entrada é propagado diretamente para a possibi-
lidade de sua imagem.

• Quando a combinação de múltiplas entradas mapeam o mesmo valor de sáıda,
a possibilidade da sáıda é obtida pela combinação das possibilidades dessas en-
tradas através do operador sup.
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Figura 2.12: Exemplo de Extensão de uma função monotônica.

Pode ocorrer também de, ao fim do processo, obtermos diferentes distribuições
de possibilidades para cada argumento (x1, x2, ..., xn) da função f . Neste caso, é
necessário aplicar um operador de conjunção fuzzy para decidir qual será o grau de
possibilidade da imagem. Mais precisamente, considere uma função clássica

f : X1 ×X2 × ...×Xn → Y (2.19)

e A1, A2, ...An, subconjuntos fuzzy de X1, X2, ..., Xn, respectivamente. O prinćıpio de
extensão produz um conjunto B = f(A1, A2, ...An) que é um subconjunto fuzzy de Y ,
cuja função de pertinência é dada por:

µB(y) =


sup(x1,x2,...,xn)∈f−1(y)[min(µA1(x1), ..., µAn(xn))] se f−1(y) 6= ∅

0 se f−1(y) = ∅
(2.20)

onde f−1(y) = {(x1, x2, ..., xn) ∈ X1 ×X2 × ...×Xn, tal que f(x1, x2, ..., xn) = y}.

A função f̂ , que caracteriza o conjunto fuzzy B, induzida por este método apre-
senta muitas propriedades (Klir & Yuan 1995, Yen & Langari 1999 ), das quais uma

das mais importantes é que a f̂ , de fato, recupera os valores clássicos, no sentido que
a f̂(x̂1, x̂2, ..., x̂n) = f(x1, x2, ..., xn) para todo (x1, x2, ..., xn) ∈ X1 × X2 × ... × Xn

onde x̂i(t) =

{
1 se t = xi

0 se t 6= xi
.

Portanto, o prinćıpio de extensão nos permite obter a distribuição de possibilidade
da imagem de uma função cujos argumentos são conjuntos fuzzy, consistindo em uma
técnica extremamente útil na investigação sobre a ação de uma função clássica sobre
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argumentos imprecisos. No caṕıtulo 10 discutirei como nós utilizamos este prinćıpio na
elaboração dos conseqüentes de um conjunto de regras fuzzy em um modelo lingǘıstico.

Ao aplicarmos o prinćıpio de extensão à operações aritméticas (tais como adição
e subtração) é posśıvel obter as operações aritméticas fuzzy. Considere x e y os
argumentos, z o resultado da operação, A e B os conjuntos fuzzy para as variáveis x e
y, respectivamente, ⊕ um operador de disjunção fuzzy e ⊗ um operador de conjunção
fuzzy. Então, as operações de adição e subtração fuzzy são dadas por:

µA+B(z) = ⊕x,y|x+y=z(µA(x)⊗ µB(y)) (2.21)

e

µA−B(z) = ⊕x,y|x−y=z(µA(x)⊗ µB(y)) (2.22)

• Exemplo 2.3: Seja A e B os seguintes conjuntos fuzzy

A(x) = 0, 4/1 + 0, 6/2 + 0, 8/3 + 1/4 + 0, 7/5 + 0, 1/6

B(y) = 0, 5/3 + 0, 8/4 + 1/5 + 0, 2/6

Então, a soma desses dois conjuntos fuzzy pode ser obtida pela equação 2.21
considerando os operadores mim e max para a conjunção e a disjunção, res-
pectivamente. Analisando todas as combinações (x, y) dos conjuntos fuzzy e o
operador mim obtemos:

f(A + B) = 0, 4/4 + 0, 4/5 + 0, 4/6 + 0, 2/7

+0, 5/5 + 0, 6/6 + 0, 6/7 + 0, 2/8

+0, 5/6 + 0, 8/7 + 0, 8/8 + 0, 2/9

+0, 5/7 + 0, 8/8 + 1/9 + 0, 2/10

+0, 5/8 + 0, 7/9 + 0, 7/10 + 0, 2/11

+0, 1/9 + 0, 1/10 + 0, 1/11 + 0, 1/12

Aplicando o operador max sobre os valores duplicados obtemos o resultado final:

A + B = 0, 4/4 + 0, 5/5 + 0, 6/6 + 0, 8/7 + 0, 8/8

+1/9 + 0, 7/10 + 0, 2/11 + 0, 1/12

Podemos notar do exemplo acima, que o suporte do conjunto fuzzy resultante
da soma de dois outros conjuntos fuzzy é maior do que os suportes dos conjuntos
argumentos.
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2.8 Processos de decisão fuzzy

Tomar decisões é uma das atividades mais fundamentais dos seres humanos e muitos
estudos têm sido desenvolvidos a cerca desse assunto. O objeto de análise de um pro-
cesso de decisão é justamente o estudo de quais estratégias utilizar e como escolhê-las
de forma melhor ou mais eficientemente. Estudos desse tipo têm sido amplamente
aplicados em áreas de gerenciamento, onde o processo de decisão assume um papel
fundamental, tais como controle, investimentos, desenvolvimento de novos produtos e
alocação de recursos, entre outros. Entretanto, em geral, os processos de decisão in-
cluem qualquer situação onde uma escolha ou seleção de alternativas se faz necessária,
abrangendo desde as ciências tidas como exatas até as humanas.

A aplicação da teoria de conjuntos fuzzy em processos de decisão consiste basica-
mente na fuzificação da teoria de decisão clássica. Enquanto o processo de decisão
sobre condições de risco têm sido modelado com teorias de decisão probabiĺıstica e
teoria de jogos, a teoria de decisão fuzzy procura lidar com as formulações vagas e
imprecisas, inerentemente humanas, quanto à preferências, limitações e objetivos. Um
processo de decisão é dito sobre condições de certeza quando o resultado de cada ação
pode ser determinado com precisão. Ele é dito sobre condições de risco quando o
conhecimento dispońıvel a cerca do resultado consiste apenas da distribuição de pro-
babilidade condicional, relativo a cada ação. Por outro lado, quando os resultados
devido a cada ação são caracterizados apenas aproximadamente, então, o processo de
decisão é dito sobre condições de imprecisão. Este é o caso dos processos de decisão
fuzzy (Klir & Yuan 1995).

Os conjuntos fuzzy podem ser introduzidos na teoria de tomada de decisão de
diversas formas. Bellmam e Zadeh sugeriram um modelo fuzzy de tomada de decisão
no qual os objetivos e restrições relevantes são expressos em termos de conjuntos
fuzzy, e a decisão é determinada a partir de um tipo de agregação apropriada desses
conjuntos (Bellmam e Zadeh 1970 ). Um processo de decisão nesse tipo de modelo é
caracterizado pelos seguintes componentes:

• um conjunto A de posśıveis ações ou estratégias;

• um conjunto de metas Gi (i ∈ N) , cada uma das quais expressa em termos de
um conjunto fuzzy definido sobre A;

• um conjunto de restrições Cj (j ∈ N), cada um também sendo expresso em
termos de um conjunto fuzzy definido sobre A;

Então, dada uma situação de decisão caracterizada pelos conjuntos fuzzy A, Gi

(i ∈ N) e Cj (j ∈ N), a decisão fuzzy D, é definida como um conjunto fuzzy sobre A
que satisfaz simultaneamente as metas e as restrições, ou seja,

D(a) = min[inf
i∈N

Gi(a), inf
j∈N

Cj(a)] (2.23)

para qualquer a ∈ A.
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• Exemplo 2.4: Suponha que um estudante deseja escolher entre três posśıveis
faculdades a1, a2, a3 para seguir seu curso superior. Seu objetivo é escolher uma
faculdade que ofereça o melhor curso sob a condição (restrição) de que ela não
seja muito cara e nem muito longe de sua residência. Neste caso, A = {a1, a2, a3}
e os conjuntos fuzzy envolvidos representam os conceitos curso alto ńıvel, preço
razoável e próximo de casa. Note que estes conceitos são bastante subjetivos
e dependem de um contexto e portanto, eles devem ser definidos pelo próprio
indiv́ıduo interessado. O objetivo Gi pode ser expresso em termos de uma nota
entre 0 e 10 dada a cada faculdade a depender da sua avaliação no Provão, por
exemplo. Vamos supor que os valores g′is das notas atribúıdas sejam:

g(a1) = 10

g(a2) = 7

g(a3) = 2

Então o conjunto fuzzy Gi de curso alto ńıvel, expressos sobre A, pode ser
determinado pela normalização dessas notas para o intervalo [0, 1]:

Gi = 1/a1 + 0, 7/a2 + 0, 2/a3.

O conjunto fuzzy C1 sobre A, que expressa a restrição quanto ao preço da facul-
dade, pode ser definido em termos monetários a depender do valor do pagamento
mensal. Digamos que os valores c′1is sejam:

c1(a1) = R$1.000, 00

c1(a2) = R$600, 00

c1(a3) = R$500, 00

Então, segundo um certo contexto, podemos dizer que a pertinência destas ins-
tituições no conjunto preços razoáveis é:

C1 = 0, 2/a1 + 0, 6/a2 + 0, 7/a3.

A segunda restrição, C2, que requer que a distância entre a faculdade e a sua
residência não seja muito grande, pode ser expresso em termos de uma medida
de distância, km. Digamos que os valores c′2is são:

c(a1) = 10km

c(a2) = 7, 5km

c(a3) = 2, 5km

e o conjunto C2 expresso em termos do conjunto A é dado por:

C2 = 0, 4/a1 + 0, 6/a2 + 1/a3.
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Então, aplicando a equação (2.23) nós obtemos o conjunto decisão fuzzy

D = 0, 2/a1 + 0, 6/a2 + 0, 2/a3.

que representa uma caracterização fuzzy do conceito de faculdade desejável. A
instituição a ser escolhida é a a2 uma vez que ela é a mais desejável entre as três
candidatas, pois é a que tem a maior pertinência no conjunto decisão, dado o
objetivo e as restrições consideradas.

No caṕıtulo 5 é apresentado um modelo onde utilizamos os conceitos expostos
para escolhermos a melhor estratégia de vacinação contra o sarampo. Esta estratégia
determinou a campanha de vacinação que foi aplicada em todo o Estado de São Paulo
para combater o surto da doença em 1997. Um outro conceito da teoria de lógica fuzzy
que aplicamos em problemas de epidemiologia foi o de Probabilidade de um Evento
Fuzzy.

2.9 Probabilidade de eventos fuzzy

Uma maneira de unir a teoria de probabilidades e a lógica fuzzy é considerarmos a
probabilidade de um evento fuzzy. Um evento é um subconjunto do espaço amostral
cujos elementos compartilham uma caracteŕıstica comum, sobre a qual estamos inte-
ressados. Lançar dez moedas e verificar quantas caras e coroas obtivemos é um evento,
dentre todas as possibilidades entre nenhuma cara e nenhuma coroa que descrevem o
espaço amostral. Como foi discutido anteriormente, existem casos em que o evento
não é bem definido, estes eventos são chamados de eventos fuzzy. No exemplo do
lançamento das dez moedas um evento fuzzy poderia ser “existem muito mais caras
do que coroas”, onde o quanto é muito mais não é bem definido, podendo depender
da situação (Yen & Langari 1999 ). Formalmente, um evento fuzzy é um subconjunto
fuzzy do espaço amostral.

A probabilidade de um evento fuzzy é obtida pela generalização da teoria de pro-
babilidade. No caso de o espaço amostral X ser cont́ınuo temos que a probabilidade
P (A) de um evento fuzzy A é dada por:

P (A) =

∫
µA(x)⊗ PX(x)dx (2.24)

onde PX denota a distribuição de probabilidades de X , µA é a função de pertinência
do evento A e o operador ⊗ é um operador fuzzy de intersecção, como por exemplo o
operador multiplicação. Para o caso em que X é discreto teremos:

P (A) =
∑

i

µA(xi)⊗ PX(xi). (2.25)
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2.9.1 Probabilidade condicional de eventos fuzzy

Muitas vezes estamos interessados em avaliar a probabilidade condicional entre dois
eventos. Considere dois eventos A e B de um espaço amostral, a probabilidade con-
dicional de A dado B é definida pela teoria de probabilidades como

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (2.26)

Temos ainda que a soma da probabilidade condicional de A dado B com a proba-
bilidade condicional de não A dado B é 1:

P (A/B) + P (Ac/B) = 1. (2.27)

A probabilidade condicional de eventos fuzzy pode ser definida de forma similar a
apresentada na equação 2.26. No entanto, a expressão 2.27 continuará valendo apenas
se escolhermos a multiplicação como operador de intersecção (conjunção). Utilizare-
mos, então, os operadores soma e produto algébrico para designar, respectivamente,
a união e a intersecção dos eventos fuzzy.

Ademais, se A e B são dois eventos fuzzy quaisquer de um espaço amostral S,
a probabilidade de ocorrer ambos os eventos fuzzy é definida como (Yen & Langari
1999):

P (A ∩B) =
∑
x∈S

µA(x).µB(x).P (x) (2.28)

onde µA(x) e µB(x) são as funções de pertinência dos conjuntos A e B, respectiva-
mente, e P (x) é a distribuição de probabilidades de x. Com isso, é posśıvel definir
formalmente a probabilidade condicional de eventos fuzzy (Yen & Langari 1999).

• Definição 2.7: Se A e B são dois eventos fuzzy quaisquer em um espaço
amostral S e P (B) 6= 0, então, a probabilidade condicional de A dado B é
expressa por

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (2.29)

Dessa definição obtemos que

P (A ∩B) = P (A/B) .P (B). (2.30)
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2.9.2 Eventos fuzzy independentes

Na teoria de probabilidades, dois eventos A e B são independentes se a ocorrência de
um não afeta a ocorrência do outro, ou seja, se P (A/B) = P (A) e P (B/A) = P (B).
Se substituirmos P (A/B) por P (A) na equação 2.30 nós temos que P (A ∩B) =
P (A)×P (B), o que nos fornece uma definição formal para a independência de eventos
fuzzy.

• Definição 2.8: Dois eventos fuzzy A e B são independentes se, e somente se,

P (A ∩B) = P (A) .P (B). (2.31)

No caṕıtulo 5 utilizamos estes conceitos de probabilidade de eventos fuzzy para
respondermos duas questões de cunho epidemiológico.



Caṕıtulo 3

Modelos lingǘısticos fuzzy

Os sistemas fuzzy são, em geral, o resultado de uma generalização dos sistemas
clássicos, ou seja, nessa abordagem os conceitos nebulosos (vagos) são incorporados
a esses sistemas. Os modelos fuzzy são também uma extensão do significado clássico
de modelos, qual seja, uma representação das caracteŕısticas essenciais de um sistema
através da estrutura da teoria de conjuntos fuzzy. Uma caracteŕıstica central dos
sitemas fuzzy é que eles são baseados no conceito de partição fuzzy das informações.
A utilização de conjuntos fuzzy permite uma generalização da informação, que está
associada com a introdução da imprecisão, do desconhecimento dos fenômenos. Em
essência, a representação da informação nos sistemas fuzzy procura imitar o processo
de racioćınio humano, considerando conhecimentos heuŕısticos e cruzando informações
desconectadas a priori.

Os modelos fuzzy podem, em geral, ser agrupados em duas categorias que di-
ferem fundamentalmente em suas habilidades para representar diferentes tipos de
informação. O primeiro grupo é constitúıdo pelos Modelos Lingǘısticos (MLs), cuja
base é um conjunto de regras do tipo Se-Então, cujos predicados são vagos. Neste
tipo de modelo as quantidades estão associadas a termos lingǘısticos, sendo o modelo
fuzzy essencialmente uma expressão qualitativa do sistema. Esse tipo de modelagem
é baseada na utilização da linguagem natural para descrever o comportamento dos
sistemas.

A outra categoria de modelos fuzzy está baseada no método de modelagem de
Takagi-Sugeno-Kang (TSK), que foi proposta por Sugeno e seus colaboradores e que
é essencialmente uma combinação de conceitos fuzzy e não-fuzzy. Os conceitos fuzzy
baseados nesse método integram a habilidade dos modelos lingǘısticos, na represen-
tação de conhecimentos qualitativos, com um efetivo potencial para uma expressão
quantitativa dos sistemas. Os modelos TSK são compostos por proposições condicio-
nais cujos antecedentes são variáveis lingǘısticas e cujos conseqüentes são funções.

Tanto os Modelos Lingǘısticos quanto os Modelos TSK apresentam soluções alter-
nativas à abordagem de sistemas dinâmicos.

41
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3.1 Modelos lingǘısticos (MLs)

Nos modelos lingǘısticos as equações diferenciais, que normalmente caracterizam os
sistemas dinâmicos, são substitúıdas por um conjunto de regras cuja construção abran-
ge predicados vagos e, muitas vezes, conhecimentos heuŕısticos. Estes modelos são
estruturados sobre uma base de conhecimentos e seu poder de decisão depende da
elaboração das regras e dos mecanismos de racioćınio fuzzy.

Na teoria de sistemas, os modelos são classificados de acordo com algumas carac-
teŕısticas que o conjunto de equações diferenciais, que é quem estabelece as relações
entre as entradas e sáıdas do sistema, apresentam; como por exemplo, linearidade,
não-linearidade, dinâmica, estática, etc. Nos modelos fuzzy quem assume este papel
são as famı́lias de regras. Assim, os diferentes modelos resultam de distintas interpre-
tações dos conhecimentos contidos nas regras e dos mecanismos de racioćınio adotados.
Existem diversos tipos de inferência para relacionar as entradas e sáıdas do conjunto
de regras. Eles diferem pelo tipo de operador utilizado e pelos tipos de antecedentes
e conseqüentes. As regras podem, por exemplo, ser constitúıdas por uma única entra-
da e um única sáıda, esse é o caso dos sistema “Single-Input/Single-Output” (SISO).
Por outro lado, o sistema pode ser caracterizado por regras com múltiplos valores de
entrada e múltiplos valores de sáıda, o que consiste em uma generalização do caso
anterior (MIMO). Os modelos lingǘısticos fuzzy para sistemas dinâmicos são também
muito interessantes e amplamente aplicados. Nesses modelos a dinâmica do sistema é
obtida através de um conjunto de regras iterativas, onde a evolução temporal é obtida
pela iteração da sáıda do passo de tempo anterior como entrada do passo posterior.

Nos sistemas SISO o conhecimento é expresso através de um conjunto de regras
que possui a seguinte estrutura:

SE U é B1 ENTÃO V é D1;

OU

....

OU

SE U é Bm ENTÃO V é Dm;

(3.1)

onde U é a variável lingǘısticas de entrada (antecedentes) com domı́nio X, V é a
variável lingǘısticas de sáıda (conseqüentes) com domı́nio Y , e Bi e Di são subconjutos
fuzzy dos conjuntos X e Y . Normalmente os conjuntos fuzzy Bi e Di estão associados
a algum termo lingǘıstico, tais como, pequeno, médio, muito alto, baixo, rápido, lento
, etc. Esta é a estrutura básica do conjunto de regras nos modelos lingǘısticos.

Os MLs podem ser entendidos como sistemas especialistas que descrevem lingüis-
ticamente um determinado objeto complexo. Os seus conjuntos fuzzy, Bi e Di, são os
parâmetros do modelo e o número de regras determina a sua estrutura. A idéia aqui
é subdividir o espaço das variáveis de entrada e de sáıda em regiões fuzzy e associar
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cada subconjunto do espaço de entrada com o conveniente subconjunto do espaço de
sáıda.

O método de inferência determina a forma operacional do modelo lingǘıstico. Ele
é um mapeamento que define uma transformação do valor fuzzy de entrada em um
valor de sáıda. Existem diversos métodos de inferência, devemos portanto, escolher
aquele que melhor de adapta ao sistema que estamos modelando. Um dos métodos
mais divulgados, pela sua simplicidade e por se adaptar muito bem aos controladores
fuzzy, é o método de Mamdani.

3.2 Modelos lingǘısticos tipo Mamdani

Trata-se de modelos lingǘısticos cuja sáıda é constrúıda pela superposição dos con-
seqüentes das regras individuais. Nesta abordagem cada regra,

SE U é B i ENTÃO V é D i;

(3.2)

é expressa como uma relação fuzzy Ri que é interpretada como o produto cartesiano
dos conjuntos fuzzy Bi e Di,

Ri = Bi ×Di, (3.3)

isto é, Ri é um subconjunto de X × Y, e cuja função de pertinência é

Ri(x, y) = Bi(x) ∧Di(y). (3.4)

onde ∧ é o operador de conjunção fuzzy, min.
Logo, podemos perceber da expressão acima que a relação Ri ocupa uma região

no espaço do produto cartesiano X × Y , como mostra a figura 3.1, com distribuição
de possibilidade dada por (3.4).

Neste modelo, a agregação do conjunto de regras (o operador OU em 3.1) é reali-
zada através do operador união sobre todas as relações individuais, o que caracteriza
o caráter construtivo desse tipo de modelo. Assim,

R =
m⋃

i=1

Ri, (3.5)

e a função de pertinência R(x, y) da relação fuzzy R é

R(x, y) = ∨iRi(x, y) = ∨m
i=1(Bi(x) ∧Di(y)). (3.6)

onde ∨ é um operador de disjunção fuzzy, max.
Assim, para um dado conjunto fuzzy A de entrada, o conjunto fuzzy de sáıda F

será obtido através da regra de inferência max-min e a função de pertinência será
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Figura 3.1: Exemplo de relação fuzzy para um sistema de uma variável de entrada e uma de sáıda.

F (y) = ∨x[A(x) ∧R(x, y)] = ∨x[∨m
i=1(A(x) ∧Ri(x, y))]

= ∨m
i=1[(∨x[A(x) ∧Bi(x)]) ∧Di(y)] = ∨m

i=1[τi ∧Di(y)], (3.7)

onde τi é o grau de ativação da i-ésima regra, chamado dof (degree of firing), que
denota a possibilidade de Bi dado A (Yager & Filev 1994).

τi = Poss[Bi | A] = ∨x[Bi(x) ∧ A(x)]. (3.8)

No caso em que o valor de entrada é um número x∗, ou seja, a função de pertinência
de A é:

A(x) =

{
0 se x 6= x∗

1 se x = x∗
, (3.9)

então, o grau de ativação dof torna-se

τi = Poss[Bi | A] = Bi(x
∗). (3.10)

Em resumo, o algoritmo usado para calcular a sáıda de um modelo lingǘıstico
através do modelo de Mamdani, considerando uma entrada U = A ou U = x∗, é o
seguinte:

1. Para cada regra do MLs:
a) calcula-se o dof , τi, da regra:
τi = ∨x[Bi(x) ∧ A(x)] se a entrada é um conjunto fuzzy.
τi = Bi(x

∗) se a entrada é um número x∗.
b) Obter o conjunto fuzzy Fi referente a i− ésima regra:
Fi(y) = τi ∧Di(y)

2. Agregar os conjuntos fuzzy Fi de sáıda utilizando a operação união, ou o max:
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F (y) = ∨m
i=1Fi(y).

A figura 3.2 apresenta de forma gráfica um exemplo de aplicação do método de
inferência de Mamdani de um ML tipo SISO, com duas regras, quando a entrada é
um conjunto fuzzy .

Figura 3.2: Exemplo do Método de inferência de Mamdani.

3.3 Modelos lingǘısticos com múltiplas variáveis

Estes modelos podem ser de dois tipos: múltiplas variáveis fuzzy de entrada e uma
única variável fuzzy de sáıda (MISO) ou múltiplas variáveis fuzzy de entrada e de
sáıda (MIMO). No primeiro caso as regras têm a forma

SE U 1 é B11 E U 2 é B12 E...E U r é B1r ENTÃO V é D1;
OU
...
OU
SE U 1 é Bm1 E U 2 é Bm2 E...E U r é Bmr ENTÃO V é Dm;

(3.11)

onde U1, ..., Ur são as variáveis lingǘısticas de entrada e V é a variável de sáıda do ML.
Bij e Di (i = 1...m e j = 1...r), são os subconjuntos fuzzy dos universos X1, X2..., Xr e
Y de U1, ..., Ur e V. Assim como no modelo anterior (SISO), cada regra está associada
a uma relação fuzzy Ri, que é tratada como uma relação fuzzy:

Ri = Bi1 ×Bi2 × ...×Bir ×Di. (3.12)

A relação fuzzy Ri é definida no espaço gerado pelo produto cartesiano X1×X2×
...×Xr × Y e sua função de pertinência é
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Ri(x1, ..., xr, y) = Bi1(x1) ∧ ... ∧Bi1(xr) ∧Di(y). (3.13)

Assim, a relação fuzzy R associada a este modelo é obtida através do operador
união fuzzy (max) sobre todas as relações individuais, ou seja,

R = ∪Ri; (3.14)

ou, equivalentemente em termos de função de pertinência:

R(x1, ..., xr, y) = ∨m
i=1Ri(x1, ..., xr, y) = ∨m

i=1Bi1(x1) ∧ ... ∧Bir(xr) ∧Di(y). (3.15)

A sáıda fuzzy F desse modelo, para um dado conjunto de variáveis de entrada
fuzzy A1, ..., Ar é obtido através da inferência max-mim,

F (y) = ∨m
i=1τi ∧Di(y), (3.16)

onde τi (i = 1...m) denota o dof da i-ésima regra:

τi = Poss[Bi1 | A1] ∧ ... ∧ Poss[Bir | Ar] (3.17)

= (∨x1 [Bi1(x1) ∧ A1(x1)]) ∧ ... ∧ (∨xr [Bir(xr) ∧ Ar(xr)]).

No caso especial em que as entradas são números x∗1, ..., x
∗
r, o dof torna-se

τi = Bi1(x
∗
1) ∧ ... ∧Bir(x

∗
r). (3.18)

Nos modelos com múltiplas variáveis fuzzy de entrada e de sáıda as regras possuem
a forma

SE U 1 é B11 E U 2 é B12 E...E U r é B1r

ENTÃO V 1 é D11; V 2 é D12; ...; V s é D1s;
OU
...
OU
SE U 1 é Bm1 E U 2 é Bm2 E...E U r é Bmr

ENTÃO V 1 é Dm1; V 2 é Dm2; ...; V s é Dms;

(3.19)

onde as variáveis lingǘısticas de entrada U1, ..., Ur e os termos lingǘısticos Bij(i =
1...m; j = 1...r) são definidos como no modelo MISO, V1, ..., Vs são as variáveis de
sáıda e Dij (i = 1...m; j = 1...s) são os subconjuntos fuzzy, definidos no universo de
discurso Y1, Y2,..., Ys das variáveis de sáıda.

Os modelos lingǘısticos fuzzy fornecem uma sáıda para o sistema que é também
um conjunto fuzzy. Todavia, muitas vezes estamos interessados em obter um número
como resposta, ou seja, desejamos obter um resultado clássico a partir da sáıda fuzzy
obtida. Este objetivo pode ser alcançado através dos métodos de defuzificação.
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3.4 Métodos de defuzificação

A defuzificação é um procedimento que nos permite interpretar a distribuição de
possibilidades da sáıda de um modelo lingǘıstico fuzzy de forma quantitativa, ou seja,
ele nos fornece um valor numérico representativo que captura o significado essencial
dessa distribuição de possibilidades. Existem muitas técnicas de defuzificação e entre
as mais utilizadas estão:

• Média dos Máximos;

• Centro de Área;

• Método das Alturas.

3.4.1 Média dos Máximos

O método de defuzificação da Média dos Máximos (MM) calcula a média de todos
os valores de sáıda que tenham os maiores graus de possibilidade. Suponha que “y é
A” é uma conclusão fuzzy que deve ser defuzificada. O método de defuzificação MM
pode ser expresso da seguinte forma (Klir & Yuan 1995, Yen & Langari 1999 ):

y0 =

∑
y∗∈P y∗

| P |
(3.20)

onde P é o conjunto de todos os valores de sáıda com máximos grau de possibilidade
em A, ou seja,

P =

{
y∗ | µA(y∗) = sup

y
µA(y)

}
. (3.21)

e | P | é a cardinalidade do conjunto P , ou seja, o número de elementos de P . A
figura 3.3 apresenta um exemplo desse método. Note que, se P é um intervalo, então,
a técnica MM de defuzificação fornece o ponto médio desse intervalo.

Figura 3.3: Exemplo do método de defuzificação MM.
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A principal limitação do método de defuzificação MM é que ele não considera a
forma total do conjunto fuzzy de sáıda. Sendo assim, duas distribuições de possibilida-
des que apresentem diferentes formas, porém o mesmo conjunto de valores com grau
de pertinência máximo, quando defuzificados com esta técnica fornecerá o mesmo
valor clássico, o que é contra-intuitivo. A figura 3.4 mostra um exemplo onde isso
ocorre.

Figura 3.4: Exemplo de problemas que o método de defuzificação MM pode causar.

3.4.2 Centro de Área

O método do Centro de Área (CA) é a técnica de defuzificação mais comumente
usada. Ele também é citado na literatura como método do Centro de Gravidade ou
do Centróide (Klir & Yuan 1995, Yen & Langari 1999 ). Diferentemente do MM, a
técnica do Centro de Área para calcular o valor clássico representativo considera toda
a distribuição de possibilidade de sáıda do modelo. O procedimento é similar ao usado
para calcular o centro de gravidade em f́ısica, se consideramos a função de pertinência
µA(x) como a densidade de massa de x. Por outro lado, o método do Centro de Área
pode ser compreendido como uma média ponderada, onde µA(x) funciona como o
peso do valor x. Se x é discreto, então a defuzificação da conclusão fuzzy A é dada
por:

y0 =

∑
x µA(x).x∑
x µA(x)

. (3.22)
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Da mesma forma, se x é cont́ınuo, então,

y0 =

∫
µA(x)xdx∫
µA(x)dx

. (3.23)

A figura 3.5 exemplifica o método de defuzificação do CA. A Principal desvantagem
desse método é o seu custo computacional, principalmente no caso em que x é cont́ınuo.

Figura 3.5: Exemplo do método de defuzificação CA.

3.4.3 Método das Alturas

O método de defuzificação das Alturas (MA) pode ser visto como uma aproximação do
método do Centro de Área. Ele é realizado em dois passos. Primeiro, nós convertemos
as funções de pertinência Ci, os conseqüentes das regras, em conseqüentes clássicos
y = ci onde ci é o centro de gravidade de Ci. A defuzificação do centróide é então
aplicada para as regras com os conseqüentes clássicos através da expressão (Klir &
Yuan 1995, Yen & Langari 1999 ):

y0 =

∑m
i=1 wici∑m
i=1 wi

(3.24)

onde wi é o dof (que denota o grau de ativação da regra) da i− ésima regra e m é o
número de regras fuzzy do modelo. Uma vez definidas as regras os valores ci estarão
determinados e se manterão fixos durante toda a inferência, o que simplifica muito o
cálculo do valor clássico representativo, reduzindo o custo computacional. A figura
3.6 ilustra um exemplo desse método de defuzificação.

3.5 Modelos lingǘısticos dinâmicos fuzzy

Um sistema dinâmico determińıstico e discreto pode, em geral, ser representado por
um conjunto de equações de estado:
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Figura 3.6: Exemplo do método de defuzificação MA.

w(k + 1) = f(w(k), u(k)) (3.25)

e

y(k) = g(w(k), u(k)), (3.26)

onde u(k) e y(k) são as variáveis de entrada e sáıda do sistema, e w(k) = [w1(k), w2(k), ..., wn(k)]T

é o vetor de variáveis de estado no instante k. Assim, o valor do estado w(k + 1) e
a sáıda y(k) são completamente determinados pelos valores de w(k) e u(k), se co-
nhecermos as funções f e g . Em geral, as variáveis de estado possuem um certo
significado f́ısico, como por exemplo, velocidade, força, temperatura, concentração,
etc. Os mapeamentos f e g descrevem analiticamente as relações entre as variáveis de
estado, de entrada e de sáıda, baseado em algum conhecimento espećıfico: qúımica,
f́ısica, economia, medicina e outras áreas. No entanto, muitas são as vezes que não
temos dispońıvel o conhecimento e/ou a precisão adequados para descrevermos bem
os fenômenos. Além disso, algumas variáveis de estado não são mensuráveis 1 ou são
dif́ıceis de estimar, como no caso de alguns modelos epidemiológicos. Nestes casos,
uma alternativa posśıvel é apresentar as variáveis de estado usando termos lingǘısticos,
expressados por conjuntos fuzzy, para denotar seus valores protot́ıpicos. O passo se-
guinte é transformar os mapeamentos f e g em regras lógicas que operam com estes
termos lingǘısticos, constrúındo, desse modo, um sistema fuzzy discreto, onde a não
linearidade do sistema dinâmico é descrito pelo uso de valores fuzzy para as variáveis
de estado, w(k+1), e de sáıda, y(k). Então, podemos utilizar a estrutura dos Modelos
Lingǘısticos para formular uma alternativa lingǘıstica para as equações (3.25) e (3.26)
e definir uma interpretação fuzzy para os mapeamentos f e g. Portanto, o objetivo
é propor um modelo lingǘıstico, com um racioćınio especifico, como uma alternativa
aos modelos de sistemas dinâmicos não-lineares clássicos.

1 A palavra mensurável neste texto significa que é posśıvel de se obter uma medida através de
aparelhos.
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A idéia principal neste tipo de modelo consiste em supôr que a dinâmica do siste-
ma possa ser descrita por um conjunto de regras atualizadas iterativamente (Yager &
Filev 1994 ). Em cada regra as variáveis de entrada dos antecedentes e de sáıda dos
conseqüentes são conjuntos fuzzy e/ou funções. A partir do conhecimento emṕırico e
da experiência do especialista elabora-se a classificação das variáveis em um conjunto
de termos lingǘısticos convenientes, bem como a construção dos antecedentes e con-
seqüentes das regras. Sendo assim, o modelo é constitúıdo por este conjunto de regras
e por um sistema de inferência adequado. Um exemplo de um conjunto de regras
fuzzy é ilustrado a seguir:

SE U é B1 E W 1 é A11 E...E W n éA1n

ENTÃO W̄ 1 é Â11 E...E W̄ n é Â1n e V é D1;
OU
SE U é B2 E W 1 é A21 E...E W n éA2n

ENTÃO W̄ 1 é Â21 E...E W̄ n é Â2n e V é D2;
OU
...
OU
SE U é Bm E W 1 é Am1 E...E W n éAmn

ENTÃO W̄ 1 é Âm1 E...E W̄ n é Âmn e V é Dm;

(3.27)

onde U é a variável lingǘıstica de entrada e W i são as variáveis lingǘısticas de estado
do sistema; V e W̄ i são, respectivamente, a sáıda e as variáveis de estado atualizadas;
B i e Aij são os conjuntos fuzzy das variáveis de entrada e D i e Âij são os conjuntos
fuzzy das variáveis de sáıda. Assim, escolhendo-se um método de inferência e um
método de defuzificação (quando necessário), ao percorrer todas as regras obtêm-se o
valor atualizado para as variáveis dos conseqüentes que passarão, no passo seguinte,
a ser as variáveis de entrada do sistema, compondo a evolução do sistema de forma
iterativa. Segue que,

U(l + 1) = V (l)

e

Wi(l + 1) = W̄i(l)

onde l + 1 é o passo posterior ao passo l, e U(l + 1) e Wi(l + 1) podem ser conjuntos
fuzzy ou números a depender da utilização ou não de métodos de defuzificação.

O modelo lingǘıstico para descrever sistemas dinâmicos apresentado é constitúıdo
por um conjunto de regras, com cada uma delas descrevendo diferentes estratégias para
lidar com diferentes situações. Cada situação estratégica (por exemplo, a premissa
de uma única regra) é caracterizada pela combinação de variáveis lingǘısticas Bi,
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Ai1, ..., Ain. Os conseqüentes das regras descrevem o desenvolvimento das variáveis de
estado independentes para uma determinada situação particular.

Na formulação do modelo descrito é assumido que as regras individuais (e as
respectivas relações fuzzy) não possuem dependência temporal, ou seja, elas são cons-
trúıdas pela invariância temporal dos conjuntos fuzzy de referência. Todavia, estes
conjuntos fuzzy podem se transfomar com o passar do tempo, o que caracteriza uma
situação não-estacionária e, portanto, uma abordagem mais complexa.

3.6 Modelos fuzzy tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Uma disvantagem dos modelos lingǘısticos é que eles não contém de uma forma ex-
pĺıcita os conhecimentos objetivos a cerca do sistema. Em muitas áreas de atuação,
como por exemplo a engenharia, freqüentemente estão dispońıveis informações fun-
cionais sobre a estrutura dos sistemas, como por exemplo conservação de energia
ou a equação de balanceamento de massa, no caso de sistemas f́ısicos. Procurando
contornar este problema Sugeno e colaboradores propuseram um modelo alternativo
denominado Modelo de Takagi-Sugeno-Kang (TSK). O método de racioćınio do TSK
está associado a um conjunto de regras, que tem a caracteŕıstica especial de possui-
rem funcionais nos conseqüentes, ao invés dos conjuntos fuzzy usados nos Modelos
lingǘısticos discutidos anteriormente. Então, um posśıvel conjunto de regras nesse
modelo é:

SE u1 é B11 E u 2 é B12 E...E ur é B1r

ENTÃO y1 = b10 + b11u1 + ... + b1rur;
OU
SE u1 é B21 E u 2 é B22 E...E ur é B2r

ENTÃO y2 = b20 + b21u1 + ... + b2rur ;
OU
...
OU
SE u1 é Bm1 E u 2 é Bm2 E...E ur é Bmr

ENTÃO ym = bm0 + bm1u1 + ... + bmrur ;

(3.28)

onde Bij(i = 1, ...,m; j = 1, ..., r) são termos lingǘısticos, definidos como conjuntos
fuzzy de referência, sobre os espaços de entrada X1, X2, ..., Xr de um sistema MISO;
u1, ..., ur são as variáveis de entrada. Cada uma das funções lineares nos conseqüentes
das regras pode ser entendida como um modelo linear com entradas clássicas u1, ..., ur,
e os parâmetros bij(i = 1, ...,m; j = 0, ..., r) são valores reais.

A inferência realizada pelo modelo TSK é uma interpolação de modelos. O grau
de relevância de um modelo linear é determinado pelo grau de pertinência do valor
de entrada ao subespaço fuzzy associado ao modelo linear. No caso de vários valores
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de entrada o grau de relevância é determinado pelo dof da regra. Estes graus de
relevância funcionam como um peso no processo de interpolação.

A sáıda total do modelo, y, é definida pela média ponderada das sáıdas yi de
cada subsistema linear individual, Ri, de forma semelhante a realizada no modelo de
Mamdani:

y =

∑m
i=1 τiyi∑m
j=1 τj

=

∑m
i=1 τi(bi0 + bi1u1 + ... + birur)∑m

j=1 τj

(3.29)

onde τi é o dof da i-ésima regra, dado por

τi = Bi1(u1) ∧ ... ∧Bir(ur). (3.30)

Geometricamente, as regras do método de racioćınio TSK (3.29) corresponde apro-
ximadamente a um mapeamento X1 ×X2 × ...×Xr → Y por uma função linear por
partes. De uma forma geral, podemos trocar as funções lineares nos conseqüentes das
regras por funções não-lineares. Desse modo, o modelo TSK torna-se uma coleção de
regras cuja estrutura é

SE u1 é B i1 E u 2 é B i2 E...E ur é B ir

ENTÃO yi = fi(u1, u2, ..., ur);

(3.31)

onde as sáıdas dos subsistemas não-lineares são combinações análogas ao caso linear,
através da expressão (3.29 ).

A arquitetura dos modelos TSK é definida por um conjunto de regras que deter-
minam uma partição do espaço de variáveis de entrada e que depende da estrutura
dos subsistemas individuais. A grande vantagem desse modelo consiste no seu poder
de representação, especialmente para descrever processos tecnológicos. Ele permite a
decomposição de um sistema complexo em um conjunto de subsistemas mais simples.
Em situações reaĺısticas, a decomposição dos sistemas em subsistemas clássicos é pra-
ticamente imposśıvel, devido a ausência natural de fronteiras bem delimitadas para
os sistemas e do conhecimento dispońıvel ser fragmentado. Todavia, o modelo TSK
nos permite realizar decomposições fuzzy dos sistemas, o que permite a realização de
modelos mais reaĺısticos para a descrição dos fenômenos. É posśıvel elaborar modelos
dinâmicos do tipo TSK da mesma forma que nos modelos tipo Mamdani (lingǘısticos)
através da iteração das regras, ou seja, a sáıda das regras do passo anterior alimenta
a entrada do conjunto de regras no passo seguinte.

No caṕıtulo 7 são apresentados dois trabalhos onde utilizamos modelos lingǘısticos
tipo Mamdani. Já no caṕıtulo 8 é apresentado um sistema fuzzy dinâmico para
modelar a estrutura etária de cães soropositivos a raiva canina onde utilizamos a
estrutura dos MLs (Mamdani) e do TSK. No caṕıtulo 9 é apresentado um trabalho
onde o modelo lingǘıstico foi gerado a partir do prinćıpio de extensão.
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Caṕıtulo 4

Uma proposta de estimador de
risco fuzzy em epidemiologia

O conceito de risco assume um papel fundamental na epidemiologia moderna
(Rothman 1986 ). A pesquisa causal em epidemiologia requer que duas distinções
fundamentais sejam feitas. A primeira é entre os que realmente são submetidos, e
aqueles que não o são, aos fatores de risco que estão sendo estudados, enquanto que
a segunda distinção é entre aqueles que realmente têm e não têm a doença a ser
estudada. Essas distinções são, em geral, complexas e estão sujeitas a erros, vieses e
subjetividades.

A pesquisa epidemiológica também pode se mostrar complicada devido à neces-
sidade de analisar muitas variáveis independentes ao mesmo tempo, incluindo como
elas interagem, além da necessidade de medir diferentes graus de força da exposição ao
fator de risco, duração da exposição ao fator de risco, ou ambos. Ocorre, por e- xem-
plo, que a freqüência da hipertensão está relacionada com a idade e o sexo e que essas
variáveis interagem entre si: antes da idade 50 anos os homens são mais propensos a
hipertensão, todavia, depois dos 50 anos as mulheres são mais propensas (Jekel et al
1996 ). Além disso, a depender do fator de risco pode ser dif́ıcil determinar a época do
ińıcio a exposiçexposição ao fator de risco. Isto é verdade, por exemplo, para fatores
de risco como sedentarismo e excesso de ingestão de gorduras na dieta. Existem ainda
outras dificuldades para determinar a exposição a uma determinada causa a depender
da medida utilizada para estimar a exposição. Por exemplo, o grau de exposição a
fumaça de cigarro de um indiv́ıduo pode ser estimado a partir do consumo de cigarros
pelo indiv́ıduo fumante, aqueles que consomem um número maior de cigarros/dia es-
tarão mais expostos do que aqueles que consomem menos. No entanto, o não tabagista
é considerado não exposto segundo esta medida, o que na realidade não é verdade.
O não fumante não é necessariamente não exposto a fumaça do cigarro, o seu grau
de exposição dependerá de um certo contexto. Uma outra complicação surge quando
se faz necessário medir ńıveis diferentes de gravidade da doença estudada (Jekel et al
1996 ).

Considerando essas dificuldades, vemos que o tratamento dicotômico Booleano das

56
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variáveis epidemiológicas (exposto/não-exposto e doente/não-doente) na análise de
risco pode muitas vezes não retratar a realidade existente. Neste trabalho é proposta
uma nova abordagem para os estudos de causa e efeito através da aplicação dos
conceitos de conjuntos fuzzy e da resposta potencial individual. Os indiv́ıduos são
considerados expostos a algum fator de risco de acordo comuma certa função de
pertinência e sua resposta (doente/não-doente) é também categorizada de acordo
com outra funçãode pertinência. A análise de risco pode então ser realizada através
da aplicação da teoria de conjuntos fuzzy, permitindo o cálculo da Razão de Risco
Fuzzy (FRR) e da Razão de Chances Fuzzy (FOR).

4.1 Estimadores de risco fuzzy

A definição do conceito de risco é dada no ńıvel individual, enquanto o estimador do
risco é definido no ńıvel populacional. Na epidemiologia clássica, um tipo de estimador
de risco é a Razão de Risco (ou risco relativo), RR, que consiste na razão entre o
risco em uma grupo exposto e o risco em um grupo não-exposto. Se os riscos no grupo
exposto e não-exposto são os mesmos, então o RR será igual a 1. Se os riscos nos dois
grupos não são os mesmos, então o cálculo do RR fornecerá uma maneira direta de
mostrar, em termos relativos, quão diferentes (maiores ou menores) os riscos são para
o grupo exposto, estabelecendo assim, uma associação entre os aspectos estudados.

Vale lembrar que existem vários tipos de exposição. Ela pode estar relacionada a
um fator nutricional (uma dieta rica em gorduras), um fator ambiental (radiação, por
exemplo), uma caracteŕıstica fisiológica (um alto ńıvel de colesterol no sangue), um
fator comportamental (tabagismo, alcoolismo), uma intervenção médica (antibiótico)
ou uma intervenção de saúde pública (vacina). Sendo assim, a exposição pode ser
um fator prejudicial, como no caso do tabagismo, e então o risco para a doença
em um grupo exposto será maior (RR > 1), ou a exposição pode ser um fator de
proteção, como no caso da vacina, e o risco para a doença no grupo exposto será
menor (RR < 1).

Classicamente, a razão de risco é definida como a razão entre a probabilidade
condicional de que alguém desenvolva a doença dado que tenha sido exposto aos
fatores de risco, p(D | E), e a probabilidade condicional de que alguém desenvolva a
doença dado que não tenha sido exposto aos fatores de risco, p(D | E), ou seja,

RR =
p(D | E)

p(D | E)
. (4.1)

Todavia, se do ponto de vista clássico a razão de risco é definida em termos de
probabilidades condicionais, nossa proposta é que a razão de risco fuzzy seja definida
em termos da possibilidade relativa, onde a classificação dos indiv́ıduos quanto a
exposição e a sua resposta (doença) seja fuzzy.

A distribuição de possibilidade π(x) associada a um conjunto A de um universo X,
como vimos no caṕıtulo 2, é numericamente igual à sua função de pertinência µA(x),
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da forma:

π(x) = µA(x) para todo x ∈ X, (4.2)

considerando que

hgt(µA(x)) = 1 =⇒ sup
x∈X

(µA(x)) = 1 (4.3)

cuja medida, r(A), é dada por:

r(A) = sup
x∈A

π(x). (4.4)

Temos que o estimador Razão de Risco Fuzzy pode ser definido em termos da
possibilidade relativa, sendo esperado que ele seja proporcional a razão entre a pos-
sibilidade relativa de desenvolver uma doença dado que se tenha sido exposto a um
certo fator de risco, poss(D | E), e a possibilidade relativa de se desenvolver a do-
ença dado que não se tenha sido exposto aos fatores de risco, poss(D | E). Assim, a
definição do FRR é baseada na equação (4.1):

FRR =
poss(D | E)

poss(D | E)
. (4.5)

O estimador de risco RR, e conseqüentemente o FRR, avalia a relação causal con-
siderando apenas o grupo de doentes. Todavia, uma situação mais geral é proposta
por Greenland (Greenland 1987 ), que considerou a possibilidade teórica de quatro
tipos de indiv́ıduos. Nesta proposta, temos os indiv́ıduos que são fadados a desenvol-
verem uma certa doença, independentemente de serem expostos ou não aos fatores de
risco, existem também os indiv́ıduos resistentes que nunca desenvolverão a doença,
indepententemente de serem ou não expostos, há aqueles que são protegidos, ou se-
ja, eles desenvolvem a doença se não são expostos as causas suspeitas, e, finalmente,
existem os indiv́ıduos sob risco, que são aqueles que somente desenvolverão a doença
se forem submetidos aos fatores suspeitos. Esta classificação assume um alto ńıvel de
heterogeneidade na população e envolve várias incertezas na definição de cada classe,
tornando-se por estas razões uma proposta mais interessante. A tabela abaixo mostra
os quatro tipos de indiv́ıduos e suas respectivas categorias.
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Tabela 1.1: Heterogeneidade nas classes de risco.

E
D | E D | E

E D | E fadado sob risco
D | E protegido resistente

O estimador de risco que considera as heterogeneidades descritas é a Razão de
Chances (OR), que é definido em termos das probabilidades condicionais:

OR =
p(D | E).p(D | E)

p(D | E).p(D | E)
. (4.6)

Uma abordagem fuzzy para o OR deve considerar graus de pertinência para os
indiv́ıduos em cada um dos subconjuntos fuzzy (expostos e doentes). O próximo pas
so é considerar a possibilidade relativa, no lugar da probabilidade condicional, para
cada um dos subconjuntos fuzzy. Sendo assim, o estimador de risco Razão de Chances
Fuzzy (FOR) pode ser definido da seguinte forma:

FOR =
poss(D | E) Λ poss(D | E)

poss(D | E) Λ poss(D | E)
(4.7)

onde o śımbolo Λ indica um operador de conjunção (E).

O racioćınio envolvido na expressão (4.7) é o seguinte: os indiv́ıduos que não
desenvolvem a doença se não expostos E que desenvolvem a doença se expostos, são
classificados como indiv́ıduos sob risco. Aqueles que desenvolvem a doença se não
expostos E não desenvolvem a doença se expostos são classificados como protegidos.
Os indiv́ıduos fadados e resistentes não contribuem com informação alguma sobre a
relação causal. Assim, a razão entre os indiv́ıduos sob risco e protegidos deve fornecer
um bom estimador de risco.

Considerando as incertezas relatadas quanto aos critérios de classificação e a he-
terogeneidade da população, a abordagem fuzzy proposta definirá uma associação
entre causa e efeito a dependerse o valor da razão expressa pela equação (4.7) for
maior (no caso uma associação positiva) ou menor (uma associação negativa) que 1.

4.2 Simulação do modelo

No sentido de verificar se a proposta do estimador de risco FOR é razoável simulamos o
cenário teórico descrito acima. Os graus de pertinência dos indiv́ıduos no subconjunto
fuzzy exposto, µE(x), foram gerados como uma distribuição uniforme. A função de
pertinência para o subconjunto fuzzy doença, µD(x), foi associado a exposição segundo
o modelo loǵıstico:
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µD(x) =
exp(βµE(x))

1 + exp(βµE(x))
(4.8)

onde β é um parâmetro cujo sinal e magnitude indica a direção e a intensidade da
associação causal. As possibilidadesrelativas foram definidas de acordo com a regra:

poss(a | b) = max
x∈X

[min(µa(x), µb(x))] (4.9)

onde x diz respeito aos indiv́ıduos classificados e o operador min é aplicado no ńıvel
individual, enquanto o operador max é aplicado no ńıvel populacional.

Sendo assim, foram criados 1000 indiv́ıduos cujos graus de pertinência ao conjunto
fuzzy exposto foi gerado aleatoriamente, o grau no conjunto não exposto foi obtido
com o operador complemento, µE(x) = 1− µE(x), o grau de pertinência no conjunto
fuzzy doente foi obtido pela equação (4.8) e o grau de pertinência no conjunto fuzzy
não doente foi obtido pelo complemento do conjunto doente, µD(x) = 1 − µD(x).
Cada possibilidade condicional foi calculada através da equação (4.9) e o FOR foi
obtido pela equação (4.7) para cada valor fixo do parâmetro β. Os resultados dessa
simulação são apresentados na figura 4.1.

Figura 4.1: Estimador de risco fuzzy FOR em função de β.

Podemos ver da figura que quando β é menor que zero a razão de risco fuzzy, FOR,
é menor que um, indicando o efeito de proteção da exposição. Por outro lado, quando
β é maior que zero, o FOR é maior que um, indicando o efeito de risco à exposição.
Temos ainda que, quando β é igual a zero o FOR é igual a um, indicando a ausência
de associação entre exposição e doença. Podemos notar também que o FOR apresenta
uma relação não linear com o parâmentro β.
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4.3 Discussão

Os resultados da simulação mostraram que o estimador de risco proposto é bastante
plauśıvel, uma vez que eles confirmaram as situações esperadas quanto a análise causal
dos valores do FOR. Podemos ainda conjecturar que o grau de não linearidade da
função apresentada na figura 1 está, em um certo ńıvel, relacionada com as incertezas
no processo de classificação dos indiv́ıduos nos conjuntos fuzzy do modelo. No entanto,
o estudo aqui analisado não nos capacita a verificar tal conjectura, outros trabalhos
precisam ser desenvolvidos com este objetivo. Todavia, tendo este sido o primeiro
trabalho realizado nesse projeto, nos sinaliza que a teoria de lógicafuzzy pode ser útil
também no desenvolvimento e generalização de conceitos epidemiológicos, sendo esta
a contribuição mais expressiva desse trabalho.



Caṕıtulo 5

Probabilidades de eventos
epidemiológicos fuzzy

Neste trabalho a probabilidade de eventos fuzzy, apresentada na seção 2.8, foi
aplicada a casos epidemiológicos. Esta teoria torna-se interessante no tratamento de
questões de cunho epidemiológico do tipo “Qual é a probabilidade de que em uma
amostra da população seja obtido muito mais indiv́ıduos apresentando uma deter-
minada caracteŕıstica do que indiv́ıduos apresentando uma outra?” ou “Qual é a
probabilidade de que um indiv́ıduo que tenha sido muito exposto a uma determina-
da causa desenvolva uma dada doença muito rapidamente?”. Questões deste tipo
podem ser respondidas utilizando a teoria de probabilidade de eventos fuzzy e pro-
babilidade condicional de eventos fuzzy. A nossa intenção com este trabalho é o de
demonstrar como estas questões poderiam ser respondidas e qual poderia ser o inte-
resse dessa abordagem em epidemiologia. Para isso tratamos duas questões de caráter
epidemiológico cujo evento é fuzzy.

5.1 A primeira questão epidemiológica

Para exemplificar como podemos trabalhar com a probabilidade de eventos fuzzy va-
mos imaginar que X é uma variável aleatória que mede a contagem total de HIV
(o agente causador da AIDS) entre indiv́ıduos soropositivos em uma amostra de 100
indiv́ıduos escolhidos em uma população usuária de drogas injetáveis com soropre-
valência de 50% (ou seja, metade desta população tem o v́ırus da AIDS ou apresenta
anticorpos espećıficos). A probabilidade do evento fuzzy que estamos interessados
pode ser expressa pela questão “Qual a probabilidade de que nesta amostra de 100
pessoas tenhamos muito mais indiv́ıduosHIV soropositivos do que soronegativos?”.
Este evento fuzzy pode ser caracterizado pela seguinte função de pertinência:

µA(x) =


0 se 0 ≤ x ≤ 50
(x− 50) /30 se 50 ≤ x ≤ 80
1 se x ≥ 80

, (5.1)
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que está representada na figura 5.1. O evento fuzzy A para muito mais HIV soro-
positivos do que soronegativos é caracterizado pela função de pertinência µA(xi) em
função da porcentagem de soropositivos ao HIV, ou seja, até 50% não é configura-
do o evento (não posso dizer que existem mais soropostivos na amostra), acima de
80% o evento com certeza se configura (existem muito mais soropositivos na amostra,
com pertinência 1), e entre 50% e 80% temos uma transição suave entre esses dois
extremos.

Figura 5.1: Função de pertinência µA(x) como porcentagem de soropositivos ao HIV.

Em uma população com 50% de soroprevalência ao HIV, a função distribuição de
probabilidade é descrita pela distribuição binomial onde p = q = 0, 5, que para uma
amostra de 100 indiv́ıduos oferece:

PX(xi) =
100!

i! (100− i)!
0, 5i 0, 5100−i. (5.2)

Portanto, a probabilidade de se obter o evento fuzzy “muito mais pessoas soropo-
sitivas do que soronegativas nessa amostra de 100 indiv́ıduos” é dada pela equação:

P (A) =
∑

i

µA(xi)PX(xi), (5.3)

o que nos fornece o valor 0,067 ou 6,7%. Ou seja, a probabilidade de em uma amostra
de 100 indiv́ıduos, pertencentes a população de usuários de drogas injetáveis cuja
soroprevalência ao HIV é de 50%, seja obtido muito mais HIV soropositivos do que
soronegativos é de 6,7%, o que segundo os especialistas é uma estimativa razoável.

5.2 A segunda questão epidemiológica

Consideremos, agora, a seguinte questão de cunho epidemiológico: “Qual é a probabi-
lidade de que um indiv́ıduo muito ativo sexualmente (ou seja, com muitos parceiros)
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possa desenvolver AIDS muito rapidamente?” devemos calcular qual a probabilidade
condicional fuzzy de que um indiv́ıduo possa desenvolver a AIDS com certa rapidez
dado que ele está sujeito a um certo risco devido ao seu ńıvel de atividade sexual. Con-
sidere que o tempo em anos necessário para o completo desenvolvimento da AIDS seja
uma variável cujo evento fuzzy “desenvolver AIDS muito rapidamente” seja descrito
pela seguinte função de pertinência:

µB(x) =


1 se x ≤ 5 anos
(10− x) /5 se 5 ≤ x ≤ 10 anos
0 se x ≥ 10 anos

, (5.4)

ou seja, o evento fuzzy B para desenvolver AIDS muito rapidamente é caracterizado
pela função de pertinência µB(x) em função do tempo em anos necessários para atingir
a doença AIDS, ou seja, até 5 anos o evento é configurado (a progressão para doença
é considerada muito rápida com pertinência 1), acima de 10 anos o evento não se
configura (não é mais posśıvel considerar esta progressão como sendo muito rápida),
e entre 5 e 10 anos temos uma transição suave entre os extremos. Esta função de
pertinência é apresentada na figura 5.2.

Figura 5.2: Função de pertinência µB(x) em função do tempo em anos necessário para atingir a
doença AIDS.

Por outro lado, o peŕıodo de incubação para a AIDS, descrito pelo perfil de pre-
valência apresentado na figura 5.3, pode ser considerado como a distribuição de pro-
babilidades para a progressão da AIDS, PB.

Considere também que a atividade sexual, expressa pela taxa anual de novos par-
ceiros, é uma variável cujo evento fuzzy “muito ativo sexualmente” seja descrito pela
seguinte função de pertinência:

µC(x) =


0 se x ≤ 3 anos−1

(x− 3) /8 se 3 ≤ x ≤ 11 anos−1

1 se x ≥ 11 anos−1

, (5.5)
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Figura 5.3: Peŕıodo de incubação para a AIDS.

que é representada na figura 5.4. Segundo esta função de pertinência, os indiv́ıduos
com menos de 3 parceiros ao ano não pertencem ao grupo de risco, ou seja, não
possuem muitos parceiros sexuais por ano, já os indiv́ıduos com 11 parceiros ou mais
pertencem com certeza ao grupo de risco (eles possuem muitos parceiros ao ano), e os
indiv́ıduos que possuem entre 3 e 11 parceiros sexuais por ano pertencem parcialmente
a esse grupo.

Figura 5.4: Função de pertinência µC(x) do número de novos parceiros sexuais/ano.

Temos também, que a distribuição de novos parceiros sexuais por ano, PC , é
apresentada na figura 5.5.

Considerando as condições acima, podemos responder a questão “Qual é a proba-
bilidade de que um indiv́ıduo muito ativo sexualmente possa desenvolver AIDS muito
rapidamente?” utilizando as equações (2.25), (2.28) e (2.29), apresentadas na seção
2.8, e definindo a seguinte probabilidade condicional:
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Figura 5.5: Distribuição de novos parceiros sexuais por ano.

P (B/C) =

∑
i µB.µC .P (B)∑

i µC .PC

(5.6)

onde P (B/C) é a probabilidade condicional de que um indiv́ıduo possa desenvolver
AIDS rapidamente dado que ele é muito ativo sexualmente, e P (B) = µB.PB é a
probabilidade de ocorrência do evento fuzzy B. A equação (5.6) fornece o valor 0,734,
ou seja, a probabilidade de que um indiv́ıduo desenvolva a AIDS muito rapidamente
dado que ele é muito ativo sexualmente é 73,4%, segundo esta abordagem.

É sabido da literatura que a virulência do v́ırus HIV aumenta com a atividade
sexual do indiv́ıduo, ou seja, indiv́ıduos sexualmente muito ativos tendem a selecionar
cepas virais mais virulentas, o que acarretaria em um desenvolvimento mais rápido
para a doença (Coutinho et al 1999 ). Sendo assim, é esperado que quanto mais
sexualmente ativo o indiv́ıduo for, maior a chance de que ele desenvolva a AIDS mais
rapidamente. Temos, portanto, que o resultado apresentado, assim como a definição
para probabilidade condicional utilizada, é bastante razoável, uma vez que ele ilustra
esta tendência.

5.3 Discussão

O objetivo principal desse trabalho foi o de demonstrar como a união da teoria de
probabilidades com a teoria de lógica fuzzy pode vir a ser útil na análise de problemas
em epidemiologia, podendo fornecer estimadores interessantes. Todavia, esta ainda
é uma área extremamente incipiente, sendo a teoria de probabilidades fuzzy muito
pouco explorada na literatura. De fato, é praticamente inexistente a proposta de
aplicações utilizando esta técnica. Sendo assim, o trabalho apresentado é, a meu ver,
uma contribuição importante, uma vez que sinaliza o desenvolvimento de posśıveis
aplicações dessa teoria, e que os resultados obtidos foram coerentes.



Caṕıtulo 6

Processo de decisão fuzzy para
escolher uma estratégia de
vacinação para o sarampo no
Estado de São Paulo

Desde o final dos anos 60 que os progressos em imunologia têm resultado em
vacinas efetivas contra muitas doenças de transmissão direta, tais como o sarampo, a
rubéola, a caxumba, alguns sorotipos de menigites, entre outras.

No Brasil algumas dessas vacinas já fazem parte do calendário de imunização,
em particular, a vacina contra o sarampo. Devido a sua morbidade e mortalidade
o sarampo sempre foi considerado um dos principais problemas de saúde pública
em todo o mundo, principalmente em centros urbanos e áreas com altas densidades
demográficas, como a cidade de São Paulo.

O sarampo é uma doença contagiosa cuja infecção tem se mantido sob controle
no Estado de São Paulo, devido à introdução dessa doença no calendário de vaci-
nação. Desde 1973 as autoridades em saúde pública vêm vacinando gratuitamente as
crianças de São Paulo. Todavia, apesar dos esforços realizados no sentido de contro-
lar a incidência de sarampo, até 1986 essa epidemia se mantinha recorrente devido
às dificuldades na cobertura da vacinação, mudanças no calendário de imunização e
ou- tros problemas diversos. Sendo assim, as autoridades em saúde pública adotaram
uma outra estratégia complementar: entre Maio e Junho de 1987 as crianças com me-
nos de 15 anos receberam uma dose de vacina contra o sarampo independentemente
de terem sido ou não já vacinadas anteriormente. Esta campanha de vacinação em
massa, juntamente com a vacinação de rotina e do sistema de vigilância, resultou em
uma redução de 90% na incidência de casos de sarampo no Estado de São Paulo logo
após as medidas tomadas. No entanto, nos últimos anos, deficiências na cobertura da
vacinação de rotina levou à um acúmulo de suscet́ıveis ao sarampo que cuminou em
uma epidemia de quase 24.000 casos no ano de 1997. Com a intensão de controlar
esta epidemia, as autoridades de saúde pública do Estado de São Paulo decidiram
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implementar uma nova campanha de vacinação em massa.

Neste trabalho nós descrevemos a aplicação dos conceitos de lógica fuzzy para
escolher a melhor estratégia de vacinação entre um conjunto de oito estratégias con-
sideradas. Até onde temos conhecimento, esta é a primeira vez que os conceitos da
lógica fuzzy são utilizados neste tipo de aplicação.

6.1 Elaborando a estratégia de vacinação

Tomar decisões é uma tarefa particularmente importante nas questões de saúde pública,
uma vez que essas decisões atingem milhares de pessoas. No que diz respeito às es-
tratégias de vacinação as decisões devem contemplar qual a faixa da população que
deverá ser imunizada, a proporção de suscet́ıveis a ser vacinada, a idade ótima para
imunização das crianças e a natureza da estratégia, por exemplo se seletiva ou indis-
criminada. Estas são variáveis que devem ser otimizadas, sujeitas a um conjunto de
restrições.

Como discutido no caṕıtulo 2, o objetivo do Processo de Decisão Fuzzy é estudar
como as decisões são de fato realizadas e como realizá-las de uma maneira melhor, de
modo a atingir os objetivos com sucesso. Os modelos de tomada de decisão humana
incluem, em geral, critérios de agregação ou de restrição. Nos casos em que estes
critérios de agregação e/ou restrição não são bem definidos, ou seja, não são deter-
minadamente especificados, não convém modelarmos os problemas classicamente e,
nestes casos, a modelagem fuzzy tem apresentado resultados significativos. Esta é
a situação dos processos de decisão quanto a uma campanha de vacinação. Sendo
assim, nós utilizamos a proposta de Bellman e Zadeh (Bellmam e Zadeh 1970 ), apre-
sentada na seção 2.7, para modelar o processo de decisão para escolher a campanha
de vacinação mais adequada.

Foi considerado como objetivo da campanha de vacinação a redução da infecção
de sarampo entre as crianças com menos de 14 anos de idade, por ser este o intervalo
de idade onde o v́ırus do sarampo apresenta maior circulação. Esta decisão é baseada
em trabalhos anteriores que mostram que a força de infecção do v́ırus do sarampo
tem uma forte dependência etária, apresentando um pico em torno dos dois anos de
idade na ausência de vacinação (Portanto, apesar da alta proporçãode casos na faixa
de 20 a 39 anos de idade, durante momentos epidêmicos,o coeficiente de incidência
mais alto ocorre entre criaças menoresde 5 anos de idade. Além disso, modelos de
contato sugerem que os casos de adultos são resultados de contatos infectivos entre
indiv́ıduos suscet́ıveis e crianças que possuem até 14 anos (Massad et al 1994 ), que
corresponde ao intervalo de idade de interesse para a campanha de vacinação. Toda
a análise subseqüente deste trabalho está baseada nas hipóteses acima.

Foram consideradas 8 possibilidades de estratégia para a campanha, compostas
pela combinação de vacinação Seletiva, Si, que considera apenas as crianças sem re-
gistro anterior de vacinação, e vacinação Indiscriminada, Ij, onde todas as crianças
são vacinadas independentemente de históricos anteriores (i e j caracterizam a faixa
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etária). Além disso, consideramos a possibilidade de Unidades Móveis, UM , que são
locais de vacinação fora dos postos de saúde ou mesmo véıculos preparados para este
fim visando atingir locais de dif́ıcil acesso, e Unidades Fixas, UF , que consiste na va-
cinação em postos da rede pública de saúde. A tabela 1 apresenta as várias estratégias
de vacinação consideradas. A estratégia 1, por exemplo, considera a vacinação seleti-
va nas crianças com idade entre 9 meses e 6 anos e indiscriminada nas crianças com
idade entre 6 e 14 anos, utilizando unidades de vacinação móveis e fixas.

Tabela 1: Estratégias de vacinação posśıveis.

1. S9m−6a − I6a−14a, UM +UF
2. S9m−6a − I6a−14a, UF
3. S9m−14a, UM +UF
4. S6a−14a − I9m−6a, UM +UF
5. I9m−14a, UM +UF
6. S9m−6a, UF
7. S9m−6a, UM +UF
8. I9m−6a, UM +UF

O número total de crianças, assim como a proporção estimada e o número de
crianças suscet́ıveis (considerando o perfil soroepidemiológico de 1994 e a falha na
cobertura da vacinação de rotina contra o sarampo, discutida anteriormente) para
cada intervalo de idade, no Estado de São Paulo, é apresentada na tabela 2.

Tabela 2: Número de crianças, proporção estimada e número de crianças suscet́ıveis,
em cada faxa etária.

idade #crianças∗ prop. suscet́ıveis+ #suscet́ıveis
9m 49.500 0.65 32.175
10m 49.500 0.50 24.750
11m 49.500 0.50 24.750
12m 49.500 0.50 24.750
1-2y 640.609 0.10 64.061
3-5y 2.515.711 0.05 125.786
6-14y 5.920.000 0.05 296.000
Total 9.274.331 - 592.272

∗estimado a partir de dados oficiais
+estimado a partir de modelo dinâmico (Massad et al 1994 )

A última coluna da tabela 2 é o número teórico (estimado) de crianças que de-
vem ser vacinadas, em cada faixa etária, para que a epidemia pare de crescer. A
estratégia ótima, portanto, é aquela que maximiza o número de crianças suscet́ıveis
vacinadas em cada intervalo de idade, sem desperd́ıcio de recursos por vacinar crianças
já imunizadas.
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O passo seguinte consistiu em convidar um número de especialistas da Secretaria
de Saúde Pública do Estado de São Paulo com grande experiência em campanhas
de vacinação para que, através dos seus julgamentos, obtivéssemos uma escala de
eficiência e/ou restrições para cada uma das posśıveis estratégias consideradas. As
variáveis escolhidas pelo grupo de especialistas foram:

• adesão pela população, ou seja, a proporção da população que espera-se que
venha a aderir à campanha para cadaestratégia;

• recursos humanos, uma escala relativa de habilidades necessárias (incluindo trei-
namento) para a implementação de cada campanha;

• transporte, uma escala relativa de dificuldades de transporte de pessoas e mate-
riais para cada estratégia;

• divulgação, uma escala relativa de dificuldades para explicar para a população
como se realizará cada campanha.

O valor mı́nimo de cada uma das variáveis será aquele que determinará o sucesso
da estratégia. A opinião dos especialistasquanto as variáveis acima é apresentada na
tabela 3.
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Tabela 3: Variavéis que determinarão o sucesso das respectivas estratégias.
estratégia adesão recur. humanos. transporte divulgação min
1 0.30 0.30 0.20 0.30 0.20
2 0.45 0.60 1.00 0.50 0.45
3 0.70 0.50 0.30 0.40 0.30
4 0.40 0.40 0.30 0.40 0.30
5 0.80 0.20 0.20 0.80 0.20
6 0.60 1.00 1.00 0.70 0.60
7 0.50 0.60 0.60 0.60 0.50
8 1.00 0.70 0.40 1.00 0.40

Os valores fornecidos pelos especialistas podem ser entendidos como uma pro-
porção do sucesso esperado para cada estratégia ou como o grau de pertinência dessas
variáveis aos conjuntos fuzzy de sucesso das estratégias. Em ambos os casos o ope-
rador min é o que determina o resultado esperado de cada estratégia (veja a última
coluna da tabela 3). E assim, se considerarmos as variáveis apresentadas na tabela 3
como sendo o conjunto de restrições das estratégias consideradas, então, o operador
max pode ser utilizado para decidir qual estratégia maximiza o sucesso da campa-
nha, o que no caso seria a estratégia número 6 (aquela que minimizando as restrições
oferece o máximo de eficiência).

O valor do operador min apresentado na tabela 3 nos permite estimar o número
esperado de crianças, em cada faixa etária, que seriam vacinados em cada uma das
posśıveis estratégias. Assim, a estratégia número 1, por exemplo, tem como fator
limitante o transporte de pessoas e materiais e cobriria, portanto, apenas 20% da
população a ser vacinada. Como esta estratégia se propõe a vacinar seletivamente
crianças com idade entre 9 meses até 6 anos e indiscriminadamente crianças de 6 anos
até 14 anos, somente 20% dos suscet́ıveis com menos de 6 anos e 20% de todas as
crianças entre 6 e 14 anos receberiam a vacina, o que neste caso resultaria em 1.243.254
crianças vacinadas em todo o Estado. Uma medida da eficácia de cada estratégia, de
acordo com a definição de estratégia ótima apresentada anteriormente, pode ser obtida
através da diferença entre o número de crianças que deveriam receber a vacina e o
número de crianças que potencialmente receberão a vacina de fato, em cada faixa
etária. Assim, consideramos a distância euclidiana como estimador de eficácia para
cada estratégia, normalizando os valores através da estratégia mais eficaz que recebeu
o valor 1. Os valores estimados para a eficácia das estratégias são apresentados na
tabela 4.

Ainda na tabela 4 apresentamos os valores de custo econômico de cada estratégia.
Este valores de custos foram calculados considerando um custo unitário de US$0, 25
para cada dose de vacina de sarampo, US$1, 40 para cada dose de sarampo-caxumba-
rubéola (aplicada somente em crianças com mais de um ano de idade) e um custo
unitário de US$0, 75 para a aplicação das vacinas. A coluna 4 da tabela 3 apresen-
ta o custo econômico para cada estratégia e a coluna 5 apresenta o custo relativo,
considerando que a estratégia com custo mais elevado assume o valor 1.
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Tabela 4: Eficiência e custo econômico das estratégias.
estratégia #vacinados eficiência relativa custo econômico custo relativo
1 1.243.254 0,01 3.178.223∗ 0,533
2 2.797.322 0,02 5.959.168 1,000
3 177.682 0,26 414.359∗ 0,070
4 1.095.099 0,03 2.743.384∗ 0,460
5 1.854.866 0,01 4.730.907∗ 0,794
6 177.763 1,00 308.758 0,052
7 148.136 0,80 370.509∗ 0,062
8 1.341.732 0,04 3.352.374∗ 0,563

*custo adicional de 20% pelas unidades móveis

Agrupando todas as variáveis técnicas (adesão, recursos humanos, transporte e
divugação) em uma única variável, restrições técnicas, o próximo passo nessa análise
é comparar os dois fatores limitantes para determinar o sucesso da estratégia, ou seja,
as restricões técnicas e os custos relativos. Para compararmos essas variáveis tomamos
o mı́nimo entre os valores estabelecidos pelos especialistas para as variáveis técnicas
(última coluna da tabela 3) e o complemento do custo relativo (1-custo relativo) da
última coluna da tabela 4, estando assim ambas as escalas na mesma direção. Então,
os valores mı́nimos dessas variáveis representam o limitante máximo para as retrições
de cada estratégia, como apresentado na tabela 5:

Tabela 5 : Vaŕıaveis que representam as restrições de cada estratégia.

estratégia restrições técnicas restrições de custo# min
1 0,20 0,467 0,20
2 0,45 0,000 0,00
3 0,30 0,930 0,30
4 0,30 0,540 0,30
5 0,20 0,206 0,20
6 0,60 0,948 0,60
7 0,50 0,938 0,50
8 0,40 0,437 0,40

# Complemento da coluna 5 na tabela 4

Neste ponto temos todos os componentes necessários ao modelo de decisões fuzzy
apresentado no caṕıtulo 2 (Klir & Yuan 1995, Bellman & Zadeh 1970 ):

• um conjunto A de posśıveis ações: as oito posśıveis estratégias;

• um conjunto de objetivos, Gi(i ∈ N), definido em A: a eficiência relativa de
cada posśıvel estratégia (terceira coluna da tabela 4);
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• um conjunto de restrições, Cj(j ∈ N), definido em A: o mı́nimo entre as restri-
ções técnicas e os custos (última coluna da tabela 5).

A decisão fuzzy, D, que satisfaz simultaneamente os objetivos, Gi, e as restrições,
Ci, é dada por:

D(a) = min[Gi(a), Cj(a)]

para todo a ∈ A, cujos valores estão expressos na tabela 6.

Tabela 6: Conjunto de decisão fuzzy.
estratégia Gi(a) Cj(a) D(a)
1 0,01 0,20 0,01
2 0,02 0,00 0,00
3 0,26 0,30 0,26
4 0,03 0,30 0,03
5 0,01 0,20 0,01
6 1,00 0,60 0,60
7 0,80 0,50 0,50
8 0,04 0,40 0,04

Portanto, a estratégia que tem o máximo grau de pertinência no conjunto de
decisão é aquela que vacina seletivamente as crianças com idade entre 9 meses e 6
anos em unidades fixas, ou seja, a estratégia 6 (grau de pertinência 0,6).

6.2 A epidemia de sarampo em São Paulo

No Estado de São Paulo a rotina de vacinação contra o sarampo iniciou-se em 1973.
Todavia, apesar dessa rotina de vacinação, epidemias periódicas continuaram a ocor-
rer até 1987, quando a primeira campanha de vacinação em massa contra o sarampo
foi realizada. Esta campanha reduziu a incidência média para cerca de 0,1 por 100.000
habitantes; um ńıvel que persistiu até o final de setembro de 1996, quando o número
de casos de sarampo notificados pelas autoridades de saúde de São Paulo começou a
crescer. Em Março de 1997, o número de novos casos começou a crescer exponenci-
almente, caracterizando o ińıcio de uma nova epidemia, atingindo um total de 23.195
casos confirmados após um ano, com 23 mortes. Com relação ao perfil etário da epide-
mia, é notável que 47% ocorreram entre adultos jovens com idade entre 20 e 29 anos.
O outro grupo mais atingido foi o de crianças com menos de um ano de idade (15%),
que apresentaram a mais alta taxa de incidência por 100.000 habitantes. A tabela
7 apresenta os valores da taxa de incidência do sarampo por 100.000 habitantes no
Estado de São Paulo.
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Tabela 7: Taxa de incidência do sarampo em São Paulo por 100.000 habitantes.

Idade (anos) Área Metropolitana Interior Total
< 1 871, 50 94, 17 482, 84

1− 4 115, 99 15, 32 65, 65
5− 9 61, 21 13, 13 37, 17

10− 14 36, 17 5, 93 21, 05
15− 19 67, 27 11, 34 39, 31
20− 29 314, 30 29, 85 172, 08
30− 44 56, 52 7, 54 32, 03

A segunda taxa de incidência mais elevada ocorreu entre adultos jovens, atingindo
a faixa etária que mais tem contato com as crianças pequenas. Esses adultos represen-
tam provavelmente os pais, professores e pajens das crianças que sofreram a mais alta
taxa de incidência. A figura 6.1 apresenta a onda epidêmica do sarampo no Estado
de São Paulo, no interior do Estado e na cidade de São Paulo, durante o ano de 1997.

Figura 6.1: Epidemia do sarampo no Estado de São Paulo, no interior do Estado e na cidade de
São Paulo, durante o ano de 1997.

6.3 O impacto da vacinação

A estratégia de vacinação proposta foi implementada em todo o Estado de São Paulo,
em 21 de Junho de 1997. Um total de 213.084 doses foram aplicadas em crianças
de 9 meses a 6 anos de idade, o que representa uma cobertura de 6,5% de toda
a população do Estado de São Paulo nesta faixa etária. Na região Metropolitana
de São Paulo 7,5% das crianças na faixa etária considerada foram vacinadas, já no
interior do Estado esse valor foi de 5,1%. Não existe dados oficiais quanto a eficiência
do processo de seleção com relação a identificação das crianças já imunizadas, ou seja,
não sabemos se a pequena proporção de crianças vacinadas foi aquela de suscet́ıveis
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ou não. Como o número esperado de crianças suscet́ıveis que deveriam ser vacinadas,
segundo a estratégia proposta, foi de 177.763 (ver tabela 4), nós podemos concluir que
a estat́ıstica realizada a partir das informações dos especialistas foi bastante coerente
com a realidade.

No sentido de estimar o curso natural da epidemia nós primeiramente ajustamos
uma função cont́ınua a fase inicial do crescimento epidêmico real, considerando as
semanas anteriores a primeira intervenção. Como esperado, o ajuste forneceu uma
curva exponencial, com uma taxa de crescimento positivo de 0,25/semana. A figura
6.2 apresenta o resultado desse ajuste.

Figura 6.2: Ajuste do crescimento epidêmico na sua fase inicial.

Em seguida, foi calculado a taxa de contato efetivo, β; uma taxa composta que
descreve a probabilidade de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados e a pro-
babilidade de que tal contato resulte em um novo caso. Isto foi realizado considerando
que o número de novas infecções, y(t), aumenta exponencialmente (como pode ser
visto na figura 6.2) de acordo com:

y(t) = y0 exp{[βx− (µ + γ)]t} (6.1)

onde y0 = y(0), x é a proporção esperada de suscet́ıveis, considerado como sendo 10%,
µ é a taxa de mortalidade natural da população, considerado como 0, 0003/semana,
e γ é o inverso do peŕıodo de infecciosidade do sarampo, considerado para ser igual a
uma semana.

Estes parâmetros, então, alimentaram um sistema dinâmico clássico do tipo SIR
1, com o objetivo de recuperar o curso natural da epidemia na ausência de vacinação.
O modelo descrito é composto pelas seguintes equações:

dx(t)

dt
= µ[y(t) + z(t)]− βx(t)y(t)

1O modelo tipo SIR é um sistema dinâmico que consiste de três compartimentos: suscet́ıvel,
infectado e recuperado.
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dy(t)

dt
= βx(t)y(t)− (µ + γ)y(t) (6.2)

dz(t)

dt
= γy(t)− µz(t)

onde x(t) são os indiv́ıduos suscet́ıveis, y(t) são os indiv́ıduos infectados e z(t) repre-
senta os indiv́ıduos recuperados (imunes). O resultado da simulação, com condições
iniciais x(0) = 0, 1; y(0) = 10−7 e z(0) = 0, 9, é apresentado na figura 6.3, onde
podemos compará-lo com a curva epidêmica real.

Figura 6.3: Comparação dos resultados do modelo clássico com os valores reais.

Podemos ver da figura que o número esperado de casos, simulado pelo modelo
acima, atinge um pico em torno de 17.500 na 38a semana, totalizando quase 300.000
casos. Isto representaria uma taxa de incidência que atingiria cerca de 8% de toda
a po- pulação suscet́ıvel, uma cifra que é um limite inferior para outras epidemi-
as de sarampo registradas na literatura (Hutchins & Markowitz 1990, Weeks et al
1992, Markowitz & Katz 1994, Murray & Lopez 1996, Nokes & Swinton 1997 ). Ve-
mos também que a concordância entre a curva simulada e os valores reais da onda
epidêmica é muito grande até a 25a semana. A partir deste ponto ocorre uma deflexão
significativa da tendência exponencial da curva epidêmica, o que ocorre logo após a
primeira intervenção.

Comparando o número de casos (simulados) com os apresentados pela curva epidêmica
real podemos concluir que a estratégia de vacinação poposta (realizada na 25a semana)
provocou um impacto significativo sobre a epidemia na cidade de São Paulo, diminuin-
do drasticamente o número de casos nas quatro semanas subseqüêntes a campanha.
No entanto, o número de casos no interior do Estado começou a crescer três semanas
após a campanha (veja a figura 6.1), apresentando o seu pico aproximadamente dez
semanas depois (Uma recente epidemia de sarampo nos Estados Unidos apresentou
um fenômeno similar, com um segundo pico algum tempo depois da campanha de
vacinação). As autoridades em Saúde Pública, então, decidiram realizar uma segunda
campanha de vacinação que difere da primeira por não considerar as restrições de cus-
to econômico. Nestes termos, a estratégia número oito foi a melhor candidata, uma
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vez que apresentava o maior valor de adesão, sendo implementada em 16 de Agosto
de 1997 (33a semana). O número de casos caiu significativamente em todas as faixas
etárias e em todo o Estado logo após a segunda campanha de vacinação, sendo o surto
considerado controlado.

6.4 Discussão

Embora a vacina contra o sarampo esteja dispońıvel há mais de 25 anos, atingindo
95% de eficiência, essa doença ainda é um importante problema de saúde pública,
matando mais de um milhão de crianças todos os anos em regiões em desenvolvimento
e apresentando um valor DALY2 maior do que o da malária para essas mesmas regiões
(Murray & Lopez 1996 ). Sendo uma infecção extremamente transmisśıvel ela exige
um alto ńıvel de cobertura na vacinação (cerca de 93%) para que seja eliminada. No
entanto, esses ńıveis de cobertura raramente são mantidos nos esquemas de rotina
para imunização. Portanto, uma estratégia de controle usual, pelo menos em regiões
em desenvolvimento, é estabelecer campanhas de vacinação em massa de tempos em
tempos. De fato, este procedimento foi adotado no Estado de São Paulo em 1987 e
em 1992, causando um impacto significativo na incidência de sarampo.

É comum observarmos uma drástica queda no número de casos logo após uma
campanha de vacinação em massa. Com o passar do tempo, no entanto, começa a se
acumular na população uma fração de suscet́ıveis, advindos de pessoas vacinadas que
não responderam à vacina (não convertidos) e imigrantes de outras áreas do páıs. Este
fato, aliado a queda nos ńıveis de cobertura da imunização de rotina, observada nos
dois anos anteriores à 1997 no Estado de São Paulo, pode explicar a onda epidêmica
do ano de 1997.

Em páıses populosos como o Brasil, particularmente em regiões como o Estado
de São Paulo, onde uma campanha de vacinação em massa deve imunizar milhões de
indiv́ıduos, é razoável tentarmos estimar o número mı́nimo de vacinações necessárias
para controlar a epidêmia, podendo, assim, economizar milhões de dolares do dinheiro
público. Quando a onda epidêmica foi identificada no Estado de São Paulo e decidiu-
se por uma campanha de vacinação em massa, poucos dados estavam dispońıveis,
não permitindo a aplicação de um modelo dinâmico, que é uma abordagem mais
estruturada, para elaborar o melhor esquema de vacinação (Massad et al 1994 ). Além
disso, o comportamento do pico de sarampo logo após uma intervenção, como por
exemplo uma campanha de vacinação em massa, tem sido pouco documentado na
literatura. Sendo assim, é muito complicado prever qual o impacto da intervenção
no curso da epidemia. Tinhamos ainda a imposição de uma importante limitação -
o número total de doses dispońıveis foi limitado em 300.000. Este cenário nos levou
a optar pelo uso dos conceitos da lógica fuzzy para elaborar qual a campanha de
vacinação a ser adotada.

2DALY (Disability-Adjusted Life-Years), simplificadamente, é uma medida do quanto uma dada
doença pode prejudicar a qualidade de vida das pessoas.
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A capacidade do modelo de decisão fuzzy para prever o número de crianças que
deveriam ser vacinadas pode ser avaliada pelo contraste deste número (177.763, o que
corresponde a 60% (tabela 3 e 4) dos suscet́ıveis da população visada) com o número
real de crianças que receberam a vacina (213.084, o que corresponde a 72% dos sus-
cet́ıveis da população visada). Portanto, o modelo fuzzy de predição do número de
crianças que deveriam ser vacinadas apresentou uma acurácia maior que 80%. O
resultado da eficiência da estratégia escolhida foi significativa pelo menos na região
Metropolitana da cidade de São Paulo, todavia, um impacto muito menor foi obser-
vado no resto do Estado.

Uma posśıvel explicação para esse fato pode ser a ausência de uma seleção criteriosa
entre as crianças já vacinadas. Um outro fato, não abordado no modelo inicial, foi
a decisão das autoridades em Saúde Pública de extender a campanha de sarampo
para uma outra mais ampla, onde outras vacinas foram inclúıdas, sendo elas difteria-
coqueluche-tétano (DPT). No entanto, logo após o meio dia do dia 21 de Junho, o
estoque de vacinas DPT esgotou-se, o que provavelmente desmobilizou a população.
Este último argumento é apenas um exemplo de como fatores não esperados podem
influenciar o resultado final de um trabalho complexo, como o de uma campanha de
vacinação em massa.

Nós acreditamos que a abordagem da lógica fuzzy utilizada para controlar essa
recente epidemia de sarampo em São Paulo foi muito efetiva, uma vez que ela nos
permitiu combinar, de forma coerente, as informações intuitivas dos especialistas em
Saúde Pública com as restrições de custo econômico. Vale ainda ressaltar que a
abordagem proposta teve grande aceitação por parte dos profissionais de saúde, que
colaboraram na elaboração do modelo com entusiasmo. Estes profissionais atestaram
que o modelo proposto, devido as suas caracteŕısticas próprias, auxiliou muito na
organização das discussões, uma vez que a partir dele foram ressaltadas as variáveis
importantes para a tomada de decisão. Nossos resultados, apesar dos fatores que
estiveram fora de controle durante a implementação da estratégia proposta, são muito
encorajadores, demonstrando o potêncial de uma nova técnica para auxiliar na ela-
boração de intervenções em saúde pública.



Caṕıtulo 7

Modelos lingǘısticos fuzzy estáticos
em biomedicina

Os modelos lingǘısticos representam boa parte dos trabalhos realizados com a
teoria de lógica fuzzy nas mais diversas áreas. O sucesso desses modelos se deve
principalmente a sua ampla aplicabilidade nos controladores fuzzy que, como discutido
anteriormente, são os responsáveis pelo rápido desenvolvimento da teoria de lógica
fuzzy e da sua inserção na indústria e no aprimoramento de produtos de consumo.

A capacidade em lidar com variáveis lingǘısticas, a facilidade na sua compreensão,
o baixo custo computacional, e a sua habilidade em incorporar aos sistemas a expe-
riência de especialistas humanos, fazem dessa abordagem uma opção extremamente
interessante. Como não poderia deixar de ser, nós procuramos avaliar que possibilida-
des este tipo de modelagem fuzzy poderia nos oferecer no tratamento de problemas em
epidemiologia. Sendo assim, desenvolvemos logo no ińıcio desse projeto o modelo para
progressão cĺınica da AIDS em indiv́ıduos HIV soropositivos. Este trabalho foi impor-
tante porque a partir dele outros foram desenvolvidos, como os que são apresentados
nos caṕıtulos 8 e 9.

Como é esperado, os modelos lingǘısticos estáticos são muito mais simples de serem
elaborados do que os modelos dinâmicos, entretanto, eles não são menos úteis. De
fato, muitos trabalhos em epidemiologia, e alguns de grande aplicabilidade, podem ser
realizados com modelos deste tipo. Um exemplo disso é o modelo para estimar o risco
de morte neonatal que realizamos já no final desse projeto e que será ainda aprimorado.
Podemos obter uma idéia melhor do quanto estes modelos são potencialmente útéis em
epidemiologia na discussão dos trabalhos futuros, onde apresento algumas perspectivas
de aplicações que estamos desenvolvendo.

7.1 Modelo para a inferência da progressão cĺınica

da AIDS em indiv́ıduos HIV soropositivos

É atualmente aceito que a concentração do v́ırus de imunodeficiência humana (HIV)
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na circulação sangúınea influi efetivamente na progressão cĺınica da infecção. Tem
sido demonstrado também que o tempo médio entre a infecção e o desenvolvimento
dos primeiros sintomas da Śındrome da Imunodeficiência (AIDS) é cerca de dez anos.
No entanto, uma proporção significativa de indiv́ıduos tem progredido para a AIDS
cerca de cinco anos ou menos da infecção. Por outro lado, cerca de 12% dos indiv́ıduos
infectados permanecem livres da AIDS por pelo menos vinte anos. Estes diferentes
desfechos estão relacionados, entre outras coisas, com o ńıvel de carga viral atingido
pelo indiv́ıduo durante o peŕıodo de incubação do v́ırus. Outra medida que pode
fornecer informações sobre a situação em que se encontra o indiv́ıduo soroconvertido
ao HIV quanto á sua perspectiva de progressão cĺınica é a quantidade de célula CD-
4 no sangue, que é uma célula do sistema imunológico. A figura 7.1 apresenta o
comportamento t́ıpico dos indiv́ıduos soroconvertidos, no que diz respeito à carga
viral e à quantidade de CD-4 com o tempo.

Figura 7.1: Comportamento t́ıpico dos indiv́ıduos soroconvertidos ao HIV com relação a progressão
cĺınica.

É verificado que em um primeiro estágio a concentração do v́ırus na circulação
sangúınea cresce rapidamente (primeiro e segundo meses após a infecção) e atinge um
máximo, a partir do qual a carga viral começa a diminuir até atingir um ńıvel estaci-
onário, onde o indiv́ıduo permanece por alguns anos. Passado o peŕıodo de incubação
do v́ırus, a concentração deste na circulação sangúınea volta a crescer e o indiv́ıduo
começa a esboçar os primeiros sintomas da AIDS. O processo descrito é chamado
progressão cĺınica. É fato que o indiv́ıduo progredirá para a AIDS mais rapidamente
quanto mais alto o ńıvel de carga viral atingido no estágio estacionário assintomático.
É de fundamental importância para a escolha do tratamento o conhecimento sobre
em que estágio da curva se encontra o indiv́ıduo. Para tanto, além dos exames de
concentração do v́ırus são também realizados exames de concentração de CD-4, que
mede a quantidade de linfócito T (ant́ıgeno de superf́ıcie CD-4) no sangue. Por exem-
plo, um ńıvel alto de CD-4 pode, a depender do ńıvel de carga viral, estar relacionado
com uma progressão cĺınica lenta.
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A inferência sobre em que estágio da infecção se encontra o paciente consiste em
um acompanhamento longitudinal no tempo dos indicadores citados, o que consome
alguns meses de análise. Baseado no conhecimento exposto acima, neste trabalho é
proposto um modelo lingǘıstico fuzzyque estabelece relações entre os valores de carga
viral e CD-4 com a progressão cĺınica para AIDS em indiv́ıduos infectados pelo HIV.
O objetivo, portanto, é estimar a progressão cĺınica do indiv́ıduo a partir de uma
coleta de exames pontuais no tempo.

O modelo tem uma estrutura em que a carga viral é expressa como o logaritmo
da contagem de RNA-HIV no plasma sangúıneo, o valor de CD-4 é expresso como a
contagem do linfócito CD-4 e a progressão cĺınica é expressa como o tempo (em anos)
que o indiv́ıduo leva até apresentar os primeiros sintomas da AIDS.

Com o aux́ılio de um especialista dividimos os valores de carga viral em quatro
categorias: muito baixa, baixa, intermediária e alta, e estabelecemos a função de
pertinência de CV à cada categoria.

CV muito baixa


µCV mb(x) = 1 se x ≤ 3
µCV mb(x) = 4− x se 3 ≤ x < 4
µCV mb(x) = 0 se x ≥ 4

CV baixa


µCV b(x) = 0 se x < 3, 7 ou x > 4, 5
µCV b(x) = 2, 0(x− 3, 7) se 3, 7 ≤ x < 4, 2
µCV b(x) = 3, 3(4, 5− x) se 4, 2 ≤ x ≤ 4, 5

CV intermediária


µCV i(x) = 0 se x < 4, 0 ou x > 4, 8
µCV i(x) = 2, 0(x− 4, 0) se 4, 0 ≤ x < 4, 5
µCV i(x) = 3, 3(4, 8− x) se 4, 5 ≤ x ≤ 4, 8

CV alta


µCV a(x) = 0 se x < 4, 7
µCV a(x) = 3, 3(x− 4, 7) se 4, 7 ≤ x < 5, 0
µCV a(x) = 1 se x ≥ 5, 0

Os valores de CD-4 foram categorizados em cinco conjuntos fuzzy, com as seguintes
funções de pertinência: muito alto, alto, médio, baixo e muito baixo.
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CD − 4muito alto


µCDma(x) = 0 se x < 600
µCDma(x) = 0, 005(x− 600) se 600 ≤ x < 800
µCDma(x) = 1 se x ≥ 800

CD − 4alto


µCDa(x) = 0 se x < 400 ou x > 800
µCDa(x) = 0, 005(x− 400) se 400 ≤ x < 600
µCDa(x) = 0, 005(800− x) se 600 ≤ x ≤ 800

CD − 4médio


µCDm(x) = 0 se x < 300 ou x > 600
µCDm(x) = 0, 006(x− 300) se 300 ≤ x < 450
µCDm(x) = 0, 006(600− x) se 450 < x ≤ 600

CD − 4baixo


µCDb(x) = 0 se x < 150 ou x > 350
µCDb(x) = 0, 02(x− 150) se 150 ≤ x < 200
µCDb(x) = 0, 006(350− x) se 200 ≤ x ≤ 350

CD − 4muito baixo


µCDmb(x) = 1 se x ≤ 80
µCDmb(x) = 0, 0083(200− x) se 80 < x ≤ 200
µCDmb(x) = 0 se x > 200

A progressão cĺınica também foi dividida em cinco categorias: muito lenta, lenta,
média, rápida e muito rápida, cujas funções de pertinência fornecidas pelo especialista
foram as seguintes:

PCmuito lenta


µPCml(x) = 0 se x < 10
µPCml(x) = 0, 20(x− 10) se 10 ≤ x < 15
µPCml(x) = 1 se x ≥ 15

PC lenta


µPCl(x) = 0 se x < 8 ou x > 15
µPCl(x) = 0, 25(x− 8) se 8 ≤ x < 12
µPCl(x) = 0, 3(15− x) se 12 < x ≤ 15

PCmédia


µPCm(x) = 0 se x < 6 ou x > 12
µPCm(x) = 0, 25(x− 6) se 6 ≤ x < 10
µPCm(x) = 0, 5(12− x) se 10 < x ≤ 12

PCrápida


µPCr(x) = 0 se x < 3 ou x > 7
µPCr(x) = 0, 5(x− 3) se 3 ≤ x < 5
µPCr(x) = 0, 5(7− x) se 5 < x ≤ 7

PCmuito rápida


µPCmr(x) = 1 se x ≤ 2
µPCmr(x) = 0, 3(5− x) se 2 < x ≤ 5
µPCmr(x) = 0 se x > 5
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As figuras 7.2, 7.3 e 7.4 apresentam os conjuntos fuzzy para as variáveis lingǘısticas
carga viral, CD-4 e progressão cĺınica, respectivamente.

Figura 7.2: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica Carga Viral.

Figura 7.3: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica CD-4.

Combinando os conjuntos fuzzy de CV , CD − 4 e PC constrúımos as regras que
relacionam as entradas do sistema (CV e CD − 4) com a sáıda (PC). Assim, das
possibilidades geradas foram elaboradas 20 regras, cujo desfexo foi determinado pelo
especialista. As regras fuzzy foram as seguintes:

1) SE CV é muito baixa E CD − 4 é muito alto ENTÃO PC é muito lenta
2) Se CV é muito baixa E CD − 4 é alto ENTÃO PC é muito lenta
3) Se CV é muito baixa E CD − 4 é médio ENTÃO PC é lenta
4) Se CV é muito baixa E CD − 4 é baixo ENTÃO PC é lenta
5) Se CV é muito baixa E CD − 4 é muito baixo ENTÃO PC é médio
6) Se CV é baixa E CD − 4 é muito alto ENTÃO PC é muito lenta
7) Se CV é baixa E CD − 4 é alto ENTÃO PC é lenta
8) Se CV é baixa E CD − 4 é médio ENTÃO PC é média
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Figura 7.4: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica Progressão Cĺınica.

9) Se CV é baixa E CD − 4 é baixo ENTÃO PC é média

10) Se CV é baixa E CD − 4 é muito baixo ENTÃO PC é rápida

11) Se CV é intermediária E CD − 4 é muito alto ENTÃO PC é média

12) Se CV é intermediária E CD − 4 é alto ENTÃO PC é média

13) Se CV é intermediária E CD − 4 é médio ENTÃO PC é média

14) Se CV é intermediária E CD − 4 é baixo ENTÃO PC é rápida

15) Se CV é intermediária E CD − 4 é muito baixo ENTÃO PC é muito rápida

16) Se CV é alta E CD − 4 é muito alto ENTÃO PC é rápida

17) Se CV é alta E CD − 4 é alto ENTÃO PC é rápida

18) Se CV é alta E CD − 4 é médio ENTÃO PC é rápida

19) Se CV é alta E CD − 4 é baixo ENTÃO PC é muito rápida

20) Se CV é alta E CD − 4 é muito baixo ENTÃO PC é muito rápida

O procedimento do modelo lingǘıstico fuzzy consiste em, dado os valores de entrada
CVi e CD−4i de um determinado indiv́ıduo, é calculado o grau de pertinência de CVi

e CD − 4i nos diversos conjuntos fuzzy de carga viral e CD − 4, respectivamente. A
progressão cĺınica é inferida, a partir das regras estabelecidas, através do Método de
Mamdani. Sendo assim, ao final de todo o procedimento teremos um conjunto fuzzy
que designa a progressão cĺınica para aquele paciente. A resposta clássica (não fuzzy)
foi obtida através da defuzificação utilizando o Método do Centro de Área (MCA). A
figura 7.5 ilustra o conjunto de regras e a figura 7.6 apresenta a superf́ıcie obtida pelo
mapeamento realizado pelo modelo fuzzy.

Assim, por exemplo, para um indiv́ıduo que apresente um valor para o logaritmo
da carga viral igual a 4,3, e um valor de CD-4 igual a 650 cont/mm3, é estimado uma
progressão cĺınica de 12,3 anos. A tabela 7.1 abaixo mostra os valores estimados para
a PC considerando alguns pares de valores de CV e CD − 4.
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Figura 7.5: Conjunto de regras fuzzy para o Modelo de Progressão Cĺınica.

Tabela 7.1: Alguns resultados do modelo para valores de CV e CD − 4.

CV (log cv) CD − 4 (cont/mm3) PC (anos)
4, 3 650 12, 3
4, 0 100 5
6, 0 200 1, 8
2, 0 350 11, 6
4, 5 400 9, 28

É importante ressaltar que neste modelo não foi considerada a intervenção no curso
natural da doença a partir da utilização de remédios e tratamentos diversos. Sendo
assim, o valor de PC estimado pelo modelo serviria apenas para nortear algumas
intervenções cĺınicas iniciais do infectologista, ajudando-o a tomar decisões a partir da
identificação da posição do indiv́ıduo na curva apresentada na figura 7.1. Entretanto,
uma vez iniciada a utilização dos medicamentos o modelo já não poderá oferecer
informações a cerca da progressão cĺınica do paciente.

O desenvolvimento de medicamentos para o tratamento de soropositivos ao HIV
está sempre sendo aperfeiçoado e a realidade do controle sobre a doença AIDS hoje já
se apresenta muito diversa da de quando desenvolvemos este trabalho (Abril de 1997).
De fato, felizmente, essa doença se encontra hoje razoavelmente sob controle graças
ao desenvolvimento dos coquetéis, que têm prolongado ao máximo (e com qualidade
de vida) a sobrevivência dos HIV soropositivos.

A não disponibilidade de dados sobre progressão cĺınica para a AIDS na ausência
de medicamentos tornou imposśıvel a validação do modelo com dados experimentais.
Portanto, somente nos foi posśıvel comparar os resultados fornecidos pelo modelo
com a opinião de um infectologista, sendo o conjunto de dados apresentados conside-
radosrazoáveis pelo especialista. Sendo assim, consideramos que o método proposto,
baseando em uma descrição qualitativa dos conhecimentos dispońıveis na época da
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Figura 7.6: Superf́ıcie obtida pelo mapeamento realizado pelo modelo fuzzy para a Progressão
Cĺınica.

elaboração do modelo, demonstrou possuir boa capacidade preditiva para a progressão
cĺınica de indiv́ıduos infectados pelo HIV.

7.2 Modelo para estimativa de risco de morte ne-

onatal

Dentre as principais causas de mortalidade neonatal destacam-se entre outras, o nas-
cimento de crianças com baixo peso (RNBP) e os recém-nascidos pré-termos (RNPT).
Existe uma classificação utilizada pelos obstetras para designar as crianças como pré-
termo e baixo peso. Aquelas cujo peso é inferior a 2500 g ao nascer são consideradas
com baixo peso e dentre estas, aquelas que nascem com um peso inferior a 1500 g
são consideradas muito baixo peso. Da mesma forma, são consideradas pré-termo as
crianças que nascem antes de completadas 37 semanas de gestação e pré-termo ex-
tremo aquelas que nascem antes de completadas 32 semanas. No Brasil estima-se em
torno de 10% a incidência de RNBP e RNPT. Sendo assim, estimar o risco de morte
neonatal pode dar informações importantes ao pediatra e em especial ao intensivista
neonatal, quanto à atenção que deve ser dedicada àquele recém-nascido. Todavia, um
posśıvel gerador de confusão é a classificação Booleana para RNPT e RNBP descrita
acima, pois uma criança que, por exemplo, tenha nascido com 2600 g pode não vir
a receber a devida atenção por não ter sido considerada como RNBP, o mesmo po-
dendo acontecer com uma criança que tenha nascido após 38 semanas de gestação.
Claramente, os cuidados com o recém-nascido variam a depender do hospital e da
região em que ele se encontra (cidades maiores ou menores). É de conhecimento geral
que em alguns hospitais mais modestos ocorre muitas vezes de não haver um pedia-
tra no momento do parto, sendo a avaliação do recém-nascido conduzida por outros
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profissionais. É também sabido, que esta avaliação, como a nota de APGAR por e-
xemplo, varia a depender do tipo de especialista que conduz a avaliação. Sendo assim,
o desenvolvimento de um programa simples que seja capaz de avaliar o risco de morte
neonatal pode vir a ser uma importante ferramenta no aux́ılio desses profissionais,
principalmente quando o neonatologista não está presente.

Neste trabalho é proposto um modelo lingǘıstico fuzzy para avaliar este risco de
morte baseando-se na fuzificação das variáveis peso ao nascer e idade gestacional.
O especialista considerou 4 conjuntos fuzzy para a variável peso ao nascer: muito
baixo peso (MBP), baixo peso (BP), peso insuficiente (PI) e Normal (PN); e 3 para a
variável idade gestacional: muito pré-termo (MPT), pré-termo (PT) e termo (T). Os
conjuntos foram os seguintes:
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Peso ao nascer:

P muito baixo


µPmb(x) = 1 se x > 1200
µPmb(x) = 0, 0025(x− 1200) se 1200 ≤ x < 1600
µPmb(x) = 0 se 1600 ≤ x

P baixo


µPb(x) = 0 se x < 1400 ou x > 2600

µPb(x) = 0, 005(x− 1400) se 1400 ≤ x < 1600
µPb(x) = 1 se 1600 < x ≤ 2200

µPb(x) = 0, 0025(2600− x) se 2200 < x ≤ 2600

P insuficiente


µPi(x) = 0 se x < 2300 ou x > 3100

µPi(x) = 0, 003(x− 2300) se 2300 ≤ x < 2600
µPi(x) = 1 se 2600 < x ≤ 2900

µPi(x) = 0, 005(3100− x) se 2900 < x ≤ 3100

P normal


µPn(x) = 0 se x < 2900
µPn(x) = 0, 003(x− 2900) se 2900 ≤ x < 3200
µPn(x) = 1 se 3200 < x ≤ 4000
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Idade gestacional:

IG muito pré-termo


µIGmpt(x) = 0 se x > 32

µIGmpt(x) = 0, 25(32− x) se 28 ≤ x < 32
µIGmpt(x) = 1 se x ≤ 28

IG pré-termo


µIGpt(x) = 0 se x < 29 ou x > 37, 5

µIGpt(x) = 0, 3(x− 29) se 29 ≤ x < 32
µIGpt(x) = 1 se 32 ≤ x ≤ 34

µIGpt(x) = 0, 286(37, 5− x) se 34 < x ≤ 37, 5

IG termo


µIGt(x) = 0 se x < 36

µIGt(x) = 0, 5(x− 36) se 36 ≤ x < 38
µIGt(x) = 1 se 38 ≤ x ≤ 42

O conjunto fuzzy de sáıda do modelo é o risco de morte neonatal, tendo sido
considerados 4 conjuntos fuzzy para esta variável: muito baixo, baixo, pouco elevado
e elevado.

R muito baixo


µRmb(x) = 0 se x < 8

µRmb(x) = 0, 25(8− x) se 4 ≤ x < 8
µRmb(x) = 1 se 0 < x ≤ 4

R baixo


µRb(x) = 0 se x < 6 ou x > 22

µRb(x) = 0, 25(x− 6) se 6 ≤ x < 10
µRb(x) = 1 se 10 ≤ x ≤ 16

µRb(x) = 0, 16(22− x) se 16 < x ≤ 22

R pouco elevado


µRpe(x) = 0 se x < 18 ou x > 55

µRpe(x) = 0, 143(x− 18) se 18 ≤ x < 25
µRpe(x) = 1 se 25 ≤ x ≤ 35

µRpe(x) = 0, 05(55− x) se 35 < x ≤ 55

R elevado


µRe(x) = 0 se x < 45

µRe(x) = 0, 06(x− 45) se 45 ≤ x ≤ 60
µRe(x) = 1 se 60 < x ≤ 100

As figuras 7.7, 7.8 e 7.9 apresentam os conjuntos fuzzy para as variáveis peso, idade
gestacional e risco de morte, respectivamente.

O especialista considerou relevantes as seguintes regras:

1) Se Peso é muito baixo E IG é muito pré-termo ENTÃO Risco é elevado
2) Se Peso é baixo E IG é muito pré-termo ENTÃO Risco é elevado
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Figura 7.7: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica Peso ao nascer.

Figura 7.8: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica Idade Gestacional.

3) Se Peso é muito baixo E IG é pré-termo ENTÃO Risco é elevado
4) Se Peso é baixo E IG é pré-termo ENTÃO Risco é pouco elevado
5) Se Peso é insuficiente E IG é pré-termo ENTÃO Risco é baixo
6) Se Peso é normal E IG é pré-termo ENTÃO Risco é baixo
7) Se Peso é muito baixo E IG é termo ENTÃO Risco é pouco elevado
8) Se Peso é baixo E IG é termo ENTÃO Risco é baixo
9) Se Peso é insuficiente E IG é termo ENTÃO Risco é muito baixo
10) Se Peso é normal E IG é termo ENTÃO Risco é muito baixo

A inferência utilizada foi o Mı́nimo de Mamdani e o método de defuzificação utili-
zado foi o do centro de área (MCA). A figura 7.10 mostra o resultado do mapeamento
do sistema.A ”região não consistente”nessa figura se refere a região de valores não
posśıveis ao problema, por exemplo: não é posśıvel que uma criança com nascimento
precoce (muito pré termo ou pré termo) apresente peso normal ao nascer.

A tabela 7.2 ilustra alguns dos resultados fornecidos pelo sistema e comparados
com a opinião do especialista e a figura 7.11 apresenta a correlação entre esses valores.
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Figura 7.9: Conjuntos fuzzy para a variável lingǘıstica Risco de morte neonatal.

Tabela 7.2: Alguns resultados do modelo para valores de peso e idade gestacional
comparados com a opinião do especialista.

Peso (kg) IG (semanas) Respecialista (%) Rmodelo (%)
1200 28 80 76
1500 30 75 65
2000 34 50 33
1600 36 50 35
2200 36 30 35
2000 38 15 13
2500 38 10 6
1500 36 40 50
3000 40 2 3
2800 39 4 4
2950 37 4 5
1500 32 50 47
2600 39 8 3
3500 40 3 3
800 29 80 76

Vemos da tabela que o modelo baseado em apenas duas variáveis mostrou-se robus-
to na predição da mortalidade neonatal quando compara-se os resultados do modelo e
a expectativa dada pelo especialista. De fato, a associação entre os valores do modelo
e do especialista foi r = 0, 96.

Este modelo pode ser aprimorado considerando outras variáveis importantes para
avaliação do risco de morte neonatal, tais como a nota de apgar da criança, por
exemplo. Esta análise de risco de morte neonatal pode ser útil também na estimativa
de uso das instalações de UTI nos hospitais, assim como na estimativa do uso de
eleitos e medicamentos, o que pode ser do interesse tanto da administração do hospital
quanto das seguradoras de saúde. Um refinamento desse modelo objetiva também
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Figura 7.10: Superf́ıcie obtida pelo mapeamento realizado pelo modelo fuzzy para a estimativa de
Risco de morte neonatal.

incluir variáveis do pré-natal para avaliarmos as chances de complicações no parto e
no pós-parto, precavendo a necessidade de cuidados especiais para a mãe e o recém-
nascido. Outros trabalhos desse tipo serão apresentados no caṕıtulo 10, quando serão
discutidos os projetos em andamento efuturos.

7.3 Discussão

Embora os modelos aqui apresentados não tenham sido validados com dados experi-
mentais, o que não seria posśıvel no modelo para a progressão cĺınica para AIDS por
questões éticas e humanitárias, nem para o modelo de estimador de risco de morte
neonatal por não ser ele uma variável mensurável (vide observação na sessão 3.5),
ambos os modelos ilustram a potencialidade dessa ferramenta na solução de proble-
mas em biomedicina. De fato, ao trabalharmos com os especialistas, eles mesmos
nos propõem outros caminhos e abordagens, aprimorando os modelos anteriores e
buscando respostas a outras situações.

Uma vantagem da estimativa do risco de morte neonatal apresentada é que o valor
fornecido pelo modelo não varia com o tempo, o que não acontece com a opinião
do especialista. A depender do “estado de humor” do especialista o valor de risco
pode ser mais positivo ou negativo, e sua resposta a uma dada circunstância hoje
poderá ser diferente da resposta fornecida na semana anterior. Da mesma forma, este
modelo evita a variabilidade de análise entre os diversos profissionais de saúde. Sendo
o programa muito simples, ele pode ser facilmente implementado em qualquer micro
computador sem maiores custos e com grande facilidade de manipulação pelo usuário.
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Figura 7.11: Associação entre os valores fornecidos pelo especialista e o modelo fuzzy, para a
estimativa de Risco de morte neonatal.

Todavia, como dito anteriormente, este modelo será aprimorado.
Finalmente, os modelos lingǘısticos fuzzy são facilmente compreendidos e aceitos

pelos especialistas, não exigindo deles conhecimentos complexos nem profundos a
cerca da teoria utilizada, o que torna a interdisciplinariedade fact́ıvel neste caso. Esta
é, sem dúvida alguma, uma das principais vantagens oferecidas pela teoria de lógica
fuzzy na elaboração de modelos em biomedicina.



Caṕıtulo 8

Modelos dinâmicos fuzzy em
epidemiologia

Os modelos dinâmicos convencionais para tratar problemas em epidemiologia são,
em geral, modelos compartimentalizados, ou seja, são baseados em um conjunto de
equações diferenciais que descrevem a dinâmica do sistema. Todavia, apesar desses
modelos produzirem resultados interessantes e algumas vezes aplicáveis, eles não são
capazes de lidar com as incertezas inerentes ao sistema quando elas existem, estejam
elas relacionadas com as variáveis, as condições de contorno, os estados iniciais ou
os valores dos parâmetros. Claramente, todo modelo consiste em uma interpretação
e uma simplificação da realidade. Acontece, porém, que em algumas situações os
modelos epidemiológicos clássicos figuram uma simplificação demasiada, resultando
em dificuldades para serem validados. Portanto, uma abordagem alternativa posśıvel
seria combinar as técnicas de lógica fuzzy com as de sistemas dinâmicos não lineares.
No entanto, como discutido na seção 1.6, esta área é muito incipiente e enfrenta
dificudades teóricas sob vários aspectos, sendo ainda muito dif́ıcil produzir resultados
práticos.

Neste contexto, os modelos lingǘısticos performam uma possibilidade no trata-
mento da dinâmica de sistemas epidêmicos de forma mais realista. Foi no sentido
de investigar esta possibilidade que desenvolvemos os modelos aqui apresentados. O
primeiro modelo foi aplicado para descrever a dinâmica etária de cães soropositivos
a raiva canina na Cidade de São Paulo. Neste caso, elaboramos duas abordagens de
modelos lingǘısticos: um modelo tipo TSK (Takagi-Sugeno-Kang) e um tipo Mamda-
ni. O segundo modelo, um pouco mais complexo, buscou descrever a dinâmica de um
sistema epidêmico tipo SIR (Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado). Os resultados forne-
cidos pelos modelos fuzzy foram comparados com os produzidos a partir de modelos
clássicos.

94
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8.1 Modelo para raiva canina na cidade de São

Paulo

Um estudo sobre a distribuição de cães soropositivos a raiva canina foi realizado
por Paulo Sallum e Eduardo Massad (Sallum et al 2000 ), na cidade de São Paulo.
Neste trabalho foram analisadas as idades e sorologia de cães errantes e de cães da
Poĺıcia Militar, sendo a idade dos cães errantes determinada através da observação
da dentição dos animais, entre outros fatores. Para avaliar a situação dessa epidemia
os autores elaboraram um sistema dinâmico convencional, considerando a estacio-
nariedade temporal e apenas dois estados idade-dependentes: animais soronegativos
(não-vacinados ou sororevertidos), denotados por S−(a), e animais soropositivos (va-
cinados), denotados por S+(a). Sendo a raiva canina uma doença absolutamente letal
o modelo considera a ausência de infecção subcĺınica, ou seja, os animais somente
serão soropositivos através do contato vacinal. O sistema é considerado isolado e o
modelo compartimentado possui, portanto, dois parâmetros: uma taxa de vacinação
idade-dependente v(a), com a qual os animais migram do estado S−(a) para o estado
S+(a), e uma taxa idade-independente τ com a qual eles perdem a imunidade, retor-
nando para o estado S−(a). Esse modelo dinâmico é descrito pelo seguinte sistema
de equações diferenciais ordinárias:

dS−(a)

da
= −v(a)S−(a) + τS+(a) (8.1)

e

dS+(a)

da
= v(a)S−(a)− τS+(a). (8.2)

Todavia, sendo o sistema isolado temos que:

S+(a) + S−(a) = 1, (8.3)

e resolvendo o sistema de equações acima podemos obter a função que descreve a taxa
de vacinação v(a):

v(a) =
dS+(a)

da
+ τS+(a)

1− S+(a)
. (8.4)

A análise da amostra de cães errantes da Cidade de São Paulo forneceu os seguintes
resultados (Sallum et al 2000 ):

Tabela 8.1: Soroprevalência da amostra de cães errantes.
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Idade (anos) Fração de Positivos
0.5 0.09
1.5 0.13
3.5 0.22
6.0 0.32

Cujo ajuste linear forneceu

S+(a) = 0, 04 + 0, 0486a, (8.5)

e a força de vacinação, expressa pela equação (8.4 ), resulta na expressão

v(a) =
(0, 04 + 0, 0486a)τ + 0, 0486

1− (0, 04 + 0, 0486a)
. (8.6)

A tabela 8.2 apresenta os resultados para os cães da poĺıcia militar.

Tabela 8.2: Soroprevalência da amostra de cães da poĺıcia militar.

Idade (anos) Fração de Positivos
0.5 0.57
1.5 0.80
3.5 0.80
6.0 0.90

Cujo ajuste resultou na seguinte equação

S+(a) = 0, 9(1− exp(−0, 95a)), (8.7)

onde a força de vacinação é expressa, a partir da equação (8.4), por:

v(a) =
0, 86 exp(−0, 95a) + 0, 9(1− exp(−0, 95a))τ

1− 0, 9(1− exp(−0, 95a))
. (8.8)

A figura 8.1 mostra os dados experimentais para as amostras de cães errantes e de
cães dapoĺıcia militar.

O modelo fuzzy proposto é constitúıdo por um conjunto de regras que busca re-
construir a dinâmica do sistema de forma a considerar a subjetividade das grandezas
envolvidas. A construção das regras e os conjuntos fuzzy foram obtidos com o aux́ılio
e o conhecimento emṕırico de um especialista.

A seguir é apresentado o primeiro modelo fuzzy para raiva canina que avaliamos.
Trata-se de um modelo tipo TSK constrúıdo a partir de informações obtidas no modelo
dinâmico clássico anterior e de um grande grau de subjetividade na escolha da função
que desempenha o conseqüente das regras. Na sessão seguinte é apresentada uma
outra abordagem deste mesmo problema, porém, considerando um modelo do tipo
MISO, onde as sáıdas são agora conjuntos fuzzy.
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Figura 8.1: Dados experimentais para as amostras de cães errantes e de cães da poĺıcia militar.

Modelo dinâmico fuzzy tipo TSK

Neste modelo consideramos três variáveis lingǘısticas de entrada: S, que se refere aos
animais soropositivos1, V , que é a força de vacinação e Γ que é dado pelo inverso do
tempo de permanência no compartimento S. Cada variável lingǘıstica é caracterizada
por três conjuntos fuzzy, como apresentado abaixo:

1 Daqui em diante, utilizaremos as letras maiúsculas para designar as variáveis lingǘısticas fuzzy e
as minúsculas para designar as variáveis clássicas. Assim, S é a variável lingǘıstica para a proporção
de soropositivos e s é o valor clássico dessa proporção. Ainda por simplicidade, denominaremos os
soropositivos apenas por s(a) e não mais por s+(a).
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S(s) (proporção de animais soropositivos)

S baixo


µSb(x) = 5x se 0 ≤ x ≤ 0.2
µSb(x) = −5(x− 0.4) se 0.2 < x ≤ 0.4
µSb(x) = 0 se x > 0.4

S médio


µSm(x) = 5(x− 0.3) se 0.3 ≤ x ≤ 0.5
µSm(x) = −5(x− 0.7) se 0.5 < x ≤ 0.7
µSm(x) = 0 se x < 0.3, x > 0.7

S grande


µSg(x) = 5(x− 0.6) se 0.6 ≤ x ≤ 0.8
µSg(x) = 5(x− 1.0) se 0.8 < x ≤ 1.0
µSg(x) = 0 se x < 0.3, x > 0.7
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V (ν) (força de vacinação)

V fraco


µV f (x) = 2.22̄(x− 0.05) se 0.05 ≤ x ≤ 0.5
µV f (x) = −3.33̄(x− 0.8) se 0.5 < x ≤ 0.8
µV f (x) = 0 se x > 0.4

V médio


µV m(x) = 1.66̄(x− 0.6) se 0.6 ≤ x ≤ 1.2
µV m(x) = −1.25(x− 2.0) se 1.2 < x ≤ 2.0
µV m(x) = 0 se x < 6.0, x > 1.2

V forte


µV fo(x) = x− 1.0 se 1.0 ≤ x ≤ 2.0
µV fo(x) = −1(x− 3.0) se 2.0 < x ≤ 3.0
µV fo(x) = 0 se x < 1.0, x > 3.0

Γ(τ) ( inverso do tempo de permanência como soropositivo)

Γ curto


µΓc(x) = 10(x− 0.3) se 0.3 ≤ x ≤ 0.4
µΓc(x) = −10(x− 0.5) se 0.4 < x ≤ 0.5
µΓc(x) = 0 se x < 0.3, x > 0.5

Γ médio


µΓm(x) = 3.33̄(x− 0.4) se 0.4 ≤ x ≤ 0.7
µΓm(x) = −3.33̄(x− 1.0) se 0.7 < x ≤ 1.0
µΓm(x) = 0 se x < 0.4, x > 1.0

Γ longo


µΓl(x) = 1.43(x− 0.5) se 0.5 ≤ x ≤ 1.2
µΓl(x) = −1.25(x− 2.0) se 1.2 < x ≤ 2.0
µΓl(x) = 0 se x < 0.5, x > 2.0

Combinando os diversos conjuntos fuzzy de S, V e Γ de forma coerente elaboramos
19 regras cujo conseqüente foi inspirado na discretização da equação (8.2), dada por:

∆s = v(a)(1− s(a))− τs(a). (8.9)

Nestes termos, o conseqüente utilizado para cada regra foi:

∆si = µVi
(ν)v(a)[1− µSi

(s)s(a)]− µΓi
(τ)τµSi

(s)s(a), (8.10)

onde µVi
(ν) é o grau de pertinência no conjunto fuzzy da força de vacinação na i −

ésima regra, µSi
(s) é o grau de pertinência no conjunto fuzzy da proporção de cães

soropositivos e µΓi
(τ) é o grau de pertinência no conjunto fuzzy da taxa de perda de

anticorpos. Note que a equação (8.10) proposta para ser o conseqüente da regra é uma
inspiração. Na verdade, não existe nenhuma informação funcional sobre como estas
variáveis se relacionam entre si. Como será discutido mais adiante, esta ausência de
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informação funcional é o que torna dif́ıcil a elaboração de modelos do tipo TSK em
epidemiologia.

Considerando o conseqüente proposto, temos que cada regra fuzzy apresenta a
seguinte estrutura:

SES é baixo E V é fraco E Γ é curto

ENTÃO ∆si = µVfraco
(ν)v(a)[1− µSbaixo

(s)s(a)]− τµΓcurto(τ)µSbaixo
(s(a))s(a),

onde ∆si é o incremento de s de acordo com a regra i . É importante perceber que
∆si é, neste caso, um número e não um conjunto fuzzy.

O conjunto de regras considerado foi:

1) S grande, Γ curto, V médio;
2) S grande, Γ médio, V médio;
3) S grande, Γ longo, V forte;
4) S grande, Γ curto, V forte;
5) S médio, Γ curto; V médio;
6) S médio, Γ curto; V fraco;
7) S médio, Γ médio; V médio;
8) S médio, Γ longo; V médio;
9) S médio, Γ longo; V forte;
10) S médio, Γ longo; V fraco;
11) S médio, Γ curto; V forte;
12) S pequeno, Γ longo; V fraco;
13) S pequeno, Γ curto; V fraco;
14) S pequeno, Γ curto; V forte;
15) S pequeno, Γ médio; V fraco;
16) S pequeno, Γ médio; V médio;
17) S pequeno, Γ longo; V médio;
18) S pequeno, Γ longo; V forte;
19) S pequeno, Γ curto; V médio;

Após o sistema percorrer todas as regras o valor numérico final de ∆s é dado por
uma ponderação dos valores ∆si pelo dofi, que é uma medida da importância da
i-ésima regra, como segue:

∆s =

∑19
i=1 dofi∆si∑19

i=1 dofi

(8.11)

e, finalmente, temos que

s(a + 1) = s(a) + ∆s.

A força de vacinação foi atualizada a partir de um ajuste linear dos dados expe-
rimentais, ou seja, v(a) foi calculado para diferentes idades utilizando-se a equação
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obtida com o ajuste, sendo o sistema alimentado com estes valores. Os resultados
fornecidos pelo modelo para o caso dos cães errantes e dos cães da PM, considerando
τ = 0, 33 em ambos os casos, são apresentados nas figura 8.2 e 8.3, respectivamente.

Figura 8.2: Resultados fornecidos pelo modelo TSK para o caso dos cães errantes, considerando
τ = 0, 33.

Figura 8.3: Resultados fornecidos pelo modelo TSK para o caso dos cães da Poĺıcia Miitar, consi-
derando τ = 0, 33.

Os valores obtidos pelo modelo para o caso dos cães errantes foram bastante ra-
zoáveis, na verdade animadores. No entanto, não podemos dizer o mesmo para o caso
dos cães da PM. De fato, um ajuste linear dos valores experimentais, neste caso, não
é uma forma adequada para se obter informação sobre a atualização de v(a), uma vez
que os dados são claramente não lineares. Todavia, outras tentativas foram realizadas,
inclusive considerando a equação fornecida pelo modelo clássico, e todas apresenta-
ram resultados piores do que os obtidos com o ajuste linear. Além disso, o modelo
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não se mostrou robusto para o caso dos cães da PM, ou seja, dois ajustes lineares
muito semelhantes forneceram comportamentos dinâmicos completamente distintos,
caracterizando a inadequabilidade da função proposta como conseqüente das regras.
Conclúımos, então, que a equação (8.10) proposta para o ∆s não é conveniente para
descrever a dinâmica do sistema.

É importante ressaltar que toda a nossa dificuldade para elaboração de modelos
desse tipo consiste no fato de não termos meios de equacionar ∆s, pois não temos
informações sobre a evolução do sistema (seus funcionais, suas leis naturais). Neste
sentido as aplicações de lógica fuzzy em epidemiologia que desejamos realizar é muito
diferente das aplicações fuzzy mais usuais, como em sistemas de controle, nas quais o
pequisador sabe qual é o produto final que pretende obter e, a partir das informações
que possui, procura “calibrar” o modelo como num processo de refinamento, até obter
o “produto” desejado. De fato, uma carcateŕıstica importante dos modelos fuzzy é
que, em geral, eles são elaborados através de tentativa e erro.

Os modelos do tipo TSK são muito interessantes na medida em que podemos agre-
gar ao conjunto de regras fuzzy o conhecimento existente sobre a dinâmica do sistema,
sendo o modelo menos dependente das informações fornecidas pelo especialista. Toda-
via, este conhecimento à priori sobre o comportamento do sistema é pouco comum em
problemas de epidemiologia, o que torna os nossos modelos completamente baseados
no conhecimento dos especialistas. Por estas razões, decidimos elaborar um modelo
do tipo MISO, que consiste numa proposta menos audaciosa, cujos conseqüentes são
também estruturados como conjuntos fuzzy.

Modelo Dinâmico Fuzzy tipo MISO

Neste modelo associamos à cada situação abordada pelas regras um conseqüente ∆S
que o especialista julgava adequado, sempre pensando no ∆S como sendo uma pro-
porção do número de soropositivos. Sendo assim, tomemos como exemplo a situação
descrita na regra (1) dada na sessão anterior:

S grande,Γcurto, V médio.

Neste caso dizemos que a variação de animais no grupo de soropositivos esperada
é muito pequena, ou seja, o especialista não espera que dadas as condições descritas
na regra acima a proporção de animais soropositivos na próxima idade considerada,
6 meses neste caso, cresça consideravelmente. Assim, analisando as situações descri-
tas pelas regras construimos uma variável lingǘıstica caracterizada por cinco termos
lingǘısticos que expressam a sensibilidade do especialista para os valores de ∆S. Os
conjuntos fuzzy considerados foram:
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∆Smuito pequeno


µ∆Smp(x) = 20x se 0 ≤ x ≤ 0.05
µ∆Smp(x) = −20(x− 0.1) se 0.05 < x ≤ 0.1
µ∆Smp(x) = 0 se x > 0.1

∆Spequeno


µ∆Sp(x) = 20(x− 0.05) se 0.05 ≤ x ≤ 0.1
µ∆Sp(x) = −20(x− 0.15) se 0.1 < x ≤ 0.15
µ∆Sp(x) = 0 se x < 0.05, x > 0.15

∆Snulo

{
µ∆Sn(x) = 1 se x = 0
µ∆Sn(x) = 0 se x 6= 0

∆Smédio


µ∆Sm(x) = 20(x− 0.12) se 0.12 ≤ x ≤ 0.17
µ∆Sm(x) = −12.5(x− 0.25) se 0.17 < x ≤ 0.25
µ∆Sm(x) = 0 se x < 0.12, x > 0.25

∆Sgrande


µ∆Smp(x) = 14.29(x− 0.2) se 0.2 ≤ x ≤ 0.27
µ∆Smp(x) = 1 se 0.27 < x ≤ 0.32
µ∆Smp(x) = 0 se x < 0.2, x > 0.32

Note que a diferença básica entre os modelos TSK e MISO é que no segundo caso
a sáıda da regra é também um conjunto fuzzy. O método de inferência utilizado foi
o Mı́nimo de Mamdani, que fornece um conjunto fuzzy como resposta final. A sáıda
clássica foi obtida através da defuzificação desse conjunto fuzzy de sáıda através do
método das alturas (MA) de defuzificação, apresentado na seção 3.4.

O conjunto de regras fuzzy utilizado neste modelo foi:

1) SE S grande, Γ curto, V médio ENTÃO ∆S é Muito Pequeno
2) SE S grande, Γ médio, V médio ENTÃO ∆S é Muito Pequeno;
3) SE S grande, Γ longo, V forte ENTÃO ∆S é Nulo;
4) SE S grande, Γ curto, V forte ENTÃO ∆S é Nulo;
5) SE S médio, Γ curto; V médio ENTÃO ∆S é Pequeno;
6) SE S médio, Γ curto; V fraco ENTÃO ∆S é Pequeno;
7) SE S médio, Γ médio; V médio ENTÃO ∆S é Pequeno;
8) SE S médio, Γ longo; V médio ENTÃO ∆S é Muito Pequeno;
9) SE S médio, Γ longo; V forte ENTÃO ∆S é Nulo;
10) SE S médio, Γ longo; V fraco ENTÃO ∆S é Muito Pequeno;
11) SE S médio, Γ curto; V forte ENTÃO ∆S é Médio;
12) SE S pequeno, Γ longo; V fraco ENTÃO ∆S é Nulo;
13) SE S pequeno, Γ curto; V fraco ENTÃO ∆S é Muito Pequeno;
14) SE S pequeno, Γ curto; V forte ENTÃO ∆S é Grande;
15) SE S pequeno, Γ médio; V fraco ENTÃO ∆S é Nulo;
16) SE S pequeno, Γ médio; V médio ENTÃO ∆S é Pequeno;
17) SE S pequeno, Γ longo; V médio ENTÃO ∆S é Muito Pequeno;
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18) SE S pequeno, Γ longo; V forte ENTÃO ∆S é Médio;
19) SE S pequeno, Γ curto; V médio ENTÃO ∆S é Pequeno;

Como no modelo TSK, atualizamos a força de vacinação v(a) de diversas formas
mantendo em todas elas o tempo de imunização, τ = 0, 33, constante. A figura
8.4 apresenta os resultados obtidos, para o caso dos cães errantes, segundo: a) v(a)
é atualizado a partir da equação (8.9), b) v(a) = 0, 12 é mantido fixo e c) v(a) é
atualizado a partir do ajuste linear dado pela equação (8.6). Podemos notar que esse
modelo não é senśıvel a pequenas alterações nos valores de v(a), isto se deve ao tipo de
estrutura do modelo. Uma vez que os diversos procedimentos de atualização de v(a)
resultam em valores de s(a) muito semelhantes adotaremos então a força de vacinação
como variável idade-independente, v.

Figura 8.4: Resultados obtidos com o modelo MISO com τ = 0, 33 constante e v(a) atualizado por
diversos métodos, para o caso dos cães errantes.

Uma vez que os cães errantes são, em geral, imunizados quando alguém coleta o
cão e o encaminha para a vacinação (adoção temporária de cães de rua) não é esperado
que a força de vacinação, para o caso desses cães, seja forte. Sendo assim, fixamos
v = 0, 12, que corresponde nos nossos conjuntos fuzzy a uma força de vacinação fraca
e, variamos o valor de τ objetivando obter o tempo de permanência dos cães errantes
enquanto protegidos. A figura 8.5 apresenta os resultados obtidos mostrando-nos que
para este modelo o melhor valor de τ é 0, 49, correspondendo a 2, 04 anos de proteção
o que, segundo o conhecimento dispońıvel quanto as vacinas utilizadas nas campanhas
contra a raiva canina, é bastante razoável.

Assumindo então que τ = 0, 49 variamos o valor do parâmetro força de vacinação,
procurando obter o melhor valor de v(a). A figura 8.6 mostra-nos que, de fato, a força
de vacinação é fraca fornecendo-nos v(a) = 0, 12.
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Figura 8.5: Resultados obtidos com o modelo MISO com v = 0, 12 constante e variando o valor de
τ , para o caso dos cães errantes.

A figura 8.7 apresenta a correlação entre os resultados obtidos pelo modelo e os
dados experimentais, com os valores τ = 0, 49 e v = 0, 12, onde a reta representa a
curva de tendência. Esta figura nos revela que o modelo MISO foi capaz de descrever
a dinâmica do sistema satisfatoriamente para o caso dos cães errantes.

A realidade dos cães da Poĺıcia militar é completamente diferente da dos cães de
rua. Uma vez que os primeiros são registrados, alimentados adequadamente, cuidados
por especialistas e vacinados rotineiramente, é esperado que o tempo com que os cães
permanecem protegidos seja razoavelmente longo, da mesma forma que a força de
vacinação deve se apresentar forte. Sendo assim, fixamos o valor de τ = 0, 33, o que
corresponde a 3, 03 anos de proteção, e variamos o valor de v. A figura 8.8 apresenta
as curvas obtidas revelando-nos v = 1, 2 como mais adequado.

Como no caso dos cães de rua, fixamos o valor de v = 1, 2 e variamos o valor de
τ para, dessa forma, encontrar o valor desejado. A figura 8.9 apresenta os resultados
obtidos mostrando-nos que o tempo de permanência dos cães da PM no grupo dos
soropositivos é de 0, 31 , o que corresponde a 3, 23 anos de proteção. Portanto, para
este caso, o modelo nos forneceu, após defuzificação, valores clássicos que revelam
uma forte força de vacinação e um longo peŕıodo de proteção, o que é completamente
satisfatório na realidade dos cães da Poĺıcia Militar. A figura 8.10 que ilustra a
correlação entre os valores gerados pelo modelo e os dados experimentais.

Temos, portanto, que o modelo baseado no especialista foi capaz de descrever de
forma satisfatória a dinâmica registrada pelos dados experimentais. As figuras 8.11
e 8.12 apresentam os dados experimentais confrontados com os valores gerados pelo
modelo MISO e pelo modelo clássico descrito anteriormente, para os cães errantes e
da PM, respectivamente. Podemos notar que, embora neste caso o modelo clássico
forneça bons resultados, o modelo MISO se aproxima mais dos valores experimentais,
o que pode resultar em um maior poder preditivo.

No sentido de estudar um sistema dinâmico fuzzy mais complexo e compará-lo
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Figura 8.6: Resultados obtidos com o modelo MISO com τ = 0, 49 constante e variando o valor de
v, para o caso dos cães errantes.

com a abordagem clássica, elaboramos um outro modelo lingúıstico, com múltiplas
entradas e múltiplas sáıdas (MIMO), e comparamos os resultados com um conjunto
de três equações diferenciais não lineares.

8.2 Modelo MIMO para um sistema epidêmico ti-

po SIR

Neste caso nós consideramos o modelo clássico compartimentado do tipo SIR (An-
derson & May 1991, Massad et al 1995 ) usado para descrever o desenvolvimento de
uma infecção microparaśıtica t́ıpica, assim como o sarampo, quando uma campanha
de vacinação é implementada. Este modelo é constituido pelo seguinte conjunto de
equações diferenciais não-lineares:

ds

dt
= αn− αs− βsi− vs (8.12)

di

dt
= −αi + βsi− γi (8.13)

dr

dt
= γi− αr + vs (8.14)

onde s é a proporção de indiv́ıduos suscet́ıveis, i é a proporção de indiv́ıduos infectados
e r é a proporção de indiv́ıduos recuperados. O modelo tem quatro parâmetros: α
é a taxa de mortalidade natural da população, β é a taxa de contato infectivo entre
indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados, ν é a força de vacinação e γ é a taxa com que os
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Figura 8.7: Correlação entre os resultados obtidos pelo modelo MISO e os dados experimentais,
com os valores τ = 0, 49 e v = 0, 12, para o caso dos cães errantes.

indiv́ıduos doentes se recuperam. O número total de indiv́ıduos é mantido fixo, ou
seja, n = s + i + r, o que reduz o conjunto de equações diferenciais acima a duas
equações.

No sentido de estudar o comportamento dinâmico deste modelo nós atribuimos
va-lores para os parâmetros do modelo baseado na situação real da endemia de sa-
rampo na cidade de São Paulo e simulamos numericamente o conjunto de equações
diferenciais acima para vários valores destes parâmetros. Nós analisamos as diversas
situações simuladas no modelo clássico para construirmos os nossos conjuntos fuzzy.
A figura 8.13 apresenta o comportamento t́ıpico das proporções s, i e r.

No modelo fuzzy MIMO foi considerado quatro variáveis lingǘısticas de entrada
e duas variáveis de sáıda: a taxa de contato infectivo, B, a força de vacinação, V, a
proporção de suscet́ıveis, S, e a proporção de indiv́ıduos infectados, I, como antece-
dentes das regras e a variação da proporção de S, ∆S, e a variação da proporção de
I, ∆I, como os conseqüentes. Nós consideramos as seguintes funções de pertinência
para os antecedentes:
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Figura 8.8: Resultados obtidos com o modelo MISO com τ = 0, 33 constante e variando o valor de
v, para o caso dos cães da PM.

B : a taxa de contato infectivo.

B pequena


µBp(x) = 1.0 se 1.0003 ≤ x ≤ 2.0
µBp(x) = −1.0(x− 3.0) se 2.0 < x ≤ 3.0
µBp(x) = 0 se x < 1.0003, x > 3.0

B média


µBm(x) = 0.2(x− 2.0) se 2.0 ≤ x ≤ 7.0
µBm(x) = −0.3(x− 10.0) se 7.0 < x ≤ 10.0
µBm(x) = 0 se x < 2.0, x > 10.0

B grande


µBg(x) = 0.083(x− 8.0) se 8.0 ≤ x ≤ 20.0
µBg(x) = −0.1(x− 30.0) se 20.0 < x ≤ 30.0
µBg(x) = 0 se x < 8.0, x > 30.0

B muito grande


µBmg(x) = 0.04(x− 25.0) se 25.0 ≤ x ≤ 50.0
µBmg(x) = 1.0 se 50.0 < x ≤ 100.0
µBmg(x) = 0 se x < 25.0, x > 100.0
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Figura 8.9: Resultados obtidos com o modelo MISO com v = 1, 2 constante e variando o valor de
τ , para o caso dos cães da PM.

V : a força de vacinação.

V fraca


µV f (x) = 1.0 se 0.0 ≤ x ≤ 0.01
µV f (x) = −50.0(x− 0.03) se 0.01 < x ≤ 0.03
µV f (x) = 0 se x > 0.03

V média


µV m(x) = 20.0(x− 0.02) se 0.02 ≤ x ≤ 0.07
µV m(x) = −33.3(x− 0.10) se 0.07 < x ≤ 0.10
µV m(x) = 0 se x < 0.02, x > 0.10

V forte


µV fo(x) = 4.0(x− 0.05) se 0.05 ≤ x ≤ 0.30
µV fo(x) = 1.0 se 0.30 < x ≤ 1.00
µV fo(x) = 0 se x < 0.05, x > 1.0
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Figura 8.10: Correlação entre os resultados obtidos pelo modelo MISO e os dados experimentais,
com os valores τ = 0, 31 e v = 1, 2, para o caso dos cães da PM.

S : a proporção de suscet́ıveis.

S muito pequena


µSmp(x) = 1.0 se 0.0 ≤ x ≤ 0.10
µSmp(x) = −10.0(x− 0.20) se 0.10 < x ≤ 0.20
µSm,p(x) = 0 se x > 0.20

S pequena


µSp(x) = 7.7(x− 0.12) se 0.12 ≤ x ≤ 0.25
µSp(x) = −6.6(x− 0.40) se 0.25 < x ≤ 0.40
µSp(x) = 0 se x < 0.12, x > 0.40

S média


µSm(x) = 5.0(x− 0.30) se 0.30 ≤ x ≤ 0.50
µSm(x) = −10(x− 0.60) se 0.50 < x ≤ 0.60
µSm(x) = 0 se x < 0.30, x > 0.60

S grande


µSg(x) = 5.0(x− 0.50) se 0.50 ≤ x ≤ 0.70
µSg(x) = −10(x− 0.80) se 0.70 < x ≤ 0.80
µSg(x) = 0 se x < 0.50, x > 0.80

S muito grande


µSmg(x) = 5.0(x− 0.70) se 0.70 ≤ x ≤ 0.90
µSmg(x) = 1.0 se 0.90 < x ≤ 1.00
µSmg(x) = 0 se x < 0.70
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Figura 8.11: Dados experimentais confrontados com os valores gerados pelo modelo MISO e pelo
modelo clássico, para o caso dos cães errantes.

I : a proporção de infectados.

I muito pequena


µimp(x) = 1.0 se 0.0 ≤ x ≤ 0.03

µimp(x) = −50.0(x− 0.05) se 0.03 < x ≤ 0.05

µimp(x) = 0.0 se x > 0.05

I pequena


µIp(x) = 25.0(x− 0.03) se 0.03 ≤ x ≤ 0.07
µIp(x) = −12.5(x− 0.15) se 0.07 < x ≤ 0.15
µIp(x) = 0.0 se x < 0.03, x > 0.15

I média


µIm (x) = 5.0(x− 0.10) se 0.10 ≤ x ≤ 0.30
µIm (x) = −10(x− 0.40) se 0.30 < x ≤ 0.40
µIm (x) = 0.0 se x < 0.10, x > 0.40

I grande


µIg(x) = 10.0(x− 0.30) se 0.30 ≤ x ≤ 0.40
µIg(x) = −5.0(x− 0.60) se 0.40 < x ≤ 0.60
µIg(x) = 0.0 se x < 0.30, x > 0.60

I muito grande


µimg (x) = 4.0(x− 0.50) se 0.50 ≤ x ≤ 0.75

µimg (x) = 1.0 se 0.75 < x ≤ 1.00

µimg (x) = 0.0 se x < 0.50

A combinação de todos os conjuntos fuzzy acima resultam em 300 regras possiveis.
Cada situação foi cuidadosamente analisada, baseado nos resultados da simulação do
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Figura 8.12: Dados experimentais confrontados com os valores gerados pelo modelo MISO e pelo
modelo clássico, para o caso dos cães da PM.

modelo clássico, e 157 regras foram consideradas relevantes no contexto do modelo.
As funções de pertinência para os conseqüentes ∆S e ∆I foram:
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Figura 8.13: Comportamento t́ıpico das proporções s, i e r fornecidas pelo modelo clássico.

∆S : incremento de S para o modelo MIMO.

∆S muito pequeno


µ∆Smp(x) = 1.0 se 0 ≤ x ≤ 0.03
µ∆Smp(x) = −33.3(x− 0.06) se 0.03 < x ≤ 0.06
µ∆Smp(x) = 0.0 se x > 0.06

∆S pequeno


µ∆Sp(x) = 20.0(x− 0.05) se 0.05 ≤ x ≤ 0.10
µ∆Sp(x) = −10.0(x− 0.20) se 0.10 < x ≤ 0.20
µ∆Sp(x) = 0.0 se x < 0.05, x > 0.20

∆S nulo

{
µ∆Sn(x) = 1 se x = 0
µ∆Sn(x) = 0 se x 6= 0

∆S médio


µ∆Sm(x) = 20.0(x− 0.15) se 0.15 ≤ x ≤ 0.20
µ∆Sm(x) = −10.0(x− 0.30) se 0.20 < x ≤ 0.30
µ∆Sm(x) = 0.0 se x < 0.15, x > 0.30

∆S grande


µ∆Sg(x) = 6.6(x− 0.25) se 0.25 ≤ x ≤ 0.40
µ∆Sg(x) = 1.0 se 0.40 < x ≤ 1.00
µ∆Sg(x) = 0.0 se x < 0.25
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∆I : incremento de I para o modelo MIMO.

∆I muito pequeno < 0


µ

∆Imp<0
(x) = 1.0 se −0.02 ≤ x ≤ 0.00

µ
∆Imp<0

(x) = 25.0(x + 0.06) se −0.06 ≤ x ≤ −0.02

µ
∆Imp<0

(x) = 0.0 se x < −0.06, x > 0.00

∆I pequeno < 0


µ∆Ip<0(x) = −25.0(x + 0.04) se −0.08 ≤ x ≤ −0.04
µ∆Ip<0(x) = 25.0(x + 0.12) se −0.12 ≤ x ≤ −0.08
µ∆Ip<0(x) = 0.0 se x < −0.12, x > −0.04

∆I médio < 0


µ

∆Im¡0 (x) = −25.0(x + 0.08) se −0.12 ≤ x ≤ −0.08

µ
∆Im¡0 (x) = 25.0(x + 0.16) se −0.16 ≤ x ≤ −0.12

µ
∆Im¡0 (x) = 0.0 se x < −0.16, x > −0.08

∆I grande < 0


µ∆Ig<0(x) = −6.6(x + 0.15) se −0.30 ≤ x ≤ −0.15
µ∆Ig<0(x) = 1.0 se −1.00 ≤ x ≤ −0.30
µ∆Ig<0(x) = 0.0 se x < −1.00, x > −0.15

∆I nulo

{
µ∆In(x) = 1 se x = 0
µ∆In(x) = 0 se x 6= 0

∆I muito pequeno > 0


µ

∆Imp¿0 (x) = 1.0 se 0.00 ≤ x ≤ 0.02

µ
∆Imp¿0 (x) = −25(x− 0.06) se 0.02 < x ≤ 0.06

µ
∆Imp¿0 (x) = 0.0 se x < 0.00, x > 0.06

∆I pequeno > 0


µ∆Ip>0(x) = 25(x− 0.04) se 0.04 ≤ x ≤ 0.08
µ∆Ip>0(x) = −25(x− 0.12) se 0.08 ≤ x ≤ 0.12
µ∆Ip>0(x) = 0.0 se x < 0.04, x > 0.12

∆I médio > 0


µ

∆Im¿0 (x) = 25(x− 0.08) se 0.08 ≤ x ≤ 0.12

µ
∆Im¿0 (x) = −25(x− 0.16) se 0.12 < x ≤ 0.16

µ
∆Im¿0 (x) = 0.0 se x < 0.08, x > 0.16

∆I grande > 0


µ∆Ig>0(x) = 6.6(x− 0.15) se 0.15 ≤ x ≤ 0.30
µ∆Ig>0(x) = 1.0 se 0.30 < x ≤ 1.00
µ∆Ig>0(x) = 0.0 se x < 0.15, x > 1.00

O método de inferência aplicado foi, novamente, o Mı́nimo de Mamdani e os valores
clássicos das sáıdas foram obtidas com Método das Alturas de defuzificação como no
modelo MISO. A figura 8.14 apresenta o comportamento t́ıpico das proporções de S,
I e R para o modelo fuzzy.

Como podemos notar das figuras 8.13 e 8.14, o modelo MIMO foi capaz de re-
produzir qualitativamente a dinâmica do sistema de equações diferenciais do modelo
SIR, para os mesmo valores de parâmetros. Mesmo quantitativamente os resultados
foram razoáveis. Nós simulamos o modelo fuzzy para vários valores dos parâmetros
e os resultados se mostraram comparáveis aos do modelo clássico. O modelo fuzzy
apresentou um comportamento dinâmico compat́ıvel com o apresentado pelo modelo
SIR, ou seja, as regras e os conjuntos fuzzy foram capazes de reconstruir qualitati-
vamente a dinâmica do sistema compartimentado. No entanto, a elaboração deste
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Figura 8.14: Comportamento t́ıpico das proporções s, i e r fornecidas pelo modelo fuzzy.

tipo de modelo consiste em um trabalho exaustivo devido ao grande número de con-
juntos e, conseqüentemente, de regras posśıveis, o que faz deste tipo de modelo uma
abordagem com aplicações práticas reduzidas em alguns casos.

8.3 Discussão

Este trabalho foi o primeiro modelo dinâmico fuzzy para epidemiologia que desen-
volvemos. Os resultados mostram claramente a capacidade potencial que o modelo
lingǘıstico fuzzy apresenta para construir a dinâmica do sistema, através de uma
estutura de regras subjetivas.

O modelo TSK possui nas suas caracteŕısticas a hipótese de um conhecimento
prévio do funcionamento do sistema que, utilizado convenientemente, é capaz de ge-
rar nos conseqüentes das regras a dinâmica do mesmo. Porém, muitas vezes, mesmo
não conhecendo os funcionais do sistema somos capazes de elaborar um funcional
adequado, a partir de conhecimentos heuŕısticos que, associado corretamente às re-
gras, também é capaz de reconstruir a dinâmica do sistema. É importante notar
que, nestes casos, a construção do funcional adequado se dá de forma absolutamente
emṕırica, consistindo em um método de “adivinhação”, ou “chute”, do funcional que
melhor sintoniza o problema. Este foi o procedimento na nossa primeira abordagem.
No entanto, o nosso “chute” não foi muito bom, uma vez que o modelo apresentou
comportamentos indesejáveis. Outras formas funcionais foram testadas, porém os re-
sultados obtidos foram ainda piores. Note que, o fato de não termos encontrado um
bom funcional não significa que ele não exista. Na verdade, este problema apenas
denota a realidade caracteŕıstica da modelagem epidemiológica, onde o pesquisador
não possui um conjunto completo de informações a cerca do sistema e sua dinâmica,
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fato esse que reforça a idéia do uso da teoria de conjuntos fuzzy neste tipo de estudo.
O modelo MISO possui caracteŕısticas tiṕıcas de modelos fuzzy para controle de

sistemas, amplamente utilizado nas áreas de engenharia. Modelos com essa estrutura
são facilmente manipuláveis pois a subjetividade é expressa apenas na elaboração dos
conjuntos fuzzy e na estrutura das regras, o que consiste num grau de dificuldade muito
menor que na primeira abordagem. Os resultados obtidos foram bastante satisfatórios.
Neste contexto, o modelo MISO pode nos fornecer uma espectativa da proporção de
cães soropositivos para as demais idades, mostrando o potencial preditivo deste tipo
de modelo.

A quase ausência de conhecimentos a priori em problemas epidemiológicos faz
com que modelos do tipo MISO se tornem uma alternativa atraente. No entanto,
o estudo realizado com o modelo MIMO nos mostrou o quão complicado pode ser
lidar com este tipo de modelo quando temos um número razoável de conjuntos fuzzy,
principalmente os conjuntos conseqüentes, e quando as variáveis estão fortemente
correlacionadas, como no caso do modelo SIR. Nestes casos, torna-se complicado a
implementação da experiência do especialista, devido ao grande número de regras,
e os resultados obtidos não são necessariamente melhores do que os obtidos com os
modelos clássicos. Nós estamos convencidos de que os modelos do tipo MIMO podem
oferecer resultados interessantes desde que o número de conjuntos fuzzy (parâmetros
e variáveis de estado a serem controladas) envolvidos seja pequeno, caso contrário esta
abordagem pode apresentar pouca utilidade prática.

Temos, portanto, que os modelos do tipo TSK tornam-se atraentes por serem
menos dependentes do conhecimento do especialista, mas exigem um conhecimento
prévio sobre os funcionais do sistema. Por outro lado, os modelos tipo MIMO são
capazes de fornecer a dinâmica do sistema baseando-se apenas na informação dos es-
pecialistas, o que o torna altamente dependente. Nos casos em que o modelo possui
um número grande de variáveis, sendo elas correlacionadas, o especialista “perde”
a capacidade de traduzir o seu conhecimento (e a sua intuição) em conjuntos e re-
gras fuzzy, e esta dependência torna-se então, indesejável. Precisamos, portanto, de
uma técnica que nos permita ser menos dependentes do especialista, mas que não
nos exija um conhecimento prévio sofisticado a cerca da dinâmica do sistema. No
próximo caṕıtulo nós propomos a utilização do prinćıpio de extensão para obtenção
dos conseqüentes de modelos lingǘısticos fuzzy, sejam eles dinâmicos ou não.
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Aplicação do prinćıpio de extensão
em modelos lingǘısticos fuzzy

Como discutido anteriormente, existem vários tipos de modelos lingǘısticos fuzzy
e a escolha por um determinado modelo dependerá do tipo de informação dispońıvel
a respeito do sistema. Existem algumas situações onde conhecemos os funcionais
envolvidos e estes modelos tornam-se menos dependentes do especialista, o que em
alguns casos consiste em uma vantagem. Outras vezes, além da opinião do especialista,
um grande conjunto de dados está dispońıvel. Nestes casos, uma boa opção pode
ser a elaboração de modelos h́ıbridos, onde a experiência do especialista pode ser
aprimorada a partir da informação dos dados entrada/sáıda do sistema, o que pode
ser realizado com o aux́ılio de redes neurais ou algoritmos genéticos (Wang & Mendel
1992, Jang 1993, Bastian 2000 ). Este é o caso de muitas aplicações em engenharia,
mas não é o caso da maioria dos problemas epidemiológicos. De fato, a disponibilidade
de dados epidemiológicos é pouco comum.

Resulta, do exposto acima, que a dependência ao especialista é muito grande na
modelagem fuzzy de sistemas epidêmicos, sendo ele quem elabora os conjuntos fuzzy
antecedentes e conseqüentes, bem como as regras fuzzy.

9.1 Extraindo a opinião do especialista

Elaborar modelos fuzzy com especialistas médicos e epidemiologistas exige uma re-
lação interdisciplinar efetiva. No sentido de extrair o seu conhecimento, é muito
importante deixá-los completamente livres para constrúırem os conjuntos fuzzy, ou
na maneira como organizam e traduzem esse conhecimento. De uma forma geral, os
conjuntos fuzzy elaborados pelos epidemiologistas e médicos não são conjuntos “bem
comportados”. Eles costumam elaborar conjuntos assimétricos e irregulares, muito
diferente do que é comumente usado em engenharia.

No entanto, como discutido anteriormente, os especialistas podem apresentar sérias
dificuldades para traduzir o seu conhecimento quando o modelo é complexo. Ademais,
criar os conseqüentes das regras é muito mais dif́ıcil do que os antecedentes, porque
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nos primeiros os especialistas precisam considerar a dinâmica do sistema, ponderan-
do todas as influências que podem ocorrer para gerar uma sáıda espećıfica, e sua
correspondente função de pertinência. Por outro lado, para criar os antecedentes o
especialista necessita apenas classificar as variáveis em grupos, ou seja, realizar uma
partição fuzzy do domı́nio das variáveis de entrada, elaborando suas funções de per-
tinência. Portanto, em geral, o especialista tem muito mais facilidade para elaborar os
antecedentes do que os conseqüentes das regras fuzzy. Neste sentido, um método que
permita construir os conseqüentes das regras implicaria em um importante progresso
na modelagem de sistemas que apresentam um grande ńıvel de incerteza.

Considerando as dificuldades apresentadas e com o objetivo de diminuir a de-
pendência ao especialista, propomos neste trabalho a aplicação do prinćıpio de ex-
tensão na elaboração dos conseqüentes das regras em modelos lingǘısticos fuzzy. Este
método foi proposto originalmente por Dubois (Dubois et al 1995 ) e, para avaliar a
sua aplicabilidade, nós elaboramos um modelo lingǘıstico onde os conseqüentes das
regras foram constrúıdos através do prinćıpio de extensão.

9.2 O método

O prinćıpio de extensão, como discutido na seção 2.6, é uma operação que mapeia uma
função clássica com argumentos fuzzy no espaço das funções fuzzy. Para aplicarmos o
método precisamos, portanto, de uma função clássica que descreva de alguma forma
a relação entre as variáveis. Contudo, em biomedicina estas funções muitas vezes
não estão dispońıveis. Nestas circunstâncias, pode acontecer de o modelo clássico
nos ajudar a obter uma função, cuja extensão resulte em conjuntos fuzzy que sejam
capazes de descrever o sistema de forma mais realista.

Assim, vamos considerar uma função f(x, y, z) e que Xi, Yj e Zk sejam conjun-
tos fuzzy dos argumentos de f , cujas funções de pertinência são representadas por
Xi(x), Yj(y) and Zk(z). Se i, j, k ∈ {1, 2} então um modelo lingǘıstico t́ıpico está
baseado em oito regras, cujos antecedentes são:

x é X1 E y é Y1 E z é Z1

x é X2 E y é Y1 E z é Z1

x é X1 E y é Y2 E z é Z1

...
x é X2 E y é Y2 E z é Z2

e os conseqüentes são constrúıdos a partir da extensão de f(x, y, z). O processo
consiste de, para cada regra, fixar o valor de r e variar os valores de x, y e z de tal
forma que f(x, y, z) = r. Então, para cada tripla (x, y, z) nós calculamos o grau
de pertinência de x, y e z em seus respectivos conjuntos fuzzy e escolhemos o valor
mı́nimo entre esses graus de pertinência. Depois de obter os valores mı́nimos de todas
as triplas, escolhemos o valor máximo dos graus de pertinência tal que f(x, y, z) = r
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e, aplicamos o operador max[min(Xi(x), Yj(y), Zk(z))]. O resultado será o grau de
pertinência de r no conseqüente da i − ésima regra. Variando o valor de r, somos
capazes de construir o conjunto fuzzy que será o conseqüente dessa regra. Finalmente,
executando o método para cada regra, é posśıvel contruir todos os conseqüentes,
obtendo o conjunto de regras fuzzy completo do modelo.

No sentido de esclarecer o método, apresentamos um exemplo onde a função
clássica tem somente dois argumentos.

• Exemplo 9.1: Seja f(x, y) = x + y uma função clássica e X = 0/2 + 0.2/3 +
0.5/4+1/5+0.5/6+0.2/7+0/8 e Y = 0/5+0.2/6+0.5/7+1/8+0.5/9+0.2/10+
0/11 são os conjuntos fuzzy dos argumentos x e y, respectivamente. É fácil ver

que o domı́nio do conjunto fuzzy f̂(X, Y ), obtido pela extensão de f(x, y), é um
conjunto real. Para um dado valor r = 10, por exemplo, nós temos os pares
(2, 8), (3, 7), (4, 6) e (5, 5), cuja imagem de f é r = 10. O grau de pertinência e
a aplicação do operador conjunção fuzzy são apresentados na tabela abaixo:

(x, y) grau de pertinência min[X(x), Y (y)]

(2, 8)
X(2) = 0
Y (8) = 1

0

(3, 7)
X(3) = 0.2
Y (7) = 0.5

0, 2

(4, 6)
X(4) = 0.5
Y (6) = 0.2

0, 2

(5, 5)
X(5) = 1
Y (5) = 0

0

Portanto, o max[min(X(x), Y (y))] é 0, 2 , o que significa que o grau de pertinência

do valor r = 10 na f̂(X, Y ) é 0, 2. Repetindo este procedimento para todos os posśıveis

valores do domı́nio de f̂(X, Y ) nós obtemos o conjunto fuzzy f̂(X, Y ) que será o

conseqüente da regra SE x é X E y é Y ENTÃO r é f̂(X, Y ), que neste caso é
dado por:

f̂(X, Y ) = 0/7 + 0/8 + 0.2/9 + 0.2/10 + 0.5/11 + 0.5/12 + 1/13

+0.5/14 + 0.5/15 + 0.2/16 + 0.2/17 + 0/18 + 0/19.

Note que para r = 13 o grau de pertinência é 1, ou seja, existe uma pertinência
total como no caso clássico. Esta é uma conseqüência do fato de que os graus de
pertinência de x = 5 e y = 8 são 1. Esta caracteŕıstica de recuperar o resultado
clássico é uma das propriedades mais importantes do prinćıpio de extensão.
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9.3 A aplicação

O método acima descrito foi aplicado ao problema da raiva canina na cidade de São
Paulo, apresentado no caṕıtulo anterior. Do modelo clássico temos que a dinâmica
desse problema pode ser descrita por uma função do tipo:

∆s = f(s(a), v, τ) (9.1)

onde s(a) é a proporção de cães soropositivos na idade a , ν é a força de vacinação,
definida como a proporção per capita de indiv́ıduos vacinados, τ é a taxa de perda
de anticorpos na ausência de novas vacinações, e f éuma função crescente com ν e
decrescente com τ . A função proposta foi a seguinte:

∆s = v(1− s(a))− τs(a) (9.2)

onde (1− s(a)) é a proporção de cães soronegativos.
A equação (9.2) foi a função clássica que utilizamos para gerar os conseqüentes das

regras a partir do prinćıpio de extensão. Os conjuntos fuzzy de entrada do modelo
foram os mesmo constrúıdos pelo especialista com a diferença que, para garantirmos
que o conseqüente a ser constrúıdo fosse uma proporção, ou seja que 0 ≤ ∆s ≤ 1, os
conjuntos fuzzy foram normalizados. Os conjuntos fuzzy antecedentes para S, V e Γ,
já normalizados, são apresentados nas figuras 9.1, 9.2 e 9.3, respectivamente.

Figura 9.1: Conjuntos fuzzy antecedentes para S, já normalizados.

Como desejávamos elaborar o modelo com o máximo de independência, conside-
ramos todas as 27 regras posśıveis, não descartando aquelas que foram consideradas
irrelevantes pelo especialista. Todos os conjuntos fuzzy conseqüentes obtidos pelo
método da extensão foram funções de pertinência triangulares. A figura 9.4 mostra
um exemplo das funções obtidas.

O próximo passo consistiu na implementação do modelo MISO dinâmico, de-
nominado MISO-Extensão, cujos antecedentes das regras foram os conjuntos fuzzy
S(s), V (v) e Γ(τ) e cujos conseqüentes foram as funções f̂(S, V, Γ) levantadas. O
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Figura 9.2: Conjuntos fuzzy antecedentes para V , já normalizados.

Figura 9.3: Conjuntos fuzzy antecedentes para Γ, já normalizados.

método de inferência foi o Mı́nimo de Mamdani e a sáıda foi defuzificada pelo Método
das Alturas. Esses resultados foram comparados com os dados experimentais e com o
resultado do modelo MISO-Especialista, que foi totalmente baseado no conhecimento
do especialista e discutido no caṕıtulo 8. As figuras 9.5 e 9.6 apresentam os resultados
de ambos os modelos para a amostra de cães errantes e de cães da Poĺıcia Militar,
respectivamente.

Podemos notar das figuras, que o método proposto forneceu resultados bastante
razoáveis em ambos os casos. Os valores dos parâmetros v and τ estão de acordo
com os valores esperados e entre si, ou seja, os parâmetros que melhor ajustaram
os dados experimentais foram aproximadamente os mesmos em ambos os modelos,
considerando a normalização dos conjuntos fuzzy de entrada.
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Figura 9.4: Exemplo de conjuntos fuzzy conseqüentes obtidos pela extensão.

9.4 Discussão

A utilização do prinćıpio de extensão na construção dos conseqüentes de regras fuzzy
mostrou-se bastante efetiva no caso do problema estudado, tendo ajustado os valores
experimentais razoavelmente bem, apresentando um poder preditivo assim como o
modelo baseado somente no especialista. Na verdade, a capacidade de ajuste do mo-
delo MISO-Extensão mostrou-se quase tão boa quanto a do MISO-Especialista, tendo
o especialista “acertado” um pouco mais neste caso. Isto aconteceu porque o pro-
blema epidemiológico tratado é razoavelmente simples, logo, o especialista conseguiu
traduzir bem o seu conhecimento. Todavia, no caso de um sistema mais complexo,
quando o especialista apresenta dificuldades em expressar seu conhecimento, pode
acontecer que o modelo baseado no prinćıpio de extensão forneça resultados melhores
do que o modelo completamente baseado no especialista. Conjecturamos ainda que
este método pode vir também a ser útil quando a opinião do especialista não estiver
dispońıvel. Entretanto, sabemos que este método precisa ser aplicado em modelos
mais complexos antes de realizarmos qualquer afirmação neste sentido. Finalmente,
gostaria de ressaltar que o uso do prinćıpio de extensão na elaboração de regras fuzzy
pode ser aplicado tanto a sistemas dinâmicos quanto estáticos.
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Figura 9.5: Resultado dos modelos MISO-Especialista e MISO-Extensão confrontados com os
valores experimentais, para a amostra de cães errantes.

Figura 9.6: Resultado dos modelos MISO-Especialista e MISO-Extensão confrontados com os
valores experimentais, para a amostra de cães da Poĺıcia Militar.
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Trabalhos em andamento e
perspectivas futuras

Além dos trabalhos apresentados nesta tese, estou envolvida em outros projetos,
alguns já em andamento e outros ainda não iniciados. Com a intensão de ilustrar de
que outras formas pode a teoria de conjuntos fuzzy atuar nos problemas da biomedi-
cina é que discutirei a seguir alguns desses projetos.

10.1 Um modelo para a facilitação social entre espécies

de cupins que apresentam canibalismo

A influência que um indiv́ıduo, ou um grupo de indiv́ıduos, exerce sobre o comporta-
mento de um outro é há muito tempo objeto de estudos da psicologia. As interações
entre um conjunto de indiv́ıduos que compõem um grupo social geram comportamen-
tos que não aparecem quando os indiv́ıduos se encontram solitários (Zajonc 1965,
Miramontes & DeSouza 1996). Uma das manifestações mais básicas deste fenômeno
é o processo de facilitação social, que consiste de um conjunto de atitudes estimuladas
no indiv́ıduo pela convivência em grupo. A facilitação social examina as conseqüências
da vivência social dos animais e está relacionada com a capacidade de comunicação de
cada espécie, bem como, do número de indiv́ıduos no grupo. O processo de facilitação
social é muito comum em um grande número de espécies, assim como invertebrados
e insetos. Estudos desse fenômeno consistem, em geral, na observação e comparação
de indiv́ıduos solitários e em grupos.

Miramontes e DeSouza (Miramontes & DeSouza 1996) estudaram o processo de
facilitação social entre cupins operários da espécie Nasutitermes investigando o com-
portamento da curva de sobrevivência como função do tamanho do grupo. Eles cole-
taram os insetos aleatoriamente de uma única colônia e os separam em grupos de 1,
2, 4, 8 e 16 cupins, com quatro réplicas para cada caso. Os grupos foram confinados
em tubos de ensaio que foram mantidos separados, em condições climáticas favoráveis
(temperatura e umidade), na posição horizontal e hemerticamente fechados, fican-
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do assim os insetos sem água e comida. O experimento consistiu na observação do
tempo de sobrevivência dos indiv́ıduos, contando a cada 12 horas quantos ainda se
mantinham vivos, até 24 horas depois de todos os indiv́ıduos solitários terem morrido.
Os autores propuseram um autômato celular para simular o decréscimo da atividade
dos indiv́ıduos baseado no passeio aleatório dos cupins dentro do tubo de ensaio, no
número de primeiros vizinhos de cada cupim, no grau de excitabilidade individual de
cada cupim (que eles consideraram igual para todos os cupins) e na habilidade de co-
municação caracteŕıstica de cada espécie. Dos seus resultados experimentais podemos
observar que a curva de sobrevivência decai mais lentamente quanto mais populoso
for o grupo, resultado esse recuperado pelo modelo. Variando os parâmetros do mo-
delo eles investigaram a dependência do tempo de morte dos insetos com a geometria
e o tamanho dos recipientes, obtendo como resultado que o tempo de sobrevivência
médio dos cupins é maior quanto menor é o recipiente e quanto maior for o número
de vizinhos (mudando a geometria da rede), o que denota uma facilitação social mais
intensa quanto maior o número de vizinhos (comunicação mais intensa).

Baseado nos trabalhos de DeSouza e Miramontes nós propusemos1 um estudo
de facilitação social entre os cupins da espécie Coptotermes Havilandi (da famı́lia
Rhinotermitidae), que é a espécie mais comum nas áreas que abrangem os estados
de Rio de Janeiro e São Paulo. Este projeto consistiu de uma parte experimental
bastante intensa e de uma parte teórica que descreveremos nas seções seguintes. Esta
proposta se diferencia do trabalho citado em diversos aspectos, sendo um dos mais
relevantes o fato da espécie que estamos analisando apresentar canibalismo, ou seja,
depois de um determinado tempo que os cupins estão sem comida os mais resistentes
se alimentam dos mais debilitados. Para evitar o canibalismo é necessário, então,
retirar os indiv́ıduos que se apresentem com atividade muito reduzida, caracterizando
um julgamento sobre a saúde do cupim analisado, o que é um processo altamente
subjetivo. Sendo assim, a partir de uma limitação experimental, surgiu no modelo
teórico a necessidade de adicionarmos ao autômato celular a informação subjetiva, o
que pretendemos fazer utilizando os recursos da lógica fuzzy.

Neste trabalho, então, os cupins foram submetidos a ausência de água e alimento
e a medida experimental consistiu da verificação do tempo médio de sobrevida de um
cupim, dado que ele se encontrava em um grupo de certo tamanho. Nosso interesse é
estudar a facilitação social nesta espécie de cupins, cujo efeito levaria os grupos mais
populados sobreviverem um tempo maior quando comparados com os solitários. A
comunicação entre os insetos pode ocorrer de diversas maneiras, no entanto, não es-
tamos considerando neste trabalho nenhum tipo de comunicação sonora e/ou através
de cheiros. Portanto, a facilitação social neste caso seria o resultado apenas da trofa-
laxia entre os cupins (processo pelo qual os cupins se tocam, trocam alimentos, etc).
Concentramos nossas observações nos cupins operários, realizando a maior parte do
experimento no estudo desta classe. Já no caso dos cupins soldados não é esperado

1 A parte teórica deste trabalho está sendo realizada em colaboração com a Professora Aglaé
Cristina Navarro de Magalhães, do Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas, e a parte experimental
foirealizada no Museu de Zoologia da USP, sob a coordenação da pesquisadora Marisa Vianna.
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encontrar facilitação social, pois eles não realizam trofalaxia entre si.

10.1.1 O experimento

O experimento consistiu em três etapas: obtenção e quebra do ninho; separação dos
operários e dos soldados; formação dos grupos e observação do tempo de sobrevivência
dos cupins. Todo o experimento foi realizado no laboratório de cupins, do Museu
de Zoologia da Universidade de São Paulo. Foram utilizados recipientes de acŕılico
com áreas e formas geométricas diferentes, com a intensão de verificarmos hipóteses
teóricas sobre a influência desses fatores nos tempos de sobrevivência dos cupins.
O experimento foi realizado em duas etapas. Na primeira, em 1998, estudamos as
curvas de sobrevida de cupins agrupados em grupos de 1, 4, 8, 16 e 32 indiv́ıduos.
Esses grupos foram confinados em recipientes de seção retangular cuja área foi mantida
constante, porém com peŕımetro variado. As observações foram feitas em um intervalo
de 6 horas. Na segunda etapa, realizada no final de 1999, cupins da mesma espécie
foram confinados em recipientes de seção quadrada, cuja área e peŕımetro variavam,
em grupos de 1, 4, 8, 12 e 16 indiv́ıduos. As observações, neste caso, foram realizadas
a cada 8 horas. Em ambas as fases experimentais, os cupins foram mantidos no
escuro, sendo expostos a luz apenas durante o peŕıodo de medida, e submetidos a uma
temperatura e umidade médias de 26 ±◦ C e 98 ± 1%, respectivamente. Para cada
grupo foram feitas 10 réplicas, resultando em 3.470 cupins observados. As dimensões
das caixas quadradas foram: grupo A 31, 5 × 31, 5mm, grupo B 70 × 70mm, grupo
C 140 × 140mm e grupo D 175 × 175mm , e para as caixas retangulares: grupo E
7× 126mm , grupo G 14× 63mm e grupo H 28× 31, 5mm. Foram separados também
um grupo de 410 cupins soldados agrupados em conjuntos de 1, 8 e 32 elementos, com
10 réplicas cada conjunto e colocados em vidros de Petri.

Os indiv́ıduos foram classificados em vivos, semi vivos e semi mortos. Os insetos
eram considerados vivos até que sua atividade estivesse bastante reduzida, momento
em que a grande maioria se mantêm de barriga para cima, semi vivos quando, embora
neste estado, eles ainda apresentavam alguma atividade (mechiam as perninhas com
vigor) e semi mortos quando apresentavam estado de apatia. Os indiv́ıduos que
estavam em grupo quando considerados semi mortos eram imediatamente retirados
das caixinhas para, assim, evitarmos o canibalismo. Os elementos solitários foram
observados até estarem completamente mortos.

A parte fuzzy do modelo teórico será constrúıdo com base na classificação exposta
acima, analisando os 80 cupins isolados, bem como na observação da nossa atitude no
momento de decidir sobre a retirada do indiv́ıduo. As incertezas envolvidas no pro-
cesso de decisão se mostraram mais complexas quando na realização do experimento,
pois, este dependeu não apenas da classificação da atividade do cupim, como também,
da densidade de cupins no grupo e do número de vizinhos do indiv́ıduo. Aconteceu
que quanto mais populoso o grupo e, a depender se o cupim analisado estava em um
grande amontoado de insetos, mais ŕıgidas fomos na escolha da retirada dos elementos.
Todos estes aspectos serão considerados no modelo fuzzy de decisão.
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10.1.2 O autômato celular

No nosso modelo a rede é dividida em células cuja dimensão corresponde ao tamanho
médio de um cupim, ou seja, cada célula poderá ser ocupada por apenas um indiv́ıduo.
Outro aspecto muito importante do comportamento da espécie estudada foi que ela
apresentou o fenômeno de saturação, ou seja, os cupins passaram a morrer mais
rápido depois de uma certa densidade cŕıtica de cupins no grupo. Este fenômeno
de saturação compete com o fenômeno de facilitação social. Sendo assim, o modelo
proposto, baseado no autômatocelular móvel, modela a dinâmica da atividade do
cupim considerandoos dois fenômenos e é dado por:

ak(t + 1) = tgh

(
ak(t)gk + λgk

∑
i

ai(t)− (ρ(t)− ρc)Θ(ρ(t)− ρc)
∑

i

ai(t)

)
(10.1)

onde ak(t) é a atividade do k-ésimo cupim no tempo t, ai(t) é a atividade do i-
ésimo cupim na vizinhança do k-ésimo cupim (primeiros e segundos vizinhos na rede
retangular), gk é o parâmetro de excitabilidade individual, λ é o parâmetro de ex-
citabilidade coletiva (habilidade de comunicação da espécie), ρ(t) é a densidade de
cupim na caixa (ou densidade do peŕımetro), ρc é a densidade cŕıtica a partir da qual
não é esperado que ocorra fenômeno de facilitação social e Θ(ρ(t) − ρc) é a função
de Heaviside. Os parâmetros gk foram obtidos experimentalmenteanalisando os cu-
pins isolados. A área da rede foi determinada a partirda medida da área média de
um cupim operário e considerando a área dos recipientes. Os cupins são capazes de
se movimentar paracelulas adjacentes com diferentes probabilidades, a depender de
quãolonge eles estão das bordas da rede. Isto se deve a observaçãoexperimental de
que os cupins preferem permanecer próximos as bordas dosrecipientes. É extrema-
mente importante considerarmos este fato, pois ele afeta drasticamente os resultados
de facilitação social expressospelo modelo. Todos os a′ks são inicializados com o valor
1e decresce segundo a equação acima ate que ak < akc, abaixo do qual a decisão fuzzy
é introduzida para decidir se o cupim permanece ou não no grupo. A idéia é elabo-
rar um modelo lingǘıstico que seja capaz de estimar o valor de ∆ak, considerando
asvariáveis subjetivas discutidas na subsessão anterior e usando ovalor de ak(t) forne-
cido pelo autômato como entrada do sistema. Desse modo, o modelo forneceria um
a′k(t + 1). Se a′k(t + 1) ≤ 0 o cupim é retirado da rede, caso contrário ele serámantido
e sua atividade, ak(t), atualizada normalmente pelo autômato. O processo se repetirá
até que todos os cupins da rede tenhamsido retirados (todos estão mortos) e, assim,
obtemos a curva desobrevida do grupo considerado.

O modelo fuzzy têm como antecedentes das regras três variáveis: densidade (ρ),
número de vizinhos (n) e atividade (ak). O conseqüente será a variação da atividade
(∆ak). Os conjuntos fuzzy serão constrúıdos como segue:

ρ: alta, média e baixa;
n: muito, médio e pouco;
ak: pequena, média e grande;
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∆ak: pequena, média e grande.

Os valores para gk foram gerados a partir de uma distribuição de gk
′s obtida

experimentalmente, a partir dos tempos de sobrevida dos cupins isolados. No caso
dos isolados a equação (10.1) se reduz a:

ak(t) = tanh [gkak(t− 1)] ,

sendo assim, conhecendo o tempo t e iterando a função acima obtemos o gk para cada
cupim.

10.1.3 Resultados Experimentais

Durante o experimento existe a competição de dois fenômenos: o de facilitação social,
ou seja, os cupins “gostam ” de ficar agrupados, resultando em um tempo de sobrevida
maior, e a saturação, que ocorre quando a densidade de cupins é tal que o estresse
cresce, fazendo com que os cupins “não gostem” de ficar no grupo, resultando em um
tempo de sobrevida menor. Os nossos resultados expressam esta competição. Vale
ressaltar que os processos biológicos envolvidos nesses fenômenos são ainda bastante
desconhecidos.

No caso das caixas quadradas, a facilitação social foi observada somente quando
ρÁrea ≤ ρÁreaC = 0, 010, o que inclui todos os casos dosgrupos C e D. Nos grupos A
e B não foi observado a facilitaçãosocial. Nossa interpretação é que o fenômeno de
saturação foi bastante efetivo nestas caixas, uma vez que as densidades envolvidas são
razoavelmente elevadas (as caixas são pequenas). Já nos grupos C e D foi observado
o fenômeno de facilitação social, onde os fatores de facilitação são: fD =< t >16D

/ < t >1D= 1, 7 ± 0, 2 e fC =< t >16C / < t >1C= 1, 51 ± 0, 07. (No trabalho de
Miramontes e DeSouza foi obtido para outra espécie de cupins um fator de facilitação
igual 1,88). Nossa interpretação é que nestes casos o fenômeno de facilitação social
venceu o de saturação, devido a densidade de cupins ser menor que a densidade cŕıtica.

Devido às caixas dos grupos H, G e E serem retangulares e, portanto, acentuarem
o comportamento dos cupins de se manterem nas bordas do recipiente, consideramos
para estes casos a densidade de cupins no peŕımetro. No grupo H não foi observado
a facilitação social, e o fenômeno de saturação pareceu dominar a situação, uma
vez que o tempo de sobrevida maior ocorreu no grupo dos isolados. No grupo G
foi observada uma tendência à facilitação social, porém, o fenômeno de saturação
pareceu se expressar quando a densidade do peŕımetro aumentou. No grupo E, que
corresponde a densidade perimetral maior, foi observado um crescimento no tempo de
sobrevida médio até o grupo com 8 cupins, passando este a decrescer nos grupos de 16
e 32 cupins (quando o fenômeno de facilitação social “perde” para a saturação). Sendo
assim, nós observamos a facilitação social somente quando ρPerı́metro ≤ ρPerı́metroC =
0, 105 (o que inclui os casos 1E, 4E, 8E, 1G, 4G e 1H). Os fatores de facilitação social
para os grupos E e G foram: fE =< t >8E / < t >1E= 1, 4± 0, 2 e fG =< t >4G / <
t >1G= 1, 1± 0, 1. Para todos os valores de ρPerı́metro nós observamos tE > tG > tH .
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As figuras 10.1 e 10.2 apresentam os gráficos dos tempos de sobrevida médios
em função das densidades, para os vários grupos. Podemos verificar que existe uma
densidade limite a partir da qual é posśıvel observar o fenômeno de facilitação social,
qual seja, ρÁrea = 0, 010 para o grupo das caixas quadradas e ρPerı́metro = 0, 105 para
o grupo das caixas retangulares.

Figura 10.1: Tempos de sobrevida médios dos cupins em função das densidades, para os grupos
de caixas quadradas.

Figura 10.2: Tempos de sobrevida médios dos cupins em função das densidades, para os grupos
de caixas retangulares.

Nossos resultados estão consistentes com a hipótese teórica de que o fenômeno
de facilitação social cresce com o aumento da taxa de contatos e interações entre os
cupins, que supomos consistir basicamente de trofalaxias. No nosso experimento com
cupins soldados da mesma espécies não observamos nenhum vest́ıgio do fenômeno de
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facilitaçãosocial, o que corrobora a hipótese acima uma vez que os cupins soldadosnão
realizam trofalaxias entre si.

Vale ressaltar que os valores dos fatores de facilitação social apresentados acima
estão subestimados, pois a subjetividade nos critérios para retirada dos cupins semi-
mortos afeta mais fortemente as caixas mais densas, ou seja, aquelas com um número
maior de cupins. Dessa forma, é esperado que o < t >16 real (se o cupim não fosse
retirado antes de sua morte completa) seja maior do que o obtido. Por outro lado, os
cupins isolados foram observados até sua morte completa, o que significa que o valor
de < t >1 é o valor real. A combinação desses fatores implicam em uma diminuição
do fator de facilitação social.

10.1.4 Discussão

Este modelo ainda se encontra em fase de elaboração devido a algumas dificulda-
des teóricas que precisam ser ainda resolvidas a respeito da dinâmica descrita pelo
autômato celular. Ironicamente, as dificuldades a serem superadas não advêm da par-
te fuzzy do modelo. Todavia, este trabalho é ao meu ver extremamente interessante
por ilustrar uma outra faceta da teoria de conjuntos fuzzy, que pode ser do interesse
dos f́ısicos estat́ısticos, qual seja, auxiliar no tratamento teórico dedados experimentais
obtidos a partir de condições subjetivas.

O experimento realizado é intrisicamente subjetivo e, se assim não o fosse, não
seria posśıvel realizá-lo. De fato, Miramontes e DeSouza constrúıram os seus experi-
mentos e escolheram as espécies a serem estudadas de forma que o canibalismo fosse
evitado, justamente pela ausência de ferramenta teórica que lhes permitissem agre-
gar ao modelo a subjetividade. Neste processo, o estudo de espécies que apresentam
canibalismo torna-se exclúıdo. Todavia, a espécie de cupins que mais nos interessa
devido a epidemia existente no eixo Rio-São Paulo apresenta este comportamento, e o
modelo proposto é uma alternativa para inclúı-los neste tipo de estudo. Sendo assim,
ainda que este trabalho não tenha sido conclúıdo a tempo de seus resultados teóricos
constarem nesta tese, penso ter sido importante citá-lo.

10.2 Sistema especialista fuzzy para diagnóstico de

doenças pulmonares

Neste trabalho é proposto um sistema diagnóstico n -dimensional, baseado na sugestão
de Bellamy (Bellamy 1997). Nesta proposta cada dimensão do espaço diagnóstico re-
presenta um sintoma cĺınico composto por subconjuntos fuzzy que representam dife-
rentes categorias de intensidade. Por exemplo, o sintoma febre pode ser categorizada
em ausente, moderada e intensa, sendo cada um desses termos lingǘısticos conjun-
tos fuzzy. Desta forma, um paciente cujo protocolo apresente um conjunto de dados
cĺınicos é representado por um ponto neste espaço n-dimensional, cuja região corres-
ponderá ao diagnóstico mais posśıvel. A proposta é utilizar a operação das relações
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fuzzy para inferirmos um conjunto fuzzy de diagnóstico para doenças pulmonares. O
interessante nesta técnica é que ela é facilmente implementada em contraste com os
sistemas especialistas clássicos.

Primeiramente, junto ao especialista escolhemos um conjunto de sintomas, cons-
titúıdo por informações do paciente, dados cĺınicos e exames laboratoriais, que repre-
sentaremos pela letra S. Este conjunto é composto pelos diversos graus de pertinência
de cada sintoma nas respectivas categorias de intensidade. Os sintomas considerados
até então e os seus termos lingǘısticos são apresentados abaixo:

• Sintomas que o paciente comunica:

- dispnéia: ausente, leve, moderada e intensa;
- febre: ausente, moderada e intensa;
- tempo de doença: agudo, sub-agudo e crônico;
- tosse: ausente e presente;
- sudorese: ausente e presente;
- perda de peso: ausente, leve, moderada e intensa;
- expectoração: ausente e presente;
- hemoptise: ausente, leve, moderada e intensa;
- situação socio-econômica: pouco satisfatória, média e satisfatória;
- alcoolismo: ausente e presente;
- antecedentes: presente, ausente e duvidoso;
- sexo: feminino e masculino (conjuntos clássicos);
- idade: criança, jovem adulto, adulto e idoso;
- fumo: ausente, leve, moderada e intensa;

• Sintomas do exame cĺınico:

- temperatura corporal: ausente, moderada e intensa;
- estado nutricional: desnutrição grau III, desnutrição grau II, desnutrição grau

I, eutrófico (normal), sobre-peso e obeso;
- estado geral: mal, regular e bom;
- propedêutica do pulmão: normal, sugestivo e suspeita;

• Sintomas dos exames laboratoriais:

- Raio X: normal, sugestivo e suspeita;
- cultura de escarro: normal, sugestivo e suspeita;
- exame direto: normal, sugestivo e suspeita;
- anátomo patológico: normal, sugestivo e suspeita;
- hemograma: normal, sugestivo e suspeita;
- tomografia computadorizada: normal, sugestivo e suspeita;
- broncoscopia: normal, sugestivo e suspeita;

Sendo assim, para cada paciente podemos elaborar diferentes “estados cĺınicos”,
a partir da combinação dos diversos termos lingǘısticos. Porém, para inferirmos o
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diagnóstico escolheremos, neste primeiro momento, apenas o estado máximo, ou seja,
o mais cŕıtico, onde os graus de pertinência nas diversas etiquetas são máximos. Na
verdade seria interessante analisar todos os estados posśıveis, porém, o custo compu-
tacional quando comparado com o acréscimo de informação não justifica esta medida.
De fato, a operação matemática utilizada é tal que somente os valores máximos são
expressos no diagnóstico final, no entanto, uma análise da distribuição dos valores
das possibilidade para as diversas doenças, considerando todos os estados, poderia
ajudar na discriminação da patologia mais posśıvel, expressando um tipo de medida
da confiabilidade do resultado. Este processedimento será analisado num momento
posterior. Posteriormente, foram escolhidas sete posśıveis diagnósticos que compõem
o conjunto de doenças, D:

- pneumonia;

- tuberculose;

- bronquiectasia infectada;

- paracoccidioidomicose infectada;

- histoplasmose;

- câncer do pulmão;

- pneumoconiose.

A etapa seguinte consistiu na elaboração, juntamente com o especialista, de uma
matriz de relação entre sintomas e doenças, R′, que é constrúıda considerando os
diferentes termos lingǘısticos para cada sintoma e as sete patologias escolhidas. A
matriz de relação final, R, é constrúıda para cada paciente considerando apenas o
caso limite descrito acima.

Uma outra informação importante neste processo de diagnóstico é o quanto cada
sintoma é discriminante para cada doença. Por exemplo, o fator febre intensa pode
significar muito para o diagnóstico da pneumonia e ser irrelevante para o de câncer
do pulmão. Para considerarmos o poder discriminante de cada sintoma com relação a
cada patologia elaboramos uma matriz de discriminação, P , que nada mais é do que
uma matriz que fornece um peso para cadaśıtio da matriz de relação R. Sendo assim,
a matriz de relação final R∗ corresponderá a matriz R ponderada pela matriz P . E
assim, a relação fuzzy entre os sintomas (s) e as doenças (d) será dado por

D = S ◦R, (10.2)

cujos graus de pertinência são obtidos ela expressão:

µD = max
s∈S

[min(µS(s), µR(s, d))]. (10.3)

O exemplo que segue ilustra como funciona este tipo de sistema especialista.
Seja um conjunto de sintomas dados por S = [tosse, febre, tempo de doença, RX-
pneumonia, RX-tuberculose, RX-broquiectasia infectada] e um conjunto de doenças
dado por D = [pneumonia, tuberculose, bronquiectasia infectada]. Os conjuntos fuzzy
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que caracterizam os sintomas são: tosse = [ausente, presente], febre=[ausente, mo-
derada, intensa], tempo de doença = [agudo, sub-agudo, crônico] e RX-pneumonia,
turberculose, bronquiectasia infectada = [normal, sugestivo, suspeito].

Considere agora um paciente cujos dados cĺınicos sejam: 3+ de tosse, tempera-
tura corporal 38, 7◦C, 14 dias de doença, 0+/1+ de RX-pneumonia, 1+/2+ de RX-
tuberculose e 2+ RX-bronquiectasia infectada. Desses valores resultam que os graus
de pertinência nos vários conjuntos fuzzy2, para cada sintoma, são: tosse=[0,0;1,0],
febre=[0,0;0,43;0,47], tempo de doença = [0,0; 0,9; 0,0], RX-pneumonia = [1,0; 0,25;
0,0], RX-turberculose = [0,0; 0,75; 0,0] e RX-bronquiectasia infectada = [0,0; 1,0;
0,0]. Escolhendo os valores máximos dos graus de pertinência nos sintomas monta-
mos o estado do paciente citado: S = [1,0; 0,47; 0,9; 1,0; 0,75; 1,0] correspondendo
à S = [tosse presente, febre moderada, tempo de doença sub-agudo, RX-Pn normal,
RX-Tb sugestivo, RX-BI sugestivo]. A matriz R′ que relaciona os sintomas (linhas)
com as doenças (colunas) é dada, neste exemplo didático, por

R′ =



Pneumonia

[ 0, 2; 0, 8 ]
Tuberculose

[ 0, 3; 0, 8 ]
Bronquiectasia

[ 0, 1; 0, 8 ]
[ 0, 2; 0, 5; 0, 8 ] [ 0, 2; 0, 8; 0, 4 ] [ 0, 5; 0, 4; 0, 2 ]
[ 0, 7; 0, 3; 0, 1 ] [ 0, 3; 0, 8; 0, 6 ] [ 0, 1; 0, 3; 0, 9 ]
[ 0, 2; 0, 5; 0, 8 ] 0, 0 0, 0

0, 0 [ 0, 2; 0, 5; 1, 0 ] 0, 0
0, 0 0, 0 [ 0, 2; 0, 7; 0, 3 ]


e considerando as etiquetas correspondentes aos valores máximos de graus de per-
tinência ao conjunto de sintomas construimos a matriz R, já caracteŕıstica do pacien-
te:

R =


0, 8 0, 8 0, 8
0, 8 0, 4 0, 2
0, 3 0, 8 0, 3
0, 2 0, 0 0, 0
0, 0 0, 5 0, 0
0, 0 0, 0 0, 7

 .

A matriz que considera a importância de cada sintoma na discriminação do di-
anóstico é:

P =


0, 2 0, 3 0, 4
0, 8 0, 7 0, 3
0, 4 0, 6 0, 7
0, 9 0, 0 0, 0
0, 0 0, 7 0, 0
0, 0 0, 0 0, 6


2Estes valores são calculados a partir das funções de pertinência para cada termo lingǘıstico que

por simplicidade não serão citadas. Todas as funções consideradas são triangulares ou trapezoidais.
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o que resulta na matriz de relação final,

R∗ =


0, 16 0, 24 0, 32
0, 64 0, 28 0, 06
0, 12 0, 48 0, 21
0, 18 0, 0 0, 0
0, 0 0, 35 0, 0
0, 0 0, 0 0, 42

 .

E finalmente, o conjunto fuzzy das doenças é dado pela relação (10.2):

D = [1, 0; 0, 47; 0, 9; 1, 0; 0, 75; 1, 0] ◦


0, 16 0, 24 0, 32
0, 64 0, 28 0, 06
0, 12 0, 48 0, 21
0, 18 0, 0 0, 0
0, 0 0, 35 0, 0
0, 0 0, 0 0, 42

 = [0, 47; 048; 0, 42],

correspondendo a grau de pertinência 0,47 no grupo pneumonia, 0,48 no grupo tubercu-
lose e 0,42 no grupo bronquiectasia infectada, o que poderia mostrar uma “tendência”
ao diagnóstico de tuberculose. No entanto,neste exemplo, o método mostra-se pouco
decisivo uma vez que os valoresobtidos são muito semelhantes. Talvez este fosse um
caso em que a análise dos outros estados poderia fornecer outras informações que-
auxiliasse na escolha do diagnóstico. Este trabalho encontra-se ainda nafase inicial
dos testes e, portanto, ainda precisa ser refinado. O exemplo acima pretende apenas
demonstrar a idéia que estamos desenvolvendo.

O programa para este sistema especialista para doenças pulmonares está completa-
mente pronto e dispońıvel para análise via web na página http://infomed.fm.usp.br:8001.
A idéia é que o sistema esteja dispońıvel para ser acessado de qualquer lugar por
qualquer profissional da área de saúde, bem como universidades. Considerando que o
sistema é composto de 70 sintomas e 7 patologias, é extremamente complicado realizar
os ajustes finos apenas com a opinião de um especialista. Têm se revelado, portanto,
necessária a elaboração de um painel de especialistas onde cada um fornecerá os seus
próprios conjuntos fuzzy, bem como matrizes de relação e discriminação. A partir
da composição desse painel obteremos um sistema fuzzy mais adequado e que, con-
sequentemente, acerte mais. Este painel de especialista será de grande ajuda para
criarmos bons conjuntos fuzzy e matrizes de relacões/discriminações mães. Porém,
acredito que um bom sistema especialista somente será posśıvel depois de refinados
todos os parâmetros através de um algoritmo genético.

Uma vez desenvolvido completamente o sistema, um segundo passo seria transfor-
mar o sistema especialista em um sistema adaptativo, onde através de outro algoritmo
genético outras matrizes de relação e discriminação fossem produzidas como mutações
das matrizes mães (do sistema original). Com o tempo as matrizes que apresentassem
um maior poder diagnóstico seriam selecionadas e substituiriam as matrizes mães.
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Este procedimento tornaria o sistema especialista adaptável a regiões distintas uma
vez que, dependendo de fatores climáticos e ambientais, alterações nas relações sin-
toma/doença podem ser observadas (uma febre alta pode ter significados levemente
distintos no sul ou no norte do nosso pais, por exemplo).

Algoritmos genéticos têm se mostrado de grande utilidade na seleção de conjuntos
e regras fuzzy mais adequados à modelagem de sistemas. Eles têm sido empregados
com sucesso em problemas de engenharia. Penso que a união do painel de especialistas
com a adaptação do sistema, sendo ele “treinado” com um largo banco de dados do
HC, nos proporcionará um sistema especialista com grande margem de acertos.

O fato desse sistema ser computacionalmente muito simples permite que sua uti-
lização seja efetiva. Todavia, vale ressaltar que, não temos como saber a prinćıpio
se esse sistema especialista apresentará ou não poder discriminativo no diagnóstico,
dado a simplicidade do modelo. Os especialistas em pneumologia do HC/FMUSP se
mostraram muito interessados no desenvolvimento desse sistema, o que é, a meu ver,
um indicativo de que ele poderia ser útil tanto em postos de saúde(onde muitas vezes
não há a figura do especialista) quanto no treinamento de residentes.

10.3 Fuzzy clustering em epidemiologia

O principal objetivo da classificação não supervisionada é identificar subgrupos na-
turais baseado na identificação de semelhanças entre pares de objetos. Ela também
é motivada pela necessidade de se obter padrões ou agrupamentos de objetos em um
dado conjunto de dados. Essas caracteŕısticas justificam sua relação profunda com os
processos de reconhecimento de padrões e sua vasta aplicação em processamento de
imagens médicas.

Uma abordagem alternativa aos modelos dinâmicos não-lineares, que são utilizados
para descrever os processos epidêmicos, seria considerar um modelo de agrupamento
fuzzy de 3 elementos. Em um agrupamento de 3 elementos as variáveis são classificadas
como Objetos, Atributos e Situações, consistindo em uma abordagem de espaço de
estados unido a técnicas de otimização. Em um modelo epidêmico de agrupamento
fuzzy as variáveis de estado são consideradas como grupos (clusters), os parâmetros
são considerados atributos e as situações são a variação temporal de cada indiv́ıduo no
grupo. Este tipo de modelo parece ser interessante para tratar pequenas populações,
uma vez que ele permite atribuir valores individuais para as variáveis.

Em um modelo de 3 elementos temos que X(t) = xia(t) é uma matriz que descreve
os dados do sistema, com i = 1, 2, ..., n, a = 1, 2, ..., p e t = 1, 2, ..., T , onde conside-
ramos p variáveis com respeito a n indiv́ıduos em T passos de tempo. A proposta
do agrupamento fuzzy é classificar os n objetos em K grupos. O valor da função de
pertinência que designa o grau de pertinência de cada objeto nos grupos é denotado

por U = µik, onde µik ≥ 0 e
K∑

k=1

µik = 1 com i = 1, 2, ..., n e k = 1, 2, ...K. O centróide

do grupo K no tempo t é vt
k = vt

ka, onde a = 1, 2, ..., p são os atributos em questão
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(Sato et al 1997).
Suponhamos, então, uma situação epidêmica onde três estados são considerados,

quais sejam Suscet́ıvel, Infectado e Recuperado (modelo tipo SIR). Cada estado po-
de ser considerado como um grupo fuzzy (K = S, I e R). Assumindo p variáveis
diagnóstico, que definirão os indiv́ıduos como pertencentes a um dado grupo (ou a
vários), tais como febre, soropositividade aos anticorpos de IgM, ou qualquer outro
exame cĺınico e/ou laboratorial. Os i indiv́ıduos apresentarão valores em todas as
p variáveis, que poderão ou não variar com o tempo, xt

ia. Portanto, é posśıvel defi-
nir uma função de pertinência que designe o grau de pertinência do indiv́ıduo i no
cluster K dados os valores assumidospara os p parâmetros. Cada cluster possui um
centróide que pode evoluir no tempo. A análise dessa evolução temporal pode nos
fornecer a dinâmica da epidemia considerada. Sendo assim, a estrutura matemática
do fuzzy clustering pode representar uma abordagem alternativa para o tratamento
dinâmico de epidemias, onde sejam consideradas as subjetividades reais dos processos.
Este tipo de abordagem pode vir a nos fornecer também informações sobre o valor de
reprodutibilidade basal, R0.

10.4 Modelos lingǘısticos fuzzy

A parte o aspecto dinâmico da epidemiologia, muitas são as contribuições que a teoria
de conjuntos fuzzy pode oferecer aos modelos epidêmicosestáticos, produzindo resul-
tados que podem ajudar os epidemiologistas eos profissionais de saúde de diversas
maneiras. Além dos trabalhosapresentados no caṕıtulo 7, tenho desenvolvido cola-
borações com profissionais de diferentes áreas e muitos são os projetos detrabalhos
razoavelmente simples, porém significativos, que podem ser desenvolvidos ainda com
modelos lingǘısticos. Alguns desses trabalhos são:

• modelo para avaliação do comprometimento do desenvolvimento neuromotor e
psicomotor de recém nascidos a partir variáveis do pré-natal, do seu nascimento
e do tipo de aleitamento;

• avaliação da possibilidade de parto precoce, ou com complicações, a partir de
dados do pré-natal;

• mensuração da qualidade de vida baseada na avaliação da incapacidade (mo-
bilidade, atividade f́ısica e social) a partir de uma análise fuzzy das variáveis
utilizadas no QWB (Quality of Well being scale) clássico;

• prognóstico de pacientes infectados com HTLV1 com a intenção de verificar
quais deles potencialmente desenvolverão alterações neurológicas;

• avaliação de risco a tuberculose considerando indicadores de risco tais como
ńıvel de escolaridade da mãe, número de pessoas residentes e número de pontos
de água na casa;
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• avaliação de risco de morte e desenvolvimento de crianças recém nascidas com
baixo Apgar, em Unidades de Tratamento Intensivo.

Em alguns desses trabalhos teremos a disponibilidade de dados experimentais, o
que nos possibilitará o desenvolvimento de modelos h́ıbridos.



Caṕıtulo 11

Considerações finais

O objetivo desta tese foi o de desenvolver aplicações da teoria de lógica fuzzy
em problemas da biomedicina. Particularmente em epidemiologia, são muito poucos
os trabalhos existentes com lógica fuzzy, sendo esta área ainda muito incipiente. De
fato, ousaria dizer que o Brasil é um dos pioneiros nas pesquisas sobre aplicações dessa
teoria em epidemiologia. Neste sentido, penso que uma das contribuições importantes
dessa tese é a de agregar algum conhecimento às pesquisas realizadas nessa área.
Contudo, o trabalho desenvolvido nesta tese está longe de encerrar conclusivamente
algumas questões. Na verdade, esses trabalhos desvendam um universo de aplicações
e possibilidades que nos animam intensamente a continuar os estudos nessa linha de
pesquisa.

Ao longo da tese, várias análises a respeito da contribuição, das dificuldades e
dos resultados obtidos com cada trabalho foram apresentadas. Todavia, gostaria de
ressaltar algumas considerações e aspectos que julgo mais importantes:

• O estimador de risco fuzzy (FOR) que propomos forneceu resultados qualitati-
vamente coerentes com os conceitos epidemiológicos. Logo, a teoria de conjuntos
fuzzy pode ser efetivamente útil no desenvolvimento e generalização de conceitos
epidemiológicos clássicos. Vale ressaltar que generalizações desse tipo podem
conduzir a interpretações dos fenômenos diversas das estabelecidas, podendo
acarretar transformações importantes nas estruturas dos sistemas teóricos em
medicina e epidemiologia.

• O especialista de uma forma geral é capaz de traduzir o seu conhecimento
emṕırico e acadêmico, bem como a sua experiência, em conjuntos e regras fuzzy.
Entretanto, ele apresenta dificuldades para expressar o seu conhecimento quando
o número de variáveis do sistema é razoavelmente grande ou quando as variáveis
estão fortemente correlacionadas. No caso dos modelos lingǘısticos a dificuldade
maior surgiu na elaboração dos conjuntos fuzzy conseqüentes das regras.

• Os modelos lingǘısticos forneceram bons resultados e apresentam possibilidades
reais de aplicação. Muitas grandezas em medicina e epidemiologia são estima-
das por especialistas baseados em julgamentos subjetivos. A estimativa do risco

138
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de morte neonatal, a nota de APGAR, a avaliação de desenvolvimento neuro
e psicomotor, e o valor de QWB são alguns exemplos. Além disso, estimado-
res baseados em avaliações subjetivas podem variar a depender das condições
em que se encontre o especialista no momento da avaliação (cansaço, estresse,
desatenção, etc.). Ocorre ainda que, na ausência de um especialista, outros
profissionais conduzem estas avaliações, o que em geral produz valores distintos
dos fornecidos pelo especialista, podendo conduzir a erros. Neste sentido, um
sistema de apoio que possa auxiliar os profissionais de saúde, ou mesmo fazer o
papel do especialista na sua ausência, pode vir a ser extremamente útil. Contu-
do, para que esses sistemas atinjam aos que dele necessitam, qual seja hospitais
modestos, postos de saúde, etc., é importante que eles sejam simples, de fácil
compreenssão e de baixo custo. Os modelos apresentados no caṕıtulo 7 e os dis-
cutidos na seção 10.4 são exemplos de sistemas com essa finalidade, que podem
ser facilmente implementados.

• Os modelos lingǘısticos dinâmicos forneceram bons resultados, com ressalva fei-
ta aos modelos tipo TSK. Todavia, sua implementação pode vir a ser muito
trabalhosa e não fornecer resultados satisfatórios a depender da quantidade de
variáveis e da correlação entre elas. Isto se deve às dificuldades que o espe-
cialista apresenta para traduzir o seu conhecimento, discutidas anteriormente.
Nestes casos, a abordagem clássica permanece como uma boa opção e a teoria
de conjuntos fuzzy pode ser útil nessa modelagem tratando as grandezas que são
intrinsicamente nebulosas e fornecendo valores mais realistas para os parâmetros
do modelo clássico.

• A utilização do prinćıpio de extensão na construção das regras fuzzy forneceu
bons resultados para o modelo desenvolvido e pode representar uma alternativa
aos problemas relatados no item anterior. Todavia, é necessário aplicá-lo a
sistemas mais complexos e verificar se ele apresentará sucesso também nesses
casos.

• O modelo de decisão fuzzy para escolher a estratégia mais adequada de cam-
panha de vacinação contra o sarampo, que foi implementada no Estado de São
Paulo em 1997, é, sem dúvida, um exemplo prático do quanto esta teoria pode
ser efetivamente aplicável, e como ela pode ser útil para auxiliar autoridades de
Saúde Pública na tomada de decisões. Este trabalho ilustra a capacidade de
adesão por parte desses profissionais a modelos desenvolvidos com esta teoria.

• Uma das principais vantagens da teoria de conjuntos fuzzy em relação a ou-
tras abordagens de modelagem matemática é a facilidade de sua compreensão
por parte de profissionais cuja formação não foi na área de exatas. De fato,
muito pouco conhecimento de matemática é necessário para se compreender,
basicamente, os conceitos e estruturas dessa teoria. Além disso, a possibilidade
de trabalhar com variáveis lingǘısticas aproxima a linguagem do modelo com
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a linguagem natural utilizada por esses profissionais, o que faz com que eles se
sintam a vontade para expressar o seu conhecimento. Estas caracteŕısticas da
lógica fuzzy viabilizam a interdisciplinariedade nesses tabalhos.

Além das considerações citadas, gostaria de ressaltar também que a abordagem
fuzzy para o estudo de facilitação social entre cupins que apresentam canibalismo
surgiu da necessidade de tratar um aspecto subjetivo inerente ao processo experi-
mental. Esta abordagem permitirá esse tipo de estudo em espécies que apresentam
esse comportamento. Este trabalho, embora não conclúıdo a tempo para esta tese,
sinaliza uma alternativa interessante com a qual outros estudos em biologia poderão
ser desenvolvidos, considerando os aspectos subjetivos tão comuns nessa área. Nesse
viés, a teoria de conjuntos fuzzy poderá adentrar o mundo dos f́ısicos estat́ısticos,
auxiliando-os a desenvolver modelos mais realistas, a partir de sua combinação com
as técnicas de simulação.

Considerando tudo que foi exposto, é posśıvel agora responder as perguntas colo-
cadas no ińıcio desse texto, quais sejam: Esta teoria pode realmente ser útil na so-
lução de problemas da biomedicina? Esta abordagem fornece resultados efetivamente
aplicáveis? De que maneiras podemos aplicar a lógica fuzzy em sistemas epidemi-
ológicos?. A resposta que esta tese fornece é: Sim, a lógica fuzzy é uma estrutura
matemática adequada para abordar problemas de biomedicina. Em particular, na epi-
demiologia ela se apresenta como uma ferramenta útil e de aplicabilidade real e efetiva.
Existem diversas maneiras de se utilizar a lógica fuzzy na solução desses problemas.
Escolher entre uma e outra consiste na arte de criar modelos e depende do tipo de
resposta desejada e do tipo de informação dispońıvel. Essa tese apresenta algumas
dessas possibilidades.

Para concluir, gostaria de relatar que quando apresento essa teoria aos médicos e
aos profissionais de saúde, eles se mostram àvidos por conhecê-la porque identificam
nela uma ferramenta importante para ajudá-los nos seus problemas. A possibilidade
de uma abordagem que lhes seja compreenśıvel e que possa tratar algumas incertezas
naturais do seu cotidiano profissional parece animá-los. É assim que muitos trabalhos
e idéias nos são apresentados, o que corrobora a importância da continuidade da
pesquisa nessa área.
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H.J. e Eggimann F. 1998. “Fuzzy controlled feedback applied to a combined
scanning tunneling and force microscope”. Applied Physics Letters 72 (1), 25-
27.

[15] Bellamy J.E. 1997. “Medical diagnosis, diagnostic spaces and fuzzy systems”.
Journal of American Veterinarian Medicine Association 210 (3), 390-396.

[16] Bellman R. & Zadeh L.A. 1970. “Decision-making in a fuzzy environment”.
Management Science 17, 141-154.

[17] Bezdek J.C., Hall L.O., Clark M.C., Goldgof D.B. e Clarke L.P. 1997. “Medical
image analysis with fuzzy models”. Stat. Methods Med. Res. 6 (3), 191-241.

[18] Biswas R. 1995. “An application of fuzzy sets in student’s evaluation”. Fuzzy
Sets and Systems 74, 187-194.

[19] Bobylev V.N. 1990. “A possibilistic argument for irreversibility”. Fuzzy Sets and
Systems 34, 73-80.

[20] Bordley R. 1989. “Fuzzy set theory, observer bias and probability theory”. Fuzzy
Sets and Systems 33, 347-354.

[21] Boswell S.B. & Taylor M.S. 1987. “A central limit theorem for fuzzy random
variables”. Fuzzy Sets and Systems 24, 331-344.

[22] Buckley J.J. & Siler W. 1988. “Echocardiogram analysis using fuzzy sets and
relations”. Fuzzy Sets and Systems 26, 39-48.

[23] Campbell D.E. & Kelly J.S. 1996. “Social choice trade-offs for an arbitrary
measure: with application to uncertain or fuzzy agenda”. Economics Letters
50, 99-104.
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Blücher, Brasil.

[140] Shono H., Oga M., Shimomura K., Yamasaki M., Ito Y., Muro M. e Sugimori
H. 1992. “Application of Fuzzy Logic to the Apgar Scoring System”. Int. J.
Biomed. Comput. 30, 113-123.

[141] Silva R. 2001. “LEPIDUS: Sistema especialista em medicina geral”. Tese de
Doutorado, Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Univer-
sidade de São Paulo, Brasil.

[142] Singer D. 1992. “A fuzzy set approach to non-equilibrium thermodynamics”.
Fuzzy Sets and Systems 47, 39-48.

[143] Smets P. 1981. “Medical Diagnosis: Fuzzy Sets and Degree of Belief”. Fuzzy
Sets and Systems 5, 259-266.

[144] Smithson M. 1988. “Fuzzy set theory and the social sciences: the scope for
applications”. Fuzzy Sets and Systems 26, 1-21.

[145] Sordo J.A. 1999. “Using fuzzy set theory to assess basis set quality”. Chemical
Physics Letters 302, 273-280.

[146] Struchiner C.J., Burattini M.N., Ortega N.R. e Massad E. 1997. “Fuzzy Risk Es-
timators in Epidemiology”. in: Proceedings of Soft Computing SOCO’97, Nime-
France, 64-68.
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