CALCULO PROPOSICIONAL ASSOCIADO AOS
RETICULADOS

PEDRO A. TONELLI

1. As FORMULAS

Seja R um reticulado completo com uma negacao. Uma negacao é
uma funcao decrescente ' : R — Rtal que I'=T e T' = L.

Vamos definir formalmente os elementos do calculo proposicional.

O conjunto de varidveis é um conjunto no maximo enumeravel V =
{a1,as,...,a,...}. Este conjunto pode, se desejarmos, ser finito.

Usando os conectivos A, V,/ e os simbolos ( e ) podemos definir re-
cursivamente as féormulas:

e Toda variavel a,, é uma férmula.
e Se F' e G sao formulas entao (F'AG), (FV G), F' sao férmulas.

Esta defini¢ao recursiva determina o conjunto I das férmulas. Assim,
or exemplo, (a; Vaj) Aag é uma férmula e a; A (az V V/ag) nao é férmula.
No calculo proposicional fazemos a avaliacao da verdade usando
como conjunto de avaliacao um reticulado R. Em primeiro lugar consi-
deramos o conjunto L(R) = {t: V — R}. Dada uma funcao t € L(R)
ela pode ser estendida de forma tnica a uma funcao t : F — R tal que
para todas as formulas F, G € F tenhamos:
HFAG) =1F)N(G)
tHFVG)=1tF)ViqG)
tHF") =t(FY
E(an) = t(an)

O conjunto dessas fungoes estendidas chamaremos de valoragoes em
R e também denotaremos por L(R). Também ndo usaremos mais o ¢
mas t para denotar a extensao, ficando claro do contexto que se trata
da funcgao estendida.

Como exemplo, se o conjunto V' sé tiver dois elementos e o reticulado
for a dlgebra de boole R = {0, 1} entao L(R) tem s6 quatro elementos.

2. FORMULAS EQUIVALENTES

Vamos definir uma estrutura de reticulado no conjunto das férmulas,

lembrando que duas férmulas podem nao ser diferenciadas do ponto
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de vista das valoragoes. FEntao partimos as férmulas em classes de
equivalencias.

Dizemos que duas formulas F' e G sao R-equivalentes se para toda
valoracdo t € L(R) temos t(F) = t(G). E claro que esta é uma relacio
de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivaléncia de uma férmula
F por [F]g ou simplesmente [F'] quando estiver claro de qual reticulado
se trata.

O conjunto das classes de equivaléncias denotaremos por F/R, e neste
conjunto definimos as operacoes:

o [FIN|G]=[FNG]
o [F]VI[G]=[FV{]
o [F] =[]

E um exercicio canonico mostrar que isto define realmente uma es-
rutura de reticulado na classe de equivaléncia das formulas.

No caso do reticulado ser R = {0,1} temos o calculo proposicional
classico, mas o que nos interessa ¢é a légica fuzzy e sua relacao com a
logica de Lukasiewicz.

3. EXEMPLOS

Tomemos o reticulado Ry = [0, 1] com as operagoes de minimo, mé-
ximo e negagao conhecidas (' =1 —xz) e Ry = {0,0.5,1} o reticulado
a trés valores de Lukasiewicz ( as operagoes sao as mesmas: minimo,
maximo e ' =1 — x).

Entao temos o seguinte resultado

Teorema: F/R; = F/R;

prova: Vamos provar que para toda féormula F' de F temos que
{F}Rl = [F}Rz'

Como é facil de verificar que Ry C R; entao temos que L(Ry) C
L(Ry). Assim se G é equivalente a F' com as valoragoes de L(R;) entao
G também ¢ equivalente a F' pelas valoragoes de L(Rz). Isto mostra
que se G € [Flg, entdao G € [F|g, ou seja [F|g, C [Fg,-

Resta mostrar que [F|g, C [F]g,. Suponha que tenhamos um G ¢
[F]gr,. Entao existe uma valoracao t € L(R;) tal que t(G) # t(F).
Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢(F') = a seja maior
do que t(G) = .

Seja agora ¢ = min{|8 — 0.5, |a — 0.5[}.

Definiremos um homomorfismo de reticulados com negagao f : Ry —
R, da seguinte forma:

(A)se 0.5 € [3,q] :
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0 se
f(x) =14 0.5 se
1 se
(B) se 0.5 ¢ [, q]
0 se
f(z) =14 0.5 se
1 se

z<05—-96

05 —-0<xz<d+0.5

x>0+0.5

r<05—9¢

056—0<2<d+05

x>0+0.5

Para entender a construcao de f veja a figura 1

N
L — — — — — — >

=

0.5-3

0.5+6

Ficura 1. Exemplo da construcao de f

Verifique que em cada caso f é de fato um homomorfismo tal que
f(B) # f(a) e entao f ot é uma valoragdo de L(R») tal que atribui
valores diferentes as formulas G e F, ou seja G ¢ [F|g,. Assim se G €

[F]r, temos que necessariamente G € [F|g, e dai [F|g, C [F]g,.

Observe que o fato da funcao f construida acima ser um homo-
morfismo depende apenas de um fato mais geral. Seja B(0.5,9) um

intervalo (aberto ou fechado) de centro em 0.5 e raio § e defina

0 sex¢ B(0.5,0)ex <05
se x € B(0.5,9)
1 sex ¢ B(0.5,8)ex>0.5

f(x)=14 0.5
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Como f é crescente entao se x < y temos que f(x) < f(y) e f(xAy) =
f(2) = F@) A fy) e flzVy) = fly) = F(z) V f(y) . Como [0,1] 6
totalmente ordenado o outra possibilidade é z > y o que analogamente
nos leva a mesma conclusao.

Se x € B(0.5,0) pela simetria do intervalo temos que 1—z € B(0.5, )
e f(x)=f(1-2)=050u f(1-2)=1- f(z) = (f(2)).

Se x ¢ B(0.5,0) ex < 0.5 entao 1 —z > 05e 1 —a ¢ B(0.5,0).
Temos entao f(z) =0e f(1 —2z) =1, ouseja f(1 —z)=1— f(z).

Obs. Podemos adaptar esta prova usando o reticulado R = [—1, 1]
com 0s conectivos min e max e a negacao dada por ' = —z. Fica como
exercicio.



