1. COMO NASCEM OS RETICULADOS

Vimos no outro texto que a estrutura algébrica que aparece mais
ou menos naturalmente na légica é a estrutura de reticulado. No pri-
meiro caso, na algebra de Boole da légica classica o reticulado aparece
por causa das propriedades dos conectivos logicos “e” e “ou”; depois
obtivemos uma estrutura de reticulada na légica de Brower estudando
as propriedades da relacao de implicagao. Veremos que um reticulado

pode aparecer dessas duas formas.

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados. Um conjunto parcialmen-
te ordenado é um conjunto M juntamente com uma relacao < que
satisfaz as seguintes propriedades:

e Propriedade reflexiva; Vo € Mx < x
e Propriedade simétrica; se z <y e y < x entao xz = y.
e Propriedade transitiva; se t <y ey < z entao x < 2

Algumas observacoes antes de ver os exemplos:

A Dizemos que o conjunto M com a relagao é uma pré-ordem quando
a propriedade simétrica nao for exigida.

B Fixado um ponto x de M podemos denotar por O(x) (érbita de
x) o subconjunto de M com todos os pontos y que se relacionam com
x, isto é, x <y ou y < x, este conjunto é, em geral, apenas uma parte
de M. Quando O(z) = M, para todo x dizemos que a ordem é total,
e M é um conjunto totalmente ordenado.

C Compare as propriedades acima com as propriedades da implica-
¢ao no texto anterior.

Exemplos:

1 M ={0,1} com a relagao 0 < 1.

2 M = [0,1] com a ordem herdada dos nimeros reais.

3 M = P(U) conjunto das partes de um conjunto U com a ordem
A C B se A é um subconjunto de B.

4 M =FU) ={A:U — [0,1]} com a ordem definida como
A < B quando A(z) < B(x) para todo = de M. Este é o espago dos
subconjuntos fuzzy sobre U.

Existem outros exemplos mais interessantes, mas fiquemos com estes
bésicos que vao nos interessar imediatamente. Mais algumas observa-
goes:

D Se o conjunto M é finito entao podemos representar o conjunto
parcialmente ordenado graficamente. Os conjunto parcialmente orde-
nados com quatro elementos podem ser representados como na figura
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Ficura 1. Conjuntos parcialmete ordenados com 4 elementos

E O exemplo 4 pode ser facilmente generalizado tomando um outro
conjunto parcialmente ordenado qualquer no lugar de [0, 1].

1.2. Os reticulados. Seja M um conjunto parcialmente ordenado, e
digamos que a relacao de ordem seja <. Tomemos S uma parte de M
e vamos definir algumas notacgoes:

1S8={2€ M:VzeS x<z}éo conjunto dos majorantes de S.

| S={2eM:VzeS, z<uz}éo conjunto dos minorantes de S.

Por causa da propriedade de simetria os conjuntos

\/S=tsnL(19)

AS=Lsn1(lS9)

tém, no maximo, um elemento (podem ser vazios, veja os exemplos
na figura 1). Estes serdo o supremo e o infimo, respectivamente, de S
quando existirem.

Um conjunto parcialmente ordenado é um reticulado quando exis-
tirem o infimo e o supremo de todos os subconjuntos S finitos. Em
particular quando S = {z,y} denotaremos

Vizyt=zvye Nzy} =znry

Basicamente, para verificarmos que um conjunto parcialmente orde-
nado é um reticulado basta ver se existem os infimos e supremos de
cada dois elementos. isto define portanto duas operacoes binarias que
tém a seguintes propriedades

Propriedade reflexiva: t Ve =xex Az = .

Propriedade comutativa: t Vy=yVrxexz ANy=yAz.
Propriedade associativa: zV (yVz) = (zVy)VzexzA(yAz) =
(x Ay) A z.

Propriedade de absor¢ao: z A (xVy)=zeaxV(zAy) ==
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Uma outra maneira equivalente de se construir um reticulado é partir
das operacoes bindrias A e V que satisfacam as propriedades acima.
Neste caso ainda nao temos a relagao de ordem parcial, mas podemos
definir uma ordem parcial da seguinte forma: x < y se e somente se
TANYy=2x

Voltemos aos exemplos acima:

1 M ={0,1} é um reticulado com as seguintes tabelas

N0 1 vVi0o 1
010 0 0(0 1
110 1 111 1
2 M = [0,1] é um reticulado com os minimos e maximos normais.

xVy=sup{z,y} e x Ay = inf{z, y}.

3 M = P(U) conjunto das partes de um conjunto U. A reunido e
interseccao de conjuntos fazem as vezes dos operadores.

4 M=FU)={A:U — [0,1]} também é um reticulado com as
operacoes dadas por

(AV B)(z) = sup{A(x), B(z)}

(A A B)(z) =inf{A(z), B(z)}

Agora mais algumas observagoes:

F Se M; e M, sao dois reticulados, um isomorfismo entre estes reti-
culados é uma aplicacao bijetora F': M; — M, que ainda preserva as
operacoes dos reticulados, ou seja, para cada par z,y de M; temos

F(zVy)=F(z)V F(y) e F(x Ny) = F(z) A F(y)

. Assim, por exemplo, o conjunto [—1,1] é um conjunto diferente de
[0, 1] mas tem a mesma estrutura de reticulado deste. Um isomorfismo
¢ realizado por

F(z) =2(x —0.5)

G No caso do supremo e infimo existirem para todo subconjunto S
de M, nao apenas os finitos, diremos que se trata de um reticulado
completo. Neste caso denotaremos por T =\/ M e L = A M. Todos
os exemplos dados anteriormente sao de reticulados completos.

No exemplo1 T =1 e L =0, no exemplo 2 também. No exemplo
3T =Uel =0enoexemplo4d T =T com T(x) =1e L =2
com Z(z) = 0. Na légica T é uma tautologia e L uma férmula sempre
falsa.
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1.3. O principio da extensao. Vamos ver nessa se¢ao como podemos
obter, a partir de uma funcao R : U — V uma extensao desta funcao
que chamaremos de R : F(U) — F(V). Este modo de construir a
funcao chamaremso de principio da extensao.

Seja A : U — L uma aplicagao de U num reticulado completo L.
Entao a imagem de qualquer subconjunto S C U é um subconjunto de
L (A(S) € L). Assim A : U — L induz naturalmente uma aplicagao
A:P(U) — P(L). Como L é um reticulado completo a composigao:

\/ 0cA:P(U)—L

associa a cada subconjunto de U um elemento de L.

Para a iltima parte de nossa construgao precisamos de uma aplicagao
que para cada y € V associa um subconjunto de U.

Se R C U x V é uma rela¢ao (uma fungao seria um caso particular)
denotamos por

R Yy)={xcU:(x,y) € R}

como R~ '(y) C U temos que

VAR () eL

ou seja \/(A(R™Y)) : V — L. Agora definimos a nossa extensio como
R(A)=\/AR™)

para todo A € F(U)



