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PEDRO A. TONELLI

1. INTRODUCAO: O ESQUELETO DO ESPIRITO

E ainda mais remoto que o tempo em que as coisas nao tinham nome,
é o tempo em que as coisas nem existiam, e talvez por isso o tempo
também nao existia. E era necessario criar as coisas, a partir do verbo,
a partir das idéias e de simples axiomas.

As coisas existem desde que existam interacoes entre elas. O mundo
dessas coisas seguem determinadas regras de interagoes, que repetidas
e reproduzidas constroem a dinamica de um mundo em evolugao e
complexificado onde as regras mais simples ja caminham escondidas
em teoremas enigmaticos.

Em matematica temos um conceito definido do seja uma relacao,
e podemos interpretar as estruturas algébricas, ou a algebra mesmo,
como a descricao de regras de interacao entre coisas. Uma tarefa da
algebra seria identificar e dirscernir as regras de interacoes necessarias
e suficientes para para que se inicie a evolucao daquele mundo. Note-se
que dois mundos totalmente distintos podem ser, do ponto de vista
algébrico desde que haja uma correspondéncia entre suas regras de in-
teracoes basicas. Assim como a algebra pre-existe a coisa e da estrutura
a0 seu espirito, podemos dizer que a algebra é o esqueleto do espirito.

Al djabr significa: por reducao, e expressa um conjunto de regras que
poderiam simplificar uma equacao numérica tornando-a resoluvel. Esta
origem arabe da palavra algebra também reforca a idéia de que seria
possivel para diversos sistemas complexos, obter regras para reduzi-
los a sistemas mais simples e resoluveis. Uma tal colecao de técnicas
chamaremos algebra.

Entao a légica possui uma algebra?

2. A ALGEBRA DA LOGICA

Duas obras sao precursoras no estudo das algebras da logica: The
investigation of the Laws of Thought de G. Boole de 1854 e Algebra der
Logik de E. Schroeder de 1900, ambas inspiraram o trabalho posterior

de G. Birkhoft, Theory of Lattices de 1920.
1



2 PEDRO A. TONELLI

No livro de Boole ele comeca falando da algebra das classes, que para
nos é a algebra da teoria de conjuntos. Ele assume que ha uma classe
universal, digamos U, e lista as propriedades da reuniao e interseccao
de conjuntos e o complemento em relacao a U.

Lembremos estas propriedades fundamentais que caracterizam a Al-
gebra de Boole

B1 Se x denota um conjunto temos xt Nz =xexUx = .

B2 Se z e y denotam conjuntos entao xt Ny =yNzrex Uy =yUx.
Lei Comutativa.

B3zN(yNz) = (zNy)NzexzU(yUz) = (zUy)Uz. Lei Associativa.

B4xn(yUz)=(zNy)U (znNz) Lei Distributiva.

denotando por ' o complemento de um conjunto em U temos que

B52U2’=U. zNa’ =0 onde () é o conjunto vazio.

Esta estrutura basica é usada depois para se provar varios resulta-
dos. As identidades de De Morgan sao um exemplo. Um conjunto,
no qual definimos duas operacoes bindrias, e uma operagao unaria que
satisfazem 1 - 5 com dois elementos especiais que fazem a funcao do
conjunto universo e conjunto vazio, dizemos que é uma algebra de Bo-
ole. Um exemplo trivial de uma &lgebra de Boole é o conjunto {0, 1}
tomando os operadores de méaximo e minimo entre nimeros no lugar da
intersecgao. Veremos a seguir que podemos identificar essa estrutura
algébrica com o calculo proposicional da légica classica, mas que isso
nao esgota as algebras da légica.

3. CALCULO PROPOSICIONAL CLASSICO

Um estoico de nome Crisifo disse que uma proposicao é algo que é
verdadeiro ou falso. Isto é a pedra fundamental do cédlculo proposici-
onal em légica uma vez que avalia uma proposicao s6 pelo seu valor
de verdade. Usando 1 para designar verdade e 0 para designar falso,
podemos definir conectivos V (“OU”légico) e A (“E”16gico) que serdo
as interagoes entre proposicoes. Podemos expressa-los usando a tabela
verdade dos conectivos:

_ O O
_ 0 = O
(e
—_

1
TABELA 1. Tabela verdade
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Supondo que a interpretacao desta tabela ja seja conhecida vejamos
algumas conseqiiéncias que dela decorrem. Lembremos que duas pro-
posicoes compostas sao equivalentes os seu valores verdade forem os
mesmos nao importando o valor de seus componentes. Por exemplo:
a ANb = DbA a significa que os valores das duas expressoes é 0 mesmo
para todas as possibilidades de a e b. No livro isto esta formalizado no
capitulo 4.

R1 (comutatividade) aAb=bAaeaVb=>bV a.

R2 (associatividade)a A (bAc) = (aAb)AceaV (bVe) = (aVb)Ve.

R3 (absorgdo) aA(aVb)=aeaV(aANb) =a

Um conjunto M com duas operacoes binarias que satisfazem R1 -
R3 é chamado de um reticulado. Os reticulados sao o tipo de estru-
turas algébricas que estao mais ligados com a légico e este foi o ponto
principal do trabalho de Schroeder. Note que da nossa tabela verdade
da logica classica ainda podemos destacar as seguintes propriedades:

Dist. Valem as propriedades distributivas: aA(bVe) = (aAb)V(aAc)
e também aV (bAc)=(aVb)A(aVc).

Definindo a proposicao —a pela tabela:

a | —a
0] 1
110

TABELA 2. Tabela verdade da negacao

Comp. aN—-a=LleaV-a=T

Aqui L é uma proposicao sempre falsa e T uma proposicao sempre
verdadeira. De forma que elas satisfazem:

TopaANT =aeaVT=T

Botanl=1leaVl=a

Uma &lgebra de Boole é um reticulado que satisfaz Dist. Comp.
Top Bot, ou seja, um reticulado, distributivo, complementado.

O céalculo proposicional classico corresponde a uma algebra de boole.
Haveriam outros reticulados correspondentes a outras 16gicas?

4. O CALCULO PROPOSICIONAL DE BROUWER

Em sua tese de 1907 o matematico americano L. E. J. Brower defen-
deu que o principio do terceiro excluido deveria deixar de ser usado na
provas matematicas. Este principio estd codificado na nossa definicao
da negacao dada acima. Assim para a logica proposta por Brower nao
teremos mais a nossa algebra de Boole, mas serd que teremos algum
ente algébrico que represente o novo calculo proposicional?
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Uma forma de fazer isso é introduzir uma relacao de implicacao entre
as proposicoes e a partir dela construir os outros conectivos “E” e “OU”.

Dizemos que uma proposicao a implica uma proposicao b se b é verda-
de sempre que a for verdade. Usaremos o simbolo a — b para denotar
que a implica b. Note que esta definicao nao diz o que acontece quando
a for falso.

Note que a definicao acima nos da uma relagao entre proposigoes,
tomaremos a liberdade de identifica-la também com um conectivo extra.
Para completar diremos que a — b é verdadeiro sempre que a for falso,
nao importa o valor de b. Claro que esta definicao leva a inimeras
discussoes, mas vamos toma-la por certa por um momento.

Usando a tabela da légica classica e a nova definicao de implicagao
temos os seguintes resultados:

Brl a — a.

Br2aAb—aeanb—b.

Br3a— (aVvb)eb— (aVb).

Br4Sea—beb— centdoa — cou (a —b),(b »>¢c) = a—c.

Br5Sec—aec—bentaoc— aAb.

Br6 Sea —ceb— centaoaVb— c.

Br7 Se (a Ab) — centdo a — (b — c).

Br8 Se a — (b — ¢) entdo (a Ab) — c.

Note que estas propriedades nao usam a negagao e a proposta de
Brower foi substituir as tabelas verdades por um sistema formal onde
as regras de dedugoes fossem dadas somente pelos axiomas Br1-8 (Lé-
gica positiva das consequencias. Com esses axiomas vejamos o quanto
recuperamos do calculo proposicional.

A algebra determinada pelos axiomas de Brower pode ser descrita
com mais detalhe da seguinte forma:

Seja M um conjunto (lembremos que nem mesmo as coisas existem) e
uma relagao binaria entre os elementos deste conjunto que denotaremos
por —. Assuma que esta relacao satisfaca apenas os axiomas Brl e
Br4 e também que se a — b e b — a entao a = b.

Suponha agora que para cada par de elementos a,b € M exista um
terceiro elemento c que satisfaz a propriedade: ¢ - aec— b. Sed — a
e d — b entao d — c. Este elemento ¢ é tinico e como depende de a e b
podemos denoté-lo por a A b. (Note que esta é uma forma de definir o
conectivo a partir da implicagao). E f4cil verificar que, definido desta
forma, este elemento satisfaz Br2 e Br5.

Vamos obter o outro conectivo de forma parecida:

Suponha que para cada par de elementos a,b € M exista um terceiro
elemento ¢ que satisfaz a propriedade: a — ceb —c. Sea —deb—d
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entao ¢ — d. Novamente este elemento deverd ser tnico e denotado
por a V b vai satisfazer os axiomas Br3 e Br6.

O que vimos é que a relagao — define na verdade uma ordem parcial
no conjunto M. E a existéncia dos elementos a Vb e a A b transformam
o conjunto parcialmente ordenado num reticulado.

Os axiomas Br7 e Br8 sao propriedades extras da algebra de Brower
e podem ser algebricamente descritos da seguinte forma.

Suponha que valha o seguinte: Para cada par a,b € M existe um c tal
que para todo xz,se xt Aa — bentao r — cesex — centao x ANa — b
Se esta propridade estiver satisfeita, o reticulado obtido e chamado
reticulado de Brower ou reticulado subjuntivo. E identificando este
elemento com o valor de a — b obtemos os axiomas Br7 ¢ Br8.

Bom isto é s um ensaio para justificar porque aparecem os reticula-
dos nas algebras originadas da légica e motivar um pouco o estudo das
propriedades de reticulados.



