MAPO151 - Calculo Numérico e Aplicagoes
Lista 7 (Corregao)

(Questao 1) Recordando que, para uma fungao f L-periodica seu desenvol-
vimento em série trigonométrica até o harmonico de ordem m é dado
por

. 2km ([ 2k
Im () = ag + Z {ak coSs (Tx) + by, sin (Tx)}

k=1

onde

d
ag = %/ f(x)dx

e, para cada k € {1,...,m},

d

ap = %/C f(z) cos (%Tﬂq,) dx
d

b = %/e f(z)sin <2]€T7T:L’> dx

onde as integrais podem ser calculadas em qualquer intervalo [c,d] de
comprimento L, isto ¢, tal que |d — ¢| = L.

Podemos ainda escrever para cada k € {1,...,m} que

2km . 2km . 2km
ag COS (Tm) + by, sin (Tib’) = A sin <T£L‘ + ¢k)

Ak’ =1/ ai + bi
¢ = arctan (%)
by,

onde



sao respectivamente a amplitude e o angulo de fase do k-ésimo harmonico.

Para a funcao f definida no enunciado, seu periodo é L = 2 e to-
maremos o intervalo [¢,d] = [—1,1]. Vamos obter o desenvolvimento
harmonico até a segunda ordem, i.e. m = 2. Fazendo as contas, temos:

1 1

3
4
1
a; = / f(x) cos(mz)dx
0 1 1
= / cos(mx)dx +/ cos(mx)dx — / x cos(mx)dz
0 0
= ... (continhas) ...
2
72

onde a ultima integral que aparece acima deve ser resolvida por partes.
Da mesma maneira, obtém-se

(05} =0
1
by = ——
T
1
by = —
> on
e, ainda,
1
Al = —2V4+7T2
s
1
Ay = —
> or
2
¢, = arctan (——)
s
$2 =0

(se alguém encontrar uma conta errada, favor me avisar).

2



Logo, o desenvolvimento em série trigonométrica até o harmonico de
segunda ordem de f é
2 1

1
go(z) = 1t = cos(mz) — = sin(mx) + py sin(2mzx).

(Questao 2) Queremos, em cada item, encontrar a fungao f que interpola
os pontos (0,2) e (1,1).

1. f(z) = a+ bx (reta). Temos:

f(0)=a
=2
f()y=a+b
=1
donde temos a = 2,b = —1, ou seja
flz)=2—u.
2. f(x) =a+ be™:
f(0O)=a+b
=2
f(1) =a+ be
:>(1—2:__11,b_ e—Ll’le
2e —1 e’
J(w) = e—1 e—1
3. fle) = 57
a
0) = —
70) =
=2
a
1 pu—
) b+1
=1
=a=2,b=1,1e.
2
fla) = 1



(Questao 3) Mesmo procedimento. Se queremos que
f(z) =a+bcosmx + csinmx

interpole os pontos (0,2), (0.5,5), (1,4) teremos que

f(0)=a+b
=2

f(05)=a+c
=5

f)y=a-1>
=4

e, resolvendo o sistema linear correspondente, teremos

a=3
b=-1
c=2

isto é, f(z) =3 — cosmx + 2sin 7.

Para encontrar o polinomio interpolador p da tabela

0 05 1
=55 1]

notamos que por 3 pontos passamos um polinémio de grau menor ou
igual a 2, isto é, o grau de p deve ser menor ou igual a 2. Vamos
encontrar sua forma de Lagrange. S6 para recordar, definimos

Li(x) ;:H(””‘xf), 1<k<3
5 Ty — Ty
J7#k
e entao o polinomio interpolador de 7" na forma de Lagrange fica

p() = yeli(z).

Efetuando os célculos (féceis)
Li(z) =2(x —0.5)(z — 1)
Ly(z) = —dx(z — 1)
Ls(z) = 2x(z — 0.5)
donde, por fim,
p(z) =4(z —0.5)(x — 1) — 20x(x — 1) + 8z(x — 0.5).



(Questao 4) Como na questao anterior: dada a tabela
01 2
= { 2 1 4 ]

e fazendo as continhas (simples) obtemos

L) = 5z~ a —2)
Ly(z) = —x(z — 2)
La(z) = %x(w _ )

e entao o polinémio interpolador de T" na forma de Lagrange fica
plz)=(r—1)(x—2)—z(x —2) + 2x(x — 1)

(Questao 5) Esta questao é mais facil do que parece. Sabemos que um
polinémio de grau menor ou igual a 3 tem a seguinte expressao:

P(z) = ag + a1z + axx® + asx®.

O que devemos fazer é determinar ay,...,as. Do Célculo I temos que
a derivada de P é

Pl(ﬂf) = a1 + 2a07 + 3&31’2.

e utilizando os dados do problema

P(x1) =
P(x2) =y
P'(x1) ==
P'(x3) = 2

podemos escrever

2 3
ap + a121 + asxy + azry = Y1
2 3
Qg + a1%9 + Qx5 + A3Ty5 = Yo
Oap + a1 + 2a2x1 + 3a3x% =2z

Oag + a1 + 2a2x9 + 3a3x% = 29

onde 1 # Xy, Y1 # Y2, 21 # 22 s@o conhecidos.



Podemos escrever o sistema linear anterior

2 3

1 1 x7 ao
1 2o 23 3 a;
0 1 2z 322 | 7| ay
0 1 2, 322 as

na forma matricial

(A
Y2
21
%)

e entao resolvé-lo pelo MEG. Escalonado, o sistema acima fica (se nao

me enganei nas contas)

2 3
! n le 2 331:1 3
0 z9g—2; 25— a7 T5 — Xy
2 2
0 0 T1— T2 2T7 — XT1T9 — T5
0 0 0 (.Tl - LCQ)Q

U1
Y2 — Y1
z1 — <y2*y1

To—T1
Z1 + 29 — 2 (

)

Y2—y1
To—I1

)

e a substituicao retroativa fica por conta de vocés. As simplificacoes

envolvem divisao de polindbmios — nada im

balhoso.

possivel, mas bastante tra-



