MAPO151 - Calculo Numérico e Aplicagoes
Lista 4 (Corregao)

Mais uma vez, 5 questoes implicam que cada uma vale 2.0 pontos.

(Questao 1) Acredito que esta era essencialmente uma questao para fazer
um monte de contas e, assim sendo, eu esperava encontrar todas as
etapas de eliminacao e de pivotamento explicitadas na resolucao do
exercicio.

Como eu nao gosto de fazer contas e tenho meu SciLab, resolvi imple-
mentar algumas rotinas para fazer as contas por mim. Além disso, re-
solvi o problema aplicando uma estratégia de pivotamento parcial (isto
é, escolha de pivos em colunas), em vez de uma estratégia de pivota-
mento total (escolha de pivos na matriz inteira). Aceitei na corre¢ao
quem resolveu o problema usando qualquer uma das duas estratégias.

Comecei implementando subrotinas que eu sei que sao necessarias ao
Método da Eliminagao de Gauss (MEG) com pivotamento parcial. Ini-
cialmente implementei uma funcao que troca duas linhas de uma ma-
triz.

// troca_linhas.sci

// devolve a matriz A com a linha i
// trocada pela linha j

function X =
1 =A@,:);
A(i,:) = AGG,:);
A(j,:) =1
X = A;
endfunction

troca_linhas (A, i, j)

I

Também implementei uma funcao que, dada uma matriz A e uma etapa
de eliminagao do MEG j determina qual o melhor pivo para aquela



etapa (toma o maior pivé em médulo na coluna j abaixo da diagonal
principal inclusive)

// maior_pivo.sci

// dada uma coluna j da matriz A
// devolve o indice i da linha
// com maior pivo

function i = maior_pivo (A, j)
[nlin, ncol] = size(A);

// observe que comeco a procurar pivos
// abaixo da diagonal principal
i=73;
for k = j:nlin do
if abs(A(i,3)) < abs(A(k,j))

i=k;
end
end
endfunction

bem como o Método da Substituicao Retroativa, que resolve um sistema
triangular superior.

// subst_retro.sci

// algoritmos de substituicao retroativa:
// dada uma matriz triangular superior A e
// um vetor b, resolve o sistema linear

// Ax = D.

function x = subst_retro (A, b)
// estou supondo que a matriz A
// eh quadrada n x n e que b eh

// um vetor coluna n x 1.

[nlin, ncol] = size(A)
n = nlin;



// inicializando o vetor-resposta
x = zeros(n, 1);

// aqui comeca efetivamente a
// substituicao retroativa
x(n) = b(n) / A(n,n);

for j = (n - 1):-1:1 do
s = 0;
for k = (j + 1):n do
s =s + A(j,k) * x(k);
end
x(j) = () - s) / A(,j);
end
endfunction

Finalmente, implementei o MEG com pivotamento parcial, mas com
algumas sutilezas. Coloquei na saida do método um vetor p com as
etapas de pivotamento (isto é, as permutacoes das linhas) anotadas, de
forma que a partir de p eu possa reconstruir a matriz de permutacoes
P e também a P~!. Coloquei também na saida do método a matriz A
escalonada, mas colocando os multiplicadores de cada etapa no lugar dos
zeros da matriz escalonada, de modo a obter facilmente a decomposicao
LU de PA. Minha implementacao do MEG ficou assim:

// gausspv.sci
// metodo de gauss com pivotamento
function [p, B, x] = gausspv (A, Db)
// importando os metodos necessarios
getf ("troca_linhas.sci");
getf ("maior_pivo.sci");

getf ("subst_retro.sci");

[nlin, ncol] = size(A);
n = nlin;

// inicializacao do vetor em que
// anotarei as pivotacoes
p = zeros(n);



// mprintf ("%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\n", A, b);
// mprintf ("\n");

for i = 1:n do
// fazendo a pivotacao e anotando o pivo

m = maior_pivo (A,i);
A = troca_linhas (A, i, m);
b = troca_linhas (b, i, m);

// mprintf ("%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\t %.2f\n", A, b);
// mprintf ("\n");

p(1) = m;

for j = (1 + 1):n do
// calculando o multiplicador

// eliminando a j-esima linha de A,
// tomando o cuidado de nao baguncar
// os multiplicadores

A(j,i:n) = A(j,in) - 1 x A(i,i:n);
b(j) = b(j) - 1 * b(i);

A(G,1) = 1;

// mprintf ("%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\n", A, b);
// mprintf ("\n");

end
end

// NESTE PONTO A MATRIZ ’A’ JA ESTA ESCALONADA,
// E ’b’ EH 0 VETOR LADO DIREITO MODIFICADO.

// resolvendo o sistema escalonado por
// substituicao retroativa
x = subst_retro (A, b);

B = A;
endfunction



onde, para ver o retrato de cada etapa de eleminagao / permutagao,
basta descomentar os mprintfs no cédigo (SOMENTE PARA MATRI-
ZES 4 x 4 COMO A DO PROBLEMA!).

Quando pus tudo para rodar’ (os passos que fiz e varias curiosidades
podem ser encontrados no script questaol.sce), a coisa ficou assim:

[ 6.00 —2.00 2.00 4.00 | 12.00 ]
12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00
3.00 —13.00 9.00 3.00 | 27.00

| —6.00 4.00 1.00 —18.00 | —38.00 |

[ 12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 T
6.00 —2.00 2.00 4.00 | 12.00
3.00 —13.00 9.00 3.00 | 27.00

| —6.00 4.00 1.00 —18.00 | —38.00 |

[ 12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]

0.50 2.00 —1.00 —1.00 | —5.00

3.00 —13.00 9.00 3.00 | 27.00
| —6.00 4.00 1.00 —18.00|—38.00 |
[ 12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]

0.50 2.00 —1.00 —1.00 | —5.00

0.25 —11.00 7.50 050 | 18.50
| —6.00 4.00 1.00 —18.00|—38.00 |
[ 12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]

0.50 2.00 —1.00 —1.00 | —5.00

0.25 —11.00 7.50 050 | 18.50
| —0.50  0.00 4.00 —13.00|—21.00 |
[ 12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]

0.25 —11.00 7.50 0.50 | 18.50
0.50 2.00 —1.00 —1.00 | —5.00

| —0.50  0.00 4.00 —13.00|—21.00 |
12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]
0.25 —11.00 7.50 0.50 | 18.50
0.50 —0.18 0.36 —0.91 | —1.64
—0.50  0.00 4.00 —13.00 | —21.00 |




12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]|
0.25 —11.00 7.50 0.50 18.50
0.50 —0.18 036 —-0.91 | —1.64
—0.50 —0.00 4.00 —13.00 | —21.00 |

12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]
0.25 —11.00 7.50 0.50 18.50
—-0.50 —0.00 4.00 -13.00 | —21.00
050 —-0.18 036 —0.91 | —1.64

12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 |
0.25 —11.00 7.50 0.50 | 18.50
—0.50 —0.00 4.00 —13.00 | —21.00
0.50 —0.18 0.09 0.27 0.27

12.00 —8.00 6.00 10.00 | 34.00 ]
0.25 —11.00 7.50 0.50 18.50
—-0.50 —-0.00 4.00 -13.00 | —21.00
050 —0.18 0.09 0.27 0.27

e, por fim, aplicando Substituicao Retroativa, obtemos

[ 1
| -3
—2
1
[ 12.00 —8.00 6.00 10.00
p_ | 025 —1100 750 0.50
—0.50 —0.00 4.00 —13.00
| 050 —0.18 0.09 027
[ 2
13
P= 1y
4

Voceé pode ver no arquivo questaol.sce como obter as matrizes P, L
e U a partir de p e B.

(Questao 2) Novamente, acho mais facil escrever um programa que faz o
Servico:

// inverte.sci

function I = inverte (A)



getf ("maior_pivo.sci");
getf ("troca_linhas.sci");

[nlin, ncol] = size(A);
n = nlin;

I = eye (n, n);

// escalonando de cima para baixo
for i = 1:n do
m = maior_pivo (A, i);
A = troca_linhas (A, i, m);
I = troca_linhas (I, i, m);
for j = (1 + 1):n do
1 =A(,1) / AG, i);
AGG,:) = A(G,:) -1 x A(4,:);
I(j,:) =I(,:) -1 % I(i,:);
end
end

// escalonando de baixo para cima
for i = n:-1:1 do
for j = (1 - 1):-1:1 do
1 =A(,1) / A, 1);
A(G,:) = A(G,:) -1 % A(i,:);
I(j,:) =I(,:) -1 % I(i,:);
end
end

// limpando a diagonal
for i = 1: n do
I(i,:) = I(@i,:) / A(i,1);
A(i,i) = 1;
end
endfunction



Aplicando o método acima a matriz

3 11
Al = 1 31
11 3
obtemos
04 -0.1 -0.1
A= -01 04 -0.1
—-0.1 —-0.1 04

(as etapas do escalonamento podem ser encontradas no arquivo etapas2. txt,
a parte).

Para a matriz

01 2
A2 = 1 0 ].
210
obtemos
—0.25 0.5 0.25
A= 05 —1 05

025 0.5 —0.25

(tente fazer com a funcao inverte.sci).

(Questao 3) Esta questao eu achei um pouco mais dificil que as outras.
O que farei a seguir serda apenas dar uma idéia da demonstracao do
fato sugerido no enunciado do exercicio (os detalhes — as contas e as
justificativas das passagens — ficam para os corajosos, sugiro no minimo
tentar). Nao esperei que nenhum de vocés seguisse o caminho que eu
farei.

O que vou fazer é demonstrar o referido fato por indugao na ordem n
da matriz. Um passo importante seria escrever formamelmente (mate-
maticamente) as matriz A, L e U do enunciado, esta parte fica como
exercicio para vocés. Os casos n = 1 e n = 2 sdo triviais (verifique!).
Vamos verificar que o fato é valido para o caso n = 3, pois é mais
interessante e ilustrativo que os casos n = 1,2 (mas estes devem ser
verificados também!).

Nesse caso temos que

bl C1 0
A3 = a9 bg Co
0 as bg



e suponha que as constantes by, by, b3, c1, Co, as, az sao tais que As seja
inversivel, isto é, possa ser escalonada (esta hipdtese é mais importante
do que parece a primeira vista, principalmente nos casos n = 1,2, 3:
por qué?).

Aplicando o Método da Eliminacao de Gauss a matriz A3 obtemos o
seguinte:

b1 C1 0 bl €1 0
Qo b2 Co — E—j (bQ_Z_fCl) Co
0 as bg 0 as bg
b1 C1 0
az _ a2
R b1 (bg by Cl> Co
asg _ as

Agora, denotando

B1:=0b
a2 a2
Qg 1= — = —
B b
a2
Bo = by — ey = by — b—Cl
1
a3 a3
g = — = ———
B2 b — 5.C1
a3
B := by — azcy = by — —b as . C2
2 3 C1

temos, na matriz escalonada dor sistema anterior

bl C1 0
As — | aa B2 ¢
0 as [

de modo que a decomposicao LU da matriz As fica assim:

1 0 0
Ly:=]a 1 O
B 0 Qs 1
[ b1 C1 0
U3 = 0 52 Cy
00 B



ou seja, para o caso n = 3 a proposicao estd verificada.

Suponha agora que para todon = k—1 > 1 a proposicao esta verificada
e suponha definidos indutivamente

B = b
CLj .
Bji=bj — ——cj1, 2< 5 <k
Bj-1
e
Clj .
o= , 2<j5<k.
T B

de modo que 3; = b; — a;cj_ para 2 < j < k. Mostre, como exercicio,
que cada um dos 3; e dos o estd bem definido (DICA: basta mostrar
que B; # 0 para todo j € {2,... k}.

Vamos entao verificar, com base nisso, a a proposicao para o cason = k.

Note que, do enunciado, temos o seguinte: defina para cadan € 2,...,k
1 0 0 - 0]
(0] 1 0 0
| 0 a, 1 |
(B 0 - 0 |
0 ﬁg Co 0
Un — . . .
ﬁn—l Cn—1
| 0 0 B
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de modo que

_ 0
0
Ly_ :
L. — k—1
‘ 0
0
1 00 0 ap|l |
I 0
0
Uk— :
U, — k—1
‘ 0
Ck—1
[ 00 0 0| Bk
de modo que, denotando,
0
0 = e
0 (k=1)
0" = [ 0 0 ](kfl)
0
0
VvV = P
0
Ch=1 ] (k1)
wi=[0 0 0 ar |y
11




temos que, usando a hipdtese de inducao (verifique as contas!)

[ L1 |0 Up,_1| v
Lk*Uk: “k]/11:|*|: 8,15k:|
_-Lk_l*Uk_1+0*0,‘Lk_l*v—f—o*ﬁk
o | WU +1x0 ‘ w v + Oy
~ 0 -
0
— Ap_1 :
0
Ck—1
100 - 0 agfk1 | acr—1 + Ok |
- 0 ]
0
_ Ap_q :
0
Ck—1
_O 0 0 Qe bk ]
= A,

ou seja
A1 =Ly xUp_y = Ay = L x Uy,

mas, como L, é uma matriz triangular inferior com 1s na diagonal
principal e U, é uma matriz triangular superior e a decomposi¢cao LU
de uma matriz inversivel é unica, entao LUy é a decomposicao LU da
matriz Ay.

Ou seja, mostramos por inducao que o referido fato é valido para ma-
trizes quadradas de qualquer ordem nas diretrizes do enunciado.

(Questao 4) Do jeito que fiz a questdo anterior, esta saiu de graca: na
inducao j4 mostramos que 3; e o; tém a forma pedida.

(Questao 5) Esse método, chamado de TDMA (Tridiagonal matriz algo-
rithm), também conhecido como algoritmo de Thomas, estd muito bem
descrito no artigo da Wikipedia

http://en.wikipedia.org/wiki/Tridiagonal matrix_algorithm,

12



o qual indico como leitura. La ha implementagoes em C, C# e MatLab
(este ultimo muito parecido com o SciLab, e pode ser “traduzido” com
pouquissimo esforgo).
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